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Platonische Korper und platonische Liebe - Der
Wiirfel und seine Gruppe
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ben“.

Schon dem griechischen Philosophen Pla-
ton gefielen solche rdumliche Figuren, die
durch ebene gleichférmige Seitenstiicke be-
grenzt sind, die selbst wieder regelméfiige
Vielecke sind. Man nennt diese Figuren re-
guldre Polyeder bzw. platonische Korper. Da-
von gibt es fiinf Stiick, die alle von Platon
in seinem Dialog Timaios beschrieben wer-
den, namlich den Tetraeder, den Wiirfel, den
Oktaeder, den Dodekaeder und den Ikosa-
eder. Da Platon ein Philosoph war, kam er
auf die etwas merkwiirdige Idee, die fiinf pla-
tonischen Korper mit den Elementen in Be-
ziehung zu setzen, namlich mit Feuer (Te-
traeder), Wasser (lkosaeder), Luft (Okta-
eder), Erde (Wiirfel); dem Dodekaeder wurde
schlieflich das Weltall zugeordnet.

Plato (427-347 v. C.) sagte: ,die Be-
deutung der Geometrie beruht nicht
auf ihrem praktischen Nutzen, sondern
darauf, dafl sie ewige und unwandelba-
re Gegenstédnde untersucht und danach
strebt, die Seele zur Wahrheit zu erhe-

Ein Fuflball ist kein regulérer Po-
lyeder. Die Seiten sind Fiinfecke
und Sechsecke, jedenfalls, wenn
man ihn aus Lederstiicken zu-
sammennaht. In Wahrheit ist der
Ball (als Kugel) natiirlich rund
(wie schon Sepp Herberger wuf-
te), und {iiberhaupt nicht von
ebenen Stiicken berandet.



Platons Ideenlehre

Eine bessere Idee von Platon, und zugleich der Grund-
gedanke seiner Philosophie, war es, dass die sichtbaren
Objekte nur unvollkommene Abbilder einer gottlichen
Idee sind, die es zu erkennen gilt, um den wesentlichen
Kern der Dinge zu erfassen. Dieser Gedanke liegt auch
g . dem Konzept der platonischen Liebe zugrunde, das im
ymposium lag . . . . . .
man, trank, lausch- Symposion entwickelt wird. Darin wird von einem Gast-
te den Floten- mahl erzéhlt, bei dem die Anwesenden, die alle von der
spielerinnen  und ~ Feier am Abend zuvor einen kréiftigen Kater haben, iibe-
sprach auch iiber  reinkommen, ihr ,,Zusammensein nicht auf den Rausch
den ... anzulegen, sondern nur so zu trinken zum Vergniigen®,
und stattdessen der Reihe nach Lobreden auf den Eros
vorzutragen, den griechischen Gott der Liebe. Der Hohe-
punkt dieser Ansprachen bildet die Rede des Sokrates,
der sich seinerseits auf Diotima aus Mantinea beruft,
mit der er vor vielen Jahren ein Gesprach iiber dieses
Thema hatte. Ihr zur Folge ist Eros gar kein Gott, son-
dern ein Damon, ein Vermittler zwischen Gott und den
... Eros. Menschen.
Sie schildert mehrere Stufen der Liebe, die auch
in einem menschlichen Leben durchlaufen werden
konnen, von ,schonen Gestalten nachzugehen* iiber
»die Schonheit in den Seelen fiir weit herrlicher [zu]
halten als die in den Leibern® bis hin zu ,,jenes Schéne
selbst rein, lauter und unvermischt zu sehen, [...],
das gottliche Schone selbst in seiner Einartigkeit zu
schauen®. Ziel ist es somit nicht, Abbilder des Guten
und Schonen zu beriihren, sondern das Wahre selbst,
um so Gliickseligkeit und damit Anteil an der Un-
sterblichkeit zu erlangen.
Der Gedanke, dass sichtbare Dinge den Anstoss ge-
ben sollen, nach tiefer liegenden Wahrheiten zu su- . :

. . . in Platons Dialog Sym-
chen, von denen diese Dinge nur ein schwaches Ab- posion von der Philoso-
bild sind und durch die sie erst richtig verstanden  phin Diotima aus Man-
werden konnen, ist auch fiir die (reine) Mathematik  tinea vorgestellt.
von zentraler Bedeutung.

Bei einem antiken

Das Konzept der ,pla-
tonischen Liebe* wird

Mathematisches Denken ist seiner Natur nach abstraktes Denken, das,
manchmal ausgehend von konkreten Objekten, nach Strukturen, Gesetzmé-
Bigkeiten, allgemeingiiltigen Regeln sucht. Es geht dadrum, mathematische
Theorien zu entwicklen, um die gemeinsame Struktur verwandter Objekte zu
verstehen.
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Was ist also die zugrunde liegende Idee hinter den platonischen Korpern, wie
sieht ihre innere Struktur aus, zu welcher mathematischen Theorie geben sie
Anlass? Wir beschrinken uns auf den Wiirfel.

Symmetrien

Bei den platonischen Korpern féllt natiirlich
ihre grofle RegelmifBigkeit auf, die ihre
Schonheit und Anziehungskraft ausmachen.
Die RegelméBigkeit beinhaltet, dass in einem
platonischen Korper jede Seite in jede andere
Seite, jede Kante in jede andere Kante und
jeder Eckpunkt in jeden Eckpunkt iiberfiihrt
werden kann. D.h., dass diese Korper eine )
reichhaltige Symmetrie aufweisen. = L

In der Mathematik ist es gerade die Menge der Symmetrien, und ihre Bezie-
hungen untereinander, fiir die man sich interessiert. Die korperlichen Objekte
sind sozusagen der Anlass fiir die Theorie. Wenn man die Theorie entwickelt
hat, so kann man die konkreten Objekte als eine konkrete Realisierung der
Theorie verstehen.

Unter einer (eigentlichen) Symmetrie eines Korpers K (im Raum) versteht
man eine wirklich durchfithrbare Bewegung, die den Korper in sich iiberfiihrt,
und bei der die innere Struktur des Korpers nicht verandert wird.

Bei einer solchen Bewegung wird der Korper als ein starres Ganzes genom-
men, irgendwie gedreht und verschoben, aber weder zerrissen noch defor-
miert. Die Endlage des Korpers soll deckungsgleich mit der Ausgangsla-
ge sein. Wir interessieren uns bei einer solchen Bewegung lediglich fiir das
Verhiltnis von Ausgangslage zu Endlage, nicht fiir die Zwischenschritte und
den realen Bewegungsvorgang. Ein Bewegung ist also dadurch festgelegt, dass
fiir jeden Punkt des Korpers die neue Lage des Punktes bekannt ist. Insofern
ist eine Symmetrie einfach eine Abbildung

po: K — K
mit gewissen zusétzlichen Eigenschaften.

Dass die Bewegung wirklich durchfiihrbar sein soll schlieft bspw. Spiegelun-
gen an einer Ebene aus (sowas nennt man auch eine uneigentliche Bewegung).

Dass die innere Struktur nicht verdndert wird, kann man so ausdriicken, dass
sich bei der Bewegung zu je zwei Punkten der Abstand nicht dndert, dass
also fiir alle P,Q € K die Abstandsbeziehung

d(e(P),»(Q)) = d(P,Q)

gilt. Man spricht auch von einer Isometrie.



Welche Symmetrien hat ein Wiirfel?

Schauen wir uns einen Wiirfel an. Eine Wiirfelsymmetrie fithrt den Wiirfel
durch eine Bewegung in sich selbst iiber. Bei einer solchen Bewegung ver-
dndert der Wiirfelmittelpunkt seine Lage nicht, und es werden, aufgrund des
Starrheitsprinzips, Seiten auf Seiten, Kanten auf Kanten und Ecken auf Ecken
abgebildet. Ebenso werden Seitenmittelpunkte auf Seitenmittelpunkte abge-
bildet, und gegeniiberliegende Seitenmittelpunkte werden auf gegeniiberlie-
gende Seitenmittelpunkte abgebildet. Ferner werden Kantenmittelpunkte auf
Kantenmittelpunkte abgebildet, Seitendiagonale auf Seitendiagonale, Raum-
diagonale auf Raumdiagonale.

Notieren wir einfach mal eine Liste von Wiirfelsymmetrien, wie sie uns in
den Sinn kommen.

Drehungen um eine Seitenmittelpunktsachse

Man kann bspw. durch den oberen Seiten-
mittelpunkt und den unteren Seitenmit-
telpunkt sich eine Achse o denken, und
um diese Achse den Wiirfel drehen. Damit
der Wiirfel mit seiner Ausgangslage zur
Deckung gebracht wird, muss der Dreh-
winkel ein Vielfaches von neunzig Grad
sein, also eine Vierteldrehung, eine Halb-  Eine Vierteldrehung um die vertika-

drehung, eine Dreivierteldrehung oder ei- ¢ Achse. Betont wird die Wirkungs-
ne Volldrehung weise auf den Eckpunkten.

Bei einer Volldrehung, also einer Drehung um diese Achse um 360 Grad,
wird jeder Punkt auf sich selbst abgebildet. Man konnte den Wiirfel genauso
gut auch gar nicht drehen. Man spricht von der identischen Drehung, der
Identitdt oder der trivialen Symmetrie. Wie die 0 eine enorm wichtige Zahl
ist, obwohl die Addition mit ihr , nichts“ macht, so ist auch diese triviale
Symmetrie enorm wichtig fiir die Theorie der (Wiirfel-)Symmetrien.

Drehungen um eine Kantenmittelpunktsachse

Zu jeder der zwolf Wiirfelkanten gibt
es einen Kantenmittelpunkt. Ein solcher
Kantenmittelpunkt definiert mit dem Mit-
telpunkt der gegeniiber liegenden Kante
eine Kantenmittelpunktsachse. Betrach-
ten wir bspw. die Kantenmittelpunktsach-
se 3, die durch die Mittelpunkte der durch ~ Eine Halbdrehung um eine Kanten-

A und E und durch € und G gegebenen mittelpunktsachse. Betont wird die
Kanten definiert ist Wirkungsweise auf den Eckpunkten.
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Gibt es um diese Achse eine Drehung (abgesehen von der Identitéit), die den
Wiirfel in sich iiberfithrt? Wir haben gesagt, dass bei einer Wiirfelsymmetrie
Eckpunkte auf Eckpunkte abgebildet werden. Die Kante von A nach E steht
senkrecht auf der Drehachse, daher kommen als Bildpunkte von A nur A
selbst oder F in Frage. Im ersten Fall liegt die Identitéit vor, im zweiten Fall
eine Halbdrehung um die angegebene Achse, die in der Tat den Wiirfel in
sich tiberfiithrt. Bei dieser Halbdrehung werden A und F, C' und G, D und
F und schliellich B und H vertauscht.

Drehungen um eine Raumdiagonale

Jeder der acht Eckpunkte des Wiirfels
definiert zusammen mit dem gegeniiber
liegenden Eckpunkt eine Raumdiagona-
le (oder eine Eckpunktsachse). Betrach-
ten wir bspw. die durch die Eckpunkte E
und C gegebene Raumdiagonale . Gibt o = ) drehung um  eine
es Drehungen um diese Achse, die den  Raumdiagonale. Betont wird die
Wiirfel in sich iiberfiihren? Wirkungsweise auf den Eckpunk-
ten.

Das kénnen wir uns wieder anhand der Eckpunkte klar machen. Die Punkte
FE und C liegen auf der Drehachse und verdndern daher nicht ihre Position.
Wohin kann bspw. der Punkt A durch eine solche Drehung abgebildet wer-
den? Aist ein zu E  benachbarter” Eckpunkt (d.h., A und FE sind durch eine
Kante direkt verbunden), und diese Eigenschaft bleibt bei einer Symmetrie
erhalten. Die moglichen Bildpunkte miissen also ebenfalls zu E benachbart
sein, und das sind genau die Punkte A, H und F' (Drehen Sie einen Wiirfel so
hin, dass Sie einen Eckpunkt in der Mitte des Gesichtsfelds haben. Sie sehen
dann drei Seiten und drei benachbarte Eckpunkte und drei nicht benachbarte
Eckpunkte. Nur den gegeniiber liegenden Eckpunkt sehen Sie nicht). In der
Tat gibt es drei Drehungen um eine Raumdiagonale, die den Wiirfel in sich
tiberfithren, ndmlich die Drehung um 0 Grad (also wieder die Identitét), die
Drehung um 120 Grad und die Drehung um 240 Grad.

Die Identitdt kann dabei als eine Achsendrehung um jede der drei Achsen-
typen um den Winkel 0 aufgefasst werden. Gibt es aufler den genannten
Drehungen noch weitere eigentliche Wiirfelsymmetrien? Wie kann man sich
sicher sein, dass man alle Symmetrien gefunden hat?




Verkniipfung von Symmetrien

Wir haben nun eine Liste von einzelnen Wiirfelsymmetrien angefiihrt, doch
wie verhalten sie sich zueinander, gibt es eine umfassende Struktur, in der
all diese Symmetrien ihren Platz finden? Unser Ausgangspunkt ist, dass man
zwei Bewegungen (Abbildungen) ¢ und ¢ wverknipfen kann, indem man
sie hintereinander ausfiihrt, also zuerst die erste Wiirfelsymmetrie und dann
die zweite Wiirfelsymmetrie anwendet. Diese Verkettung erfiillt wieder alle
Bedingungen, die wir an eine Symmetrie gestellt haben. Des weiteren gibt
es zu einer Bewegung die entgegengesetzte Bewegung, bei der die Bewegung
riicklaufig durchgefithrt wird. Bei einer physikalischen Realisierung der Be-
wegung wiirde man einfach die Zeitrichtung umdrehen.

Insgesamt erhalten wir, dass die Menge aller Symmetrien an einem Koérper
folgende drei strukturelle Eigenschaften aufweist.

(1) Bewegungen lassen sich hintereinander ausfithren, d.h. wenn man
zwei Bewegungen ¢ und ¢ hat, so ist auch die Hintereinander-
ausfihrung 1 o ¢, die zuerst ¢ und dann 1 durchfiihrt, sinnvoll
definiert und wieder eine Bewegung.

(2) Die identische Bewegung, die nichts bewegt, ist eine Bewegung. Wenn
man zu einer beliebigen Bewegung die identische Bewegung davor
oder danach durchfiihrt, so dndert das die Bewegung nicht.

(3) Zu einer Bewegung ¢ gibt es die entgegengesetzte Bewegung (oder
,Riickwiirtsbewegung®) ¢!, die die Eigenschaft besitzt, dass die
Hintereinanderausfithrungen ¢ ' o und @op! einfach die Iden-
titat sind.

Fiir eine Menge (also bspw. die Menge der Bewegungen an einem Korper,
nicht der Korper als Menge!), auf der es eine Verkniipfung mit diesen drei
Eigenschaften gibt, gibt es innerhalb der Mathematik einen eigenen Namen:
man spricht von einer Gruppe, ihre Definition sieht folgendermaflen aus.

DEFINITION 1. Eine Menge G mit einem ausgezeichneten Element e € G
und mit einer Verkniipfung

GxG—G,(g,h)—>goh,
heifit Gruppe, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind.

(1) Die Verkniipfung ist assoziativ, d.h. fiir alle f,g,h € G gilt
(fog)oh=fol(goh).
(2) Das Element e ist ein neutrales Element, d.h. fir alle g € G gilt
goe=g=eog.
(3) Zu jedem g € G gibt es ein inverses Element, d.h. es gibt ein h € G

mit
hog=goh=ce.
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Wie sieht die Gruppe aller Wiirfelsymmetrien aus? Ist unsere obige Liste aus
der Identitét und den verschiedenen beschriebenen Achsendrehungen schon
diese ganze Gruppe? Schauen wir uns ein Beispiel an, wo zwei solche Dre-
hungen miteinander verkniipft werden.

BEISPIEL 2. Es sei a die Achse durch die Seitenmittelpunkte der oberen
und der unteren Seite, und es sei ¢ die Drehung um diese Achse um 90
Grad gegen den Uhrzeigersinn von oben betrachtet. Es sei ¢ die Achse durch
die Seitenmittelpunkte der vorderen und der hinteren Seite, und es sei ¥
die Drehung um diese Achse um 90 Grad mit dem Uhrzeigersinn von vor-
ne betrachtet. Was kann man iiber die Verkniipfung sagen, bei der zuerst ¢
und dann v durchgefiihrt wird? In einer solchen Situation ist es hilfreich, die
Bewegungen dadurch zu verstehen, dass man ihre Wirkungsweise auf charak-
teristischen Punkten des Wiirfels, bspw. auf seinen Eckpunkten, untersucht.

Die beiden Drehachsen. Die Wirkung der beiden Die Wirkung der beiden
Drehungen auf einigen Drehungen auf allen Eck-
Punkten. punkten.

Die erste Drehung hat auf den Eckpunkten folgende Wirkung,

Punkt A/B|C|D|E |F|G|H
Bildpunkt |D|A|B|C|H |E|F |G
Die zweite Drehung hat die folgende Wirkung,
Punkt A/B|C|D|F |F|G|H
Bildpunkt |D|C |G| H|A |B|F | FE

Die Wirkungsweise der zusammengesetzten Bewegung auf den Eckpunkten
ergibt sich einfach dadurch, dass man schaut, wohin das Ergebnis der ersten
Bewegung unter der zweiten Bewegung geschickt wird. In unserem Beispiel
ergibt sich

Punkt
Bildpunkt

Qo

|
SRS
W Q
(isy

Su][EN
O| =
Q




8

Es fallt dabei auf, dass unter der Verkniipfung die beiden Punkte C' und
E auf sich selbst abgebildet werden. Damit wird auch die Raumdiagonale
durch diese beiden Punkte bei dieser Bewegung nicht verdndert, und es liegt
in der Tat eine Drehung um diese Raumdiagonale als Drehachse vor. Da A
auf H abgebildet wird, handelt es sich um die Drehung um 120 Grad im
Uhrzeigersinn, wenn man auf diese Achse von vorne links unten schaut.

In diesem Beispiel fithrte also die Verkettung von zwei Symmetrien wieder
zu einer Symmetrie, und zwar zu einer Symmetrie, die schon in unserer Liste
steht. Wir wissen noch nicht, ob unsere Liste in dem Sinne vollsténdig ist,
dass mit je zwei Symmetrien auch deren Verkniipfung wieder zu dieser Liste
gehort. Das konnten wir mit einigem Aufwand iiberpriifen, indem wir alle
Kombinationen durchspielten. Wir werden aber einen einfacheren Weg gehen.

Wieviele Symmetrien hat ein Wiirfel?

Wieviele eigentliche Wiirfelsymmetrien gibt es? Um diese Frage beantworten
zu konnen, ist es wieder hilfreich, die Wirkung der Symmetrien auf der Men-
ge der Eckpunkte zu betrachten. Offenbar kann man den Punkt A auf jeden
anderen Eckpunkt, nennen wir ihn X, bewegen. Dazu geniigt es bspw., einige
Vierteldrehungen um verschiedene Seitenmittelpunktsachsen hintereinander
durchzufithren. Es gibt dabei allerdings mehrere Bewegungen, die A auf X
abbilden. Was kann bspw. mit B unter einer solchen Bewegung geschehen?
Da B zu A benachbart ist, muss auch der Bildpunkt von B zum Bildpunkt
von A, also zu X, benachbart sein. Dafiir gibt es genau drei Moglichkeiten,
da X eben genau zu drei Eckpunkten benachbart ist. Durch eine Drehung
um die Raumdiagonale durch X kann auch jede dieser Moglichkeiten ver-
wirklicht werden. Es gibt also 8 - 3 = 24 verschiedene Moglichkeiten, fiir die
beiden Eckpunkte A und B die Bildpunkte auszuwéahlen. Wenn fiir diese bei-
den Punkte die (benachbarten) Bildpunkte X und Y ausgewihlt sind, gibt
es dann immer noch verschiedene Moglichkeiten, eine solche Bewegung zu
realisieren? Wir behaupten, dass es dann genau nur eine Moglichkeit gibt,
dass also diese Auswahl die Symmetrie eindeutig festlegt. Wir miissen also
zeigen, dass wenn ¢, und o zwei Wiirfelsymmetrien sind, die

©1(A) = p2(A) = X und p1(B) = p2(B) =Y

erfiillen, dass dann iiberhaupt ¢; = o ist. Um dies einzusehen, verwenden
wir einen typischen Schluss der Gruppentheorie, der schon die Schlagkraft
dieses Konzepts deutlich macht. Wir betrachten die Verkniipfung von ¢; mit
der entgegengesetzten Bewegung zu s, also

V=03 0pr.



Wenn eine Symmetrie A
und B nicht bewegt, so
wird auch die Kante da-
zwischen nicht bewegt.

Unter dieser Bewegung 1 geht zunichst A
auf X und dann X wiederum auf A, eben-
so geht insgesamt B auf B. Damit ist ¢ eine
Bewegung, die die gesamte Kante zwischen
A und B unverdndert ldsst. Da bei einer
Wiirfelsymmetrie der Wiirfelmittelpunkt M
unverdndert bleibt, bleibt wegen der Starr-
heit auch das gesamte Dreieck zu den Punk-
ten A, B, M unveréindert und damit auch die
gesamte Ebene, in der dieses Dreieck liegt.

Die Starrheit erzwingt weiter, dass dann be-

reits der gesamte Wiirfel unter ¢) unveréandert
bleibt (die Spiegelung an dieser Ebene ist ei-
ne uneigentliche Symmetrie, die nicht durch
eine Bewegung realisiert werden kann), dass

also

—1

Y=y opr=1Id Dann wird auch die gan-
die Identitét ist. Durch Anwenden von ¢y  ze Ebene durch diese Kan-
von links auf diese Gleichung ergibt sich dar-  te und den Wiirfelmittel-

aus

punkt nicht bewegt.

Y1 =$2.
Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

SATZ 3. Der Wiirfel besitzt 24 eigentliche Symmetrien.

Alle Wiirfelsymmetrien sind Achsendrehungen

Abschlieflend zeigen wir, dass unsere eingangs aufgestellte Liste von Wiirfel-
symmetrien vollstandig ist. Wir wissen nun, dass es iiberhaupt nur 24 Wiirfel-
symmetrien gibt. Gehen wir also unsere Liste durch und schauen, wieviele

Symmetrien wir dort schon erfasst haben.

(1) Es gibt die Identitét.

(2) Es gibt sechs Seiten und drei Seitenmittelpunktsachsen, wobei man
jeweils um die drei Winkel 90, 180,270 Grad drehen kann (die Dre-
hung um 0 Grad darf man nicht mitzéhlen, da dies die Identitét ist).

Davon gibt es neun Stiick.

(3) Es gibt zwolf Kanten und daher sechs Kantenmittelpunktsachsen.
Um diese Achsen gibt es jeweils eine Halbdrehung, macht sechs

Stiick.

(4) Es gibt acht Eckpunkte und daher vier Raumdiagonalen. Um diese
Achsen gibt es jeweils die Dritteldrehung und die Zweidritteldre-

hung, macht acht Stiick.
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Wir miissen noch sicherstellen, dass wir dabei keine Bewegung doppelt ge-
zéhlt haben. Wenn aber eine Bewegung zweimal auftaucht, so hat sie minde-
stens zwei verschiedene Drehachsen. Diese Drehachsen bleiben bei der Bewe-
gung unverandert, daher bleibt die ganze von diesen Achsen erzeugte Ebene
unverdndert, und damit sogar der ganze Raum und es liegt die Identitit vor.
Wegen
1+94+6+8=24
folgt der néchste Satz.

SATZ 4. Jede eigentliche Wiirfelsymmetrie ist (die Identitit oder) eine Ach-
sendrehung um eine Seitenmittelpunktsachse, um eine Kantenmittelpunkt-
sachse oder um eine Raumdiagonale.

Alle Fufiballspiele sind Achsendrehungen

Dieser letzte Satz besitzt eine weitgehende Verallgemeinerung, ndmlich, dass
jede lineare eigentliche Isometrie im Raum eine Drehung um eine Achse ist.
Aus Anlass der Fuflballweltmeisterschaft erwihnen wir folgende Version die-
ses Satzes. Denken Sie beim néchsten langweiligen Spiel daran.

SATZ 5. (Satz vom Fufball)

Zu Beginn eines Fufiballspiels liegt der Fuj3-
ball auf dem Anstofipunkt. Wenn ein Tor er-
zielt wird, so wird der Ball wieder auf den
Anstofipunkt zuriickgesetzt. In dieser Situa-
tion gilt: Es gibt mindestens zwei (gegeniiber
liegende) Punkte auf dem Fuflball (seiner
Oberfiiche), die beim NeuanstofS genau dort
liegen, wo sie am Spielanstof$ lagen. Die Ge-
samtbewequng des Balles ldsst sich durch eine
Achsendrehung realisieren.
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