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Vorlesung 4

Injektive und surjektive Abbildungen

DEFINITION 4.1. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M
eine Abbildung. Dann heifit F’

e injektiv, wenn fiir je zwei verschiedene Elemente x,2’ € L auch F(xz) und
F(2'") verschieden sind.

e surjektiv, wenn es fiir jedes y € M mindestens ein Element x € L gibt mit
F(z)=y.

e bijektiv, wenn F' sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Diese Begriffe sind fundamental! Die Frage, ob eine Abbildung F diese Ei-
genschaften besitzt, kann man anhand der Gleichung

F(z)=y

(in den beiden Variablen = und y) erldautern. Die Surjektivitiat bedeutet, dass
es zu jedem y € M mindestens eine Losung x € L fiir diese Gleichung gibt, die
Injektivitat bedeutet, dass es zu jedem y € M maximal eine Losung z € L
fiir diese Gleichung gibt, und die Bijektivitdt bedeutet, dass es zu jedem
y € M genau eine Losung = € L fiir diese Gleichung gibt. Die Surjektivitat
entspricht also der Existenz von Losungen, die Injektivitdt der Eindeutig-
keit von Losungen. Beide Fragestellungen durchziehen die Mathematik und
konnen selbst wiederum hiufig als die Surjektivitat oder die Injektivitit einer
geeigneten Abbildung interpretiert werden.

Beim Nachweis der Injektivitdt einer Abbildung geht man héufig so vor,
dass man zu zwei gegebenen Elementen z und z’ aus der Voraussetzung
F(z) = F(2') erschliefit, dass x = 2’ ist. Dies ist oft einfacher zu zeigen, als
aus x # 2’ auf F(z) # F(2') zu schlieBen.

BEISPIEL 4.2. Die Abbildung
R — R, 2 — 22,

ist weder injektiv noch surjektiv. Sie ist nicht injektiv, da die zwei verschie-
denen Zahlen 2 und —2 beide auf 4 abgebildet werden. Sie ist nicht surjektiv,



2
da nur nichtnegative Elemente erreicht werden (eine negative Zahl hat keine
reelle Quadratwurzel). Die Abbildung

R>o — R, 2 +— 22,

ist injektiv, aber nicht surjektiv. Die Injektivitét folgt beispielsweise so: Wenn
22 = y? ist mit x,y > 0, so ist entweder z = y = 0 oder (z/y)? = 1, also
z/y = 1 und daher x = y. Die Abbildung

R — Rsg, © — 22,

ist nicht injektiv, aber surjektiv, da jede nichtnegative reelle Zahl eine Qua-
dratwurzel besitzt. Die Abbildung

RZO — RZOv T ZE2,
ist injektiv und surjektiv.

DEFINITION 4.3. Es sei F': L — M eine bijektive Abbildung. Dann heifit die
Abbildung

G:M— L,
die jedes Element y € M auf das eindeutig bestimmte Element z € L mit
F(x) = y abbildet, die Umkehrabbildung zu F'.

DEFINITION 4.4. Es seien L, M und N Mengen und
F:L— M,z F(x),
und
G:M — N, y+— G(y),
Abbildungen. Dann heifit die Abbildung
GoF:L— N, z+— G(F(x)),
die Hintereinanderschaltung der Abbildungen F' und G.

Es gilt also

(G o F)(x) = G(F(x)),
wobei die linke Seite durch die rechte Seite definiert wird. Wenn die beiden
Abbildungen durch funktionale Ausdriicke gegeben sind, so wird die Hinter-
einanderschaltung dadurch realisiert, dass man den ersten Ausdruck anstelle
der Variablen in den zweiten Ausdruck einsetzt (und nach Moglichkeit ver-
einfacht).

LEMMA 4.5. Es seien L, M, N und P Mengen und es seien
F:L— M,z F(x),
G:M — N, y+— G(y),

und
H:N — P, z+— H(z),

Abbildungen. Dann ist

Ho(GoF)=(HoG)oF.
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Beweis. Siehe Aufgabe 4.6. 0

SATZ 4.6. Seien M und N endliche Mengen mit n Elementen. Dann sind
fiir eine Abbildung
F:M—N

die Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv dquivalent.

Polynome

DEFINITION 4.7. Es sei K ein Kérper. Ein Ausdruck der Form
P=as+a X +aX?+...+a,X"
mit a; € K und n € N heiit Polynom in einer Variablen iiber K.

Dabei heilen die Zahlen ag, aq, ..., a, die Koeffizienten des Polynoms. Zwei
Polynome sind genau dann gleich, wenn sie in allen ihren Koeffizienten iiber-
einstimmen. Die Polynome mit a; = 0 fiir alle ¢ > 1 heiflen konstante Po-
lynome, man schreibt sie einfach als ag. Beim Nullpolynom sind iiberhaupt
alle Koeffizienten null.

DEFINITION 4.8. Der Grad eines von null verschiedenen Polynoms
P=ay+a X +aX?+...+a,X"
mit a, # 0 ist n.

Das Nullpolynom bekommt keinen Grad. Der Koeffizient a,,, der zum Grad
n des Polynoms gehort, heiflt Leitkoeffizient des Polynoms.

Die Gesamtheit aller Polynome {iber einem Korper K heifit Polynomring
tiber K, er wird mit K[X]| bezeichnet. Dabei nennt man X die Variable des
Polynomrings.

Zwei Polynome lassen sich auch miteinander multiplizieren, wobei man
Xn . Xm — Xn+m

setzt und diese Multiplikationsregel , distributiv fortsetzt“, d.h. man multi-
pliziert ,,alles mit allem*“ und muss dann aufaddieren. Die Multiplikation ist
also explizit durch folgende Regel gegeben:

iaiXi . iijj = 7AhLzmcka mit ¢, = iarbkr )
i=0 §=0 k=0 r=0

Fiir den Grad gelten die beiden folgenden Regeln

e grad (P + @) < max{grad (P), grad (Q)}.

e grad (P - Q) = grad (P) + grad (Q).
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Der Graph einer Polynomfunktion von R nach R vom Grad 5.

In ein Polynom P € K[X]| kann man ein Element a € K einsetzen, indem
man die Variable X an jeder Stelle durch a ersetzt. Dies fithrt zu einer Ab-
bildung

K — K, a— P(a),
die die durch das Polynom definierte Polynomfunktion heifit.

Wenn P und ) Polynome sind, so kann man die Hintereinanderschaltung
P o @ einfach beschreiben: man muss in P iiberall die Variable X durch @)
ersetzen (und alles ausmultiplizieren und aufaddieren). Das Ergebnis ist wie-
der ein Polynom. Man beachte, dass es dabei auf die Reihenfolge ankommt.

Division mit Rest

SATZ 4.9. Sei K ein Korper und sei K[X| der Polynomring iiber K. Es seien
P, T € K[X]| zwei Polynome mit T # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte
Polynome Q, R € K[X| mit

P =TQ + R und mit grad (R) < grad (T") oder R =0.

Beweis. Wir beweisen die Existenzaussage durch Induktion iiber den Grad
von P. Wenn der Grad von T gréfler als der Grad von P ist, so ist Q = 0
und R = P eine Losung, so dass wir dies nicht weiter betrachten miissen.
Bei grad (P) = 0 ist nach der Vorbemerkung auch grad (T') = 0 und damit
ist (da 7" # 0 und K ein Korper ist) Q@ = P/T und R = 0 eine Losung. Sei
nun grad (P) = n und die Aussage fiir kleineren Grad schon bewiesen. Wir
schreiben P = a, X" 4+ ... + a1 X +ap und T = b, X* + ... + b1 X + by mit
an, by, # 0, k < n. Dann gilt mit H = Z—:X”_k die Beziehung

P = P-TH a a
= 0X"+ (ap_1 — b—nbk_l)X"_l + ..+ (ap_k — b—nbo)X"_k +ay e XF L+ ag.
k k

Dieses Polynom P’ hat einen Grad kleiner als n und darauf kénnen wir die
Induktionsvoraussetzung anwenden, d.h. es gibt " und R’ mit

P'=TQ + R mit grad (R') < grad (T') oder R' = 0.
Daraus ergibt sich insgesamt
P=P+TH=TQ+TH+ R =T(Q +H)+ R,
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so dass also Q@ = Q'+ H und R = R’ eine Losung ist. Zur Eindeutigkeit
sei P=TQ + R =TQ + R mit den angegebenen Bedingungen. Dann ist
T(Q — Q') = R — R. Da die Differenz R’ — R einen Grad kleiner als grad (7')
besitzt, ist aufgrund der Gradeigenschaften diese Gleichung nur bei R = R’
und Q) = Q' 16sbar. O

Die Berechnung der Polynome () und R heifit Polynomdivision. Wir geben
dazu ein Beispiel iiber den komplexen Zahlen.
BEISPIEL 4.10. Wir fithren die Polynomdivision
P=A4+3)X*+X*+5idurchT = (1+i)X*+ X —3+2i
aus. Das Inverse zu 1 + ¢ ist % — %2 und daher ist
1 1

(4+3)1+4)" = (4+3¢)(§—§¢)
3

= 245 -2+
71
= 5 22.

Daher beginnt @ mit (2 — 2i)X und es ist

1 19 17,

7 1 7
(1+)X*+ X -3+ 2@)(5 - 5@))( = (4+3i)X° + (5 — 5@))(2 + (—7 + E@)X.
Dies muss man nun von P abziehen und erhalt
7 1 19 17 5 1 19 17
. . 3 oL 2 Y L _ Y L 2 g A .
P—(4+43)X +(2 2Z)X + ( 2+22)X) ( 2+22)X +(2 22)X+5z.

Auf dieses Polynom (nennen wir es P’) wird das gleiche Verfahren angewen-
det. Man berechnet

5% 1.1 1 3
R S S PR 1)
( 5 + 2z)(2 22) + 5

Daher ist der konstante Term von () gleich —1 + gz und es ergibt sich

1 3 13
+ éi)XQ + (—1+ §i)X - =,

((1+i>X2+X—3+2i)(—1+gz’) = (_5 :

2
Dies ziehen wir von P’ ab und erhalten

5 1 3 13 21 23
(( 2+2z)X + ( +2z)X 2z) (2 04)X + 5
Dies ist der Rest R, die vollstédndige Division mit Rest ist also

71 3. 21 23
(4+31) X?+X?+5i = ((1+¢)X2+X—3+2¢)((5—Ei)X—1+§¢)+(7—10@')X+7¢.

LEMMA 4.11. Sei K ein Kérper und sei K[X] der Polynomring tiber K. Sei
P € K[X] ein Polynom und a € K. Dann ist a genau dann eine Nullstelle
von P, wenn P ein Vielfaches des linearen Polynoms' X — a ist.

1X — a heiit dann ein Linearfaktor des Polynoms P.
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Beweis. Wenn P ein Vielfaches von X — a ist, so kann man
P=(X—-a)Q
mit einem weiteren Polynom () schreiben. Einsetzen ergibt
P(a) = (a—a)Q(a) = 0.
Im Allgemeinen gibt es aufgrund der Division mit Rest eine Darstellung
P=(X-a)Q+R,

wobei R = 0 oder aber den Grad null besitzt, also eine Konstante ist. Ein-
setzen ergibt

P(a)=R.
Wenn also P(a) = 0 ist, so muss der Rest R = 0 sein, und das bedeutet, dass
P = (X —a)Q ist. O

KOROLLAR 4.12. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring tiber K.
Sei P € K[X] ein Polynom (ungleich null) vom Grad d. Dann besitzt P
mazimal d Nullstellen.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber d. Fiir d = 0,1
ist die Aussage offensichtlich richtig. Sei also d > 2 und die Aussage sei
fiir kleinere Grade bereits bewiesen. Sei a eine Nullstelle von P. Dann ist
P = Q(X — a) nach Lemma 4.9 und @ hat den Grad d — 1, so dass wir auf
() die Induktionsvoraussetzung anwenden kénnen. Das Polynom () hat also
maximal d — 1 Nullstellen. Fiir b € K gilt P(b) = Q(b)(b — a). Dies kann
nur dann null sein, wenn einer der Faktoren null ist, so dass eine Nullstelle
von P gleich a ist oder aber eine Nullstelle von () ist. Es gibt also maximal
d Nullstellen von P. O

KOROLLAR 4.13. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring tber K.
Dann besitzt jedes P € K[X]|, P # 0, eine Produktzerlequng

P=(X—A)" (X =\ - Q

mit p; > 1 und einem nullstellenfreien Polynom Q). Dabei sind die auf-
tretenden verschiedenen Zahlen A\, ..., \p und die zugehorigen Exponenten
[, - g (bis auf die Reihenfolge) eindeutig bestimmdt.

Beweis. Siehe Aufgabe 4.15. O

Es gilt allgemeiner, dass die Zerlegung eines Polynoms in irreduzible Faktoren
im Wesentlichen eindeutig ist.



Der Fundamentalsatz der Algebra

In der letzten Vorlesung haben wir gesehen, dass jede komplexe Zahl eine
Quadratwurzel besitzt. Daraus folgt direkt, dass jedes Polynom vom Grad
2 iiber den komplexen Zahlen eine Nullstelle besitzt. Allgemeiner gilt der
folgende Fundamentalsatz der Algebra, den wir hier ohne Beweis erwéahnen.

SATZ 4.14. Jedes nichtkonstante Polynom P € C[X] tber den komplexen
Zahlen besitzt eine Nullstelle.

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt, dass jedes von 0 verschiedene
Polynom P € C[X] in Linearfaktoren zerfillt, d.h. man kann schreiben

P=c(X —21)(X —2z9) - (X — z,)

mit eindeutig bestimmten komplexen Zahlen zy, ..., z, (wobei Wiederholun-
gen erlaubt sind).

Rationale Funktionen

s —k_,

Man kann auch Briiche P/Q von Polynomen als Funktionen auffassen, die
auBerhalb der Nullstellen des Nenners definiert sind. Das Beispiel zeigt den
Graph der rationalen Funktion 1/X.

DEFINITION 4.15. Zu zwei Polynomen P, Q € R[X], @ # 0, heifit die Funk-

tion P
D—)R,z»—)ﬁ

Q(z)’

wobei D das Komplement der Nullstellen von @ ist, eine rationale Funktion.
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