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Algebraische Kurven

Vorlesung 23

BEISPIEL 23.1. Das Kartesische Blatt wird durch die Gleichung F = X3 +
Y3 — 3XY = 0 beschrieben (die 3 ist dabei nicht wichtig, und kénnte durch
eine andere Zahl # 0 ersetzt werden). Die homogenen Bestandteile der Kur-
vengleichung sind F3 = X2+ Y3 und F, = —3XY. Damit hat der Nullpunkt
des Kartesischen Blattes die Multiplizitdat zwei und ist singulér, und sowohl
die X- als auch die Y-Achse sind Tangenten (mit einfacher Multiplizitét).
An den iibrigen Punkten ist die Kurve glatt (der Grundkérper habe nicht
die Charakteristik 3): aus
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folgt Y = X% und X = Y? , also auch Y = Y* (ebenso fiir X). Dann ist
Y = X =0 oder X und Y sind beide eine dritte Einheitswurzel (und zwar
sind beide 1 oder es sind die beiden anderen dritten Einheitswurzeln). An
diesen anderen Verschwindungsstellen der beiden partiellen Ableitungen hat
aber F' den Wert —1, diese sind also keine Punkte der Kurve.

Rene Descartes (1596-1650)



Glatte und normale Punkte

Wir wollen zeigen, dass ein Punkt auf einer ebenen algebraischen Kurve ge-
nau dann glatt ist, wenn der zugehorige lokale Ring ein diskreter Bewertungs-
ring ist. Dabei ist die Glattheit in einem Punkt extrinsisch unter Bezug auf
die umgebende Ebene definiert worden, wihrend die Eigenschaft, ein diskre-
ter Bewertungsring zu sein, nur vom Koordinatenring der Kurve abhéngt.
Das folgende Lemma erledigt die eine Richtung, fiir die andere Richtung
miissen wir zuerst eine intrinsische Multiplizitét fiir einen lokalen Ring ent-
wickeln.

LEMMA 23.2. Sei K ein Korper, F € K[X,Y] ein Polynom # 0 ohne mehr-
fache Faktoren und sei P € C' = V(F) ein glatter Punkt der Kurve. Es sei
R der lokale Ring der Kurve im Punkt P. Dann ist R ein diskreter Bewer-
tungsring.

Beweis. Zunéchst ist R ein noetherscher lokaler Ring, der aufgrund von Fakt
kK ein Integritdtsbereich ist. Daher sind die einzigen Primideale das Nul-
lideal und das maximale Ideal mp. Wir werden zeigen, dass das maximale
Ideal ein Hauptideal ist.

Wir kénnen annehmen, dass P der Nullpunkt ist, und schreiben F' als
F=F;+...+F

mit F; # 0. Da P glatt ist, liegt eine solche Gestalt vor. Durch eine Varia-
blentransformation konnen wir erreichen, dass F; =Y ist. Wir konnen in F
die isoliert stehenden Potenzen von X (die Monome, wo kein Y vorkommt)
zusammenfassen und bei den anderen Y ausklammern. Dann l&sst sich die
Gleichung F' = 0 schreiben als

Y(14G)=XH(X),
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wobei G € (X,Y) ist. Es ist dann 1 + G eine Einheit in K[X,Y]xy) und
erst recht im lokalen Ring R = K[X,Y|xy)/(F) der Kurve. Daher gilt in R
die Beziehung

H

Y=—"->2X.
1+G
Also wird das maximale Ideal im lokalen Ring R von X allein erzeugt, so
dass nach Fakt ***** ein diskreter Bewertungring vorliegt. O

Die Hilbert-Samuel Multiplizitat

LEMMA 23.3. Sei R ein noetherscher lokaler Ring mit mazximalem Ideal
m und Restklassenkorper K = R/m. Dann besitzen die Restklassenmoduln
m”/m" "1 endliche Dimension iiber K. Wenn R einen Kirper K enthilt, der
isomorph auf den Restklassenkdrper abgebildet wird, so sind auch die Rest-
klassenringe R/m™ von endlicher Dimension tiber K.

Beweis. Wir schreiben den Restklassenmodul m”/m"*! als
m”/m" =2 m”/(m")m.

Damit sind wir in der Situation von Fakt ***** Da m™ ein endlich erzeugtes
Ideal ist, folgt, dass dieser Restklassenmodul endliche Dimension iiber dem
Restklassenkorper besitzt.

Fiir die Restklassenringe betrachten wir die kurze exakte Sequenz von R-
Moduln,

0 — m"/m"* — R/m"* — R/m" — 0.

Dies ist nach unserer Voraussetzung auch eine kurze exakte Sequenz von K-
Vektorrdumen, so dass sich die K-Dimensionen addieren. Nach dem bereits
bewiesenen steht links ein endlichdimensionaler Raum. Die Aussage folgt
nun durch Induktion iiber n aus dieser Sequenz, wobei der Induktionsanfang
durch R/m = K gesichert ist. O

Im Fall einer ebenen algebraischen Kurve V = V(F) C A% und einem Punkt
P = (a,b) € V ist der lokale Ring gegeben durch K[X,Y]x_qy_s/(F).
Der Restklassenkorper dieses lokalen Ringes ist K selbst. Daher sind die
Voraussetzungen, die im vorstehenden Lemma auftauchen, alle erfiillt, und
alle Dimensionen sind Dimensionen iiber dem Grundkorper.

SATZ 23.4. Sei P € V = V(F) C A% ein Punkt auf einer ebenen affinen
Kurve. Es sei R = Oy,p der zugehdrige lokale Ring mit mazimalem Ideal m.
Dann gilt fiir die Multiplizitit mp von P die Gleichung

mp = dimg (m"/m" ) fir n hinreichend grofs.
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Beweis. Wir betrachten die kurze exakte Sequenz
0 — m"/m"*! — R/m"™ — R/m" — 0

von K-Vektorrdumen. Nach Fakt ***** sind die Dimensionen endlich. Dass
die Dimensionen von m"/m"*! konstant gleich der Multipizitit sind (fiir n
hinreichend groff) ist dquivalent dazu, dass die Differenz zwischen den Di-
mensionen von R/m"™! und R/m" konstant gleich der Multiplizitit ist fiir n
hinreichend grof3. Dies ist durch Induktion dquivalent dazu, dass

dim(R/m") = nmp + ¢

gilt fiir eine Konstante ¢ und n hinreichend grof. Wir kénnen durch Ver-
schieben der Situation annehmen, dass P der Nullpunkt in der Ebene ist.
Sei a = (X,Y) das zugehorige maximale Ideal in S = K[X,Y]. Dann ist
K[X,Y]/(a" 4+ (F)) = R/m™, so dass die Aussage dafiir zu zeigen ist.

Nach Voraussetzung hat F' die Gestalt F' = F,, + Fj,41... mit m = mp .

Damit ist insbesondere F' € a™. Fiir ein weiteres Polynom G € a®™™ (mit
n >m) ist GF € a". Daher liegt eine kurze exakte Sequenz

0— S/am ™ L5 S/a® —s S/(a™, F) = R/m" — 0

vor. Dabei folgt die Injektivitét links aus einer direkten Gradbetrachtung.
Bekanntlich ist die Dimension von S/a™ gleich n(n + 1)/2. Daher ergibt sich
fir n > m die Gleichheit

dim(R/m”):n(n+1)_(n_m)(n—m+1) :n2+n_(n_m)2_n+m

2nm —m? 4+,

2 2 2
Dies ist die Behauptung. O

BEMERKUNG 23.5. Fakt ***** besagt insbesondere, dass die Multiplizitét
eines Punktes auf einer ebenen Kurve eine Invariante des lokalen Ringes der
Kurve in dem Punkt ist, und damit insbesondere nur von intrinsischen Eigen-
schaften der Kurve abhéngt, nicht von der Realisierung in einer umgebenden
Ebene. Es gibt fiir jeden noetherschen lokalen Ring die sogenannte Hilbert-
Samuel Multiplizitit, die iber die R/m-Dimensionen der Restklassenmoduln
m" /m"*! definiert wird. Im eindimensionalen Fall ist sie definiert als

lim,, oo (dimR/m(mn/mn+1)) )

wobei diese Funktion konstant wird (was nicht trivial ist). Wenn R einen
Korper K enthélt, der isomorph zum Restekorper ist (was bei lokalen Ringen
zu einer Kurve der Fall ist), so ist diese Zahl auch gleich

lim,, o (dimg (R/m")) .

SATZ 23.6. Sei K ein Korper und sei F' € K[X,Y]| nichtkonstant ohne
mehrfachen Faktor mit zugehoriger algebraischer Kurve C' = V(F). Es sei
P = (a,b) € C ein Punkt der Kurve mit mazimalem Ideal m = (X —a,Y —b)
und mit lokalem Ring R = (K[X,Y]|w)/(F). Dann sind folgende Aussagen
Gquivalent.



(1) P ist ein glatter Punkt der Kurve.
(2) R ist ein diskreter Bewertungsring.
(3) R ist ein normaler Integrititsbereich.
(4) Die Multiplizitit von P ist eins.

Beweis. Die Implikation (1) = (2) wurde in Fakt ***** bewiesen. Die Aqui-
valenz (2) < (3) wurde in Fakt ***** bewiesen. Die Aquivalenz (1) < (4)
folgt aus der der Multiplizitét. Es bleibt also (2) = (4) zu zeigen, wobei
wir unter Verwendung von Fakt ***** mit der Hilbert-Samuel Multiplizitét
arbeiten konnen. Es geniigt also zu zeigen, dass fiir einen lokalen Ring einer
ebenen algebraischen Kurve, der ein diskreter Bewertungsring ist, die Rest-
klassenmoduln m™/m™™! 2 m™ /m"m alle eindimensional iiber dem Restklas-
senkorper R/m = K sind. Dies folgt aber wegen m” = (7") direkt aus dem
Lemma von Nakayama. U

Monomiale Kurven und Multiplizitit

Zu einem numerischen Monoid M C N das von teilerfremden natiirlichen
Zahlen e; < ey < ... < e, erzeugt werde, wird der minimale Erzeuger, also
ey, auch als Multiplizitit bezeichnet. Es ist zu zeigen, dass dies die richtige
Multiplizitédt ergibt. Dazu sei

M, ={me M|m>1}
und
nM, = {m € M| es gibt eine Darstellung m = my + ...+ m, mit m; € M,}

Dies sind offensichtlich Monoid-Ideale von M. Es folgt, dass die zugehorigen
Mengen K[nMi] = D,,c,p, K T™ Ideale im Monoidring sind. Und zwar

ist m = K[M,] ein maximales Ideal, und die Potenzen davon sind m" =

LEMMA 23.7. Sei M C N ein numerisches Monoid mit (numerischer) Multi-
plizitit ey und sei £ eine Zahl mit N>, C M. Dann gelten fiir die Mdchtigkeit
der Differenzmenge M — nM die Abschdtzungen

ney — 0 < #(M —nM;) < (n—1)e; + L.

Beweis. Die Abschitzung nach unten folgt daraus, dass die kleinste Zahl
in nM, genau ne; ist, die natiirlichen Zahlen 0,1,...,ne; — 1 liegen also
auflerhalb davon. Dabei liegen die Zahlen > ¢ in M, so dass von diesen ne;
Zahlen mindestens ne; — ¢ zu M gehoren.

Zur Abschitzung nach oben behaupten wir, dass alle Zahlen > (n —1)e; + ¢
zu nM, gehoéren. Sei & > (n — 1)e; + £. Dann ist © = (n — 1)e; + ¢ mit
¢ > ¢ und daher ist ¢ € M. Also liegt direkt eine Zerlegung von x in n
Summanden aus M vor. O
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KoroOLLAR 23.8. Es sei M C N ein von teilerfremden Zahlen erzeugtes
numerisches Monoid mit numerischer Multiplizitit e;. Es sei m = (M)
das mazximale Ideal des Monoidringes K[M], das dem Nullpunkt entspricht.
Dann gilt

dimg (K[M]/m™)

lim =e1.
n—0o0 n

Das heifit, dass die numerische Multiplizitit mit der Hilbert-Samuel Multi-
plizitdt tibereinstimmt.

Beweis. Der Restklassenring K[M]/m™ = K[M]/(nM,) hat die Elemente
aus M — nM, als K-Basis. Deren Anzahl ist also die Dimension davon.
Aufgrund der in Fakt ***** bewiesenen Abschitzungen konvergiert der Aus-
druck w fiir n — oo gegen ey. Daher gilt diese Konvergenz auch fiir
die Dimensionen. O
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