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Mathematik fiir Anwender I
Arbeitsblatt 11
Aufwiarmaufgaben

AUFGABE 11.1. Bestimme explizit den Spaltenrang und den Zeilenrang der
Matrix

3 2 6
4 1 5
6 -1 3

Beschreibe lineare Abhéngigkeiten (falls solche existieren) zwischen den Zei-
len als auch zwischen den Spalten der Matrix.

AUFGABE 11.2. Zeige, dass sich bei elementaren Zeilenumformungen der
Spaltenrang nicht dndert.

AUFGABE 11.3. Berechne die Determinante der Matrix
1431 5—1
3—20 4+41) "
AUFGABE 11.4. Berechne die Determinante der Matrix
1 35
21 3
8 7 4
AUFGABE 11.5. Zeige durch Induktion, dass bei einer oberen Dreiecksmatrix
die Determinante gleich dem Produkt der Diagonalelemente ist.

AUFGABE 11.6. Uberpriife die Multilinearitét und die Eigenschaft, alternie-
rend zu sein, direkt fiir die Determinante von 3 x 3-Matrizen.

AUFGABE 11.7. Es sei M eine quadratische Matrix, die man als

A B
=0 5)
mit quadratischen Matrizen A und D schreiben kann. Zeige det M = det A-
det D.
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AUFGABE 11.8. Man mache sich anhand des Bildes klar, dass zu zwei Vekto-
ren (x1,y;) und (x2,y,) die Determinante der durch die Vektoren definierten
2 X 2-Matrix mit dem Flédcheninhalt des von den beiden Vektoren aufge-
spannten Parallelogramms (bis auf das Vorzeichen) iibereinstimmt.
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AUFGABE 11.9. Zeige, dass man die Determinante nach jeder Zeile und nach
jeder Spalte entwickeln kann.

AUFGABE 11.10. Es sei K ein Korper und m, n, p € N. Zeige, dass das Trans-

ponieren von Matrizen folgende Eigenschaften besitzt (dabei seien A, B €
Mat,,xn(K), C € Mat,«,(K) und s € K).

(1) (A")r = A.

(2) (A+DB)" = A" + B".
(3) (sA)m =s- A",

(4) (A o O)tr — Ctr o Atr'

AUFGABE 11.11. Man berechne die Determinante der Matrix

027
14 5],
6 0 3

indem man die Matrix nach allen Spalten und nach allen Zeilen entwickle.

AUFGABE 11.12. Berechne die Determinanten aller 3 x 3-Matrizen, bei denen
in jeder Spalte und in jeder Zeile genau einmal 1 und zweimal 0 steht.

AUFGABE 11.13. Sei z € C und
C—C, wr— zw,

die zugehorige Multiplikation. Bestimme die Determinante dieser Abbildung,
wenn man sie als reell-lineare Abbildung R? — R? auffasst.



Die néchsten Aufgaben verwenden die folgende Definition.

Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Zu a € K heifit die lineare
Abbildung

p:V—V, v+— av,

die Streckung (oder Homothetie) zum Streckungsfaktor a.

AUFGABE 11.14. Was ist die Determinante einer Streckung?

AUFGABE 11.15. Bestétige den Determinantenmultiplikationssatz fiir zwei
Streckungen auf einem endlichdimensionalen Vektorraum.

AUFGABE 11.16. Bestétige den Determinantenmultiplikationssatz fiir die

beiden Matrizen
5 7 -3 1
A:(2 _4) undB:(6 5).

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 11.17. (4 Punkte)

Es sei K ein Korper und es seien V und W Vektorrdume iiber K der Dimen-
sion n bzw. m. Es sei

p:V—W

eine lineare Abbildung, die beziiglich zweier Basen durch die Matrix M €
Mat,,x, (K) beschrieben werde. Zeige, dass

rang ¢ = rang M
gilt.

AUFGABE 11.18. (3 Punkte)
Berechne die Determinante der Matrix
14+4 3—24 5
7 1 3—1
21 —4—9 241
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AUFGABE 11.19. (4 Punkte)

Berechne die Determinante der Matrix

2 1 0 =2
1 3 3 -1
A= 3 2 4 =3
2 =2 2 3

AUFGABE 11.20. (2 Punkte)

Berechne die Determinanten der Elementarmatrizen.

AUFGABE 11.21. (5 Punkte)
Bestiitige den Determinantenmultiplikationssatz fiir die beiden Matrizen

34 7 -2 1 0
A=12 0 -1 undB=1[ 2 3 5
1 3 4 2 0 =3
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