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Lineare Transformationen

Entkoppelte Differentialgleichungssysteme kann man losen, indem man die
einzelnen eindimensionalen Komponenten 16st. Manchmal kann eine Diffe-
rentialgleichung erst durch eine lineare Transformation entkoppelt werden.
Eine lineare Transformation ist einfach eine bijektive lineare Abbildung zwi-
schen zwei Vektorrdaumen V' und W. Zu einem Vektorfeld F' auf V' mochte
man ein Vektorfeld G auf W definieren derart, dass sich die Losungen der
zugehorigen Differentialgleichungssysteme entsprechen. Dies geschieht durch

G(t,y) = p(F(t.¢7(2))).
Zu einem Punkt y € W betrachtet man also den Urbildpunkt ¢~!(y), wertet
dort (bei unveréndertem Zeitpunkt t) das Vektorfeld F' aus und transportiert
das Ergebnis mittels ¢ wieder nach W. Besonders iibersichtlich wird die
Situation durch das folgende kommutative Diagramm.

IxVv v
{ 1
Ixw S w.
LEMMA 42.1. Es sei
p: V—W

ein Isomorphismus zwischen den endlichdimensionalen reellen Vektorrdumen
V und W und se:

F:IxV —YV (t,x)— F(t, x),

ein Vektorfeld auf V. Es sei G das durch

G(t,y) = @(F(t,¢ (1))
definierte Vektorfeld auf W. Dann ist

a: J —V

eine Losung des Anfangswertproblems

' = F(t,x) mit z(ty) = xo
genau dann, wenn @ o « eine Losung des Anfangswertproblems

y' = G(t,y) mit y(to) = ¢(zo)

18t.
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Beweis. Da mit ¢ auch die Umkehrabbildung ¢! eine lineare Isomorphie
ist, geniigt es, die eine Richtung zu zeigen. Sei also « eine Losung des An-
fangswertproblems zu F'. Dann gelten unter Verwendung von Lemma 34.10
fiir ¢ o a die Gleichheiten

(poa)(t)

p(d (1))

p(F(t, at)))

(w0 F)(t, a(t))

= (poFo(ldxp™))(t (poa)t)
= Gt (poa)(t)).

Ferner gilt
(poa)(to) = ¢lalte)) = ¢(xo).
OJ

Wenn das Vektorfeld F' nur auf einer offenen Menge U C I x V' definiert
ist, so ist entsprechend das Vektorfeld G' auf (der ebenfalls offenen Menge)
(Id xp)(U) € I x W definiert. Das Lemma gilt auch in dieser Situation.

BEIspPIEL 42.2. Wir betrachten die gewohnliche Differentialgleichung zum
Vektorfeld

F(t,z,y) = (tx + t3,y2) )
Dieses System ist entkoppelt und besteht aus den beiden einzelnen Gleichun-
gen (in jeweils einer Raumvariablen)

' =tr+t>und y =9?.

Eine Losung der linken Differentialgleichung ist z(t) = —t* — 2, eine Losung
der rechten ist y(t) = —t~'. Daher ist

()

eine Losung zu F. Wir betrachten nun die lineare Transformation

(4 3
P=\-3 =2
4 (=2 =3
v =\3 4/
Das transformierte Vektorfeld ist
G(t,u,v)

mit der inversen Matrix

(
o(F(t, —2u — 3v, 3u + 4v))
= p(t(—2u—3v) + 1, (3u + 4v)?)
(t(—2u — 3v) + %, 9u® + 24uv + 16v?)
= (4(t(—2u — 3v) + %) + 3(9u® + 24uv + 160?), =3(t(—2u — 3v) + t*) — 2(9u® + 24uv + 16
(—8tu — 12tv + 4t° 4 27u* + T2uv + 480*, 6tu + 9tv — 3t° — 18u* — 48uw + 320v?).
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Fiir die zu G gehorende Differentialgleichung <Z,> = G(t,u,v) ist gemif

Fakt Skokokkk
( —t? —2 ) = —4t2 — 8 — 3t~ !
LAY W 3246421

eine Losung.

Lineare Differentialgleichungssysteme

DEFINITION 42.3. Es sei I C R ein offenes reelles Intervall. Eine Differenti-
algleichung der Form

v = Mv,
wobei
ai;pr a2 ... QAip
o1 A2 ... QAgp
M =
Ap1 Ap2 ... Qpp

eine Matrix ist, deren Eintrédge allesamt Funktionen
Q5 I — R, t— Clij(t),

sind, heiflit homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung oder homoge-
nes lineares gewdhnliches Differentialgleichungssystem.

Es handelt sich also um die Differentialgleichung zum Vektorfeld

a1 (t)vy + ...+ ap(t)v,
f: IXR" — R" (t,v) — f(t,v) = (M(t))v = :

a1 ()vr + ..o+ apn(t)v,

Dieses Vektorfeld ist zu jedem fixierten Zeitpunkt ¢t € I eine lineare Abbil-
dung

R" — R", v — M (t)v.

Ausgeschrieben liegt das Differentialgleichungssystem

—_

v ar1()vy + ... + ap(t)v, aj(t) -+ a(t) vy

I

vl an1 (H)v1 + ..o+ app(t)v, an1(t) -+ apn(t) Uy,
vor.

Fiir lineare Differentialgleichungssysteme gibt es wieder eine inhomogene Va-
riante.
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DEFINITION 42.4. Es sei I C R ein offenes reelles Intervall. Eine Differenti-
algleichung der Form

/
v=Mv+z,
wobei
ayj; a1 ... QAip
21 A29 ... QAgp
M = .
Ap1 Ap2 ... Qpp

eine Matrix ist, deren Eintrédge allesamt Funktionen
a;;: I — R, t — a;;(t),

sind und wobei
(1)
z: I — R" t— 2(t) = : ,
2Zn(t)
eine Abbildung ist, heifit inhomogene lineare gewdhnliche Differentialglei-

chung oder inhomogenes lineares gewohnliches Differentialgleichungssystem.
Die Abbildung z heifit dabei Stirabbildung.

Insgesamt liegt das Differentialgleichungssystem

U] a1 (t)vy + ...+ ap(t)v, + 21(t)
2] e ot (on 2 (8)
Clll(t) cee aln(t) (%1 21 (t)
= : e f N B :
an1(t) -+ apn(t) Un, Zn(t)

Vor.

Die explizite Losbarkeit eines solchen Systems héngt natiirlich von der Kom-
pliziertheit der beteiligten Funktionen a;; und z; ab. In der folgenden Si-
tuation kann man das System auf einzelne lineare Differentialgleichungen
zuriickfithren und dadurch sukzessive 16sen.

LEMMA 42.5. Es sei I C R ein offenes Intervall und es liege eine inhomogene
lineare gewohnliche Differentialgleichung der Form

/

U1 ayy o Qlp (%1 21
V2 0 ax -+ a V2 22
= . . . e
Un 0O -+ 0 ap Un, Zn

mit stetigen Funktionen a;;: I — R und z;: I — R und den Anfangsbedin-
gungen
vi(to) =w; eR fiiri=1,...,n (txy € I)
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vor. Dann ldsst sich diese Gleichung ldosen, indem man sukzessive unter Ver-
wendung der zuvor gefundenen Losungen die inhomogenen linearen gewdohn-
lichen Differentialgleichungen in einer Variablen, ndmlich

U = G ()0, + 2, () it v, (to) = wh

V1 = 11 ()1 + @10 (&) vn(t) + 201(t) mit v,_1(ty) = w1,

Vg = An2n2(1)Un—atan 20 1(L)0n_1(t)+an_2n(t)vn_1(t)+2,-2(t) mit v, _2(to) = wn2,

vy = ay (B)vr + ar(t)va(t) + . .. + a1, (B) v, (t) + 21(t) mit vi(to) = wy ,
lost.
Beweis. Das ist trivial. U
Auch wenn man ein homogenes System 16sen méochte, so muss man in den
Einzelschritten inhomogene Differentialgleichungen 16sen.

BEISPIEL 42.6. Wir betrachten das homogene lineare Differentialgleichungs-

system
= 2
y 0 w7/ \v

fiir t > 0. Die zweite Zeile dieses Systems bedeutet

2t
241
das ist eine homogene lineare Differentialgleichung in einer Variablen. Thre
Losungen sind geméfl Satz 29.2 gleich

y = Y,

yt) = c(®+1) = ct® +c
mit einem ¢ € R. Die erste Zeile des Systems fiihrt daher auf
, 1
T = Lo +(t—1)y
1
= ;x—i—c(t—l) (t*+1)

1
= ¥x+c(t3—t2+t—1).
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Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung in einer Variablen. Die
zugehorige homogene Gleichung ' = %x besitzt t als eine Losung. Nach Satz
29.10 miissen wie eine Stammfunktion von

B —t24+t—1 1
c+:c(t2_m_z)

finden, eine solche ist

1 1
B — 24+ t+ Int d.
C(S 5t + —|—nH>—|—

Dabher ist

Ly 1, Ca_ €3 2
—t° — = -1 = —t"— - —ctl
t(c (3t S+t n\t|>+d> gt = 5ttt —ct n Jt] + di
die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung. Also ist die allgemeine
Losung des Systems gleich

St —StP +et? —ct In |t 4 dt
ct? +c '

Lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten
Koeffizienten

Falls die Funktionen a;; alle konstant sind, so spricht man von einem /-
nearen Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten, welche im
Wesentlichen mit Mitteln der linearen Algebra gelost werden kénnen. Dazu
ist es sinnvoll, von vornherein auch komplexe Koeffizienten zuzulassen

DEFINITION 42.7. Eine Differentialgleichung der Form

v = Muv,
wobei
11 a2 ... Q1n
M- a'Ql (1.22 e (Z'Qn
Gp1 Qp2 ... Gpp

eine Matrix mit Eintrégen a;; € C ist, heiBt homogene lineare gewdohnliche
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten oder homogenes lineares
gewdhnliches Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten.

DEFINITION 42.8. Es sei I C R ein offenes Intervall. Eine Differentialglei-
chung der Form

V' =Muv+z,



wobel
a1 a2 ... Qip
a921 a9 ... Qop
M = . .
Ap1 Ap2 ... Qpp

eine Matrix mit Eintrégen a;; € C ist und
z: I — C"

eine Abbildung, heiflt inhomogene lineare gewdohnliche Differentialgleichung
mit konstanten Koeffizienten oder inhomogenes lineares gewohnliches Diffe-
rentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten.

Die Storfunktion muss also nicht konstant sein.

BEMERKUNG 42.9. Es sei
™ 4 a1y Y 4y 4 agy + h(t) =0

eine lineare gewohnliche Differentialgleichung hoherer Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten, d.h. die a; sind reelle (oder komplexe) Zahlen. Das gemif}

Fakt ***** zugehorige Differentialgleichungssystem
/

Vo U1
1 V2
Un—2 Un—1
Up—1 g(t,vo,v1,. .., Up_1)
mit
v; = y(i)

wird in dieser Situation zum linearen Differentialgleichungssystem mit kon-
stanten Koeffizienten

N 0 10 ... ... 0 Vo 0
0 0 0 1 0 . 0 (U1 0
U1 ) _ . .
— . t. : +
; 0o ... . 0 1 0
n—2
- 0 0 0 1 Un_2 0

—Qyp —AaAi1 ... ... —Qp—2 —Ap_1 Up_1 _h(t>
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