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Mathematik fiir Anwender 11

Vorlesung 31

Euklidische Vektorraume

Im Anschauungsraum kann man nicht nur Vektoren addieren und skalieren,
sondern ein Vektor hat auch eine Lénge, und die Lagebeziehung von zwei Vek-
toren zueinander wird durch den Winkel zwischen ihnen ausgedriickt. Lénge
und Winkel werden beide durch den Begriff des Skalarprodukts préazisiert.
Dafiir muss ein reeller Vektorraum' vorliegen.

DEFINITION 31.1. Sei V ein reeller Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf V ist
eine Abbildung

VxV—R, (v,w) — (v,w),

mit folgenden Eigenschaften:
(1) Es ist
(MT1 + Ao, y) = Mi{T1, ) + Aa(T2,9)

fiir alle Ay, Ao € R, 1,29,y € V und ebenso in der zweiten Kompo-
nente.

(2) Es ist
(v, w) = (w,v)
fir alle v,w € V.
(3) Es ist (v,v) > 0 fiir alle v € V und (v,v) = 0 genau dann, wenn
v =0 ist.

Die dabei auftretenden Eigenschaften heiflen Bilinearitit (das ist nur eine
andere Bezeichnung fiir multilinear, wenn der Definitionsbereich das Produkt
von zwei Vektorrdumen ist), Symmetrie und positive Definitheit.

BEISPIEL 31.2. Auf dem R" ist die Abbildung
R" x R" — R, (v,w) = ((v1,...,0n), (w1, ..., wy,)) —> Zviwi,
i=1

ein Skalarprodukt, das man das Standardskalarprodukt nennt. Eine einfache
Rechnung zeigt, dass dies in der Tat ein Skalarprodukt ist.

L Auch fiir komplexe Vektorrdume gibt es Skalarprodukte, was wir aber nicht behandeln
werden.
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Beispielsweise ist im R? mit dem Standardskalarprodukt
3 -1
(l-51,14|)=3-(-1)—-5-442-6 = —11.
2 6

DEFINITION 31.3. Ein reeller, endlichdimensionaler Vektorraum, der mit ei-
nem Skalarprodukt versehen ist, heiflt euklidischer Vektorraum.

Zu einem euklidischen Vektorraum V' ist jeder Untervektorraum U C V
selbst wieder ein euklidischer Vektorraum, da man das Skalarprodukt auf U
einschrinken kann und dabei die definierenden Eigenschaften erhalten blei-
ben.

Norm und Abstand

Mit einem Skalarprodukt kann man die Lénge eines Vektors und damit auch
den Abstand zwischen zwei Vektoren erkldren.

DEFINITION 31.4. Sei V' ein Vektorraum iiber R mit einem Skalarprodukt
(—, —). Dann nennt man zu einem Vektor v € V' die reelle Zahl

loll= v/ {v,v)
die Norm von v.
SATZ 31.5. Sei V' ein Vektorraum iber R mit einem Skalarprodukt (—, —) und

der zugehorigen Norm || —||. Dann gilt die Cauchy-Schwarzsche Abschétzung,
namlich

(v, w) <[[o]] - [|w]]
fiir alle v,w € V.

Beweis. Bei w = 0 ist die Aussage richtig. Sei also w # 0 und damit auch
||w||# 0. Damit hat man die Abschétzungen

B T
w w

(v, w) (v, w) (v, w) (v, w)

= <'U7 U) - <wa U> - <U,'LU> + —<wa w)
!<|w!|§2 [|w][? [[w]]*
v, W

= (v,v) — ———.
[lw]]?

Multiplikation mit ||w||? und Wurzelziehen ergibt das Resultat. O

BEMERKUNG 31.6. Fiir zwei von null verschiedene Vektoren v und w in einem
euklidischen Vektorraum V folgt aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz,

dass

< fow)
=l fwl] =



3

ist. Damit kann man mit Hilfe der trigonometrischen Funktion Kosinus bzw.
der Umkehrfunktion den Winkel zwischen den beiden Vektoren definieren,

namlich durch

Z(v,w) = arccos (v, w) :
ol - [[w]]

LEMMA 31.7. Sei V' ein Vektorraum iber R mit einem Skalarprodukt (—, —).
Dann gelten fiir die zugehéorige Norm folgende Eigenschaften.

(1) [[v]|> 0,
(2) ||v]|= 0 genau dann, wenn v = 0 ist.
(3) Fir \e Rundv eV gilt

[Xol|= Al o] -
(4) Firv,w eV gilt
lv +wl[<[[v][ + [Jw]] -
Beweis. Die ersten beiden Eigenschaften folgen direkt aus der Definition des
Skalarprodukts. Die Multiplikativitat folgt aus
o= G, w) = Ao, o) = X2(o,0) = A2 [l
Zum Beweis der Dreiecksungleichung schreiben wir

lv+w|?® = (v+w,v+w)
= vl + [[w]]® +2(v, w)
< Al + llwl* +2 v, w)|
Aufgrund von Fakt ***** ist dies < (|| v || + || w||)®. Diese Abschitzung
iibertragt sich auf die Quadratwurzeln. O

LEMMA 31.8. Sei V' ein Vektorraum diber R mit einem Skalarprodukt (—, —)
und der zugehorigen Norm || —||. Dann gilt die Beziehung

1
(v, w) = S (v +wl* = [Jol]* = [[w]).

Kkokoksk O]

Beweis. Siehe Aufgabe

DEFINITION 31.9. Sei V' ein Vektorraum iiber R mit einem Skalarprodukt
(—,—). Zu zwei Vektoren v, w € V nennt man
d(v, w) :=|[v —wl|
den Abstand zwischen v und w.
LEMMA 31.10. Sei V' ein Vektorraum tiber R mit einem Skalarprodukt (—, —).

Dann besitzt der zugehirige Abstand die folgenden Figenschaften (dabei sind
u,v,w e V).

(1) Es ist d(v,w) > 0.
(2) Esist d(v,w) =0 genau dann, wenn v = w.

(3) Esist d(v,w) = d(w,v).



(4) Es ist
d(u,w) < d(u,v) + d(v,w).

Beweis. Siehe Aufgabe ****%*, O

Damit ist ein euklidischer Raum insbesondere ein metrischer Raum, womit
wir uns in den néchsten Vorlesungen beschiftigen werden.

Orthogonalitét

Mit dem Skalarprodukt kann man die Eigenschaft zweier Vektoren, aufein-
ander senkrecht zu stehen, ausdriicken.

DEFINITION 31.11. Sei V' ein Vektorraum iiber R mit einem Skalarprodukt
(—,—). Man nennt zwei Vektoren v,w € V orthogonal zueinander (oder
senkrecht), wenn

(v,w) =0
ist.

DEFINITION 31.12. Sei V ein euklidischer Vektorraum und U C V ein Un-
tervektorraum. Dann heif3t

Ut = {v e V|{v,u) =0 fiir alle u € U}
das orthogonale Komplement von U.

BEISPIEL 31.13. Sei V = R" versehen mit dem Standardskalarprodukt. Zum
eindimensionalen Untervektorraum Re; zum Standardvektor e; besteht das
T

Ti
orthogonale Komplement aus allen Vektoren 0 |, deren i-ter Eintrag 0
Tit1

Tp
ist. Zum eindimensionalen Untervektorraum Rov zu einem Vektor

ai
a2

v=1| .| #0
an

kann man das orthogonale Komplement bestimmen, indem man die Lésungs-
menge der linearen Gleichung

axri+...+a,x, =0
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bestimmt. Zu einem Untervektorraum U C R", der durch eine Basis v; =
aj
, 7 =1,...,k, gegeben ist, bestimmt man das orthogonale Komple-
Qjn,
ment als Losungsraum des linearen Gleichungssystems
T

Al ] =0,

Tn
wobei A = (aj;) die aus den v; gebildete Matrix ist.

DEFINITION 31.14. Sei V ein euklidischer Vektorraum. Eine Basis vy, ..., v,
von V' heifit Orthonormalbasis, wenn gilt

(v;,v;) =1 fiir alle ¢ und (v;,v;) =0 fiir i # 5.

Die Elemente in einer Orthonormalbasis haben alle die Norm 1 und sie stehen
senkrecht aufeinander. Im R"™ ist die Standardbasis eine Orthonormalbasis.
Das folgende Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren erlaubt es, ausge-
hend von einer Basis eine Orthonormalbasis zu konstruieren.

SATZ 31.15. Es sei V' ein euklidischer Vektorraum und es sei vy, vy, ..., 0,
eine Basis von V. Dann gibt es eine Orthonormalbasis uy, us, . .., u, von V
mit?

<U1,1)2, e 7Ui> = <U1,U2, e ,UZ'>
fir allei=1,...,n.

Beweis. Die Aussage wird durch Induktion iiber ¢ bewiesen, d.h. es wird suk-
zessive eine Familie von orthonormalen Vektoren konstruiert, die jeweils den
gleichen Unterraum aufspannen. Fiir ¢ = 1 muss man lediglich v; normieren,
also durch u; = ﬁ ersetzen. Sei die Aussage fiir ¢ schon bewiesen und sei eine

Familie von orthonormalen Vektoren wy, ..., u; mit (uy, ..., u;) = (vy,...,v;)
bereits konstruiert. Wir setzen

Wit1 = Vig1 — <U¢+1>U1>U1 — ... <Ui+17ui>ui-
Dieser Vektor steht senkrecht auf allen uy, . . ., u; und offenbar ist (uq, ..., u;, wiy1) =
(v1,...,0;,0ip1). Durch Normieren von w; ;1 erhélt man w;;. O

BEISPIEL 31.16. Es sei V' der Kern der linearen Abbildung
R?® — R, (2,9,2) — 22 + 3y — 2.

Als Unterraum des R? trigt V ein Skalarprodukt. Wir méchten eine Ortho-
normalbasis von V bestimmen. Dazu betrachten wir die Basis bestehend aus

2Hier bezeichnet () den von den Vektoren erzeugten Untervektorraum, nicht das
Skalarprodukt.
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den Vektoren

1 0

vy= 0] undovy, =11

2 3

Esist [|v1 || = /5 und somit ist

1

V5

uy = U1 = 0

[lon]] 2

V5

der zugehorige normierte Vektor. Geméf dem?® Schmidtschen Orthonormali-
sierungsverfahren setzen wir

71)2:71?12>U1>11 .
0 O\ (V) (v
= (1] =¢([1 01)] 0
2 2
3 3) \&) \3
0 1
V5
S N A i
3\/51
SV
0 5
= |1 0
3) 2
_6
5
= [ 1
3
5

Es ist

Ik

6
5 36 9 7
luali =1 | 1) ll= 55+ 14 55 = /55
5

und daher ist

[§]
6 —_—
—F V70
Uy = ﬁ 15 — | 5
Via |\ 3 Vi
5 77

der zweite Vektor der Orthonormalbasis.

Isometrien

3Hiufig ist es numerisch geschickter, zuerst nur zu orthogonalisieren und die Normie-
rung erst zum Schluss durchzufiihren, sieche Beispiel *****,
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DEFINITION 31.17. Es seien V und W zwei euklidische Vektorraume und sei
p:V—W
eine lineare Abbildung. Dann heifit ¢ eine Isometrie, wenn fiir alle v,w € V
gilt:
(p(v), o(w)) = (v,w).
LEMMA 31.18. Es seien V und W zwer euklidische Vektorrdume und sei
p:V—W

eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent

(1) ¢ ist eine Isometrie.
(2) Fiir alle u,v € V ist d(¢(u), p(v)) = d(u,v).
’ pu—

Beweis. Die Richtungen (1) = (2) und (2) = (3) sind Einschrankungen und
(3) = (1) folgt aus Fakt ***** O
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