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VORWORT

Dieses Skript gibt die Vorlesung iiber algebraische Kurven wieder, die ich
im Sommersemester 2012 an der Universitdt Osnabriick gehalten habe. Es
handelt sich dabei im Wesentlichen um ausformulierte Manuskripttexte. Dies
bitte ich bei einer kritischen Durchsicht wohlwollend zu beriicksichten.

Der Text wurde auf Wikiversity geschrieben und steht unter der Creative-
Commons-Attribution-ShareAlike 3.0. Die Bilder wurden von Commons
iibernommen und unterliegen den dortigen freien Lizenzen. In einem Anhang
werden die einzelnen Bilder mit ihren Autoren und Lizenzen aufgefiihrt. Die
CC-BY-SA 3.0 Lizenz ermoglicht es, dass das Skript in seinen Einzelteilen
verwendet, verdndert und weiterentwickelt werden darf. Ich bedanke mich
bei der Wikimedia-Gemeinschaft und insbesondere bei Benutzer Exxu fiir
die wichtigen Beitrdge im Projekt semantische Vorlagen, die eine weitgehend
automatische Erstellung des Latexcodes ermoglichen.

Bei Alessio Caminata bedanke ich mich fiir die Durchfithrung des Ubungsbe-
triebs, Korrekturen und Vorlesungsvertretungen. Bei Frau Marianne Gaus-
mann bedanke ich mich fiir die Erstellung der Pdf-Files und bei den Studie-
renden fiir einzelne Korrekturen. Bei Denise Giinther, Attila Meeflen, Jona-
than Steinbuch und Markus Wageringel bedanke ich mich fiir die Ubernahme
von je einer Vorlesung. Bei Jonathan Steinbuch bedanke ich mich fiir Verlin-
kungen und Korrekturen.

Holger Brenner



1. VORLESUNG - ALGEBRAISCHE KURVEN

Einige Beispiele

Was ist eine algebraische Kurve? Zum Beispiel das, was
schonen Bildern zu sehen ist:

auf den folgenden

[

.
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Nun kann man natiirlich viel malen. Schon sind auch die folgenden Kurven,
doch das sind keine algebraischen Kurven:



Das ,,algebraisch* in algebraische Kurve kommt daher, dass zu ihrer Definiti-
on nur algebraische Operationen verwendet werden diirfen, d.h. Addition und
Multiplikation, nicht aber analytische Prozesse wie Limes nehmen, unendli-
che Summen, Approximieren, Differenzieren und Integrieren. Die erlaubten
Abbildungen in unserem Kontext sind durch Polynome in mehreren Varia-
blen gegeben. In den obigen Bildern geht es um ebene algebraische Kurven,
die durch ein Polynom in zwei Variablen definiert werden. Die beiden ersten
Bilder sind Graphen zu einer polynomialen Funktion in einer Variablen, sie
werden beschrieben durch
Y = P(X)

wobei im ersten Bild P(X) = X ist (es liegt also ein lineares Polynom vor)
und im zweiten Bild etwas wie

P(X) = ayX* + a3 X® + as X* + a1 X + ag

mit gewissen Koeffizienten a; aus einem Korper K vorliegt. In der algebrai-
schen Geometrie fixiert man einen Grundkérper K. Wichtige Korper sind fiir
uns die reellen Zahlen (insbesondere sind die Bilder so zu verstehen) oder die
komplexen Zahlen C. Ein solcher Graph ist insofern ein einfaches Gebilde,
dass es zu jedem Wert fiir X genau einen Wert fiir Y (den Funktionswert)
gibt, und den man auch noch einfach ausrechnen kann, wenn man im gegebe-

nen Korper rechnen kann. Der Graph ist in gewissem Sinne eine ,,gebogene*
Kopie der Grundlinie, der X-Achse.

Betrachten wir das dritte Bild. Das ist der Graph einer rationalen Abbildung,
d.h. man hat zwei Polynome P, () in einer Variablen X und schaut sich den
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Quotienten % an. Dieser Ausdruck macht nur dort Sinn, wo der Nenner
nicht null ist. An den Nullstellen des Nennerpolynoms ist die rationale Funk-
tion nicht definiert (wenn Nenner und Zéhler an der gleichen Stelle beide
null sind, so kann man durch kiirzen manchmal erreichen, dass der Quotient
auch an dieser Stelle einen Sinn bekommt). Wenn der Nenner null ist, der
Zahler aber nicht, so ist die Undefiniertheitsstelle ein ,,Pol“ - der reelle Graph
strebt nach 400 bzw. —oo - Es ist verlockend zu sagen, dass der Wert der
rationalen Funktion an diesen undefinierten Stellen ,,unendlich® ist, und im
Kontext der projektiven Geometrie macht das durchaus Sinn, wie wir spéter
sehen werden. Die ,,Graphengleichung* Y = % ist jedenfalls wegen den
Undefinierbarkeitsstellen keine optimale Beschreibung fiir die Kurve. Wenn
man sie hingegen mit dem Nenner multipliziert, so erhélt man die Bedingung

(oder Gleichung)
YQ(X) = P(X) bzw. genauer {(z,y) € K*|yQ(z) = P(z)} ,

in der links und rechts wohldefinierte Polynome stehen. Die Erfillungsmenge
(oder Losungsmenge) ist eindeutig definiert, wobei bei Q(z) = 0 fiir ein
bestimmtes x die linke Seite null ist, und es dann dort bei P(z) # 0 keine
Losung gibt (wie im Bild) und bei P(z) = 0 jeder Y-Wert erlaubt ist. In
letzterem Fall gehort also eine zur X-Achse senkrechte Gerade durch (z,0)
zu dem Gebilde.

Beispiel 1.1. Ein typisches und wichtiges Beispiel fiir eine rationale Funk-
tion ist Y = 1/X. Den zugehorigen Graphen nennt man Hyperbel H. Nen-
nerfrei geschrieben ergibt sich die Gleichung

XY =1bzw. H={(z,y)|zy =1} .

Diese rationale Funktion ist auf K* = K — {0} eine echte Funktion (mit H
als Graphen) und stiftet eine ,natiirliche* Bijektion

1
KX—>H,IBI—>(.CE,—).
x

K* und H sind also in einem zu préazisierenden Sinn , dquivalent® oder ,,iso-
B ”
HlOI‘ph“.

Beide Beschreibungen haben etwas fiir sich. Die Beschreibung als K* C K
spielt sich auf einer Geraden ab (wenn man an K = R denkt), dafiir gehort
der Punkt 0, der ein Hdufungspunkt von K* ist, nicht zu K*. D.h., K*
ist nicht abgeschlossen. Dagegen ist die Hyperbel in R? abgeschlossen, fiir
die abgeschlossene Realisierung muss man also in eine hohere Dimension
gehen. Die Frage, was eine gute Beschreibung fiir ein Objekt der algebraischen
Geometrie ist, wird immer wieder auftauchen.
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Im reellen Fall, also bei K = R, besteht R* (und entsprechend Hp) aus zwei
disjunkten , Zweigen“, ist also nicht zusammenhdingend. Im komplexen Fall,
also bei K = C, ist C* (und entsprechend Hc¢) eine punktierte reelle Ebene,
also zusammenhéngend. Dies ist ein typisches Phénomen der algebraischen
Geometrie, dass wichtige Eigenschaften vom Grundkoérper abhéngen. Beson-
ders wichtig sind dann aber Eigenschaften, die nur von den beschreibenden
Gleichungen abhéngen und fiir die Losungsmengen zu allen Koérpern gelten.

Das vierte Bild ist ein Kreis, seine Gleichung ist
K = {(m,y)|x2 +y? = r2} ,

wobei r den Radius des Kreises bezeichnet. Schon das Bild zeigt, dass dieses
Gebilde nicht der Graph einer Funktion (Abbildung) sein kann, da bei einem
Graphen zu einem z-Wert stets genau ein y-Wert gehort. Man kann aber
keine Funktion finden mit y = ¢(x) und K = {(z, ¢(x))| z € R}.

Die Frage, ob man ein algebraisches Losungsgebilde als einen Graphen rea-
lisieren kann, ist dquivalent dazu, ob man die definierende Gleichung nach y
sauflosen® kann. Im Beispiel kann man y? = r? — 22 und damit

y=vVr2—a2=/(r—z)(r+2x)

schreiben. Ist es also doch ein Graph? Hier gibt es zwei Interpretationen:

e Wenn man sich auf reelle Zahlen und auf positive Wurzeln beschrénkt, so
hat man im letzten Schritt keine Aquivalenzumformung durchgefithrt, und
Information ,hinzugefiigt“, die in der urspriinglichen Gleichung nicht vor-
handen war. Die positive Wurzel zu nehmen bedeutet, sich auf den oberen
Halbkreis zu beschrinken (Information, also Bedingungen hinzufiigen, be-
wirkt, dass die Losungsmenge verkleinert wird).

e Wenn man stattdessen unter V4 alle Losungen beriicksichtigt (d.h. im Re-
ellen die positive und die negative Quadratwurzel, was man héufig als ./
schreibt), so hat man keine Information hinzugetan, aber auch nicht nach



11

einer Funktion aufgelost (sondern nur, wie man manchmal sagt, nach einer
,mehrwertigen Funktion®)

Beide Standpunkte haben etwas fiir sich. Dass man fiir einen Teil des geome-
trischen Objektes (dem oberen Halbbogen) versucht, eine einfache Beschrei-
bung als Graphen zu finden, kehrt im Satz {iber implizite Funktionen, im
Potenzreihenansatz, in Parametrisierungen und in der lokalen Theorie wie-

der.

Gleichungen der Form Y? = G(X)

Isaac Newton (1643 - 1727)

Eine Kreisgleichung kann man auffassen als eine Gleichung der Form
Y? =G(X),

wobei G ein Polynom in der einen Variablen X bezeichnet (im Fall eines
Kreises ist G = —X? + 1). Das ist kein Graph, aber die ,, Wurzel“ eines Gra-
phen. Betrachten wir generell eine solche Situation, wo G(X) komplizierter

sein darf. Das Losungsmenge reprisentiert hier die Quadratwurzel /G(X).
Wenn man sich fiir X einen beliebigen Wert x vorgibt, so gibt es (im Reellen)
drei Moglichkeiten fiir zugehérige Losungen:

e Wenn G(x) negativ ist, so gibt es keine Losung,.
e Wenn G(z) = 0 ist, so gibt es genau die Losung y = 0.

e Wenn G(x) positiv ist, so gibt es die zwei Losungen y = £1/G(z).
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Das gibt auch einen Ansatz, wie das reelle Bild aussieht: Fiir jedes x berechnet
man G(x) und markiert bei (z, £1/G(x)) (falls G(x) nichtnegativ ist) einen
Punkt.

Im Komplexen sind nur die Félle G(x) = 0 oder G(x) # 0 zu unterschei-
den. Wenn G selbst nur den Grad zwei besitzt, so handelt es sich um einen
Kegelschnitt, die schon in der Antike betrachtet wurden. Mit dem Fall, dass
G(X) ein kubisches (reelles) Polynom ist (also den Grad drei besitzt), hat
sich Isaac Newton intensiv beschéftigt. Dieses Beispielmaterial ist schon sehr

reichhaltig.
r\ [
\_ L
3 _x yz =x3_x :\

Betrachten wir den Fall G(X) = X3, also das durch
{(z.y)ly* =27}

beschriebene Gebilde. Dieses Gebilde nennt man die Neilsche Parabel. Hier
tritt ein neues Phédnomen auf, ndmlich, dass der Nullpunkt anders ist als
alle anderen Punkte. Man spricht von einer Singularitit; im Gegensatz dazu
nennt man die anderen Punkte glatt oder nicht-singuldr. Eine genaue Defi-
nition zu geben ist Teil dieses Kurses, als erste ungenaue Formulierung kann
man sagen, dass eine Kurve in einem glatten Punkt lokal und in geeigneten
Koordinaten so aussieht wie der (gedrehte) Graph einer differenzierbaren
Funktion. Die Singularitdt in der Neilschen Parabel nennt man auch eine
Spitze (oder eine Kuspe, was einfach Spitze bedeutet). Dagegen ist die Sin-
gularitdt im Bild 8 ein Kreuzungspunkt oder Doppelpunkt.

W=

Im Bild 7 vom Anfang und oben sieht man ebenfalls die Losungsmenge einer
polynomialen Gleichung der Form Y? = G(X), wobei G(X) ein Polynom
vom Grad drei ist. Wie sieht G(X) aus, damit sich solch eine Kurve ergibt?
Die zuletzt genannten Beispiele zeigen auch, dass es von der genauen Gestalt
von G(X) abhéngt, ob die Kurve eine Singularitat besitzt oder nicht.

Bleiben wir noch bei der Neilschen Parabel C'. Wenn ¢ irgendeine reelle oder
komplexe Zahl ist, so liegt der Punkt mit den Koordinaten (z,y) = (t2,t®)
stets auf der Neilschen Parabel, da ja (t?)% = t% = (¢3)? ist. Man kann auch
umgekehrt zeigen, dass jeder Punkt der Neilschen Parabel eine solche Gestalt
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besitzt, dass es also zu (z,y) mit y?> = z® ein (und zwar genau ein) ¢ gibt mit

(z,y) = (?,¢3). Man sagt, dass die Abbildung
R — C, t — (%, %),

eine (bijektive polynomiale) Parametrisierung der Neilschen Parabel ist. Es
ist eine nicht-triviale Frage, welche algebraischen Kurven eine polynomiale
Parametrisierung besitzen. Eine Kurve, die durch eine Gleichung der Form
Y? = G(X) gegeben ist, die glatt ist und wo G' den Grad drei hat, besitzt kei-
ne solche Parametrisierung. In der elementaren Zahlentheorie lernt man, dass
alle pythagoreischen Tripel auf eine einfache iibersichtliche Gestalt gebracht
werden konnen. Aquivalent dazu ist eine (rationale) Parametrisierung des
rationalen Einheitskreises. Siehe Zahlentheorie (Osnabriick 2008)/Vorlesung
10.

Polynomringe

Nach diesen einfiihrenden Beispielen fixieren wir ein paar Begrifflichkeiten,
die wahrscheinlich schon bekannt sind.

Definition 1.2. Der Polynomring iiber einem kommutativen Ring R besteht
aus allen Polynomen
P=as+a X +aX?+...+a,X"
mit a; € R,7=0,...,n n €N | und mit komponentenweiser Addition
und einer Multiplikation, die durch distributive Fortsetzung der Regel
Xn . Xm - Xn+m
definiert ist.

Darauf aufbauend kann man auch Polynomringe in mehreren Variablen de-
finieren. Man setzt

KX, Y] = (K[X)[Y], K[X,Y, Z] := (K[X,Y])[Z],
etc. Ein Polynom in n Variablen hat die Gestalt

F= ) QX X
(

Vlyeesn)

Es wird dabei summiert iiber eine endliche Summe von FEzponententupel
(v1,...,Vy,). Die Ausdriicke X{" -+ X*» nennt man auch Monome. Ein Poly-
nom schreibt man zumeist abkiirzend als F' = ) a,X". Das Produkt von
zwei Monomen bedeutet Addition der Exponententupel, also

(X X0+ (X X 2= X Xt

Fiir uns, im Kontext der algebraischen Geometrie, ist hauptséchlich der Fall
interessant, wo der Grundring R ein Korper ist. In der algebraischen Geome-
trie interessiert man sich fiir die Gestalt von Nullstellengebilden von Poly-
nomen in mehreren Variablen. Wir werden spéter sehen, dass die Beziehung
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zwischen algebraischen und geometrischen Eigenschaften besonders stark ist,
wenn der Grundkorper algebraisch abgeschlossen ist.

Definition 1.3. Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes
nichtkonstante Polynom F' € K[X] eine Nullstelle in K besitzt.

Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855)

Satz 1.4. Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Wir werden den Satz hier nicht beweisen. Die Beweise dafiir benut-
zen topologische oder analytische Mittel. U

Der Fundamentalsatz der Algebra wurde erstmals von Gauss bewiesen.

Ebene affin-algebraische Kurven

Wir kommen zur Definition unseres Hauptgegenstandes.

Definition 1.5. Sei K ein Korper. Eine ebene affin-algebraische Kurve iiber
K ist das Nullstellengebilde V(F) C K? eines nicht-konstanten Polynoms F'
in zwei Variablen, also

F= Z ai; X'Y7 (mit a;; € K).
0<i,5,<m
D.h. es ist
V(F) - {(I7y> S K2’F<x,y) = Z aijxiyj = 0} .

0<i,j,<m
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Man spricht auch von der Nullstellenmenge zu F oder der Varietdt zu F' oder
der Lésungsmenge zur Gleichung F = 0.

Aus dem folgenden Lemma ergibt sich, dass die oben zuletzt angefiihrten
Kurven nicht algebraisch sind.

Lemma 1.6. Sei C' eine ebene affin-algebraische Kurve und sei L eine Gera-
de in K2. Dann ist der Durchschnitt C N L die ganze Gerade, oder er besteht
nur aus endlich vielen Punkten.

Beweis. Eine ebene algebraische Kurve C' = V(F') ist nach Definition immer
die Nullstelle eines Polynoms F' in zwei Variablen. Die Gerade L sei durch
die Gleichung a X +b0Y +¢ = 0 gegeben. Ohne Einschrinkung sei a # 0, dann
kann man nach X auflosen und erhélt die Geradengleichung X = oY + §.
Ein Schnittpunkt P € C'N L muss also sowohl F(P) = 0 erfiillen als auch
die Geradengleichung. Mit der Geradengleichung kann man X in F durch
aY + (3 ersetzen. Dadurch wird F' zu einem Polynom in der einen Variablen
Y, das wir F' nennen. Dann ist P € C'N L dquivalent dazu, dass P € L und
F(P) = 0ist. D.h. die Schnittmenge wird durch das Polynom F' beschrieben.
Bei F' = 0 ist die ganze Gerade der Schnitt. Bei F' # 0 gibt es nach Anhang
1.5 nur endlich viele Nullstellen. U

In den obigen Beispielen gibt es aber Geraden, die die Kurven in unend-
lich vielen Punkten schneiden, ohne dass sie die gesamte Gerade enthalten -
deshalb sind sie nicht algebraisch.

1. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 1.1. Skizziere im R? die Losungsmenge der folgenden Gleichungen.

(2)

(3) 22 +y*+1=0,

(4) 2> +y* =0,

(5) * +y*> =0,

(6) ° —y°> =0,

(7) 22 — 23 =0,

(8) z* +y* =1,

(9) z* +y* =1,

(10) =5+ 3z +4a? + 23 —y* =1

Aufgabe 1.2. Berechne den Durchschnitt der Kurven aus Aufgabe 1.1 mit
den folgenden Geraden.
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Aufgabe 1.3. Multipliziere in Z[z,y, z| die beiden Polynome
2% + 32y? — xy2® und 22%yz + 22 4 Sryz — 2%y

Aufgabe 1.4. Multipliziere in Z/(5)[z,y| die beiden Polynome
ot 4 222y% — xy® + 2¢% und 2ty + 42%y + 32y® — 2% + 242

Aufgabe 1.5. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Zeige, dass K
nicht endlich sein kann.

Aufgabe 1.6. Diskutiere den Zusammenhang zwischen ebenen algebrai-
schen Kurven und dem Satz iiber implizite Funktionen.

Aufgabe 1.7. Es sei C C R? das Bild unter der polynomialen Abbildung
R— R t— (-1, -1).

Bestimme ein Polynom F' # 0 in zwei Variablen derart, dass C' auf dem
Nullstellengebilde zu F' liegt.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 1.8.*% (3 Punkte)

Sei R ein Integritatsbereich und R[X] der Polynomring iiber R. Zeige, dass
die Einheiten von R[X] genau die Einheiten von R sind.

Aufgabe 1.9. (4 Punkte)
Betrachte Gleichungen der Form
y? = G(z) mit G(z) = 2° + ax? + br + ¢

iiber R. Skizziere die verschiedenen Lo&sungsmengen fiir die Koeffizienten
a,b,c € {1,—1,0}.
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Aufgabe 1.10. (3 Punkte)
Fiihren Sie in Z/(7)[X] folgende Polynomdivision aus.
X* 45X +3 durch 2X* 4+ X +6.

Aufgabe 1.11. (3 Punkte)

Bestimme im Polynomring Z/(3)[X] alle irreduziblen Polynome vom Grad

4.

Aufgabe 1.12.* (3 Punkte)
Sei K ein Korper. Zeige, dass die beiden folgenden Figenschaften dquivalent

sind:

(1) K ist algebraisch abgeschlossen.
(2) Jedes nicht-konstante Polynom F' € K[X] zerfillt in Linearfaktoren.

Aufgabe 1.13. (3 Punkte)

Bestimme alle Losungen der Kreisgleichung
4yt =1

fir die Kérper K =7/(2), Z/(5) und Z/(11).

Aufgabe 1.14. (5 Punkte)
Es sei C' C C? das Bild unter der polynomialen Abbildung
C—Ct— (-t +4t+3, —t*+5t—1).

Bestimme ein Polynom F' # 0 in zwei Variablen derart, dass C' auf dem
Nullstellengebilde zu F' liegt.

Aufgabe 1.15. (4 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
f: R— S'CR?

die einem Punkt ¢ € R den eindeutigen Schnittpunkt # (0, —1) der durch die
beiden Punkte (¢,1) und (0, —1) gegebenen Geraden G; mit dem Einheits-
kreis

St={(z,y) eR*|2* +y* =1}
zuordnet. Zeige, dass diese Abbildung wohldefiniert ist und bestimme die
funktionalen Ausdriicke, die diese Abbildung beschreiben. Zeige, dass f dif-
ferenzierbar ist. Ist f injektiv, ist f surjektiv?
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2. VORLESUNG - AFFIN-ALGEBRAISCHE MENGEN

Definition 2.1. Sei K ein Korper. Dann nennt man A}, = K" den affinen
Raum iiber K der Dimension n.

Der affine Raum ist also zunéchst einfach eine Menge aus Punkten. Ein
Punkt im affinen Raum ist einfach ein n-Tupel (a4, ..., a,) mit Koordinaten
aus K. Warum dann ein neuer Begriff? Mit dem Begriff ,affiner Raum*
wird angedeutet, dass wir den K™ als Objekt der algebraischen Geometrie
verstehen wollen. D.h. wir betrachten den affinen n-dimensionalen Raum
als das natiirliche geometrische Objekt, auf dem Polynome in n Variablen
(als Funktionen) operieren. Wir werden zunechmend den affinen Raum um
weitere Strukturen (Zariski-Topologie, Strukturgarbe) ergénzen, die deutlich
machen, dass er ,mehr® ist als ,nur® ein K. Fiir n = 1 spricht man von der
affinen Geraden und fiir n = 2 von der affinen Ebene.

Ein Polynom F € K[X;, ..., X,] fasst man in natiirlicher Weise als Funktion
auf dem affinen Raum auf: Einem Punkt P € A} mit P = (a4, ..., a,) wird
der Wert F'(P) = F(ay,...,a,) zugeordnet, indem die Variable X; durch
a; ersetzt wird und alles in K ausgerechnet wird. Zu einen Polynom F' €
K[Xj,...,X,] kann man insbesondere fragen, ob F(P) = 0 ist oder nicht.
Zu F riickt dann insbesondere das dadurch definierte ,,Nullstellengebilde ins
Interesse, nadmlich
V(F)={PecA%L|F(P)=0}.

Davon haben wir schon einige in der ersten Vorlesung kennengelernt. Es ist
aber auch sinnvoll, zu untersuchen, wie das gemeinsame (simultane) Nullstel-
lengebilde zu mehreren Polynomen aussieht. Dieses beschreibt den Durch-
schnitt der einzelnen beteiligten Nullstellengebilde (wie beispielsweise bei
Kegelschnitten, wo man einen Kegel im dreidimensionalen Raum mit ver-
schiedenen Ebenen schneidet).

Kegelschnitte

Daher definieren wir allgemein.

Definition 2.2. Sei K ein Kérper und sei F; € K[X;,...,X,], j € J, eine
Familie von Polynomen in n Variablen. Dann nennt man

{P e AL|F;(P)=0 fiiralleje J}
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das durch die Familie definierte Nullstellengebilde (oder Nullstellenmenge).
Es wird mit V(F},j € J) bezeichnet.

Diejenigen Teilmengen des affinen Raumes, die als Nullstellenmengen auftre-
ten, verdienen einen eigenen Namen.

Definition 2.3. Sei K ein Korper und sei K[X7,...,X,] der Polynomring
in n Variablen. Dann heiflt eine Teilmenge V' C A% im affinen Raum affin-
algebraisch, wenn sie die Nullstellenmenge zu einer Familie F}, 7 € J, von
Polynomen F; € K[X;,...,X,] ist, wenn also V = V(Fj},j € J) gilt.

Beispiel 2.4. Wir betrachten die affine Ebene A% und darin einige affin-
algebraische Teilmengen, die durch die Variablen X und Y definiert sind.
Das Nullstellengebilde V' (X, Y') besteht einfach aus dem Nullpunkt (0,0). Die
Bedingung sagt ja hier, dass beide Variablen null sein miissen. Die Menge
V(X) ist die Y-Achse (alle Punkte der Form (0,y)) und V(Y) ist die X-
Achse. Die Menge V(X + YY) besteht aus allen Punkten (z,y) mit y = —=x.
Das ist also die Gegendiagonale. Die Menge V(XY') besteht aus den Punk-
ten (z,y), wo das Produkt zy = 0 sein muss. Uber einem Koérper kann ein
Produkt aber nur dann null sein, wenn einer der Faktoren null ist. D.h. es
ist V(XY) =V(X)UV(Y) und es liegt das Achsenkreuz vor.

Die Punkte in einem affinen Raum oder auf einer affin-algebraischen Menge
interpretiert man haufig so, dass sie selbst ein gewisses komplizierteres ma-
thematisches Objekt représentieren. Eigenschaften der Objekte werden dann
dadurch reflektiert, dass die reprisentierenden Punkte gewisse algebraische
Gleichungen erfiillen oder nicht, oder, was dquivalent ist, auf gewissen affin-
algebraischen Mengen liegen oder nicht. Dies soll durch das néchste Beispiel
illustriert werden.

Beispiel 2.5. Eine 2 x 2-Matrix

ail ao1
aiz2 A2

ist durch die vier Zahlen a1, as1, a2, ase € K eindeutig festgelegt. Man kann
eine Matrix also mit einem Punkt im Aj identifizieren. Bei dieser Inter-
pretation ist es sinnvoll, die Variablen mit X7, X571, X129, X295 zu bezeichnen.
Man kann sich dann fragen, welche Eigenschaften von Matrizen sich durch
algebraische Gleichungen beschreiben lassen. Wir diskutieren dazu einige ty-
pische Eigenschaften.

Eine obere Dreiecksmatrix liegt vor, wenn a5 = 0 ist. Die Menge der oberen
Dreiecksmatrizen ist also die Nullstellenmenge von Xi,.

Eine invertierbare Matrix liegt vor, wenn aq1a90 — ai2as; # 0 ist. Die Menge
der nicht invertierbaren Matrizen wird also durch die algebraische Determi-
nantenbedingung X11 X0 — X12X5; = 0 beschrieben.
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Eine Matrix beschreibt die Multiplikation mit einem Skalar, wenn sie eine
Diagonalmatrix mit konstantem Diagonaleintrag ist. Diese Menge wird durch
die drei Gleichungen X5 = 0, X5; = 0 und X;; — X3 = 0 beschrieben.

Ein Element A € K ist nach Satz 17.8 (Mathematik (Osnabriick 2009-2011))
ein Eigenwert einer Matrix genau dann, wenn A eine Nullstelle des charakte-
ristischen Polynoms der Matrix ist, d.h. wenn

A\ — _
det an a21 = )\2 — )\(CLH + a22) + aj1a92 — arpa21 =0
—aia A —a

ist. In der linearen Algebra ist normalerweise die Matrix vorgegeben und
man sucht nach Nullstellen A dieses Polynoms in einer Variablen. Man kann
es aber auch umgekehrt sehen und A vorgeben, und das Nullstellengebilde

2 — A X114+ Xo2) + X11 X2 — X190 X1 =0

in den vier Variablen untersuchen. Diese Gleichung beschreibt also die Menge
aller Matrizen, die A\ als Eigenwert besitzen.

Entsprechend besitzt eine Matrix genau dann die beiden Eigenwerte \ # 0,
wenn
A2 — M X1 4 Xoo) + X11X9p — X12X01 =0
und
6% — O(Xq1 + Xoo) + X1 X90 — X12X01 =0
ist. Die Differenz der beiden Gleichungen ist
M52 — (A= 8)(X11 + Xo2) =0,

die eine solche Matrix erst recht erfiillen muss. Wegen A # § kann man das
schreiben als
X1+ Xog =240

Fiir eine Matrix nennt man die Summe der Diagonaleintrage die Spur der
Matrix. Die zuletzt hingeschriebene Gleichung besagt also, dass fiir eine Ma-
trix mit Eigenwerten A # ¢ die Spur die Summe dieser Eigenwerte sein muss.

Das charakteristische Polynom einer Matrix kann man auch schreiben als
A% — X\ - Spur (M) + Det (M),
mit
Spur (M) = X11 + X22 und Det (M) = X11X22 — X12X21 .
Insbesondere haben Matrizen genau dann das gleiche charakteristische Po-
lynom, wenn ihre Spur und ihre Determinante iibereinstimmt. Damit kann

man auch sagen, dass die Menge der Matrizen mit einem vorgegebenen cha-
rakteristischen Polynom die Faser unter der Abbildung

A% — A% M~ (Spur (M), Det (M)),
ist. Diese Abbildung ist durch einfache polynomiale Ausdriicke gegeben. Ist

diese Abbildung surjektiv? Sehen die Fasern immer gleich aus, d.h., besitzt
die Menge der Matrizen mit vorgegebener Spur und Determinante immer die
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gleiche Struktur, oder gibt es da Unterschiede? Sei s und d vorgegeben. Dann
geht es um die Losungsmenge zu

X11 + XQQ = s und X11X22 - X12X21 =d.

Hierbei ist Xi; durch Xss eindeutig festgelegt, und umgekehrt. Man kann
daher eine Variable eliminieren, indem man X, = s — Xj; setzt. Dann
ergibt sich das , dquivalente* System in den drei Variablen X;;, X152, X5, mit
der einzigen Gleichung

X11(s — X11) — X19Xo1 =d bzw. X3 —sX11 + X19X0 +d=0.

Unter ,dquivalent® verstehen wir hier, dass die Losungen des einen Systems
mit den Losungen des anderen Systems in einer Bijektion stehen, die durch
Polynome gegeben ist. An dieser letzten Umformung sieht man, dass es stets
eine Losung geben muss: Man kann fiir X;; einen beliebigen Wert und erhélt
eine Gleichung der Form X, X5, = a, die Losungen besitzt.

Durch eine lineare Variablentransformation kann man die Gleichung noch
weiter vereinfachen. Sie vorausgesetzt, dass 2 in K invertierbar ist (dass also
die Charakteristik von K nicht 2 ist). Dann kann man mit X = X3, — s/2
(und mit Y = X9, Z = Xo1) schreiben

X’ +YZ+ec

mit ¢ = —% + d. Daraus sieht man, dass die Gestalt der Matrizenmenge mit

vorgegebener Spur und Determinante nur von —% +d abhéngt. In der Tat ist
nun, wenn dieser Term null ist oder nicht, das Nullstellengebilde verschieden.
Im ersten Fall hat es eine Singularitdt, im zweiten Fall nicht, wie wir spéter
sehen werden.

Ideale und Nullstellengebilde

Da wir zunéchst beliebige Familien von Polynomen zulassen, die Nullstel-
lengebilde und damit affin-algebraische Mengen definieren, erscheinen diese
zundchst sehr uniibersichtlich. Es gelten hier aber drei wichtige Aussagen,
die wir nach und nach beweisen werden, néamlich:

(1) Das Nullstellengebilde zu einer Polynom-Familie ist gleich dem Null-
stellengebilde des Ideals, das von der Familie erzeugt wird.

(2) Zu jedem Ideal gibt es ein endliches Ideal-Erzeugendensystem, so
dass jedes Nullstellengebilde durch endlich viele Polynome beschrie-
ben werden kann (Hilbertscher Basissatz).

(3) Uber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper stehen die Nullstel-
lengebilde in Bijektion mit den sogenannten Radikalen (das sind spe-
zielle Ideale) (Hilbertscher Nullstellensatz).
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Die erste dieser Aussagen konnen wir sofort beweisen, die anderen beiden
verlangen einige algebraische Vorbereitungen, die wir in den néchsten Vorle-
sungen entwickeln werden.

Lemma 2.6. Sei K ein Korper und sei F; € K[Xy,...,X,], j € J, eine

Familie von Polynomen in n Variablen. Es sei a das von den F; erzeugte
Ideal in K[X3,...,X,]. Dann ist

Beweis. Das Ideal a besteht aus allen Linearkombinationen der F; und ent-
hélt insbesondere alle F;. Daher ist die Inklusion V(Fj,5 € J) D V(a) klar.
Fiir die umgekehrte Inklusion sei P € V/(F},j € J) und sei H € a. Dann ist
H=Y" AF;, (mit A; € K[X1,...,X,]) und somit ist

k
H(P) =Y Ay(P)F;,(P)=0,

also verschwindet jedes Element aus dem Ideal im Punkt P. Daher ist P €
V(a). O

Wir kénnen also im Folgenden bei jeder Nullstellenmenge davon ausgehen,
dass sie durch ein Ideal gegeben ist.

Lemma 2.7. Fir Ideale a C b in K[Xy,...,X,] gilt V(a) D V(b) fir die
zugehdrigen Nullstellengebilde.

Beweis. Sei P € V(b). D.h. fiir jedes F' € b ist F'(P) = 0. Dann ist erst recht
F(P) =0 fiir jedes F € a. O

Affin-algebraische Teilmengen des affinen Raumes erfiillen einige wichtige
strukturelle Eigenschaften.

Proposition 2.8. Sei K ein Korper, K[X,...,X,] der Polynomring in
n Variablen und sei A%}, der zugehirige affine Raum. Dann gelten folgende
Figenschaften.

(1) V(0) = A%, d.h. der ganze affine Raum ist eine affin-algebraische
Menge.

(2) V(1) =0, d.h. die leere Menge ist eine affin-algebraische Menge.

(3) Es seien Vi, ..., Vi affin-algebraische Mengen mit V; = V(a;). Dann
qgilt

%U‘/QU...UV]C:V(al'ClQ"'ak).

Insbesondere ist die Vereinigung von endlich vielen affin-algebrai-
schen Mengen wieder eine affin-algebraische Menge.

(4) Es seien Vi, i € I, affin-algebraische Mengen mit V; = V(a;). Dann

qilt
NVi=V a).

el el
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Insbesondere ist der Durchschnitt von beliebig vielen affin-algebra-
ischen Mengen wieder eine affin-algebraische Menge.

Beweis. (1) und (2) sind klar, da das konstante Polynom 0 iiberall und das
konstante Polynom 1 nirgendwo verschwindet.

(3). Sei P ein Punkt in der Vereinigung, sagen wir P € V(a;). D.h. f(P) =0
fiir jedes Polynom f € a;. Ein beliebiges Element aus dem Produktideal
a; - as - - - a; hat die Gestalt

h = erflj'f%"'fkj

j=1

mit f;; € a;. Damit ist A(P) = 0, da stets fi,;(P) = 0 gilt, also gehort P
zum rechten Nullstellengebilde. Gehort hingegen P nicht zu der Vereinigung
links, soist P ¢ V(a;) fiir allei = 1,... k. D.h. es gibt f; € a; mit f;(P) # 0.
Dann ist aber (fifo--- fi)(P) # 0 und fifo--- fi € a; - ay---ag, so dass P
nicht zur Nullstellenmenge rechts gehoren kann.

(4). Sei P € Al. Dann ist P € V(q;) fir alle i € I genau dann, wenn
f(P) =0 ist fiir alle f € a; und fiir alle 7 € I. Dies ist genau dann der Fall,
wenn f(P) =0 ist fiir alle f aus der Summe dieser Ideale. d

flx y) =x*-y° glx, y) =x"+y*4
Y y

V() V(g)
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2. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 2.1. Betrachte in A3 die beiden Ebenen
E,=V@Bx+4y+5z) und Ey =V (2x —y + 3z).
Parametrisiere den Schnitt E; N Es.

Aufgabe 2.2. Zeige, dass zu einem Punkt P = (ay,...,a,) € A} das zu-
gehorige Ideal
(Xl —al,XQ —QQ,...,Xn —an)

maximal ist.

Aufgabe 2.3. Zeige: Der Durchschnitt von zwei verschiedenen Kreisen in
der affinen Ebene ist der Durchschnitt eines Kreises mit einer Geraden.

Aufgabe 2.4. Skizziere die reellen Nullstellengebilde von Y — X™ und be-
stimme das Verschwindungsideal zu den affin-algebraischen Mengen V,, C A2,
die aus allen Geraden durch den Nullpunkt und durch die Eckpunkte eines
reguldren n-Ecks (mit (1,0) als einem Eck) besteht.

Aufgabe 2.5. Bestimme Idealerzeuger fiir ein Ideal a C R[X,Y, Z], dessen
Nullstellenmenge genau die vier Punkte

(2,3,4),(1,1/5,0),(0,0,1), (=1,-2,v/3) € A}

sind.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 2.6. (3 Punkte)

Bestimme alle simultanen Losungen der beiden Gleichungen
2+ 9> =2und 22y = 3

fir die Korper K =7Z/(3), Z/(5) und Z /(7).
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Aufgabe 2.7. (3 Punkte)
Bestimme alle Losungen der Gleichung
Py +ay=1

fiir die Korper K = Fy, 4y und Fg.Man kann fiir die Koérper diese Darstel-
lungen verwenden.

Aufgabe 2.8. (3 Punkte)
Berechne die Schnittpunkte der beiden Kurven

C=V(@*+2y+3zy+x—2)und L = V(4 + 3y — 5).

Aufgabe 2.9. (4 Punkte)

Es sei S das Nullstellengebilde in A%, das durch die Gleichung

224y = 22
gegeben ist. Der Schnitt von S mit einer Ebene FE ist eine Kurve und wird
in F durch eine Gleichung in zwei (geeigneten) Variablen beschrieben. Finde
eine solche Gleichung fiir die Ebenen

3. VORLESUNG - DIE ZARISKI-TOPOLOGIE

In Proposition 2.8 haben wir gezeigt, dass die affin-algebraischen Teilmengen
eines affinen Raumes die Axiome fiir abgeschlossene Mengen einer Topologie
erfiillen. Diese Topologie nennt man die Zariski-Topologie.

Definition 3.1. In einem affinen Raum A}, versteht man unter der Zariski-
Topologie diejenige Topologie, bei der die affin-algebraischen Mengen als ab-
geschlossen erklart werden.

Die offenen Mengen der Zariski-Topologie sind also die Komplemente der
affin-algebraischen Mengen. Sie werden zu einem Ideal a mit

D(a) = A\ V(a)

Die Zariski-Topologie weicht sehr stark von anderen Topologien ab, ins-
besondere von solchen, die durch eine Metrik gegeben sind. Insbesondere
ist die Zariski-Topologie nicht hausdorffsch. Generell kann man sagen, dass
die offenen Mengen (auBer der leeren Menge) in der Zariski-Topologie sehr
grof} sind (siehe Aufgabe 3.12), wiahrend die abgeschlossenen (also die affin-
algebraischen Mengen) sehr diinn sind (aufler dem ganzen Raum selbst).
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Beispiel 3.2. Die Zariski-Topologie auf der affinen Geraden A} lisst sich
einfach beschreiben. Als (Zariski)-abgeschlossene Teilmenge haben wir zu-
néchst einmal die gesamte affine Gerade, die durch V(0) beschrieben wird.
Alle anderen abgeschlossenen Teilmengen werden durch V(a) mit a # 0
beschrieben. Da K[X| ein Hauptidealbereich ist, kann man sogar a = (f),
f # 0, ansetzen. Die zugehorige Nullstellenmenge besteht also aus endlich
vielen Punkten. Andererseits ist jeder einzelne Punkt P mit der Koordinate a
die einzige Nullstelle des linearen Polynoms X — a, also ist {P} = V(X —a)
Zariski-abgeschlossen. Eine endliche Ansammlung von Punkten Pi, ..., P
mit den Koordinaten ay, ..., ay ist die Nullstellenmenge des Polynoms (X —
ap)--- (X — ax). Die Zariski-abgeschlossenen Mengen der affinen Geraden
bestehen also aus allen endlichen Teilmengen (einschliellich der leeren) und
der gesamten Menge.

Beispiel 3.3. Jeder Punkt
P =(ay,...,a,) € A},
ist Zariski-abgeschlossen, und zwar ist
P=V(Xi—a,Xs—ag,..., X, —ay).

Punkte sind (neben der leeren Menge und dem gesamten Raum) die einfach-
sten affin-algebraischen Mengen. Das Ideal (X; — a1, Xo — ag,..., X, — ay)
ist maximal, siehe Aufgabe 2.2.

Der Schnitt von zwei und von drei Ebenen
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Das Verschwindungsideal

Definition 3.4. Sei T' C A}, eine Teilmenge. Dann nennt man
{F e K[X,,...,X,)| F(P) = 0 fiir alle P € T}
das Verschwindungsideal zu T. Es wird mit Id (T") bezeichnet.

Es handelt sich dabei in der Tat um ein Ideal: Wenn F'(P) = 0 und G(P) =0
ist fiir alle P € T, so gilt dies auch fiir die Summe F + G und fiir jedes
Vielfache HF'.

Damit haben wir zwei Zuordnungen in entgegengesetze Richtung: Einer Teil-
menge im affinen Raum wird das Verschwindungsideal zugeordnet und einem
Ideal im Polynomring das zugehorige Nullstellengebilde. Wir interessieren
uns dafiir, inwiefern sich Ideale und Nullstellengebilde entsprechen.

Beispiel 3.5. Das Verschwindungsideal zur leeren Menge ist das Einheits-
ideal, da es keinen Punkt gibt, auf dem die Nullstellenbedingung iiberpriift
werden miisste.

Das Verschwindungsideal zum Gesamtraum A% hidngt vom Kérper ab. Wenn
dieser unendlich ist, so gibt es nur das Nullpolynom, das iiberall verschwindet,
und folglich ist das Verschwindungsideal gleich dem Nullideal.

Ist hingegen der Korper endlich mit ¢ Elementen, so ist ¢ — xz = 0 fiir jedes
x € K. Also verschwindet das Polynom X7 — X auf jedem Punkt der affinen
Geraden und gehort somit zum Verschwindungsideal der affinen Geraden.
In hoherer Dimension ist das Verschwindungsideal gleich (X{ — X, X7 —
Xo, ..., X2 —X,).

Beispiel 3.6. Sei P = (ay,...,a,) € A%. Dann ist das Verschwindungsideal
Id (P) gleich dem Ideal (X; — aq,...,X,, — a,). Zunichst ist klar, dass die
linearen Polynome X; — a; im Punkt P verschwinden (wegen (X; — a;)(P) =
a; — a; = 0). Damit gehort auch das von diesen Polynomen erzeugte Ideal
zum Verschwindungsideal. Sei umgekehrt £ ein Polynom mit F'(P) = 0. Wir
schreiben F'in den ,neuen Variablen®

XlzXl—al,...,Xn:Xn—an,

indem wir X; durch X; — a; + a; ersetzen. In den neuen Variablen sei F' =
>, b, X", Dieses Polynom besteht aus der Konstanten by, in jedem anderen
Monom kommt mindestens eine Variable vor. Also konnen wir schreiben

F=RX +...+F,X,+c,
mit gewissen Polynomen F;. Daher ist F(P) =c¢=0und F € (Xy,..., X,).

Lemma 3.7. Seien V C W C A% zwei Teilmengen. Dann gilt fir die zu-
gehorigen Verschwindungsideale die Inklusion

Id (W) C1d (V).
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Beweis. Sei F' € Id (W), d.h. es ist F(P) = 0 fiir alle P € W Dann ist erst
recht F(P) =0 fiir alle P € V. Also ist auch F' € Id (V). O

Lemma 3.8. Sei [ C K[Xy,...,X,] ein Ideal und sei T" C Al eine Teil-
menge. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Esist T C V(Id(T)).

(2) Esist I CId(V(I)).

(3) Esist V(I)=V(Id(V(I))).
(4) Es st 1d(T) = Id(V (Id(T))) .

Beweis. (1). Sei P € T ein Punkt. Dann verschwindet nach Definition jedes
Polynom F' € Id(7T) auf T', also P € V(1d(T)).

(2). Sei F' € I. Dann verschwindet F' auf ganz V(1) und daher F' € Id (V).

(3). Nach (1), angewandt auf 7' = V(I), haben wir die Inklusion ,,C “. Nach
(2) ist I C Id(V(I)). Wendet man darauf V(—) an, so ergibt sich nach
Lemma 2.7 die andere Inklusion.

(4). Wie (3). O

Beispiel 3.9. Die Inklusionen in Lemma 3.8 (1), (2) sind echt. Sei zum
Beispiel T C A}, eine unendliche echte Teilmenge (was voraussetzt, dass K
unendlich ist). Dann ist Id(T) = 0, und also ist V(0) = A}, echt groﬁer als
T.

u (2). Sei I = (X?), R = K[X]. Dann ist V(I) = {0} und Id ({0}) = (X)),
aber X ¢ (X?). Ein extremeres Beispiel fir R = R[X,Y] ist [ = (X2 +Y?)
mit V(1) = {(0,0)}. Das Verschwindungsideal zu diesem Punkt ist aber das
Ideal (X,Y).

Lemma 3.10. Se: T' C A eine Teilmenge. Dann ist der Zariski-Abschluss
von T gleich B
T=V{d(T)).

Beweis. Die Inklusion 7" C V(Id (T')) wurde in Lemma 3.8 (1) gezeigt. Da
V(Id (7)) nach Definition abgeschlossen ist, folgt daraus 7" C V(Id (7).

Sei umgekehrt P € V(Id (7)) und sei P ¢ T angenommen. Dies bedeutet,
dass es eine Zariski-offene Menge U gibt mit P € U und U NT = (). Sei
U = D(a). Die Bedingung P € U bedeutet, dass es ein G € a geben muss
mit G(P) # 0. Es ist dann P € D(G) C U und damit 7N D(G) = 0.
Also ist T C V(G) und somit G € 1d (T"). Wegen G(P) # 0 ergibt sich ein
Widerspruch zu P € V(Id (T)). O
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Das Radikal

Definition 3.11. Ein Ideal a in einem kommutativen Ring R heiflt Radikal
(oder Radikalideal), wenn folgendes gilt: falls f™ € a ist fiir ein n € N, so ist
bereits f € a.

Definition 3.12. Sei R ein kommutativer Ring und a C R ein Ideal. Dann
nennt man die Menge

{f € R|es gibt ein r mit " € a}

das Radikal zu a. Es wird mit rad (a) bezeichnet.

Das Radikal zu einem Ideal ist selbst ein Radikal und insbesondere ein Ideal.

Lemma 3.13. Sei R ein kommutativer Ring und a C R ein Ideal. Dann ist
das Radikal zu a ein Radikalideal.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass ein Ideal vorliegt. 0 gehort offenbar zum
Radikal und mit f € rad (a), sagen wir f" € a, ist auch (af)” = a”"f" € a,
also gehort af zum Radikal. Zur Summeneigenschaft seien f, g € rad a mit
f7 € (a) und ¢* € a. Dann ist

(f+grt= 3 (Tf)figj: 3 (j)fg

i+j=r+s i+j=r+s,i<r
r—+s -
i j
sy ( Z, )fg ca.
i+j=r+s,i>r
Sei nun f* € rad (a). Dann ist (f*)" = f*" € a, also f € rad (a). O

Lemma 3.14. Sei T' C A} eine Teilmenge. Dann ist das Verschwindungs-
1deal zu T ein Radikal.

Beweis. Sei F' € K[X,...,X,] ein Polynom, und sei F* € Id (7). Dann ist
F*(P) =0 fiir alle P € T. Dann ist aber auch F'(P) = 0 fiir alle P € V, also
F e 1d(T). 0

Wir werden spéter sehen, dass {iber einem algebraisch abgeschlossenen Kor-
per sich Radikale und algebraische Nullstellengebilde entsprechen. Das ist
der Inhalt des Hilbertschen Nullstellensatzes.
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3. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 3.1. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und n > 2.
Zeige, dass ein Punkt P € A’ nicht die Nullstellenmenge zu einem einzigen
Polynom ist.

Aufgabe 3.2. Es sei K ein endlicher Korper und M = {P, P, ..., P,} €
AL eine endliche Menge von Punkten. Zeige, dass M die Nullstellenmenge
eines einzigen Polynoms ist.

Aufgabe 3.3. Man beschreibe eine Abbildung

@ Al — Aj,
die beziiglich der Zariski-Topologie stetig ist, die aber nicht durch ein Poly-
nom gegeben ist.

Aufgabe 3.4. Charakterisiere in Z die Radikale mit Hilfe der Primfaktor-
zerlegung.

Aufgabe 3.5. Zeige, dass ein Ideal a in einem kommutativen Ring R genau
dann ein Radikal ist, wenn der Restklassenring R/a reduziert ist.

Aufgabe 3.6. Zeige, dass ein Primideal ein Radikal ist.

Aufgabe 3.7. Seien R und S kommutative Ringe und sei ¢ : R — S ein
Ringhomomorphismus. Sei a ein Radikal in S. Zeige, dass das Urbild ¢ !(a)
ein Radikal in R ist.

Aufgabe 3.8. Seien a und b zwei Ideale in K[X;, ..., X,] derart, dass ihre
Radikale gleich sind. Zeige, dass dann auch ihre Nullstellenmengen {iberein-
stimmen. Zeige durch ein Beispiel, dass die Umkehrung nicht stimmt.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 3.9. (3 Punkte)

Essei M ={P,, Ps,...,P,} € A} eine endliche Menge von Punkten. Zeige,
dass M die Nullstellenmenge eines einzigen Polynoms ist.

Aufgabe 3.10. (3 Punkte)

Zeige, dass die Menge der reellen trigonalisierbaren (2 x 2)-Matrizen im A
keine affin-algebraische Menge ist.

Aufgabe 3.11. (3 Punkte)

Sei

@ Ay — AR
eine Abbildung, die durch m Polynome in n Variablen gegeben sei. Zeige,
dass ¢ stetig beziiglich der Zariski-Topologie ist.

Aufgabe 3.12. (5 Punkte)

Es sei K ein unendlicher Korper. Zeige, dass jede nichtleere Zariski-offene
Menge U C A} dicht ist.

Tipp: Induktion iber n.

Aufgabe 3.13. (5 Punkte)

Bestimme zu den folgenden Teilmengen der affinen Ebene A% den Zariski-
Abschluss.

(2 )
(3)
(4)
(5)
Die folgende Aufgabe benutzt einige weiterfithrende topologische Begriffe.

Aufgabe 3.14. (4 Punkte)
Es sei K ein Korper.

(1) Man zeige, dass fiir K = R bzw. K = C die Standardtopologie feiner
ist als die Zariski-Topologie.

(2) Man zeige, dass fiir K[X] die Zariski-Topologie mit der kofiniten To-
pologie tibereinstimmt. Gilt dies auch fiir K[X,...,X,] mit n > 17
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(3) Wann ist die Zariski-Topologie T}, wann ist sie hausdorffsch?
(4) Wie sieht die Zariski-Topologie aus, wenn K ein endlicher Korper ist?

4. VORLESUNG - IRREDUZIBILITAT

Irreduzible affin-algebraische Mengen

Definition 4.1. Eine affin-algebraische Menge V' C A% heifit irreduzibel,
wenn V # () ist und es keine Zerlegung V = Y U Z mit affin-algebraischen
Mengen Y, Z C V gibt.

Die Zariski-abgeschlossene Menge V' ist also irreduzibel genau dann, wenn
V # () ist und eine Zerlegung V = Y U Z nur mdglich ist mit V' = Y oder
mit V = Z. Dasselbe folgt dann sofort fiir endliche Darstellungen.

Die Irreduzibilitéit ist eine rein topologische Eigenschaft, wobei man obige
Definition mit abgeschlossenen Mengen formulieren muss anstatt mit affin-
algebraischen Mengen (den abgeschlossenen Mengen in der Zariski-Topolo-
gie).

Die folgenden Bilder zeigen einige nicht irreduzible affin-algebraische Teil-
mengen. Was sind dabei die irreduziblen Komponenten (siehe unten)?

Beispiel 4.2. Wir betrachten den affinen Raum A’. Wenn K endlich ist, so
besteht der Raum nur aus endlich vielen Punkten und nur die einpunktigen
Teilmengen sind irreduzibel. Insbesondere ist der affine Raum aufler bei n = 0
nicht irreduzibel.

Bei unendlichem K ist der affine Raum A’ hingegen irreduzibel. Sei ndmlich
A%, =Y U Z mit echten affin-algebraischen Teilmengen. D.h. fiir die offenen
Komplemente U = A% \'Y und W = A% \ Z ist einerseits U, W # 0, aber
UNW = (. Das widerspricht aber Aufgabe 3.13.

Lemma 4.3. Sei V. C A% eine affin-algebraische Menge mit Verschwin-
dungsideal Id (V). Dann ist V irreduzibel genau dann, wenn Id (V') ein Prim-
deal ist.
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Beweis. Sei Id (V') kein Primideal. Bei Id (V) = K[X3,...,X,] ist V = 0,
also ist V' nicht irreduzibel nach Definition. Andernfalls gibt es Polynome
F,G € K[Xy,...,X,] mit FG € Id(V), aber F,G ¢ 1d (V). Dies bedeutet,
dass es Punkte P, @ € V gibt mit F(P) # 0 und G(Q) # 0. Wir betrachten
die beiden Ideale a; = Id (V') 4+ (F') und ay = Id (V') + (G). Daher ist

V(a),V(az) € V(Id(V)) = V.

Wegen P & V(a;) und Q ¢ V(az) sind diese Inklusionen echt. Andererseits
ist
V(Cll) U V<C12> = V(Cll : ag) = V(Id (V)) = V,

so dass eine nicht-triviale Zerlegung von V' vorliegt und somit V' nicht irredu-
zibel ist. Sei nun V nicht irreduzibel. Bei V = ) ist Id (V) = K[X7, ..., X,)]
kein Primideal. Sei also V' # () mit der nicht-trivialen Zerlegung V =Y U Z.
Sei Y = V(ay) und Z = V(ag). Wegen Y C V gibt es einen Punkt
PeV =V(Id(V)), P & V(a). Also gibt es auch ein F' € a;, F(P) # 0,
und somit ' ¢ Id (V). Ebenso gibt es G € ay, G ¢ Id (V). Fiir einen belie-
bigen Punkt Q € V =Y U Z ist (FG)(Q) = 0, da F auf Y und G auf Z
verschwindet. Also ist FG € Id (V) und daher ist Id (V') kein Primideal. [

Definition 4.4. Sei V eine affin-algebraische Menge. Eine affin-algebraische
Teilmenge W C V heifit eine wrreduzible Komponente von V', wenn sie irre-
duzibel ist und wenn es keine irreduzible Teilmenge W C W/ C V gibt.

Ist V irreduzibel, so ist V selbst die einzige irreduzible Komponente von V.
Wir werden spéter sehen, dass jede affin-algebraische Menge sich schreiben
lasst als eine endliche Vereinigung von irreduziblen Komponenten.

Beispiel 4.5. Wir betrachten die Gleichung
F=Y?+X*X+1)*=0.

In den reellen Zahlen hat diese Gleichung zwei Losungen: da ein reelles Qua-
drat nie negativ ist, kann F nur dann 0 sein, wenn beide Summanden null
sind, und das impliziert einerseits ¥ = 0 und andererseits X = 0 oder
X = —1. Insbesondere ist die reelle Losungsmenge nicht zusammenhéngend
und nicht irreduzibel (und das Verschwindungsideal zur reellen Situation ist
sehr grof}).

Betrachtet man F' dagegen iiber den komplexen Zahlen, so gibt es eine Fak-
torisierung

F=Y +iX(X+1)(Y —iX(X+1))
in irreduzible Polynome. Dies zeigt zugleich, dass F' als Polynom in R[X, Y]
irreduzibel ist (obwohl das reelle Nullstellengebilde nicht irreduzibel ist). Die
Nullstellenmenge iiber den komplexen Zahlen besteht aus den beiden Gra-
phen Y = +iX (X + 1), die sich in (0,0) und (—1,0) schneiden.

Bei der Gleichung Y? + Z? + X?(X + 1)? gibt es wieder nur zwei reelle
Losungspunkte, das Polynom ist aber sowohl reell als auch komplex betrach-
tet irreduzibel.
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Beispiel 4.6. Wir betrachten im affinen Raum A% (K = R) die beiden
Zylinder

Si=A{(@y.2)[e* +¢" =1} wnd S, = {(2,y,2)|y" + 2" = 1} .

Das sind beides irreduzible Mengen, wie wir spéter sehen werden (fiir X un-
endlich). Wie sieht ihr Durchschnitt aus? Der Durchschnitt wird beschrieben
durch das Ideal a, das durch X2 +Y?2 — 1 und Y2 + Z2 — 1 erzeugt wird.
Zieht man die eine Gleichung von der anderen ab, so erhélt man

XP-7"=(X-2)(X+2)a.

Die beiden einzelnen Faktoren gehoren aber nicht zu a, da beispielsweise
(1,0,—1) ein Punkt des Schnittes ist, an dem X — Z nicht verschwindet (Cha-
rakteristik # 2), und (1,0, 1) ein Punkt des Schnittes ist, an dem X + Z nicht
verschwindet. Die Komponenten des Schnittes werden vielmehr beschrieben
durch
bp=a+ (X —2Z)und by =a+ (X +72).
Das sind beides Primideale, der Restklassenring ist
KXY, Z)/(b) = K[X.Y, Z)/(a+ (X - 2)) = K[X, Y]/ (X*+Y?~1).

Um die zweite Gleichung einzusehen, eliminiert man Z mit der hinteren Glei-
chung, und die beiden Zylindergleichungen werden dann identisch. Ebenso
ist die Argumentation fiir das andere Ideal. Geometrisch gesprochen heifit
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dies, dass ein Punkt des Durchschnittes S; NS5 in der Ebene £y = V(Z — X)
oder in der Ebene Fy = V(Z + X) liegt. Es ist

E1ﬂ31:E1ﬁ51ﬂ32:E1ﬂ52

und ebenso fiir F;, da auf diesen Ebenen die beiden Zylindergleichungen
identisch werden.

Wie sehen die Durchschnitte in den Ebenen aus? Wir betrachten die Ebene

E; mit den Koordinaten Y und U = Z + X. Es ist dann X = 1((Z + X) —
(Z — X)) und damit kann man die erste Zylindergleichung als

(%((ZJrX) - (Z—X)))2+Y2 =1

schreiben. Auf der Ebene Fy, die ja durch Z = X festgelegt ist, wird aus

dieser Gleichung
1 \2
- Vi=1
(0) v

also iU 214Y? = 1. Dies ist die Gleichung einer Ellipse, was auch anschaulich
klar ist. Man beachte, dass in der obigen Berechnung des Restklassenringes
K[X,Y,Z]/(by) aber eine Kreisgleichung auftritt. Dies sollte deshalb nicht
iiberraschen, da Kreis und Ellipse durch eine lineare Variablentransformation
ineinander iiberfiithrbar sind und dass daher insbesondere die Restklassenrin-
ge isomorph sind. Als metrisches Gebilde sind Kreis und Ellipse verschieden,
und der Durchschnitt der beiden Zylinder besteht aus zwei Ellipsen. Bei einer
orthonormalen Variablentransformation bleibt die metrische Struktur erhal-
ten. Die Variablen Y, (X + Z), (X — Z) definieren aber keine orthonormale
Transformation.

Halten wir also fest: Der Durchschnitt der beiden Zylinder ist

Sl N SQ == V(bl) U V(bQ) )
wobei by = (X?+Y?—1, X —Z) und by = (X?+Y?—1, X+ Z) zwei Ellipsen
beschreiben.

Wie liegen diese beiden Ellipsen zueinander? Dazu berechnen wir ihren
Durchschnitt, der durch die Summe von b; und by beschrieben wird. Es
ist

bi+by = (X?+Y’ -1, X-ZX+Z)=(Y"-1,X,2).

Die Losungsmenge davon besteht aus den beiden Punkten (0,1,0) und
(0,-1,0) .
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Zur Anzahl der Punkte auf Kurven

Wir haben bereits gesehen, dass der Schnitt einer Kurven mit einer Geraden
nur aus endlich vielen Punkten besteht, es sei denn, die Gerade sei selbst eine
Komponente der Kurve (sieche Lemma 1.6). Dies wollen wir zunéchst auf den
Schnitt von zwei beliebigen ebenen Kurven verallgemeinern. Als Hilfsmittel
benotigen wir die folgende Definition.

Definition 4.7. Sei K ein Korper und K[X] der Polynomring in einer Varia-
blen iiber K. Dann nennt man den Quotientenkérper Q(K[X]) den rationalen

Funktionenkérper iiber K (oder Kérper der rationalen Funktionen iiber K).
Er wird mit K(X) bezeichnet.

Satz 4.8. Sei K ein Korper und seien F,G € K[X,Y] zwei Polynome ohne
gemeinsamen nichtkonstanten Faktor. Dann gibt es nur endlich viele Punkte
Py,...,P, mit P, e V(F,G).

Beweis. Wir betrachten F,G € K[X,Y] als Elemente in K(X)[Y], wobei
K (X) den Korper der rationalen Funktionen in X bezeichne. Es haben dann
nach Aufgabe 4.10 auch F' und G keinen gemeinsamen Teiler in K (X)[Y]. Da
dieser Ring ein Hauptidealbereich ist, erzeugen sie zusammen das Einheits-
ideal, d.h. es gibt Polynome A, B € K(X)[Y] mit AF + BG = 1. Multipli-
kation mit dem Hauptnenner von A und B ergibt in K[X,Y] die Gleichung
AF 4+ BG = H mit H € K[X]. Eine gemeinsame Nullstelle in A% von F
und von G muss also eine Nullstelle von H sein. Es gibt also nur endlich
viele Werte fiir X, fiir die eine gemeinsame Nullstelle vorliegt. Wenn man die
Rollen von X und von Y vertauscht, so sieht man, dass es auch nur endlich
viele Werte fiir Y gibt, an denen eine gemeinsame Nullstelle vorliegen kann.

Damit kann es iiberhaupt nur endlich viele gemeinsame Nullstellen geben.
g



4. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 4.1. Finde ein Ideal, dessen Nullstellenmenge das folgende Gebilde
ist.

Aufgabe 4.2. Sei V C AL eine Teilmenge, die aus endlich vielen Punkten
bestehe. Zeige: V' ist genau dann irreduzibel, wenn V' einpunktig ist.

Aufgabe 4.3. Skizziere ein Beispiel einer zusammenhdngenden, aber nicht
irreduziblen affin-algebraischen Teilmenge.

37
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Aufgabe 4.4. Betrachte die Menge der reellen Zahlen R mit der metrischen
Topologie. Ist R irreduzibel?

Aufgabe 4.5. Sei p eine Primzahl und Z/(p) der zugehorige Restklas-
senkorper. Zeige: Jede Quadrik der Form

F=aX?+0Y?+¢=0
mit a,b # 0 hat mindestens eine Losung in Z/(p).

Aufgabe 4.6. Erkldre, wo der Beweis zu Satz 4.8 zusammenbricht, wenn
man ihn auf mehr als zwei Variablen ausdehnen will.

Aufgabe 4.7. Seien R und S kommutative Ringe und sei ¢ : R — S ein
Ringhomomorphismus. Sei p ein Primideal in S. Zeige, dass das Urbild ¢o~!(p)
ein Primideal in R ist.

Zeige durch ein Beispiel, dass das Urbild eines maximalen Ideales kein ma-
ximales Ideal sein muss.

In den folgenden Aufgabe werden die Begriffe abgeschlossene Abbildung und
offene Abbildung verwendet.

Eine stetige Abbildung
f: X—Y

zwischen topologischen Raumen X und Y heifit abgeschlossen, wenn Bilder
von abgeschlossenen Mengen wieder abgeschlossen sind.

Sie heifit offen, wenn Bilder von offenen Mengen wieder offen sind.

Aufgabe 4.8. Zeige, dass die Projektion
A%( — Alv (I?y) — T,

nicht abgeschlossen in der Zariski-Topologie ist.

Aufgabe 4.9. Zeige, dass eine ebene algebraische Kurve iiber den komplexen
Zahlen C nicht kompakt in der metrischen Topologie ist.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 4.10. (3 Punkte)

Berechne in A3 den Schnitt des Zylinders V(2% + y* — 1) mit der Kugel mit
Mittelpunkt P = (0,0,0) und Radius r in Abhéngigkeit von r. Wann ist der
Durchschnitt leer, wann irreduzibel?

Man darf verwenden, dass der reelle Kreis irreduzibel ist.

Aufgabe 4.11. (6 Punkte)

Sei p eine Primzahl > 3 und Z/(p) der zugehorige Restklassenkorper. Es sei
ein Polynom F' € Z/(p)[X, Y] der Form

F=aX?+BXY +7Y? +6X + €Y + 1

gegeben. Zeige, dass fiir das zugehorige Nullstellengebilde V(F) C A% (wenn
a, B, nicht alle null sind, so ist das eine Quadrik) die folgenden drei Alter-
nativen bestehen.

(1) V(F) besitzt mindestens einen Punkt.

(2) F = ¢ mit einer Konstanten ¢ # 0.

(3) Es gibt eine Variablentransformation derart, dass das Polynom in
den neuen Koordinaten die Gestalt Z? — u mit einem Nichtquadrat
u € Z/(p) besitzt.

Aufgabe 4.12. (3 Punkte)

Sei V eine irreduzible, affin-algebraische Menge mit mindestens zwei Punkten
und seien P, ..., P, € V endlich viele Punkte darin. Zeige, dass dann auch
VA\A{P,...,P,} (in der induzierten Topologie) irreduzibel ist.

Aufgabe 4.13. (4 Punkte)

Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper Q(R). Zeige: Wenn F,G €
R[X] keinen gemeinsamen Teiler besitzen, so besitzen sie aufgefasst in
Q(R)[X] ebenfalls keinen gemeinsamen Teiler.

(Man darf sich auf Hauptidealbereiche R beschrianken.)

Aufgabe 4.14. (3 Punkte)
Sei K = Q der Kérper der rationalen Zahlen. Begriinde, ob
V(X?+Y?—1) CAY

irreduzibel ist oder nicht.
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Aufgabe 4.15. (4 Punkte)
Zeige, dass die Projektion
A%( — A}O (xvy) — T,

offen in der Zariski-Topologie ist.

Aufgabe 4.16. (4 Punkte)
Zeige, dass die affine Ebene A2 mit der Zariski-Topologie kompakt ist.

5. VORLESUNG - POLYNOMIALE ABBILDUNGEN

Das Hauptziel dieser Vorlesung ist zu zeigen, dass eine ebene algebraische
Kurve iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper unendlich viele Ele-
mente besitzt. Dazu brauchen wir einige Vorbereitungen iiber die homogene
Zerlegung von Polynomen und iiber polynomiale Abbildungen, insbesondere
Variablentransformationen.

Homogene Komponenten

Definition 5.1. Sei S ein kommutativer Ring und R = S[X;,...,X,] der
Polynomring iiber R in n Variablen. Dann heifit zu einem Monom

G=X"=X"---X"
die Zahl .
vl => v
j=1
der Grad von G. Zu einem Polynom F' =) a, X" # 0 heifit das Maximum
max{|v|: a, # 0}
der Grad von F.

Definition 5.2. Sei S ein kommutativer Ring und R = S[Xy,..., X,] der
Polynomring iiber R in n Variablen. Dann heifit zu einem Polynom F' € R
mit F' =) a, X" die Zerlegung

mit
A= Y wxe
v, |v|=i
die homogene Zerlequng von F. Die F; nennt man die homogenen Kompo-
nenten von F' zum Grad . Das Polynom F' selbst heifit homogen, wenn in
der homogenen Zerlegung von F' nur ein F; vorkommt.
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Die Nullstellenmenge eines homogenen Polynoms F ist ein (Geraden-)Kegel
durch den Nullpunkt. D.h. mit einem Punkt P gehort auch die ganze Gerade
durch P und 0 zu V(F).

Beispiel 5.3. Das Polynom
F=4XYZ7?+2X*Y° + 5XYZ" = 3X'YZ '+ X° =Y " +2Y°Z° + X +5
hat den Grad 9 und die homogenen Komponenten sind

Fy=5XYZ" —3XYZ*4+2vY%73,
Fy = X8,
Fr=2X%5-Y7",

Fs =4X3Y 7%,
Fs=F,=F;=F=0,

F1:XundF0:5.
Wenn man es als Polynom in (KY, Z])[X] auffasst und sich nur dafiir in-
teressiert, in welcher Potenz X vorkommt, so spricht man vom X-Grad. Der
X-Grad von F'ist 8. Es gibt natiirlich auch eine homogene Zerlegung entlang
der X-Graduierung; dabei ist beispielsweise die Komponente zum X-Grad 0
gleich —Y7 +2Y°%Z3 + 5 und zum X-Grad 1 gleich 5XY Z" + X.
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Zur Anzahl der Punkte auf Kurven II

Der folgende Satz heift Noethersche Normalisierung (fiir Kurven).

Satz 5.4. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei F' € K[X,Y]
ein nicht-konstantes Polynom vom Grad d, das die algebraische Kurve C =
V(F) definiert. Dann gibt es eine lineare Koordinatentransformation derart,
dass in den neuen Koordinaten X,Y das transformierte Polynom die Form

F = X%+ Terme von kleinerem Grad in X

besitzt.

Beweis. Wir schreiben F' in homogener Zerlegung als
F=F/+Fy1+...+F +F,

mit den homogenen Komponenten

Fi= ) capXY".

at+b=1

Ein homogenes Polynom in zwei Variablen hat die gleichen Faktorisierungs-
eigenschaften wie ein Polynom in einer Variablen. Da wir uns iiber einem
algebraisch abgeschlossenen Kérper befinden, gibt es eine Faktorisierung

Fi=c(Y —e1 X)) (Y — e X)X

Da ¢ eine d-te Wurzel besitzt kénnen wir durch Streckung der Variablen
erreichen, dass ¢ = 1 ist. Da K insbesondere unendlich ist, finden wir ein e,
das von allen e; verschieden ist. Wir schreiben die Gleichung in den neuen
Variablen

V=Y -—eXund X =X
und erhalten eine Gleichung £, wo die Linearfaktoren von Fy die Gestalt

Y—er = Y—€X+€X—€jX
= Y—<6]—€)X

= Y — (6j — €)X
(mit e; —e # 0) bzw. X = X haben. Multipliziert man dies aus so sicht man,
dass X? mit einem bestimmten Vorfaktor aus K vorkommt, den wir wieder
durch Streckung als 1 annehmen kénnen. Dann hat Fy die Gestalt Xy
Terme, in denen maximal X% ! vorkommt. Die homogenen Komponenten

von kleinerem Grad behalten auch ihren Grad, so dass in F' nur noch weitere
Monome vom X-Grad < d — 1 gibt. g

Korollar 5.5. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und sei F €
K[X,Y] ein nicht-konstantes Polynom, das die algebraische Kurve C' =
V(F) definiert. Dann besitzt C unendlich viele Elemente.
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Beweis. Aufgrund von Satz 5.4 konnen wir annehmen, dass F' die Gestalt
hat
F=X"4+ P (V)X 4. .+ PU(Y)X + Py(Y)

mit Polynomen P;(Y) € K[Y]. Zu jedem beliebig vorgegebenen Wert a €
K fiir Y ergibt sich also ein normiertes Polynom in X vom Grad d. Da
der Korper algebraisch abgeschlossen ist, gibt es jeweils (mindestens) eine
Nullstelle in X. D.h. zu jedem a € K gibt es ein b € K derart, dass (a,b)
eine Nullstelle von F' ist, also zur Kurve gehort. Da K unendlich ist, gibt es
also unendlich viele Punkte auf der Kurve. U

Der Beweis zeigt genauer, dass jede Kurve mindestens so viele Punkte besitzt
wie der algebraisch abgeschlossene Grundkorper.

Beispiel 5.6. Die durch xy = 1 gegebene Hyperbel lésst sich unter Verwen-
dung der linearen Transformation x = u + v, y = u wegen

ry—1= (u+v)u—1=u*+ovu—1

auch als V(u®+wvu — 1) beschreiben. In den neuen Variablen u, v kann man v
beliebig vorgeben und erhilt stets mindestens eine (fast immer zwei) Losung
der Kurvengleichung.

Polynomiale Abbildungen zwischen affinen Ridumen
Wir betrachten nun Abbildungen

o A — AL (ty, .. b)) — (pr(ty, oty on(ty, .oy t)
= (21,...,2p),

wobei die Komponentenfunktionen ¢; € K[Xj, ..., X,] Polynome sind. Die
Abbildung wird also in jeder Komponenten durch ein Polynom in r Varia-
blen gegeben. Der Fall n = 1 ist der eines Polynoms in r Variablen, der
Fall » = 1 und n = 2 ist der Fall der polynomialen Parametrisierung von
algebraischen Kurven. Spéter werden wir allgemeiner Morphismen zwischen
affin-algebraischen Mengen definieren.

Eine wichtige ,,Begleiterscheinung® einer polynomialen Abbildung ¢: Ay —
A% ist, dass sie einen K-Algebra-Homomorphismus zwischen den zugehori-
gen Polynomringen in die entgegengesetzte Richtung induziert, ndmlich den
durch X; — ¢; definierten Finsetzungshomomorphismus. Diesen bezeichnen
wir mit
o K[X1,...,Xo] — K[T1,....T})), Fr— Fogp= F(%)

(die Schreibweise % bedeutet, dass die Variable X; durch ¢; zu ersetzen
ist). Als Funktion auf A% betrachtet ist I o ¢ die hintereinandergeschaltete
Abbildung

r ¥ n F 1
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Fiir die Nullstellenmenge V(F') C A" gilt dabei

p  (V(F)) =V(a(F)).
Die einfachsten polynomialen Abbildungen sind, neben den konstanten Ab-
bildungen, die affin-linearen Abbildungen, die durch affin-lineare Polynome
gegeben sind, also
pi=anTr+ ...+ a1 +¢.

Man beachte, dass dies keine linearen Abbildungen sind, da der Nullpunkt
nicht auf den Nullpunkt gehen muss, sondern auch Verschiebungen zugelas-
sen sind. Eine affin-lineare Abbildung ist die Hintereinanderschaltung einer
linearen Abbildung und einer Verschiebung. Im Fall » = n betrachtet man
eine solche affin-lineare Abbildung, wenn sie zusétzlich bijektiv ist, als eine
(Koordinaten- oder Variablen-)Transformation des Raumes.

Definition 5.7. Sei K ein Korper. Dann nennt man eine Abbildung
@: A — A% der Form
131
Oty ..., ty) =M | | +(vi,...,0),
tn

wobei M eine invertierbare Matrix ist, eine affin-lineare Variablentransfor-
mation.

Man kann sich dabei dariiber streiten, ob bei einer linearen Variablentransfor-
mation im Raum etwas bewegt wird oder ob sich nur die Koordinaten &ndern.
Jedenfalls sind solche Transformationen wichtige Hilfsmittel, um ein Poly-
nom, ein algebraisches Gleichungssystem oder eine affin-algebraische Menge
auf eine einfachere Gestalt zu bringen. Unter einer Variablentransformation
wird eine affin-algebraische Menge V = V(F, ..., E,)zuV = V(F,, ..., E,,)

(mit F; = @¢(F};)) transformiert, und zwar ist dann V das Urbild unter der
Abbildung .

Definition 5.8. Zwei affin-algebraische Mengen V,V C A% heilen affin-
linear dquivalent, wenn es eine affin-lineare Variablentransformation ¢ gibt

mit (V) =V,

Dies ist also ein Begriff, der Bezug darauf nimmt, wie die Situation einge-
bettet ist. Wir werden spéter sehen, dass die Parabel und eine Gerade in
der Ebene ,isomorph® sind (da sie beide isomorph zur affinen Geraden sind),
aber nicht linear dquivalent.

Die wesentlichen algebraischen und topologischen Eigenschaften einer affin-
algebraischen Menge bleiben unter einer affin-linearen Variablentransforma-
tion erhalten: Irreduzibilitit, Singularititen (spiter), Uberschneidungen, Zu-
sammenhang, Kompaktheit. Dagegen verdndern sich typische Eigenschaften
der reell-metrischen Geometrie: Winkel, Léngen und Langenverhé&ltnisse, Vo-
lumina, Formen. Diese zuletzt genannten Begriffe sind nicht relevant fiir die
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algebraische Geometrie. Wir werden von nun an ohne grofle Betonung eine
Situation in eine gewiinschte Gestalt transformieren, so fern das moglich ist.

Satz 5.9. Sei K ein Kirper und seien V,V C A% zwer aﬁﬁn—algeb(aische
Teilmengen, die affin-linear dquivalent seien. Es seien 1d (V'),1d (V) die
zugehorigen Verschwindungsideale. Dann sind die Restklassenringe (als K -

Algebren) isomorph, also

KXy, ., X,/ 1d(V) 2 K[Xy,...,X,]/1d(V).

Beweis. Nach Definition von affin-linear dquivalent gibt es eine affin-lineare
Variablentransformation

p: A — AL P+ ¢(P),

mit (V) = V. Es sei ¢ der zugehorige Automorphismus des Polynomrings
K[Xy,...,X,]. Dabei ist

Pt (1d(V)) =1d(V).
Nach dem Isomorphiesatz folgt die Isomorphie der Restklassenringe. U

Bemerkung 5.10. In diesem Satz kommt zum ersten Mal ein wichtiges Prin-
zip der algebraischen Geometrie zum Ausdruck, ndmlich, dass das algebrai-
sche Objekt, das zu einer Nullstellenmenge gehort, der Restklassenring des
Polynomringes nach dem Verschwindungsideal ist. Dies ist eine ,intrinsische
Invariante® der Nullstellenmenge, d.h., unabhéingig von einer Einbettung.
Unter dieser Betrachtungsweise riickt auch die Noethersche Normalisierung
im ebenen Fall in ein neues Licht. Man kann unter den Voraussetzungen der
Aussage annehmen, dass die Kurvengleichung die Form

F=X'"4 P (V)X ..+ P(Y)X + Py(Y)

besitzt. Wenn man dieses Polynom ,,gleich null setzt*, so bedeutet dies eine
Ganzheitsgleichung fiir X. Genauer, iiber dem Polynomring K[Y] in einer
Variablen ist die Restklasse von X im Restklassenring K[X,Y]/(F) ganz.
Diese Begriffe sind vielleicht aus der elementaren Zahlentheorie bekannt und
werden auch hier wieder eine wichtige Rolle spielen. Da X iiber K[Y] den
Polynomring erzeugt, liegt iiberhaupt eine ganze (sogar endliche) Ringerwei-
terung

K[Y] — K[X,Y]/(X*+ P (V)X 4+ P(Y)X + By(Y))

vor. Damit kann man den Noetherschen Normalisierungssatz auch so for-
mulieren, dass sich {iber einem algebraisch abgeschlossenen Korper zu jeder
algebraischen Kurve der zugehorige Restklassenring als endliche Erweiterung
des Hauptidealbereiches K Y| realisieren lisst. Dies ist eine direkte Analogie
zu den Ganzheitsringen der Zahlentheorie, die ebenfalls endliche Erweiterun-
gen iiber dem Hauptidealbereich Z sind.
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Unter beliebigen polynomialen Abbildungen zwischen affinen Raumen kon-
nen sich, im Gegensatz zu affin-linearen Transformationen, viele algebrai-
sche Eigenschaften dndern, die Dimension kann sich &ndern, Singularitéiten
konnen entstehen, etc. Dagegen {ibertragt sich die Irreduzibilitit auf (den
Zariski-Abschluss des) das Bild der Abbildung.

Satz 5.11. Es sei K ein unendlicher Korper und
o Al — AL

sei eine durch n Polynome in r Variablen gegebene Abbildung. Dann ist der
Zariski-Abschluss des Bildes der Abbildung irreduzibel.

Beweis. Sei B = p(A}) das Bild der Abbildung. Nach Lemma 3.10 ist
B=V(d(B)).
Nun gilt fiir P = p(Q) mit @ € A} und fiir F' € K[X;, ..., X,] die Beziehung
F(P) = F(p(Q)) = (Fop)(@Q),

wobei F o € K[T1,...,T,] das Polynom ist, das sich ergibt, wenn man in
F die Variable X; durch die i-te Koeffizientenfunktion ¢; € KI[Ti,...,T}]
ersetzt. Daher ist F'(P) = 0 genau dann, wenn (F o ¢)(Q) = 0 ist, und F
verschwindet auf ganz B genau dann, wenn F o ¢ auf dem ganzen A’ ver-
schwindet. Da K unendlich ist, bedeutet dies, dass F'op das Nullpoynom ist.
Daher gilt, dass F' € Id (B) ist genau dann, wenn F' unter dem zugehorigen
Ringhomomorphismus

¢ K[Xy,.... X, — K[T\,...,T,]

auf 0 abgebildet wird. Damit ist Id (B) das Urbild eines Primideals (ndmlich
des Nullideals) und somit nach Aufgabe 4.7 selbst ein Primideal. Aufgrund
von Lemma 4.3 ist V(Id (B)) irreduzibel. O

5. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 5.1. Sei F € K[Xy,...,X,] ein homogenes Polynom mit Nullstel-
lenmenge V(F). Zeige, dass fiir jeden Punkt P € V(F) und jeden Skalar
A € K auch AP € V(F) ist.

Aufgabe 5.2. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und sei F' €
K[X,Y] ein homogenes Polynom. Zeige: F' zerfillt in Linearfaktoren.
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Aufgabe 5.3. Sei K ein Korper und F' € K[Xj,..., X,] ein homogenes
Polynom. Es sei F' = GH ein Faktorzerlegung. Zeige, dass G und H ebenfalls
homogen sind.

Aufgabe 5.4. Zeige, dass ein homogenes Polynom unter einer linearen
Variablentransformation homogen vom gleichen Grad bleibt, und dass dies
bei einer affin-linearen Variablentransformation nicht sein muss.

Die folgenden zwei Aufgaben dienen dem Verstédndnis von Satz 5.4 und Ko-
rollar 5.5.

Aufgabe 5.5. Wende den Beweis zu Satz 5.4 auf das Polynom Y an.

Aufgabe 5.6. Sei F' € C[X,Y] ein nicht-konstantes Polynom. Zeige, dass
die zugehorige algebraische Kurve C' = V(F') iiberabzihlbar viele Elemente
besitzt.

Aufgabe 5.7. Berechne das Bild F des Polynoms
F =X +3XYy -Y?
unter dem durch
X—T"+8-3Y+—3TS+5>-T
definierten Einsetzungshomomorphismus
K[X,Y] — KI[S,T].

Aufgabe 5.8. Essei K ein unendlicher Korper und es sei F' € K[X7, ..., X,)]
ein Polynom mit der zugehorigen Abbildung

F: A% — AL,
Zeige mit und ohne Satz 5.11, dass das Bild von F' einpunktig oder unendlich
ist.

Aufgabe 5.9. Es sei K ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen und
Pi,...,P, €A%

n Punkte in der affinen Ebene. Zeige, dass es genau dann eine polynomiale
Abbildung

0: A — A%
mit bild ¢ = {Py,..., P,} gibt, wenn 1 < n < ¢ ist.
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Aufgabe 5.10.*

Man gebe ein Beispiel fiir eine polynomiale Abbildung
A% — AL

derart, dass das Urbild von einem Punkt reduzibel ist, das Urbild von allen
anderen Punkten aber irreduzibel.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 5.11. (3 Punkte)

Wie viele Monome vom Grad d gibt es im Polynomring in einer, in zwei und
in drei Variablen?

Aufgabe 5.12. (3 Punkte)

Wende den Beweis zu Satz 5.4 auf die algebraische Kurve an, die zur ratio-
nalen Funktion
X2 -2X

Yy —
Xz -1

gehort.

Aufgabe 5.13. (3 Punkte)
Betrachte die Abbildung

Bestimme das Bild und die Fasern dieser Abbildung.

Aufgabe 5.14. (3 Punkte)
Betrachte das Ellipsoid

E=V(22* +3y* +42° = 5) = {(z,y,2) : 22" 4+ 3y* +42° = 5}.

Finde eine affin-lineare Variablentransformation(iiber R) derart, dass das
Bild von E unter der Abbildung die Standardkugel V (z* + y*+ 2? — 1) wird.
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Ein Ellipsoid: In der algebraischen Geometrie ist damit die Oberflache ge-
meint.

Aufgabe 5.15. (4 Punkte)

Seien V und V affin-algebraische Mengen in A% zu K = Z/(2). Zeige, dass
diese beiden Mengen affin-linear dquivalent sind genau dann, wenn sie die
gleiche Anzahl besitzen.

Zeige ebenso, dass dies bei K = Z/(p) fiir p > 3 und auch fiir A7, fiir
n > 3 nicht gilt.

6. VORLESUNG - PARAMETRISIERUNGEN

Ebene polynomiale Parametrisierungen

b

W P t=0

=

[x(0. w0

I
):D ):1 x

¥

Eine parametrisierte Kurve kann man sich als einen Bewegungsablauf vorstellen.

Wir betrachten jetzt Abbildungen ¢: Al — A% die durch zwei Polynome
P, Q) € K[T] in einer Variablen gegeben sind. Das Bild einer solchen Abbil-
dung liegt in einer affinen algebraischen Kurve, wie der folgende Satz zeigt.
Man spricht auch von parametrisierten Kurven oder genauer von polynomaial
parametrisierten Kurven. Es konkurrieren hier zwei Standpunkte, wie man
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eine algebraische Kurve beschreiben kann. Die Punkte einer durch eine Kur-
vengleichung gegebenen Kurve sind nur implizit gegeben. Man kann zwar zu
jedem Punkt der Ebene leicht {iberpriifen, ob er auf der Kurve liegt, es ist
aber im Allgemeinen schwierig, Punkte auf der Kurve zu finden oder explizit
anzugeben. Eine parametrisierte Kurve ist hingegen explizit gegeben, zu je-
dem Punkt der affinen Geraden kann man den Bildpunkt einfach ausrechnen
und erhélt so die Kurvenpunkte explizit. Es ist aber nicht jede algebraische
Kurve durch Polynome parametrisierbar.

Satz 6.1. Sei K ein Kérper und seien P,Q € KI[T| zwei Polynome. Dann
gibt es ein Polynom F € K[X,Y], F # 0, mit F(Q,P) = 0. D.h. das Bild
ewner polynomial parametrisierten Kurve liegt in einer ebenen algebraischen
Kurve C = V(F). Wenn K unendlich ist und (P, Q) nicht beide konstant
sind, so ist der Zariski-Abschluss des Bildes eine irreduzible Kurve C.

Beweis. Es seien d und e die Grade von P und (). Wir berechnen die Monome
P'Q’ .

Dies sind Polynome in 7" vom Grad di +¢ej. Zu i < n und j < m gibt es
(n + 1)(m + 1) solche Monome. Die Monome P'Q’,i < n,j < m, leben
also allesamt in dem dn 4+ em + 1-dimensionalen K-Vektorraum, der von
1=T°TYT? . . .  T¥rem erzeugt wird. Bei (n+1)(m+1) > dn +em + 1
muss es also eine nicht-triviale lineare Abh#ngigkeit zwischen diesen P'Q)’
geben. Diese ergibt ein Polynom F(X,Y) # 0 mit F(P,Q) = 0.

Die angegebene numerische Bedingung (n + 1)(m + 1) > dn + em + 1 lédsst
sich mit n, m hinreichend grof} erfiillen.

Von nun an sei K unendlich. Der Zariski-Abschluss des Bildes B = p(Al) ist
V(Id (B)) nach Lemma 3.10 und irreduzibel nach Satz 5.11. Da K unendlich
ist und die Abbildung nicht konstant ist, muss wegen der Irreduzibilitédt auch
V(Id (B)) unendlich viele Punkte enthalten. Nach Lemma 4.3 ist Id (B) ein
Primideal und enthélt nach dem ersten Teil ein F' € 1d (B), # 0. Da K[X, Y]
faktoriell ist, muss auch ein Primfaktor von F' dazu gehoéren, so dass wir
annehmen koénnen, dass F' ein Primpolynom ist. Wir haben die Inklusion

B =B = V(Id(B)) = V(F).
Fiir ein H € Id (B) ist
V(Id(B)) CV(H)NV(F)

unendlich, so dass es nach Satz 4.8 einen gemeinsamen nichtkonstanten Fak-
tor von H und F' geben muss. Da F' prim ist, muss H ein Vielfaches von F
sein und Id(B) = (F). O

Beispiel 6.2. Wir betrachten die Kurve, die durch die Parametrisierung

r=t"4+t+1lundy=22+3t—1
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gegeben ist. Esist # —1 = t2 4+t und y + 1 = 2t2 + 3t. Eine einfache Addition
ergibt

(y+1)—2(x—1) = 3t —2t = t.
Daher kénnen wir schreiben
r—1=1+t=(y—20+3)>+(y—2z+3).

Ausmultiplizieren ergibt insgesamt die Gleichung

y? 4 4a® — dxy — 150 + Ty + 13 =0.
Beispiel 6.3. Wir betrachten die durch

P=t—-1und Q=1 —t=1t(t*—1)
gegebene Abbildung

Al — A%

Fiir die beiden Punkte ¢t = +1 ergibt sich der Wert (0,0). Fiir alle anderen
Stellen t # +1 kann man schreiben

=t Q)
2—1  P(t)
D.h. dass t aus den Bildwerten rekonstruierbar ist, und das bedeutet, dass

die Abbildung dort injektiv ist. Die Bildkurve ist also eine Kurve, die sich
an genau einer Stelle iiberschneidet.

t =

Wir bestimmen die Kurvengleichung, und schreiben = ¢ —1 und y = 3 —t.
Es ist 2 = 2+ 1 und

Y = t*2® = (z+1)2* = 2° + 2%
Das beschreibende Polynom ist also

Y2 - X3 - X2,

vA

=Y
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Beispiel 6.4. Wir betrachten die durch
X2+ Y - 22— 73=0

gegebene Fliche im A%.. Diese Fliche wird auch auf der Seite des Osnabriicker
Fachbereiches gezeigt, sieche [1]. Wenn man mit einer durch a X + bY gegebe-
nen Ebene (also einer Ebene, die durch eine Grundgerade in der X —Y-Ebene
durch den Nullpunkt gegeben ist) schneidet, so erhélt man immer eine Glei-
chung der Form W?% — Z2 — Z3 = 0, siche Beispiel 6.3. Die Fliche entsteht,
wenn man diese Kurve um die Z-Achse dreht.

Rationale Parametrisierungen

Betrachten wir eine rationale Funktion

P

Y =—

Q
mit Polynomen P, € K[X] in einer Variablen. Hier hat man in natiirlicher
Weise sofort eine neue Form der Parametrisierung, indem man die Abbildung

P(x)
I 2
A2 DIQ) — Koo (2 o).
betrachtet. Dabei ist D(Q) der Definitionsbereich der Abbildung, und zwar
besteht D(Q) = A} \ V(Q) aus allen Punkten, wo das Nennerpolynom nicht
null ist. Offenbar kann man mit dieser Abbildung wieder alle Punkte des
Graphen der rationalen Funktion erfassen, d.h. sie leistet ebenso wie eine po-
lynomiale Parametrisierung eine explizite Beschreibung der Kurve. Es ist also
zur Beschreibung von Kurven sinnvoll, auch Parametrisierungen zuzulassen,
bei denen die Komponentenfunktionen rational sind.

Definition 6.5. Zwei rationale Funktionen ¢; = % und @y = % mit
P, Py,Q1,Qs € K[T], Q1,Q2 # 0, heilen eine rationale Parametrisierung

einer algebraischen Kurve C' = V(F) (F € K[X, Y] nicht konstant), wenn

F(p1(T), p2(T)) =0

ist und (1, p2) nicht konstant ist.

Man beachte, dass die Gleichheit in der vorstehenden Definition im rationalen
Funktionenkorper zu verstehen ist, also in K (7'). Bei unendlichem K ist dies
dquivalent damit, dass diese Gleichheit gilt fiir alle Werte t € K, fiir die die
Nennerpolynome definiert sind.

Definition 6.6. Eine ebene algebraische Kurve C' = V(F') heifit rational,
wenn sie irreduzibel ist und es eine rationale Parametrisierung fiir sie gibt.
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Das folgende einfache Beispiel zeigt, dass man mit rationalen Funktionen
mehr Kurven parametrisieren kann, als wenn man nur mit Polynomen arbei-
tet. Es sei aber schon hier erwéhnt, dass dieser Unterschied im Kontext der
projektiven Geometrie wieder verschwindet.

Beispiel 6.7. Wir betrachten die Hyperbel H = V(XY —1) und behaupten,
dass es keine polynomiale Parametrisierung davon gibt. Dies folgt einfach
daraus, dass zu zwei Polynomen P(t) und Q(t) die Bedingung, fiir jedes ¢
auf H zu liegen, gerade

P(t)-Q(t) = 1 fiir alle t € AL

bedeutet, bzw., dass P(t)-Q(t) = 1 ist im Polynomring K [t] (was im Fall eines
unendlichen Koérpers dquivalent ist; bei einem endlichen Koérper ist die zweite
Identitéit die ,richtige” Bedingung). Das bedeutet aber, dass diese Polynome
invers zueinander sind und daher Einheiten sind. Im Polynomring sind aber
lediglich die Konstanten # 0 Einheiten. Also sind beide Polynome konstant
und damit ist die dadurch definierte Abbildung konstant, und es liegt keine
polynomiale Parametrisierung vor. Dagegen ist

1
AL\ {0} — A%t (t, ;),
eine rationale Parametrisierung der Hyperbel.

Wir wollen zeigen, dass das Bild einer nicht-konstanten rationalen Abbildung
stets eine algebraische Gleichung erfiillt, also stets eine rationale Parametri-
sierung einer algebraischen Kurve liefert. Im polynomialen Fall ergab sich
eine algebraische Gleichung aus einem Abzdhlargument (es musste eine Glei-
chung geben, da die Anzahl der Monome in zwei Variablen ,schneller mit
dem Grad wichst als die in einer Variablen). Wir werden ein dhnliches Ar-
gument verwenden, allerdings in Kombination mit einem weiteren Trick, der
,Homogenisierung“. Bei diesem Trick wird unter Hinzunahme einer weiteren
Variablen (das ist der Preis, den man dabei zahlen muss) eine nicht-homogene
Situation homogen gemacht. Diesen Prozess verwenden wir hier rein algebra-
isch, dahinter steht aber das Zusammenspiel zwischen affiner und projektiver
Geometrie.

Definition 6.8. Sei F' € K[X1,...,X,], F # 0, ein Polynom in n Variablen
mit der homogenen Zerlegung

d
F:ZE
=0

und sei Z eine weitere Variable. Dann nennt man das homogene Polynom

d
F = ZE-ZCH
=0

vom Grad d die Homogenisierung von F'.
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Aus der Homogenisierung kann man das urspriingliche Polynom zuriickge-
winnen, wenn man die zusétzliche Variable gleich 1 setzt. Man spricht von
dehomogenisieren.

Lemma 6.9. FEs seien Py, Py, P3 € K[S,T] drei homogene Polynome. Dann
gibt es ein homogenes Polynom F € K[X,Y,Z], F # 0, mit
F(Pl,PQ,Pg) :0

Beweis. Dies folgt aus einem #@hnlichen Abzéhlargument wie im Beweis zu
Satz 6.1.

i

Beispiel 6.10. Wir betrachten die Abbildung
(S,T) — (S*,T% ST) = (X,Y, Z),
die durch homogene Polynome (sogar durch Monome) gegeben ist. Es ist
einfach, eine algebraische Relation fiir das Bild zu finden, es ist ndmlich
7? = (ST)* = S*T* = XY,
d.h. das Bild der Abbildung liegt in V(Z? — XY). Siehe auch Aufgabe 6.8.

P

Satz 6.11. Es seien zwei rationale Funktionen p; = % und @y = o, mit

P, Py,Q1,Qs € K[T], Q1,Q2 # 0, gegeben, die nicht beide konstant seien.
Dann gibt es ein nichtkonstantes Polynom F € K[X,Y| mit

F(o1(T), po(T)) = 0.

Das bedeutet, dass p1 und @o eine rationale Parametrisierung definieren.

Beweis. Wir kénnen durch Ubergang zu einem Hauptnenner annehmen, dass
die rationale Abbildung durch
P d Py
1 = — und @y = —
Q Q
mit P, Py, Q € K[T], Q # 0 gegeben ist. Es seien Hy, Hy, Hy € K[T, S| die
Homogenisierungen von diesen Polynomen. Dann gibt es nach Lemma 6.9
ein homogenes Polynom F, F' # 0, vom Grad d mit
F(H,,Hy,H3) =0.

Wir betrachten

1 XY Z
—F XY, 2)=F|—=,=,=
A (XY, 2) (Z A4 > ’
welches ein Polynom in den beiden rationalen Funktionen %, % ist. Fiir die-

sen Ubergang ist es wichtig, dass F' homogen ist. Einsetzen der homogenen

Polynome ergibt
H, H,
O=F[—,—/].1]) .
(H:%’ Hy’ )
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Dies ist eine Gleichheit im Quotientenkorper von K[S,T]. Wenn man darin
S =1 setzt (also dehomogenisiert), so erhdlt man

P P
0=F (==
<Q’Q>’

also eine Gleichung fiir die urspriinglichen rationalen Funktionen. O

Die Zissoide des Diokles (im Bild schwarz) ist rational parametrisierbar.

Bemerkung 6.12. Man kann einen Schritt weiter gehen und sich fragen,
ob es noch andere Moglichkeiten gibt, eine algebraische Kurve C' = V/(F)
durch eine Abbildung ¢: K — K? zu beschreiben, wo ¢ aus einer grofleren
Funktionenklasse sein darf. Ein wichtiger Satz ist hier der Satz iber implizite
Funktionen, der fir K = R oder K = C besagt, dass falls die partiellen
Ableitung von F an einem Punkt der Kurve nicht beide null sind, dass es
dann eine (unendlich oft und sogar analytisch) differenzierbare Abbildung ¢
gibt, die die Kurve in einer gewissen kleinen offenen Umgebung des Punktes
beschreibt. Eine algebraische Version des Satzes iiber implizite Funktionen
findet sich im Potenzreihenansatz wieder, den wir spéter behandeln werden.
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6. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 6.1. Bestimme fiir die parametrisierte Kurve
r=—3t"4+4t —2und y = 2t* + 5t — 3

eine Kurvengleichung.

Aufgabe 6.2.*
Sei K ein Korper. Betrachte die durch
Ak — Al t— (E+17,17) = (2,9),

definierte Parametrisierung. Bestimme eine (nichttriviale) algebraische Glei-
chung, die fiir alle Bildpunkte dieser Abbildung erfiillt ist. Man gebe auch
einen Punkt in der affinen Ebene an, der nicht auf der Bildkurve liegt.

Aufgabe 6.3. Sei K ein Korper der Charakteristik # 2 und a € K von null
verschieden. Zeige, dass das Polynom

X?’+Y?*+a€ K[X,Y]

irreduzibel ist.
Aufgabe 6.4. Beweise Lemma 6.9.

Aufgabe 6.5. Sei P = (a,b) ein Punkt in der affinen Ebene und L und
L' verschiedene Geraden durch P. Es sei C' = V(F), F € K[X,Y], eine
ebene algebraische Kurve. Beschreibe explizit eine Variablentransformation
(einen Koordinatenwechsel) derart, dass in den neuen Koordinaten P der
Nullpunkt wird und die Geraden zum Achsenkreuz werden. Wie lautet die
Kurvengleichung in den neuen Koordinaten?

Aufgabe 6.6. Zeige, dass fiir affin-algebraische Mengen V, V' C A% die
Beziehung der affin-linearen Aquivalenz eine Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 6.7. Sei p : A% — A% eine polynomiale Abbildung und sei C' eine
ebene rationale Kurve. Es sei ferner vorausgesetzt, dass C' durch ¢ nicht auf
einen einzigen Punkt abgebildet wird. Zeige, dass dann ¢(C') ebenfalls eine
rationale Kurve ist.
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Aufgabe 6.8. Wir betrachten die Abbildung
A% 2 D(s) — Ak, (s,1) — (5,8%/5,1) = (2., 2).

Bestimme eine algebraische Gleichung F' fiir das Bild. Untersuche die Abbil-
dung auf Injektivitdt und Surjektivitdt (als Abbildung nach V' (F)). Verglei-
che diese Abbildung mit den in Aufgabe 6.8 diskutierten Abbildungen.

Aufgabe 6.9. Es sei K ein Korper und K[Xj,...,X,]| der Polynomring
iiber K in n Variablen und K[X;,..., X,, Z] der Polynomring in n + 1 Va-
riablen. Zu F € K[Xy,...,X,] sei F e K[Xy,...,X,, Z] die Homogenisie-
rung (beziiglich Z) und zu G € K[Xy,...,X,,Z] sei G die (durch Z — 1

gegebene) Dehomogenisierung von G. Zeige, dass F=F , aber nicht G = G
gelten muss.

Aufgabe 6.10. Es sei K ein Korper und K[Xy, ..., X, Z] der Polynomring
tiber K in n+1 Variablen. Es seien G, H € K[X;, ..., X,, Z] zwei homogene
Polynome vom gleichen Grad. Fiir die Dehomogenisierungen (beziiglich Z)
gelte G = H. Zeige, dass dann G = H ist.

Aufgaben zum Abgeben

Die folgende Aufgabe erfordert eventuell den Einsatz eines Computers.

Aufgabe 6.11. (6 Punkte)
Bestimme fiir die Abbildung

Al — A%t (413,262 — 1Y),

eine algebraische Gleichung der Bildkurve.

Aufgabe 6.12. (5 Punkte)
Wir betrachten die beiden Abbildungen
(5,1) — (5%, 1%, 5t) = (2,9, 2) und (s,t) — (s, st st) = (z,y, 2).

Zeige, dass das Bild der beiden Abbildungen die gleiche algebraische Glei-
chung F' erfiillt. Untersuche die Abbildungen auf Injektivitdt und Surjekti-
vitidt (als Abbildung nach V(F)). Welche Abbildung liefert eine , bessere®
Beschreibung von V (F')?
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Aufgabe 6.13. (4 Punkte)

Sei K ein Korper und F' € K[X, Y] ein irreduzibles Polynom. Die Nullstellen-
menge V' (F) sei unendlich. Dann ist V(F') eine irreduzible affin-algebraische
Menge.

Man gebe auch ein Beispiel, dass diese Aussage in drei Variablen falsch ist.

7. VORLESUNG - KEGELSCHNITTE

Kegelschnitte und Quadriken

Der Standardkegel im dreidimensionalen affinen Raum ist gegeben durch die
homogene Gleichung

Z2 — X2 + Y2
Das kann man sich so vorstellen, dass z den Radius eines Kreises vorgibt,
der in der zur x — y-Ebene parallelen Ebene durch den Punkt (0,0, z) liegt.
Jeden Schnitt dieses Kegels mit einer affinen Ebenen F nennt man einen
Kegelschnitt.

Circle

Hyperbola

Definition 7.1. Ein Kegelschnitt C' ist der Durchschnitt des Standardkegels
V(Z* — X? — Y?) mit einer affinen Ebene V(aX + bY + ¢Z + d) (nicht alle
a,b,c=0), also

C=V(Z* - X?-YHNV(aX +bY +cZ+d).

Die Theorie der Kegelschnitte ist ein klassisches Thema, iiber das schon Apol-
lonios von Perge eine Arbeit geschrieben hat. Da die Ebene durch eine Glei-
chung aX + bY + ¢Z + d = 0 gegeben wird, kann man nach einer Variablen
linear aufléosen und erhélt eine neue Gleichung in zwei Variablen fiir den
Kegelschnitt. Dies ist eine affin-lineare Variablensubstitution, daher hat die
neue Gleichung ebenfalls den Grad zwei.

Wie betrachten daher generell affine Quadriken in zwei Variablen.
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Definition 7.2. Ein Polynom der Form
F=aX?4+ XY +9Y? 4+ 06X + €Y +n mit o, 3,7,6,e,n € K ,

wobei mindestens einer der Koeffizienten «, 8,y ungleich null ist, heifit eine
quadratische Form in zwei Variablen (iiber K) oder eine Quadrik in zwei
Variablen. Das zugehorige Nullstellengebilde

V(F) C A

nennt man ebenfalls Quadrik.

Wir interessieren uns dafiir, wie viele verschiedene Typen von Quadriken es
gibt. Die Antwort hingt vom Grundkorper ab. Dariiber hinaus muss man
festlegen, welchen Aquivalenzbegriff man jeweils verwenden machte. Zu zwei
Quadriken

F,G € K[X,Y]

sind die folgenden Aquivalenzbegriffe untersuchenswert.

e " und G sind als Polynome affin dquivalent, d.h. es gibt eine (bijektive)
affin-lineare Variablentransformation

0: KIX,)Y] — K[X,)Y], X — 71X +sY +t,Y — 7X +3Y +1,
derart, dass G = p(F) ist.
e Die Hauptideale (F') und (G) sind affin dquivalent, d.h. es gibt eine (bi-

jektive) affin-lineare Variablentransformation ¢ derart, dass (G) = ¢((F))
1st.

e Die Restklassenringe
K[X,Y]/(F)und K[X,Y]/(G)
sind als K-Algebren isomorph.
e Die Nullstellenmengen V(F') und V(@) sind affin-linear dquivalent.

Der erste Aquivalenzbegriff ist stéirker als der zweite, und der zweite ist
stirker als die beiden letzten. Ein wesentlicher Unterschied zwischen (1) und
(2) ist, dass man bei (2) immer mit einer Einheit multiplizieren darf (das
dndert auch nicht das Nullstellengebilde). Uber einem Korper, der nicht al-
gebraisch abgeschlossen ist, kann die Aquivalenz in (4) sehr grob sein, da alle
F mit leerem Nullstellengebilde im Sinne von (4) dquivalent sind.

Bei K = R und K = C interessiert man sich auch dafiir, ob topologische
Eigenschaften der zugehorigen Nullstellengebilde {ibereinstimmen. Wir wer-
den hier fiir zwei Quadriken F' und G die verschiedenen Aquivalenzbegriffe
parallel betrachten, aber vor allem an (2) interessiert sein.

Lemma 7.3. Sei K ein Korper der Charakteristik # 2. Es sei
F=aX?+BXY +9Y2+0X +¢Y +1
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eine Quadrik. Dann gibt es eine Variablentransformation der affinen Ebene
derart, dass das transformierte Polynom in den neuen Variablen die Form

G=7Y?+ H(X) mit HX) =aX?>+bX +c

hat. Uber einem algebraisch abgeschlossenen Kirper kann man (durch eine
Variablentransformation) v = 1 erreichen. Wenn man sich fir das erzeugte
Ideal bzw. das Nullstellengebilde interessiert, so kann man (durch Division)
ebenfalls v = 1 erreichen.

Beweis. Zunachst reduzieren wir auf den Fall, wo v # 0 ist. Bei 7 = 0 und
a # 0 kann man X und Y vertauschen. Bei « = 7 = 0 muss # # 0 sein.
Dann kann man durch X — X 4+ Y, Y — Y erreichen, dass der Koeffizient
von Y2 nicht null ist. Sei also im Folgenden ~ # 0.

Wir schreiben die Gleichung als
VY2 4+ (BX +e)Y + H(X),

wobei H ein Polynom in X vom Grad < 2 ist. Durch quadratisches Ergénzen
kann man das schreiben als

BX +e\* | - (BX +¢)?

In den neuen Variablen Y + (8X + €)/2v und X schreibt sich die Gleichung
als

G=7Y?+ H(X) mit H(X) =aX?>+bX +c.

Bei K algebraisch abgeschlossen besitzt v eine Quadratwurzel, so dass man
durch Y — Y/ /7 den Koeffizient zu 1 machen kann. Der andere Zusatz ist
klar. U

Klassifikation von reellen und komplexen Quadriken

Beispiel 7.4. Sei K = R. Wir wollen die reellen Quadriken klassifizie-
ren, und zwar hauptsichlich hinsichtlich der affin-lincaren Aquivalenz fiir
die erzeugten Hauptideale. D.h. wir diirfen affine Variablentransformationen
durchfithren und teilen. Aufgrund von Lemma 7.3 kann man annehmen, dass
die beschreibende Gleichung die Form

V?=aX?+bX +c
hat. Bei a = b = 0 kann man durch eine Transformation Y +— +/cY (bei

¢ >0) bzw. Y — /—cY (bei ¢ < 0) und anschlieende Division durch +c
erreichen, dass die rechte Seite gleich 1, —1 oder 0 ist.

Bei a = 0 und b # 0 kann man bX + ¢ als neue Variable nehmen, und erhélt
die Gleichung Y? = X,

Sei nun a # 0. Dann kann man durch eine Transformation X +— X/ /a bzw.
X — X/v/—a erreichen, dass a = %1 ist. Durch quadratisches Ergéinzen
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kann man b zu 0 machen. Bei ¢ = 0 kann man auf Y? = £X? transformieren.
Sei also ¢ # 0. Dann kann man durch eine simultane Transformation X +—»
uX,Y — uY (u= +/%c) und anschlieBende Division erreichen, dass ¢ = +1
ist. Wir haben also noch die Méglichkeiten Y? = £X? 4 1 zu betrachten,
wobei Y2 — X? = £1 zueinander #quivalent sind.

Wir wissen also, dass jede reelle Quadrik auf eine der folgenden neun Formen
gebracht werden kann.

e Y2 =0 Das ist eine verdoppelte Gerade.

e Y2=1 Das bedeutet Y = +1, das sind also zwei parallele Geraden.
e Y2= -1 Das ist leer.

e Y2=X Das ist eine Parabel.

e Y2=X? Das bedeutet (Y — X)(Y + X) = 0, es handelt sich also um
zwet sich kreuzende Geraden.

e Y2=—-X? Die einzige Losung ist der Punkt (0,0).

e Y2 = X241 Das bedeutet (Y — X)(Y + X) = 1, das ist also eine
Hyperbel.

e Y2=—_X?24+1 Dasist ein Finheitskreis.
e Y2=—_X?2_1 Das ist wieder leer.

Sind diese neun Typen alle untereinander verschieden? Das héngt davon ab,
welchen Aquivalenz-Begriff man zugrunde legt. Die Typen III und IX sind
beide leer, haben also identisches Nullstellengebilde. Andererseits sind die
zugehorigen Restklassenringe

RIX,Y]/(Y?+1) und R[X,Y]/(X?+ Y%+ 1)

nicht isomorph, und iiber den komplexen Zahlen sind die Nullstellengebilde
nicht gleich. Deshalb werden sie auch hier als verschieden betrachtet. Anson-
sten sind diese Nullstellengebilde meistens schon aus topologischen Griinden
verschieden (z.B. ist der Einheitkreis kompakt, die Hyperbel ist nicht kom-
pakt und hat zwei Zusammenhangskomponenten, die Parabel ist nicht kom-
pakt mit einer Zusammenhangskomponenten, etc.). Allerdings ist die ver-
doppelte Gerade und die Parabel reell-topologisch gleich, und die Hyperbel
und die parallelen Geraden ebenfalls. Hier sind aber jeweils die Restklas-
senringe und im zweiten Fall auch die komplexen Versionen verschieden. Z.
B. ist K[X,Y]/(Y?) nicht reduziert, aber K[X,Y]/(Y? — X) = K[Y] ist
ein Integritédtsbereich. Die komplexe Hyperbel ist zusammenhéngend, da sie
isomorph zu C* = C\ {0} ist, also zur punktierten komplexen Geraden

Ag\{0}.

Die folgenden Bilder zeigen die Drehung und die Verschiebung einer Quadrik.
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LWV

Beispiel 7.5. Sei K = C. Wir wollen die komplexen Quadriken klassifizie-
ren. Aufgrund von Lemma 7.3 kann man annehmen, dass die beschreibende
Gleichung die Form

Y?=aX?+bX +c

hat. Bei @ = b = 0 kann man durch eine Transformation Y +— /cY und
anschlieBende Division durch +c¢ erreichen, dass die rechte Seite 1 oder 0 ist.

Bei a = 0 und b # 0 kann man bX + ¢ als neue Variable nehmen, und erhélt
die Gleichung Y? = X.

Sei nun a # 0. Dann kann man durch die Transformation X — X/ /a
erreichen, dass a = 1 ist. Durch quadratisches Ergidnzen kann man b zu
null machen. Schliefllich kann man durch simultane Transformation X
uX, Y — uY und anschlieBende Division erreichen, dass ¢ = 1 ist.

Wir wissen also, dass jede komplexe Quadrik auf eine der folgenden fiinf
Formen gebracht werden kann:

e Y2 =0 Das ist eine verdoppelte Gerade.

e Y2 =1 Das bedeutet Y = =41, das sind also zwet parallele komplexe
Geraden.

e Y2=X Das ist eine kompleze Parabel.

e Y2 =X? Das bedeutet (Y — X)(Y + X) = 0, es handelt sich also um
zwei komplexe Geraden, die sich in einem Punkt kreuzen.

e Y2 = X241 Das bedeutet (Y — X)(Y + X) = 1, das ist also eine
komplexe Hyperbel.

Typ I und Typ III sind dabei komplex-topologisch betrachtet eine komple-
xe affine Gerade, also eine reelle Ebene und damit topologisch gleich (von
komplexer Ebene zu sprechen ist im Kontext der algebraischen Geometrie
gefiihrlich, es kann C und C? gemeint sein). Die Restklassenringe sind aber
verschieden, weshalb sie hier als verschieden aufgelistet werden. Ansonsten
sind alle Typen komplex-topologisch untereinander verschieden. Neben der
reellen Ebene gibt es die punktiere komplexe affine Gerade (die Hyperbel,
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die topologisch eine punktierte reelle Ebene ist), zwei disjunkte Geraden und
zwei sich (in einem Punkt) schneidende Geraden.

Die im letzten Beispiel vorgestellte Klassifikation von komplexen Quadriken
gilt iiber jedem algebraisch abgeschlossenen Korper mit Charakteristik # 2.

Parametrisierung von Quadriken

In der elementaren Zahlentheorie lernt man, wie sich alle pythagoreischen
Tripel systematisch erfassen lassen. Der Grund dafiir ist, dass es eine Para-
metrisierung fiir den Einheitskreis mit rationalen Funktionen gibt. Wir zeigen
jetzt, dass sich jede irreduzible Quadrik rational parametrisieren lésst.

Satz 7.6. Sei C' = V(F) eine Quadrik in zwei Variablen, also
F=aX?+BXY +9Y2+0X +€¢Y +1

(mit o, B, v nicht alle null). Es sei vorausgesetzt, dass es mindestens einen
Punkt auf der Quadrik gibt. Dann gibt es Polynome Py, Py, Q € K[T], Q # 0,
derart, dass das Bild der rationalen Abbildung

: Pi(t) Pa(t)
Al D D(Q) — A? mzttb—>( ,
02 D@ = B Q)" Q)
in C' liegt. Besitzt C' zumindest zwei Punkte, so ist die Abbildung nicht kon-
stant und bis auf endlich viele Ausnahmen injektiv. Ist C' zusdtzlich irreduzi-
bel, so ist die Abbildung bis auf endlich viele Ausnahmen surjektiv. Insbeson-
dere ist eine irreduzible Quadrik mit mindestens zwei Punkten eine rationale
Kurve.

Beweis. Wir konnen durch eine Variablentransformation erreichen, dass a #
0, und dann kénnen wir durch « teilen, und annehmen, dass a = 1 ist. Wir
konnen durch verschieben annehmen, dass der Nullpunkt 0 = (0,0) auf der
Kurve liegt. Dann ist n = 0. Wenn zwei sich kreuzende Geraden vorliegen,
so konnen wir durch verschieben annehmen, dass der Nullpunkt nicht der
Kreuzungspunkt ist (aber auf einer der Geraden liegt).

Die Idee ist, zu einem Punkt H = (¢,1) die Gerade durch 0 und H zu be-
trachten und den Schnitt dieser Geraden mit C' zu betrachten. Dieser Schnitt
besteht aus maximal zwei Punkten (es sei denn, der Schnitt ist die volle Ge-
rade), und da O einer der Punkte ist, ist der andere Punkt, den es geben
muss, eindeutig bestimmt.

Sei also H = (t,1) gegeben. Die Gerade durch H und durch 0 besteht aus
allen Punkten (at,a), a € K. Die Schnittpunkte mit C' erhdlt man also,
wenn man (x,y) = (at,a) in F einsetzt und nach den Losungen in a sucht.
Einsetzen ergibt die Bedingung

F(at,a) = (at)? + B(ata) + va® + dat + ea.
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Die Losung a = 0 entspricht dem Nullpunkt, die wir schon kennen, die zweite
Losung ist

—0t — €
24Pt +y
Dieser Ausdruck ist wohldefiniert, wenn Q(t) = > + 8t + v # 0 ist (was
maximal zwei Werte fiir ¢ ausschlieft).

Zu ay gehort auf C' der Punkt

as(t,1) = (ast, as) = <t

A9 =

—0t — € —0t — €
t2+6t+7’t2+6t+7) ’
so dass

Py = —t(0t+¢€)und P, = —6t — ¢
zu setzen ist.

Dies Abbildung ist auf der durch D(Q) gegebenen Zariski-offenen Menge
wohldefiniert (und diese Menge ist nicht leer, sobald der Kérper mindestens
drei Elemente besitzt).

Von nun an sei vorausgesetzt, dass C' mindestens zwei Punkte besitzt. Bei
§ = € = 0 hat F die Gestalt ' = X? + XY + 7Y?2. Da wir vorausge-
setzt haben, dass es mindestens zwei Punkte auf C' gibt, folgt, dass I’ das
Produkt von zwei homogenen Linearformen ist. Wenn F' das Quadrat einer
Linearform ist, so liegt geometrisch einfach eine ,verdoppelte Gerade® vor,
die sich direkt (bijektiv) parametrisieren ldsst. Andernfalls ist F' das Produkt
von zwei verschiedenen homogenen Linearformen und die zugehorigen Gera-
den verlaufen beide durch den Nullpunkt, was wir ausgeschlossen haben. In
diesem Fall kann also nicht sowohl 9 als auch € gleich 0 sein.

Wir haben also nur noch die Situation zu betrachten, wo ¢ + € nicht das
Nullpolynom ist. Daraus folgt, dass die Abbildung auf ihrem Definitionsbe-
reich bis auf endlich viele Ausnahmen injektiv ist, da sich bei 0t + € # 0
wegen
_hQ

QR B
aus dem Bild das Urbild ¢ rekonstruieren lésst.

t

Um zu zeigen, dass die Abbildung surjektiv bis auf endlich viele Ausnahmen
ist, brauchen wir die Voraussetzung, dass C' irreduzibel ist. Dies bedeutet
insbesondere, dass C' nicht die Vereinigung von zwei Geraden ist. Sei P € C,
und die y-Koordinate von P sei nicht null (es gibt maximal zwei Punkte mit
y-Koordinate null). Dann hat die Gerade durch P und 0 einen Schnittpunkt
H = (t,1) mit der Parametrisierungsgeraden V(Y — 1). Bis auf endlich viele
Werte von t ist die Abbildung in diesem Punkt H definiert und P ist dann
der Bildpunkt der Abbildung. Wegen der Irreduzibilitéit liegen auf den Aus-
nahmegeraden nur endlich viele Punkte von ', daher werden fast alle Punkte
erreicht. O
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Johannes Kepler (1571-1630)

Die (singularitéitenfreien) Kegelschnitte sind auch die Bewegungsbahnen von
Himmelskorpern. Die moglichen Himmelsbahnen wurden erstmals von Jo-
hannes Kepler beschrieben. Das zugrunde liegende Gesetz ist, dass die Be-
schleunigung zu jedem Zeitpunkt proportional zur Gravitationskraft zwi-
schen dem zentralen Massenpunkt (dem Stern, der Sonne) und dem bewegten
Massenpunkt (dem Planeten, dem Kometen) ist. Die Anziehungskraft selbst
héngt von den beiden Massen und dem Quadrat ihrer Entfernung ab. Es
gibt ,gebundene® (Ellipsen) und ,,ungebundene“ Bahnen (Parabel, Hyper-
bel). Kreis und Ellipse kénnen durch eine lineare Variablentransformation
ineinander iiberfithrt werden. Man beachte, dass die rationalen Parametri-
sierungen nicht die ,,physikalischen Parametrisierungen* sind. Letztere be-
schreiben wirklich den Bewegungsablauf, d.h. der Parameter ist dort die Zeit
und die Ableitung an einem Zeitpunkt ist die Momentangeschwindigkeit. Die
rationalen Parametrisierungen beschreiben ,nur® die Bahn. Der Kreis wird
bekanntlich durch

(x,y) = (cost,sint)
gleichméBig (mit konstantem Geschwindigkeitsbetrag) durchlaufen.
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Bemerkung 7.7. Die Parametrisierung einer Quadrik h&ngt nicht vom
Grundkorper ab, denn die Terme, die die Abbildung definieren, sind immer
dieselben. Allerdings kann iiber einem endlichen Kérper der Definitionsbe-
reich einer rationalen Abbildung leer sein. Wenn man aber zu einem gréfleren
endlichen Korper IF, iibergeht, so hat die Abbildung stets einen nichtleeren
Definitionsbereich.

Geometrisch gesprochen rithren die Definitionsliicken der Parametrisierung
daher, dass die konstruierten Geraden aufler dem Nullpunkt keinen weiteren
Schnittpunkt mit der Quadrik besitzen, oder aber die volle Gerade auf der
Quadrik liegt (was nur im reduziblen Fall oder bei einer verdoppelten Gera-
den sein kann). Die Ausnahmemenge der Punkte der Quadrik, die nicht im
Bild der Abbildung liegen, sind die Punkte auf der z-Achse (insbesondere der
Nullpunkt), und, im reduziblen Fall, die Punkte auf der Geraden, die ganz
auf der Quadrik liegt und durch den Nullpunkt geht.

7. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 7.1. Transformiere die Quadrik
22% + a2y — 3y* +5r —y+ 3

auf eine reelle Standardgestalt.

Aufgabe 7.2. Parametrisiere die durch
F=2—ay+3y*+2—5y
definierte Quadrik mit Hilfe des Nullpunktes und der Geraden V' (y — 1).

Aufgabe 7.3.* ( Punkte)
Betrachte die beiden Kreise
X2 4+Y?=1und 4X%+3Y%2=9.

Zeige, dass die beiden Kreise iiber R affin-linear dquivalent sind, aber nicht
iiber Q.

Tipp: Eine Argumentationsmoglichkeit ergibt sich aus Satz 68.2 (Mathematik
(Osnabriick 2009-2011)).
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Aufgabe 7.4.*

Sei F' = (0,0) der Nullpunkt in der reellen Ebene und G = V(X —1). Es sei
e > 0 eine reelle Zahl. Bestimme eine algebraische Gleichung fiir die Menge
der Punkte P = (z,y) mit der Eigenschaft, dass der Abstand d(P, F') pro-
portional mit Proportionalitétsfaktor /e zum (senkrechten) Abstand d(P, G)
ist.

Zeigen Sie, indem Sie die Gleichung geeignet transformieren, dass bei e < 1
eine Ellipse, bei e = 1 eine Parabel und bei e > 1 eine Hyperbel vorliegt.

Aufgabe 7.5. Sei K ein unendlicher Korper und sei F' € K[X7, ..., X,,] ein
von null verschiedenes Polynom. Zeige, dass dann die Nullstellenmenge V' (F')
nicht der gesamte affine Raum A7, ist.

(Aus dieser Aufgabe folgt auch Aufgabe 3.12).

Aufgabe 7.6. Bestimme fiir das Bild der Abbildung

t 1
A\ {-1,0,1} — A% t+— (—t2—1’ ;)

eine nichttriviale algebraische Gleichung.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 7.7. (9 Punkte)
Betrachte die Abbildung
A% — AL, (u,v) — (u® 4+ uv,v —u?) = (2,7).

Bestimme zu den drei folgenden Scharen aus parallelen Geraden die Bildkur-
ven der Geraden unter dieser Abbildung (man gebe sowohl eine Parametri-
sierung als auch eine Kurvengleichung).

(1) Die zur u-Achse parallelen Geraden,
(2) die zur v-Achse parallelen Geraden,
(3) die zur Antidiagonalen parallelen Geraden.

Bestimme zu jeder Schar, ob sich die Bildkurven iiberschneiden.

Aufgabe 7.8. (6 Punkte)

Finde fiir die verschiedenen reellen Quadriken eine Realisierung als Kegel-
schnitt, also als Schnitt einer Ebene mit dem Kegel V(2 + y* — 2?), oder
beweise, dass es eine solche Realisierung nicht gibt.
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Aufgabe 7.9. (6 Punkte)

Wir betrachten die beiden Restklassenringe
R=R[X,Y]/(X?+Y?—1)und S =R[X,Y]/(XY —1).

Zeige: S ist ein Hauptidealbereich, R hingegen nicht.

(Das sind die Ringe, die zum reellen Kreis und zur reellen Hyperbel gehéren.)
Tipp: Man betrachte fiir R das Ideal (X —1,Y).

Aufgabe 7.10. (4 Punkte)
Parametrisiere die durch
F=2>+2zy — 1y’ +2—3y+4

definierte Quadrik C' = V(F') mit Hilfe des Punktes (1,2) € C und der
y-Achse. Fiihre keine Variablentransformation durch.

Aufgabe 7.11. (3 Punkte)

Betrachte die durch

C=V(X™ -y
definierte algebraische Kurve C' (d > 1). Zeige, dass man mit dem Nullpunkt
und der Geraden V(X — 1) eine Parametrisierung von C' erhélt mit der im
Beweis zu Satz 7.6 beschriebenen Methode.

Aufgabe 7.12. (6 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei F' € K[X,Y] ein irre-
duzibles Polynom. Zeige, dass die Kurve V(F') genau dann rational ist, wenn
es einen injektiven K-Algebra-Homomorphismus

QK[X,Y]/(F)) — K(T)
gibt.

(Hier steht links der Quotientenkorper und rechts der rationale Funktio-
nenkdorper.)
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8. VORLESUNG - MECHANISCHE KURVEN

Mechanisch definierte algebraische Kurven

Es sei S eine feste Stange (man denke an ein mechanisches Maschinenteil) mit
zwei fixierten Punkten P, P, € S (man denke an Gelenke). Diese Stange kann
sich in der Ebene (dem R?) bewegen, wobei die beiden Punkte sich jeweils
in zwei bestimmten Bahnen B; und By (man denke an Schienen) befinden
miissen. Die Bahnen konnen dabei recht einfach gegeben sein, etwa durch
Geraden oder durch Kreise. Bei einer Dampfmaschine hat man ein drehbares
Rad und eine gerade Schiene, die durch eine Stange gekoppelt sind. Wie
beschreibt man den zugehorigen Bewegungsprozess? Was sind die erlaubten
Konfigurationen des Systems? Wenn man einen Punkt P der Stange fixiert,
wie sieht die Bewegungsbahn (oder Trajektorie) dieses Punktes aus?

Fiir die Extremfille P = P, und P = P, sind die Bewegungsbahnen Teilmen-
gen (in der Regel echte) von By und Bs. Fiir Punkte dazwischen erwartet
man eine stetige Deformation der einen Bahn in die andere.

Situation 8.1. Seien B; und B, zwei ebene algebraische Kurven, die durch
die Gleichungen F; = 0 und F, = 0 beschrieben werden, Fy, Fy € K[X,Y].
Sei S eine , bewegliche Gerade® (eine Stange) mit zwei Punkten P, P, € S,
P, # P,, die voneinander den Abstand d haben. Das mechanische System,
das durch alle Lagen von S in der Ebene gegeben ist, bei denen gleichzeitig
P, € By und P, € B, ist, wird folgendermaflen beschrieben.

Eine Lage der Stange in der Ebene ist eindeutig bestimmt, wenn fiir die
beiden Punkte die Lage festgelegt ist (dies beriicksichtigt noch nicht die Ab-
standsbedingung), also durch vier Variablen (P, P») = (x1,y1, T2, y2). Eine
erlaubte Konfiguration muss dann die folgenden drei algebraischen Bedin-
gungen erfiillen.
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(1) Fi(zi,y1) =
(2) Fo(z2,y2) =
(3) (y2 —11)*+ (;EQ — x1)? = d* (Abstandsbedingung)

Es handelt sich also um drei algebraische Gleichungen in vier Variablen, als
Losungsmenge erwartet man also eine Kurve im A%,. Ein Punkt P € S wird
durch den Abstand zu P, bzw. P, beschrieben. Da sich diese Punkte im me-
chanischen System bewegen, setzen wir die Koordinaten fiir den mitbewegten
Punkt P an als
P:P1+U(P2—P1>

(der Abstand von P zu P; ist also ||u(P, — P;)|| = |ud|) und schreiben seine
Koordinaten als

(,y) = (z1,91) +u(za — 21,92 —y1) = (ua2 + (1 —w)zr, uys + (1 — w)yr)
Man kann dann das gesamte mechanische System (durch eine lineare Trans-
formation) in den vier Variablen zi,y;,z,y ausdriicken, indem man bei
(u 7 0) X X
Y T OO

U u
in den Gleichungen ersetzt. In den neuen Variablen erhilt man die drei Glei-

chungen

(1) Fl(l‘hyl) =0
@) Fy (2000n o)

(3) (W11 + (0 — )2 = P

Die zu P gehorende Trajektorie kann man grundsétzlich dadurch erhalten,
dass man aus diesem Gleichungssystem die Variablen z; und x5 ,eliminiert®,
was eine algebraische Gleichung fiir x und y ergibt. Dies ist allerdings leichter
gesagt als getan, haufig ist es sinnvoller, durch geschickte Manipulationen das
Gleichungssystem zu vereinfachen.

Bemerkung 8.2. Manchmal interessiert man sich auch fiir die Situation, wo
sich mit der Stange eine ganze Ebene mitbewegt, und fiir die Trajektorien
von solchen Punkten. Dies ist etwa der Fall, wenn auf der Stange weitere Ma-
schinenteile montiert sind. In diesem Fall kann man jeden Punkt der Ebene
bzgl. P, und P, ansetzen als

(z,y) = (z1, 1) +u(ze — 21,92 — 1) + (Y2 — Y1, —22 + 11) .
Es wird also der Punkt P, als Ursprung der bewegten Ebene, die Verbin-

dungsgerade zu P, als erste Koordinatenachse und die dazu senkrechte Achse
als zweite Koordinatenachse genommen.

Das gesamte mechanische (Stangen-)System wird also durch vier Variablen
mit drei Gleichungen beschrieben. Die sichtbare Wirkungsweise, ndmlich der
Bewegungsablauf eines fixierten Punktes P auf .S, liefert aber eine Trajektorie
in der affinen Ebene.
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Wir betrachten einige Beispiele.

Zwei Geraden als Bahnen

Beispiel 8.3. Seien L; und L, zwei Geraden in der reellen Ebene R? und
sei S eine bewegliche Gerade (eine Stange) mit zwei Punkten Py, P, die
voneinander den Abstand d haben. Erlaubte Konfigurationen des Systems
sind diejenigen Lagen von S, fiir die gleichzeitig P, € Ly und P, € Lo
gelten. Die Geraden seien durch L; = {(z,y)|a1x + by = ¢1} und Ly =
{(z,y)] asx + bay = 2} festgelegt.

Die erlaubten Konfigurationen werden dann geméfl der Situationsbeschrei-
bung durch die drei Bedingungen festgelegt:

(1) arz1 +biyp =
(2) agwg + bays = o
(3) (w2 — 1) + (2 —n)* = &

Die Losungsmenge der beiden linearen Gleichungen sind (einzeln betrach-
tet) dreidimensionale Unterrdume. Die Losungsmenge der dritten Gleichung
kann man auffassen als das Produkt eines Kreises (in den Variablen zy — x4
und y, — y1) mit einer affinen Ebene. Das ist eine Art von Zylinder, wobei
allerdings die Fasern zweidimensional sind. Wie kann man die gemeinsame
Nullstellenmenge beschreiben, und wie sieht die Trajektorie des mechani-
schen Systems aus, die ein Punkt P € S erzeugt?

Durch eine Variablentransformation kann man annehmen, dass die erste Ge-
rade die z-Achse ist, also durch die Gleichung y = 0 definiert ist, und die
andere durch ax + by = c. Das liefert fiir das System die Bedingung y; = 0,
und das bedeutet, dass man die Variable y; eliminieren kann. Man gelangt
dann zu einem System mit den drei Variablen 1, x5, y» und den zwei Bedin-
gungen

(1) (zg —21)* +y3 = d°
(2) axg + by, = ¢

Parallele Geraden

Wenn die zweite Gerade parallel zur ersten ist, so ist @ = 0 und man kann
die zweite Gleichung nach y, auflésen und erhélt y» = § = e (b # 0, sonst
liegt keine Gerade vor). Die Zahl e ist der Abstand der parallelen Geraden.
Man kann nun auch gy, eliminieren, und {ibrig bleibt die einzige Gleichung

(19 —x1)? + €2 = d?, also

(rg —21)?=d* —e*=(d—e)(d+e).
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Bei e > d gibt es hierfiir keine Losung (der konstante Abstand der parallelen
Geraden ist groier als der Koppelungsabstand auf der Stange).

Bei e = d ergibt sich die Bedingung x; = z5. Dies entspricht der Situation, wo
der Parallelabstand der Geraden genau gleich dem Koppelungsabstand ist.
Dann sind die einzigen erlaubten Konfigurationen diejenigen, wo die Stange
senkrecht zu den beiden Geraden ist. Die Losungsmenge ist also eine Gera-
de. Fiir jeden Punkt auf der Stange ist die Trajektorie einfach eine weitere
parallele Gerade.

Sei nun e < d. Dann ist
xo—x1 =1t/ (d—e)(d+e).

Die Losungsmenge besteht aus zwei disjunkten Geraden. Dies entspricht den
beiden unterschiedlichen Einhdngungen, die nicht ineinander {iberfiihrt wer-
den kénnen. Das mechanische System besteht also aus zwei Zusammenhangs-
komponenten. Fiir einen Punkt auf der Stange ergibt sich aber bei beiden
Einhéngungen die gleiche Trajektorie, ndmlich eine parallele Gerade, die in
gewissem Sinne doppelt durchlaufen wird. Hier besteht also die Losungsmen-
ge des vollen mechanischen Systems aus zwei (parallelen) affinen Geraden im
vierdimensionalen affinen Raum, deren Trajektorien zu einem fixierten Punkt
aber nur eine Gerade ist.

Nicht parallele Geraden

Wir betrachten nun den Fall, wo die beiden Geraden nicht parallel sind.
Dann treffen sie sich und die Losungsmenge kann nicht leer sein. Wir konnen
durch eine weitere lineare Transformation annehmen, dass der Schnittpunkt
gleich dem Nullpunkt (0,0) ist. Die zweite Gleichung wird dann durch zy =
ey beschrieben. Damit kann man x, eliminieren und erhélt in den beiden
Variablen x1,y, die einzige Gleichung

(eys — 1) +y3 =d*.

Der Konfigurationsraum des mechanischen Systems spielt sich also in einer
(durch y; = 0 und 25 = ey, definierten) Ebene ab und wird durch eine
Quadrik beschrieben. Betrachtet man ey, — x; als eine neue Variable, so
sieht man, dass es sich um eine Ellipse (in den Koordinaten x1,y,; in den
Koordinaten ey, — x1,ys ist es ein Kreis) handelt.

TWRTT RN

YN NN \
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Wie sehen die Trajektorien aus? Sei P derjenige Punkt auf der Stange, der
durch P, + t(Py — P;) gegeben ist. Nach der Situationsbeschreibung hat der
Punkt P die Koordinaten

(L —t)zy + teys, tys),

wobei (eys—x1)?+y3 = d? sein muss. In den Extremfillen ¢t = 0 und ¢ = 1 er-
geben sich (x1,0) (21 beliebig) bzw. (eya, y2) (y2 beliebig) als Losungsmenge.
Hierbei muss nach wie vor (ey; — x1)? + y3 = d? erfiillt sein, d.h. es muss zu
gegebenem x; (bzw. ys) eine Losung der Gleichung in der anderen Variablen
geben. Die gibt es, wenn 7 (bzw. y,) hinreichend klein ist. Insgesamt erge-
ben sich also gewisse Strecken auf den Ausgangsgeraden. Die Punkte P; und
P, miissen ja auf ihren Bahnen bleiben, und kénnen sich von der anderen
Geraden nicht beliebig weit entfernen.

Sei also t # 0,1. Aus dem Ansatz

(z,y) = (1 = D)y + Leys, tyo)

folgt yo = ¥ und 27 = T2 = =% (das Urbild ist also eindeutig festgelegt).

Die Gleichung wird dann zu

2 2
ey T —ey Yy 2
[ —:d
(t 1—t) +t2 ’

was wieder die Gleichung einer Ellipse ist.

Gerade und Kreis als Bahnen

Wir betrachten nun den Fall, wo die eine Bahn eine Gerade und die zweite
Bahn ein Kreis ist. Dies ist die Situation bei einer Dampfmaschine (insbe-
sondere, wenn die Gerade durch den Kreismittelpunkt verlduft).

Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, dass die Gerade durch y = 0
gegeben ist. Die Koordinaten des Punktes auf der Geraden sind dann

Py = (z1,y1) = (21,0).
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Fiir den Kreis kann man annehmen, dass er den Mittelpunkt (0,b) und den
Radius r besitzt. Der Kreisbahnpunkt P, = (x9,s) erfiillt dann die Bedin-
gung 72 + (y2 — b)? = r%. Das gesamte mechanische System wird also durch
die zwei Bedingungen

(1) 25+ (y2 — b)* =12
(2) (z2 —21)* +y3 = d?

beschrieben, wobei d wieder der Koppelungsabstand sei. Betrachtet man die-
se zwei Gleichungen in den Koordinaten x», y5 und x5 — 21, so sieht man, dass
es sich um den Schnitt von zwei Zylindern handelt wie in Beispiel 4.6. Die
erlaubten Stangenkonfigurationen des mechanischen Systems lassen sich also
in drei geeigneten Koordinaten als der Durchschnitt von zwei Zylindern deu-
ten. Dabei miissen allerdings weder die Radien iibereinstimmen noch miissen
die Innenachsen der Zylinder sich treffen. Ein solcher Durchschnitt und die
zugehorigen Trajektorien konnen schon relativ kompliziert sein.

In den folgenden Beispielen brauchen wir ein Lemma, das eine einfache Eli-
minationssituation beschreibt.

Lemma 8.4. Sei R ein Integrititsbereich und seien
F1 = G1X2 + le + 1 und F2 = CL2X2 + b2X + Co

zwet quadratische Polynome in einer Variablen iber R mit a; # 0 und (ay,b)
und (ag,by) linear unabhingig. Dann gehort zum Ideal (Fy, F5) N R das Ele-
ment

(CLQCl — a102)2 — bl(—agclbg — Cgazbl + a1b202) + C1(a1bg — Qagblbg) .

Beweis. Wir haben zunéchst
CL2F1 — a1F2 = (a2b1 — albg)X + ascy — a1Co .
Daraus ergibt sich der Ausdruck (dieses Argument ist nicht ganz richtig, es
lasst sich aber auch rigoroser durchfiihren)
a9C1 — Q71C2
X=—-——-—.
a2b1 — a1b2

Wir setzen das in F} ein und multiplizieren mit dem Quadrat des Nenners
und erhalten

al(agcl — CL102>2 — bl(CLQCl — alcg)(agbl — albg) + cl(ale — &1b2)2 .

Hier kommt im zweiten Summand —bjasciasb; und im dritten Summand
cra3b? vor; diese beiden Summanden heben sich weg, in allen {ibrigen Mono-
men kommt a; vor. Wir kénnen also a; wegkiirzen und iibrig bleibt

(a201 — a102)2 — bl(—&zclbg — CQzebl + G1b262> + cl(albg — 2&2[)1[)2) .
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Beispiel 8.5. Wir betrachten das mechanische Koppelungssystem, das durch
den Einheitskreis und die dazu tangentiale Gerade durch (0, 1) mit dem Kop-
pelungsabstand d = 2 definiert ist, also durch den Geradenbahnpunkt und
Kreisbahnpunkt

P1 = (I'l, 1) und P2 = (Jfg,yg)

mit den beiden Bedingungen

(1) 23 +y5=1
(2) (x2 —21)* + (12 — 1) = 4.

Es handelt sich also um den Schnitt von zwei Zylindern, allerdings mit un-
terschiedlichen Radien und auch mit Innenachsen, die sich nicht treffen. In-
teressant sind die beiden Geraden

G =V (z9,y2 + 1)
und
Gy =V (vy — 21,90+ 1),
die sich im Punkt
P =1(0,0,-1)
schneiden. Die Gerade (GG liegt auf dem einen Zylinder und schneidet den
anderen Zylinder tangential, und umgekehrt. Das geometrische Bild ist, dass

der kleinere Zylinder aus dem grofleren eine ,,gebogene Acht® herausstanzt,
wobei P der Kreuzungspunkt der Acht ist.

Die erlaubten Stangenkonfigurationen lassen sich folgendermaflen gewinnen.
Zu jedem Kreispunkt gibt es zwei Moglichkeiten, wie die Stange liegen kann,
mit der Ausnahme des Kreisbahnpunktes (0, —1), wo der Geradenbahnpunkt
(0,1) sein muss.

Wir starten mit der Situation, wo der Punkt (0,1) der Kreisbahnpunkt ist,
und wo (—2,1) der Geradenbahnpunkt ist (die Stange liegt also links auf der
Geraden), und lassen den Kreisbahnpunkt im Uhrzeigersinn um den Kreis
wandern. Der Kreisbahnpunkt zieht dann den Geradenbahnpunkt hinter sich
her, bis er unten bei (0, —1) angekommen ist. Die Stange ist dann der vertikale
Duchmesser des Kreises (der Geradenbahnpunkt ist dann in (0,1) und der
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Kreisbahnpunkt ganz unten). Ab dann wandert der Kreisbahnpunkt auf dem
linken Kreisbogen nach oben und schiebt dabei die Stange weiter nach rechts,
bis der Geradenbahnpunkt bei (2,1) ankommt.

Die andere Méglichkeit, wo der Punkt (0, 1) der Kreisbahnpunkt ist, ist die,
wo die Stange rechts auf der Geraden liegt (mit (2, 1) als Geradenbahnpunkt).
Der Kreisbahnpunkt bewegt sich erneut im Uhrzeigersinn. Dabei schiebt er
den Geradenbahnpunkt zuerst nach rechts bis zu einem gewissen Extremum,
bei dem die Stange senkrecht zum Kreis im Kreisbahnpunkt steht. Von da an
zieht der Kreisbahnpunkt den Geradenbahnpunkt zuriick nach links, wobei
sich die Stange aufrichtet, bis sie den vertikalen Durchmesser des Kreises
einnimmt. Weiter wandert der Kreisbahnpunkt auf dem linken Kreisbogen
wieder nach oben, wobei er den Geradenbahnpunkt bis zum Extremum nach
links schiebt, und im letzten Stiick wieder nach (—2, 1) zieht.

Insbesondere wird der vertikale Durchmesser des Kreises zweimal von der
Stange eingenommen, diese Stangenkonfiguration entspricht also dem Kreu-
zungspunkt der Acht.

Wir wollen nun die Trajektorie zum Mittelpunkt der Stange berechnen, also

zZu

1
P — P1+§(P2—P1)

= (1’171)"‘%(952—%1,?/2—1)
1 1 1 1

= (§I1+§$2,§QQ+§)

= (2,9).

Wir interessieren uns fiir eine Gleichung fiir  und y, und fiithren die Variable
1

Z =5 — %l’g ein. Dann ist

rin=x+z2,xo=x—zund y, =2y — 1

und das Gleichungssystem schreibt sich in den neuen Variablen als
(r—2)*+ 2y —1)*=1und (—22)* + (2y — 2)* = 4,
wobei man letzteres als 22+ (y—1)? = 1 schreiben kann bzw. als 22 +y*—2y =
0. Die erste Gleichung ergibt ausgerechnet
22— 2w+ a* + 4y — 4y =0.

Damit ergibt sich nach Lemma 8.4 (mit a; = as = 1 und b; = 0) die Glei-
chung
(y* — 2y — 2® — 4y + dy)* + (y° — 2y)(22)
= (=3y* +2y — 2°)* + (y* — 2y)(22)°
9yt 4z + 4y? — 123 + 627y — 4Py + 42%y? — 8%y
9yt + 1022y + 2 — 12° — 1227y + 49/°.

(Cl — 02)2 + Clbg

Das ist eine Quartik (Kurve vom Grad vier) mit zwei Singularitéten.
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Bild zur Ubung

Beispiel 8.6. Wir betrachten das mechanische System aus Einheitskreis und
x-Achse, wo der Koppelungsabstand d = 1 ist. Das mechanische System wird
dann durch die zwei Gleichungen

(1) 23 +y3 =1
(2) (x2 —21)* +y3 =1

beschrieben. Es handelt sich um den Durchschnitt von zwei Zylindern mit
gleichem Radius und sich treffenden Innenachsen, d.h. wir kénnen auf die Er-
gebnisse von Beispiel 4.6 zuriickgreifen. Dort wurde gezeigt, dass der Durch-
schnitt durch zwei Ellipsen gegeben ist, die sich in zwei Punkten schneiden.
Diese Beschreibung muss sich auch im Kontext des mechanischen Systems
wiederfinden. Welche Stangenkonfigurationen entsprechen der einen Ellipse,
welche der anderen, welche Konfigurationen liegen auf beiden?

Machen wir uns also einen Uberblick iiber die erlaubten Konfigurationen.
Wenn der Geradenpunkt (also der Punkt auf der Geradenbahn) der Kreis-
mittelpunkt ist, so ist jeder Punkt des Kreises als Kreisbahnpunkt erlaubt.
Die radialen Strahlen des Kreises bilden also eine Schar von erlaubten Stan-
genkonfigurationen, und diese bilden zusammen die eine Ellipse. Die andere
Ellipse entspricht der Menge der Stangenkonfigurationen, bei denen der Ge-
radenbahnpunkt von —2 nach 42 lauft und dabei den Kreisbahnpunkt im
oberen oder unteren Kreisbogen vor sich herschiebt bzw. hinterherzieht. Es
gibt zwei Stangenkonfigurationen, die zu beiden Familien gehoren, ndmlich
die mit dem Kreismittelpunkt als Geradenbahnpunkt und (0, 1) bzw. (0, —1)
als Kreisbahnpunkt. In einer solchen Stangenkonfiguration kann das mecha-
nische System nicht nur vorwérts und riickwérts laufen, sondern wesentlich
die Richtung wechseln.

Wie sehen die Trajektorien eines Punktes auf der bewegten Stange aus? Die
Gesamttrajektorie ist die Vereinigung der beiden Trajektorien, die zu den
beiden irreduziblen Komponenten des Systems gehoren. Wie viele Selbst-
durchdringungspunkte gibt es?

Fiir einen Punkt P = P, + u(P, — P;) der Koppelungsstange sind die Koor-
dinaten gleich

(z1,29) = (z1 + u(we — 1), UYs) .
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Bei u = 0 ist die Trajektorie das reelle Intervall [—2,2], und bei u = 1
ist es der Einheitskreis. Sei also nun u # 0, 1. Die Projektion der radialen
Komponenten des Sytems ist einfach der Kreis mit Radius u. Die Projektion
der anderen Ellipse ist wieder eine Ellipse, die den Kreis in unterschiedlicher
Weise schneiden kann. Siehe auch Aufgabe 8.1.

8. ARBEITSBLATT

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 8.1. (6 Punkte)

Es sei C C A} der Schnitt von zwei Zylindern mit Radius eins (C' ist also
die Vereinigung von zwei Ellipsen). Wir betrachten die durch einen Vektor
v = (a,b,c) # 0 definierte senkrechte Projektion

. A3 2

Man charakterisiere, in Abhéngigkeit von a, b, ¢, die moglichen Bilder unter
diesen Projektionen.

Aufgabe 8.2. (4 Punkte)
Betrachte die Abbildung
A%( — A%{ ) (xvy) — <$C2,y2) = (U,U) :

Wie sieht das Bild der Ebene und wie das Bild des Einheitskreises unter
dieser Abbildung fiir K = R und wie fiir K = C aus? Im reellen Fall, wenn
der Kreis einmal durchlaufen wird, wie oft wird das Bild durchlaufen?

Aufgabe 8.3. (4 Punkte)

Sei ¢ : A}, — A eine polynomiale Abbildung und sei 7' C A" eine Teilmen-
ge. Zeige, dass die Gleichheit

p(T) = »(T)

gilt.

Aufgabe 8.4. (3 Punkte)

Zeige, dass die Aussage von Aufgabe 8.3 nicht gilt ohne die Voraussetzung,
dass die Abbildung polynomial ist.
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Aufgabe 8.5. (6 Punkte)
Betrachte in A2 die beiden Nullstellenmengen
K=V(X?*+Y? - 1)und C=V(X*+Y*-1).

Zeige, dass es eine polynomiale Abbildung in zwei Variablen gibt, die die
eine Nullstellenmenge surjektiv auf die andere abbildet. Zeige, dass diese
Abbildung schon iiber Q definiert ist, dort aber nicht surjektiv ist. Zeige
ferner, dass es iiber QQ iiberhaupt keine surjektive polynomiale Abbildung
von C' nach K geben kann und dass es nur die konstanten polynomialen
Abbildungen von K nach C' gibt.

Aufgabe 8.6. (10 Punkte)

Schreibe eine Computeranimation, die die Stangenkonfiguration bzw. die zu-
gehorigen Trajektorien aus Beispiel 8.5 darstellt.

9. VORLESUNG - HILBERTS BASISSATZ

Noethersche Ringe

Unser Ziel ist es zu zeigen, dass wenn R ein noetherscher Ring ist, dass dann
auch der Polynomring R[X] ein noetherscher Ring ist (Hilbertscher Basis-
satz). Dies gilt dann auch fiir die Hinzunahme von mehreren (endlich vielen)
Variablen und insbesondere fiir Polynomringe in endlich vielen Variablen
iiber einem Korper. Wir erinnern an den Begriff des noetherschen Ringes.

Emmy Noether (1882-1935)
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Definition 9.1. Ein kommutativer Ring R heif3t noethersch, wenn jedes Ideal
darin endlich erzeugt ist.

Proposition 9.2. Fir einen kommutativen Ring R sind folgende Aussagen
dquivalent.

(1) R ist noethersch.
(2) Jede aufsteigende Idealkette

ap Cap Caz C

wird stationér, d.h. es gibt ein n mit a, = a1 = .. ..

Beweis. (1) = (2). Sei

ap CaxCagC ...
eine aufsteigende Idealkette in R. Wir betrachten die Vereinigung a =
UneN a,, die wieder ein Ideal in R ist. Da R noethersch ist, ist a endlich
erzeugt, d.h. a = (f1,..., fx). Da diese f; in der Vereinigung der Ideale a,,
liegen, und da die Ideale aufsteigend sind, muss es ein n geben derart, dass

fis-- oy fx € a, liegt. Wegen
(fla"-afk’) g a, g Antm Q Uan Q (flﬂ"'7fk‘)

neN
fiir m > 0 muss hier Gleichheit gelten, so dass die Idealkette ab n stationér
ist.
(2) = (1). Sei a ein Ideal in R. Wir nehmen an, a sei nicht endlich erzeugt, und
konstruieren sukzessive eine unendliche echt aufsteigende Idealkette a,, C a,
wobei die a,, alle endlich erzeugt sind. Sei dazu

GyCaC...Ca,Ca

bereits konstruiert. Da a,, endlich erzeugt ist, aber a nicht, ist die Inklusion
a, C a echt und es gibt ein Element

fn—i—l € a, fn+1 € apn

Dann setzt das Ideal a,41 := a,, + (f,11) die Idealkette echt aufsteigend fort.
O

Lemma 9.3. Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist auch jeder Restklassen-
ring R/b noethersch.

Beweis. Seia C R/b ein Ideal und sei a C R das Urbildideal davon. Dieses ist
endlich erzeugt nach Voraussetzung, also a = (fi,..., f,). Die Restklassen
dieser Erzeuger, also fi,..., fn, bilden ein Idealerzeugendensystem von a:
Fiir ein Element g € a gilt ja g =1, r;f; in R und damit g = > 7;f; in
R/b. OJ
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Der Hilbertsche Basissatz

Wie viele grundlegende Aussagen der kommutativen Algebra geht der Hil-
bertsche Basissatz, dem wir uns jetzt zuwenden, auf David Hilbert zuriick,
genauer auf seine Arbeit von 1890, ,Ueber die Theorie der algebraischen
Formen*“.

David Hilbert (1862-1943)

Satz 9.4. Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist auch der Polynomring R[X]
noethersch.

Beweis. Sei b ein Ideal im Polynomring R[X]. Zu n € N definieren wir ein
Ideal a,, in R durch

a, = {c € R|es gibt F € bmit F =cX" + ¢, .1 X" " +...+ X +c} .

Das Menge a,, besteht also aus allen Leitkoeffizienten von Polynomen vom
Grad n aus b. Es handelt sich dabei offensichtlich um Ideale in R (wobei wir
hier 0 als Leitkoeffizient zulassen). Ferner ist a,, C a,,1, da man ja ein Poly-
nom F vom Grad n mit Leitkoeffizient ¢ mit der Variablen X multiplizieren
kann, um ein Polynom vom Grad n + 1 zu erhalten, das wieder ¢ als Leitko-
effizienten besitzt. Da R noethersch ist, muss diese aufsteigende Idealkette
stationdr werden; sei n so, dass a, = a,41 = ... ist.

Zu jedem ¢ < n sei nun a; = (¢, - .., ¢y, ) ein endliches Erzeugendensystem,
und es seien

Fij = c¢;; X ¢ + Terme von kleinerem Grad

zugehorige Polynome aus b (die es nach Definition der a; geben muss).
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Wir behaupten, dass b von allen {F};|0 <i<mn,1<j <k} erzeugt wird.
Dazu beweisen wir fiir jedes G € b durch Induktion {iber den Grad von G,
dass es als Linearkombination mit diesen F;; darstellbar ist. Fiir G konstant,
also G € R, ist dies klar. Sei nun der Grad von G gleich d und die Aussage
sei fiir kleineren Grad bewiesen. Wir schreiben
G:CXd—FCd,leil—F...—i—ClX—f—Co.

Es ist ¢ € a; und damit kann man ¢ schreiben als R-Linearkombination der
¢ij,0 <1< n, 1 <j <k Beid<n kann man c sogar schreiben als R2-
Linearkombination der c4, j =1, ..., kq, sagen wir ¢ = Zfi 1 Tjcqgi- Dann ist
G — Zfil r;Fy € b und hat einen kleineren Grad, sodass man darauf die
Induktionsvoraussetzung anwenden kann. Bei d > n ist

CcC = E Tijcij .

Damit gehort

ebenfalls zu b und hat einen kleineren Grad, so dass man wieder die Induk-
tionsvoraussetzung anwenden kann. U

Korollar 9.5. Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist auch R[X7,...,X,]
noethersch.

Beweis. Dies folgt durch induktive Anwendung des Hilbertschen Basissatzes
auf die Kette

R C R[X4] C (R[X1])[Xs] = R[X1, X3 C (R[X1, Xa])[X3]
= R[Xl,XQ,Xg] C...C R[Xl, e ,Xn]
]
Korollar 9.6. Sei K ein Kdrper. Dann ist K[X;, ..., X,] noethersch.

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Korollar 9.5. U

Der Hilbertsche Basissatz bedeutet insbesondere, dass jede abgeschlossene
Untervarietdt V' C A% in einem affinen Raum durch endlich viele Polyno-
me beschrieben werden kann. Jedes algebraische Nullstellengebilde ist also
bereits das Nullstellengebilde von endlich vielen Polynomen.

Korollar 9.7. Se: V C A} eine affin-algebraische Menge. Dann gibt es eine
Abbildung

p: Ay — AR,
die komponentenweise durch Polynome F; € K[Xy,...,X,] gegeben ist, also
o= (F1,...,Fy), derart, dass V' das Urbild des Nullpunktes 0 € A7 ist.
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Beweis. Es sei a ein beschreibendes Ideal fiir V, also V' = V(a.) Nach
dem Hilbertschen Basissatz gibt es Fy,...,F, € K[Xi,...,X,] mit a =
(Fy,..., Fy). Damit ist insbesondere

V=V()=V(F)N...NV(F,).
Diese F; kann man zu einer Abbildung
o= (F,....,Fy,) ALy — A7

zusammenfassen. Dann ist ¢(P) = 0 genau dann, wenn alle Komponenten-
funktionen null sind, und das ist genau dann der Fall, wenn P € V(F;) ist
fiir alle 7. U

Definition 9.8. Es sei R ein kommutativer Ring. Eine R-Algebra A heifit
von endlichem Typ (oder endlich erzeugt), wenn sie die Form

A=R[Xy,...,X,]/a
besitzt.
Eine endlich erzeugte R-Algebra besitzt also eine Darstellung als Restklas-

senring einer Polynomalgebra {iber R in endlich vielen Variablen. Eine solche
Darstellung ist keineswegs eindeutig.

Korollar 9.9. Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist jede R- Algebra von
endlichem Typ ebenfalls noethersch. Insbesondere ist fiir einen Korper K jede
K -Algebra von endlichem Typ noethersch.

Beweis. Dies folgt aus Korollar 9.5 und aus Lemma 9.3. U

Zerlegung in irreduzible Komponenten

Aus dem Hilbertschen Basissatz folgt, dass eine aufsteigende Idealkette
ap Cax CagC...
in K[Xy,...,X,] stationdr werden muss. Dies hat fiir absteigende Ketten von

affin-algebraischen Teilmengen in einem affinem Raum folgende Konsequenz.

Satz 9.10. In einem affinen Raum A%, wird jede absteigende Folge von ab-
geschlossenen Mengen
VioV, 2.

stationdr.

Beweis. Sei

VioWho...
eine absteigende Kette von affin-algebraischen Teilmengen im A’ . Daraus
folgt nach Lemma 3.7 Id (V;) C Id(V;41) fiir die zugehorigen Verschwin-
dungsideale. Nach Korollar 9.6 wird diese Idealkette stationér, sagen wir fiir
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i > ip. Nach Lemma 3.8 (3) ist V; = V(Id (V;)). Daraus folgt dann aber fiir
1 > ig, dass
Vi=V(Id (V) = V(1d (Vip)) = Viga

sodass die absteigende Kette stationdr werden muss. U

Es ergibt sich daraus durch Ubergang zu den Komplementen, dass jede auf-
steigende Kette von Zariski-offenen Mengen in einem affinen Raum stati-
onédr wird. Eine solche Topologie nennt man auch noethersch (generell nennt
man eine (partielle) Ordnung, fiir die jede aufsteigende Kette stationir wird,
noethersch). Fiir einen noetherschen Raum gilt: jede nicht-leere Teilmenge
von offenen Mengen (abgeschlossenen Mengen) besitzt ein maximales (mini-
males) Element. Dies kann man vorteilhaft als Beweisprinzip einsetzen (Be-
weis durch noethersche Induktion): Man mochte zeigen, dass eine gewisse
Eigenschaft E fiir alle abgeschlossenen Teilmengen gilt, und man betrach-
tet die Menge derjenigen abgeschlossenen Teilmengen, die E nicht erfiillen.
Man mochte zeigen, dass die Menge leer ist, und nimmt an, dass sie nicht
leer ist. Dann besitzt sie auch ein minimales Element, und dies muss man
dann zum Widerspruch fiihren. Die Giiltigkeit dieses Beweisprinzips beruht
darauf, dass man in einer nicht-leeren Menge ohne einem minimalen Element
eine unendlich absteigende Kette konstruieren kann. Ein typisches Beispiel
fiir dieses Beweisprinzip liefert der Beweis der folgenden Aussage.

Satz 9.11. Se: V' C A} eine affin-algebraische Menge. Dann gibt es eine
eindeutige Zerlegung

mat wrreduziblen Mengen V; mit V; € V; fir i # j.

Beweis. Die Existenz beweisen wir durch noethersche Induktion. Angenom-
men, nicht jede affin-algebraische Menge habe eine solche Zerlegung. Dann
gibt es auch eine minimale Teilmenge, sagen wir V', ohne eine solche Zerle-
gung. V' kann nicht irreduzibel sein, sondern es gibt eine nicht-triviale Dar-
stellung V =V, U V5. Da Vi und V5 echte Teilmengen von V' sind, gibt es fiir
diese beiden jeweils endliche Darstellungen als Vereinigung von irreduziblen
Teilmengen. Diese beiden vereinigen sich zu einer endlichen Darstellung von
V', was ein Widerspruch ist. Zur Eindeutigkeit. Seien

V=WVu..uV,=W,uU...UW,,

zwei Zerlegungen in irreduzible Teilmengen (jeweils ohne Inklusionsbezie-
hung). Es ist

Vi=VinV = in(WU...UW,) = (Vin W) U...U(ViNnW,,).

Da Vj irreduzibel ist, muss V; C W; fiir ein j sein. Umgekehrt ist mit dem
gleichen Argument W; C V; fiir ein ¢, woraus ¢ = 1 und V; = W; folgt.
Ebenso findet sich V5 etc. in der Zerlegung rechts wieder, sodass die Zerlegung
eindeutig ist. O
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Moduln

Definition 9.12. Sei R ein kommutativer Ring und M = (M, +,0) eine
additiv geschriebene kommutative Gruppe. Man nennt M einen R-Modul,
wenn es eine Operation

RxM— M, (r,v) —rv=r1-0,

(Skalarmultiplikation genannt) gibt, die folgende Axiome erfiillt (dabei seien
r,s € Rund u,v € M beliebig):

(1) r(su) = (rs)u,

(2) r(u+v) = (ru) + (rv),
(3) (r+s)u= (ru) + (su),
(4) 1u = u.

Definition 9.13. Sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Eine
Teilmenge U C M heifit Untermodul, wenn sie eine Untergruppe von M ist
und wenn fiir jedes v € U und r € R gilt, dass auch ru € U ist.

Definition 9.14. Sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Eine
Familie v; € M, i € I, heifit Erzeugendensystem fiir M, wenn es fiir jedes
Element v € M eine Darstellung

v = Z T;U;
i
gibt, wobei J C [ endlich ist und r; € R.

Definition 9.15. Sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Der
Modul M heif3t endlich erzeugt oder endlich, wenn es ein endliches Erzeu-
gendensystem v;, ¢ € I, fiir ihn gibt (also mit einer endlichen Indexmenge).

Ein kommutativer Ring R selbst ist in natiirlicher Weise ein R-Modul, wenn
man die Ringmultiplikation als Skalarmultiplikation interpretiert. Die Ideale
sind dann genau die R-Untermoduln von R. Die Begriffe Ideal-Erzeugenden-
system und Modul-Erzeugendensystem stimmen fiir Ideale iiberein.

9. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 9.1. Begriinde, warum der Ring
ZIX,Y, Z,W]/(XY — ZW,5X® — Y Z? + 2W XY)

noethersch ist.
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Aufgabe 9.2. Sei R ein kommutativer Ring und sei
ap CapCazgC...

eine aufsteigende Kette von Idealen. Zeige, dass die Vereinigung (J, cy o
ebenfalls ein Ideal ist. Zeige ebenso durch ein einfaches Beispiel, dass die
Vereinigung von Idealen im Allgemeinen kein Ideal sein muss.

Aufgabe 9.3. Sei K ein Korper und sei
K[X,, n €N]

der Polynomring iiber K in unendlich vielen Variablen. Man beschreibe dar-
in ein nicht endlich erzeugtes Ideal und eine unendliche, echt aufsteigende
Idealkette.

Aufgabe 9.4. Man gebe ein Beispiel eines nicht-noetherschen Ringes, dessen
Reduktion ein Korper ist.

Aufgabe 9.5. Wir betrachten auf- und absteigende Ketten von affin-algebra-
ischen Mengen in A% und von Idealen in K[X7, ..., X,]. Zeige die folgenden
Aussagen. a) Fiir einen endlichen Kérper wird jede aufsteigende Kette

VoCWichho...

von affin-algebraischen Mengen stationér. b) Fiir einen unendlichen Korper
und n > 1 wird nicht jede aufsteigende Kette

VoCViclCo..

von affin-algebraischen Mengen stationér. c¢) Fiir (einen beliebigen Korper
und) n > 1 wird nicht jede absteigende Idealkette

Gp 2 a; Dag 2D ...

stationdr. d) Fiir einen unendlichen Kérper und n > 1 gibt es echt abstei-
gende Ketten von affin-algebraischen Mengen beliebiger Lange.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 9.6. (4 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring und sei I ein Ideal mit dem Restklassenring
S = R/I. Zeige, dass die Ideale von S eindeutig denjenigen Idealen von R
entsprechen, die I umfassen.

Zeige, dass das Gleiche gilt fiir Primideale, Radikalideale und maximale Idea-
le.
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Aufgabe 9.7. (4 Punkte)
Zeige, dass Q keine Algebra von endlichem Typ iiber 7Z ist.

Aufgabe 9.8. (4 Punkte)

Sei K ein Korper und sei A = K[X,Y]. Finde eine K-Unteralgebra von A,
die nicht endlich erzeugt ist.

Aufgabe 9.9. (4 Punkte)

Es seien F,G € K[Xy,...,X,] Polynome und K C L eine Korpererweite-

rung. Diskutiere, wie sich die verschiedenen Aquivalenzbegriffe aus der sieb-
ten Vorlesung fiir /' und G (und fiir V(F) und V(G)) unter dem Korper-
wechsel verhalten.

Aufgabe 9.10. (4 Punkte)
Bestimme zum Ideal
I = (10,62% + 8,42° — 12)

in Z[x] die im Beweis zum Hilbertschen Basissatz konstruierte Idealkette und
das zugehorige Erzeugendensystem von I. Schreibe die obigen Erzeuger als
Linearkombination mit dem konstruierten Erzeugendensystem.

Aufgabe 9.11. (4 Punkte)

Sei R ein noetherscher Integritéitsbereich. Zeige, dass sich jedes Element aus
R als ein Produkt von irreduziblen Elementen schreiben ldsst.

10. VORLESUNG - HILBERTS NULLSTELLENSATZ I

Noethersche Moduln

Wir wollen zeigen, das fiir einen noetherschen Ring R und einen endlich
erzeugten R-Modul jeder R-Untermodul wieder endlich erzeugt ist. Solche
Moduln nennt man noethersch.

Definition 10.1. Sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Dann
heifit M noethersch, wenn jeder R-Untermodul von M endlich erzeugt ist.

Fiir M = R stimmt dies mit der Definition eines noetherschen Ringes iibe-
rein, da ja die R-Untermoduln von R gerade die Ideale sind.

In den folgenden Aussagen verwenden wir folgende Sprech- bzw. Schreibwei-
se.
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Definition 10.2. Sei R ein kommutativer Ring und seien M, My, M3 R-
Moduln. Man nennt ein Diagramm der Form

00— M, — My — M; — 0

eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln, wenn M; ein R-Untermodul von
M, ist, und wenn Mj; ein Restklassenmodul von M, ist, der isomorph zu
Mg/Ml ist.

Lemma 10.3. Sei R ein kommutativer Ring und
0— M — M — M; —0

eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln. Dann ist M genau dann noe-
thersch, wenn sowohl My als auch Ms noethersch sind.

Beweis. Sei zundchst M noethersch, und U C M; ein Untermodul. Dann
ist U direkt auch ein Untermodul von M, also nach Voraussetzung endlich
erzeugt. Sei nun V' C Mj3 ein Untermodul des Restklassenmoduls. Das Urbild
von V in M unter der Restklassenabbildung sei V. Dieser Modul ist nach
Voraussetzung endlich erzeugt, und die Bilder eines solchen Erzeugendensy-
stems erzeugen auch den Bildmodul V.

Seien nun die duferen Moduln M; und M3 noethersch, und sei U C M ein
Untermodul. Es sei U3 C M3 der Bild-Untermodul davon. Us wird von endlich
vielen Elementen si,...,s, erzeugt, und wir konnen annehmen, dass diese
s; = 1; die Bilder von Elementen r; € U sind. Betrachte U N M. Dies ist ein
Untermodul von M;, und daher endlich erzeugt, sagen wir von tq, ..., t, die
wir als Elemente in U auffassen. Wir behaupten, dass

Tl,...,Tn,tl,...,tk
ein Erzeugendensystem von U bilden. Sei dazu m € U ein beliebiges Element.
Dann ist m = Z?:l a;s; und daher geht das Element m — Z?:l a;r; rechts
auf null. Dann gehort es aber zum Kern der Restklassenabbildung, also zu
M. Andererseits gehort dieses Element auch zu U, also zum Durchschnitt

My N U, der ja von den tq,...,t. erzeugt wird. Also kann man schreiben
n k
m — Zairi = ijtj
i=1 j=1
bzw. m = Z?:l a;T; + Z?:l bjtj. Ol

Satz 10.4. Sei R ein noetherscher kommutativer Ring und M ein endlich
erzeugter R-Modul. Dann ist M ein noetherscher Modul.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber die Anzahl n der
Modul-Erzeuger von M. Bei n = 0 liegt der Nullmodul vor. Sei n = 1. Dann
gibt es eine surjektive Abbildung R — M = R/a vor. Nach Lemma 10.3
ist aber ein Restklassenmodul eines noetherschen Moduls wieder noethersch,
und der Ring selbst ist nach Voraussetzung noethersch, also ist M noethersch.
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Sei nun n > 2 und die Aussage fiir kleinere n bereits bewiesen. Sei my, ..., m,
ein Erzeugendensystem von M. Wir betrachten den durch mq,...,m,_; er-
zeugten R-Untermodul, den wir mit M; bezeichnen. Dieser Untermodul gibt
Anlass zu einer kurzen exakten Sequenz, ndmlich

00— My — M — M/M; =: M3 — 0.

Hier wird der linke Modul von n —1 Elementen erzeugt und ist nach Indukti-
onsvoraussetzung noethersch. Der rechte Modul wird von der Restklasse von
my, also von einem Element erzeugt, ist also auch noethersch. Nach Lemma
10.3 ist dann M noethersch. U

Hilbertscher Nullstellensatz - algebraische Version

Wir wollen die algebraische Version des Hilbertschen Nullstellensatzes bewei-
sen. Dazu bendétigen wir die folgenden beiden Lemmata.

Lemma 10.5. Sei R ein noetherscher kommutativer Ring und A eine endlich
erzeugte R-Algebra. Es sei B C A eine R-Unteralgebra, tiber der A endlich
(als B-Modul) sei. Dann ist auch B eine endlich erzeugte R-Algebra.

Beweis. Wir schreiben A = R[xq,...,z,] und A = Bay + ... + Ba,, mit
a; € A. Wir setzen

m m
T; — E bijaj und a;a; = E b,-jkak
k=1

j=1

mit Koeffizienten b;;, b;j; € B. Wir betrachten die von diesen Koeffizienten
erzeugte R-Unteralgebra S von B und den S-Modul A = Sa; + ... + Sap.
Die Produkte a;a; gehéren wieder zu diesem Modul, daher ist A sogar eine S-
Algebra. Weil die z; ebenfalls zu A gehoren, gilt sogar A = A. Dies bedeutet,
dass A ein endlicher S-Modul ist. Nach Korollar 9.9 ist S ein noetherscher
Ring und nach Satz 10.4 ist der S-Untermodul B C A ebenfalls endlicher S-
Modul. Die Kette R C S C B zeigt schliellich, dass B eine endlich erzeugte
R-Algebra ist. O

Lemma 10.6. Sei K ein Korper und R = K(X) der zugehdrige rationale
Funktionenkérper. Dann ist R keine endlich erzeugte K-Algebra.

Beweis. Sei angenommen, dass die rationalen Funktionen F; = %, 1=
1,...,n, ein endliches Erzeugendensystem von K (X) bilden, mit P;, Q; €
K[X], Q; # 0. Durch Ubergang zu einem Hauptnenner kann man anneh-
men, dass (); = ) konstant ist. Die Annahme bedeutet also insbesonde-
re, dass der Korper der rationalen Funktionen sich durch Nenneraufnah-
me an nur einem Element ergeben wiirde. Da () keine Konstante ist (sonst
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wire K[X| = K(X), was nicht der Fall ist), ist Q — 1 # 0 und daher ist
ﬁ € K(X). Also gibt es eine Darstellung

1 P

Q-1 @
mit einem geeigneten s. Daraus folgt Q° = (Q — 1)P. Da @° und @ — 1
das Einheitsideal erzeugen, folgt daraus, dass bereits () — 1 das Einheitsideal
erzeugt, also selbst eine Einheit ist. Dann wére () aber doch eine Konstante,
was es nicht ist. O

Die folgende Aussage ist die algebraische Version des Hilbertschen Nullstel-
lensatzes.

Satz 10.7. Sei K ein Korper und sei K C L eine Korpererweiterung, die
(als K-Algebra) endlich erzeugt sei. Dann ist L endlich tiber K.

Beweis. Wir setzen L = Klxy,...,2,]. Sei K; der Quotientenkérper von
K|z, ...,z (innerhalb von L). Wir haben also eine Kérperkette

K=K¢CK,C..CK,1CK,=1L.

Wir wollen zeigen, dass L endlich iiber K ist, und dazu geniigt es nach
Satz 2.8 (Korper- und Galoistheorie (Osnabriick 2011)) zu zeigen, dass jeder
Schritt in der Koérperkette endlich ist. Sei angenommen, dass K; C K1 nicht
endlich ist, aber alle folgenden Schritte endlich sind. Wir wenden Lemma 10.5
auf

KCK;, CL

an und erhalten, dass K;,; endlich erzeugt iiber K ist. Dann ist insbeson-
dere K;,1 auch endlich erzeugt iiber K;. Andererseits ist K;,; der Quotien-
tenkorper von K;[x;11]. Wir haben also eine Kette

K; C Ki[wi41] € Q(Ki[rit]) = Kiy1,

wo K1 endlich erzeugt iiber K; ist, aber nicht endlich. Ware x;,; algebra-
isch iiber K;, so auch endlich, und dann wére K;[x;;1] bereits ein Korper
nach Aufgabe 10.1. Dann wire die letzte Kette insgesamt endlich, im Wi-
derspruch zur Wahl von . Also ist x;,; transzendent iiber K;. Dann ist aber
K;[x;41] isomorph zu einem Polynomring in einer Variablen und Q(K;[x;11])
ist isomorph zum rationalen Funktionenkorper iiber K;. Dieser ist aber nach
Lemma 10.6 nicht endlich erzeugt, so dass sich erneut ein Widerspruch ergibt.

O

Satz 10.8. Sei K ein Korper und seien A und B zwei K-Algebren von
endlichem Typ. Es sei ¢ : A — B ein K-Algebra-Homomorphismus. Dann

ist fiir jedes mazimale Ideal m aus B auch das Urbild ¢~ (m) ein mazimales
Ideal.
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Beweis. Sei m ein maximales Ideal aus B. Wir wissen, dass unter jedem
Ringhomomorphismus das Urbild eines Primideals wieder prim ist, also ist
¢~ 1(m) zuniichst ein Primideal, das wir p nennen. Wir erhalten induzierte
Ringhomomorphismen

K— Alp — B/m=1L,

wobei L ein Korper ist und wobei beide Homomorphismen injektiv und von
endlichem Typ sind. Da die Gesamtabbildung von endlichem Typ ist und K
und L Korper sind, folgt nach Satz 10.7, dass diese Abbildung endlich ist.
Wir wollen zeigen, dass A/p ein Korper ist. Dies folgt aber aus Aufgabe 10.2.

O

Satz 10.9. Sei K ein Korper und sei A eine K-Algebra von endlichem Typ.
Dann st jedes Radikal in A der Durchschnitt von maximalen Idealen.

Beweis. Nach Aufgabe 10.5 ist jedes Radikal der Durchschnitt von Primidea-
len. Es geniigt also zu zeigen, dass jedes Primideal in einer endlich erzeugten
Algebra der Durchschnitt von maximalen Idealen ist. Sei p ein Primideal und
f & p. Dann ist p ein Primideal in der Nenneraufnahme B := A;. Es gibt
ein (in Af) maximales Ideal m C Ay oberhalb von pA;. Wir fassen Ay als
endlich erzeugte K-Algebra auf und betrachten

@ A—)Af

Dann ist p C ¢ '(m) und f & »!(m). Nach Satz 10.8 ist ¢! (m) maximal.
U

Satz 10.10. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei A ei-
ne endlich erzeugte K-Algebra. Dann ist jeder Restklassenkdrper von A iso-
morph zu K. Anders formuliert: Jedes maximale Ideal ist ein Punktideal.

Beweis. Sei m ein maximales Ideal der endlich erzeugten K-Algebra A und
betrachte

K—A—A/m=:1L.
Hier ist L ein Korper und zugleich eine endlich erzeugte K-Algebra. Nach
Satz 10.7 muss also L eine endliche K-Algebra sein. Da K algebraisch abge-
schlossen ist, muss K = L sein. Il

Fiir den Polynomring K[Xj,...,X,] iiber einem algebraisch abgeschlosse-
nen Korper K bedeutet das, dass alle maximalen Ideale die Form (X; —
ai, ..., X, — a,) besitzen. Die maximalen Ideale entsprechen also den Koor-
dinatentupeln (aq,...,a,) € A%. Dies ist mit Punktideal gemeint.
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10. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 10.1. Sei K ein Korper und sei A eine kommutative K-Algebra,
die als K-Modul endlich sei. Zeige, dass ein Element f € A genau dann eine
Einheit ist, wenn es ein Nichtnullteiler ist.

Aufgabe 10.2. Seien K und L Korper, sei K C L eine endliche Korperer-
weiterung und sei A, K C A C L, ein Zwischenring. Zeige, dass dann A
ebenfalls ein Korper ist.

Aufgabe 10.3. Es sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Dann
ist M genau dann noethersch, wenn jede aufsteigende Kette

My C M, C M, C ...

von R-Untermoduln stationar wird.

Die folgenden Aufgaben verwenden den Begriff des artinschen Moduls, der
,dual“ zum Begriff des noetherschen Moduls ist.

Sei R ein kommutativer Ring. Ein R-Modul M heift artinsch, wenn jede
absteigende Kette
My 2 My 2 Mg 2 ...

von R-Untermoduln stationar wird.

Ein kommutativer Ring R heif3t artinsch, wenn er als R-Modul artinsch ist.

Aufgabe 10.4. Es sei A ein artinscher Integritdtsbereich. Man zeige, dass A
ein Korper ist. Man gebe ein Beispiel eines artinschen kommutativen Ringes,
der kein Korper ist.

Aufgabe 10.5. Sei a ein Radikal in einem kommutativen Ring. Zeige, dass
a der Durchschnitt von Primidealen ist.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 10.6. (3 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Koérper und F' € K[X,Y] ein nicht-
konstantes Polynom. Zeige, dass der Restklassenring

KX, Y]/(F)
eine endliche K[T']-Algebra ist.

Aufgabe 10.7. (5 Punkte)

Seien R,S,T kommutative Ringe und seien o : R — Sund ¢ : S — T
Ringhomomorphismen derart, dass S endlich iiber R und T endlich iiber S
ist. Zeige, dass dann auch 7' endlich iiber R ist.

Aufgabe 10.8. (5 Punkte)
Sei A ein kommutativer Ring und sei
0O—M-—N—P—0

eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln. Man zeige, dass N genau dann
artinsch ist, wenn M und P artinsch sind.

Aufgabe 10.9. (3 Punkte)
Sei K ein Korper und A eine endliche K-Algebra. Zeige: Dann ist A artinsch.

Aufgabe 10.10. (4 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Zeige: Wenn M artinsch
und ¢ : M — M R-linear und injektiv ist, so ist ¢ ein [somorphismus. Formu-
liere und beweise auch eine analoge Aussage fiir den Fall, das M noethersch
ist.

11. VORLESUNG - HILBERTS NULLSTELLENSATZ II

Hilbertscher Nullstellensatz - geometrische Version

Wir wollen nun die geometrische Version des Hilbertschen Nullstellensatzes
beweisen, der fiir den Fall eines algebraisch abgeschlossenen Koérpers eine
eindeutige Beziehung zwischen den affin-algebraischen Mengen im affinen
Raum A% und den Radikalidealen im Polynomring stiftet.
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Satz 11.1. Ser K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei V. =
V(a) C A% eine affin-algebraische Menge, die durch das Ideal a beschrie-
ben werde. Es sei F' € K[Xy,...,X,| ein Polynom, das auf V verschwindet.
Dann gehért F' zum Radikal von a, d.h. es gibt ein v € N mit I € a.

Beweis. Angenommen, F' gehore nicht zum Radikal von a. Dann gibt es nach
Satz 10.9 auch ein maximales Ideal m C K[X3,...,X,,] mit a C m und mit
F ¢ m. Nach Satz 10.10 ist

m:(Xl—al,...,Xn—an)

fiir gewisse aq,...,a, € K. Die Eigenschaft F' ¢ m bedeutet, dass F' im
zugehorigen Restekorper nicht 0 ist, und das bedeutet F(aq,...,a,) # 0.
Wegen a C m ist aber (ay,...,a,) ein Punkt von V, so dass dort nach
Voraussetzung F' verschwindet. Das ist also ein Widerspruch. U

Satz 11.2. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kdorper mit dem Polynom-
ring K[X1, ..., X,] und dem affinen Raum A’,. Dann gibt es eine natiirliche
Korrespondenz zwischen affin-algebraischen Mengen in A% und Radikalidea-
len in K[X3,...,X,]. Dabei gehen Radikale auf ihre Nullstellengebilde und
affin-algebraische Mengen auf ihre Verschwindungsideale.

Beweis. Sei V' C A’ affin-algebraisch. Dann gilt V' = V(Id (V')) nach Lemma
3.8. Fiir ein Radikal I C K[Xy,...,X,] gilt die Inklusion I C Id(V (1))
ebenfalls nach Lemma 3.8. Die umgekehrte Inklusion, also Id (V (1)) C I ist
der Inhalt des Hilbertschen Nullstellensatzes. 0

Korollar 11.3. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und seien F; €
K[Xy,...,X,], i € I, Polynome mit

Ay = JD(F).
i€l

Dann erzeugen die F; das Einheitsideal in K[X7, ..., X,].

Beweis. Sei b das von den F; erzeugte Ideal. Die Voraussetzung besagt, dass

(V(F) =V(b)

iel
leer ist. Dann ist V(1) C V(b), da ja V(1) ebenfalls leer ist. Aus dem Hil-
bertschen Nullstellensatz folgt, dass eine Potenz von 1, also 1 selbst, zu b in
K[X1,...,X,] gehort. D.h. dass b das Einheitsideal ist. O

Der Hilbertsche Nullstellensatz, wie wir ihn fiir den affinen Raum und den
Polynomring formuliert haben, gilt entsprechend fiir jedes V' (a) und den zu-
gehorigen Restklassenring K[ X1, ..., X,]/a.

Korollar 11.4. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und seit R =
K[X1,...,X,]/a eine endlich erzeugte K -Algebra mit Nullstellengebilde V =
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V(a) € A%. Es sei b ein Ideal in R und F' € R ein Element, das auf
V(b) C V wverschwindet. Dann gibt es ein v € N mit F" € b in R.

Beweis. Die Verschwindungsbedingung V' (b) C V(F) in V = V(a) besagt
zuriickiibersetzt in den affinen Raum, dass dort V(a+b) = V(a) NV (b) C
V(F) gilt, wobei jetzt F' ein représentierendes Polynom aus K[Xq,..., X,]
und b das Urbildideal in K[Xj, ..., X,] sei. Nach dem Hilbertschen Nullstel-
lensatz gibt es ein r € N mit F" € a + b. Dies bedeutet modulo a, dass in R
die Beziehung F" € b gilt. O

Korollar 11.5. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und ser V =
V(a) C A% eine affin-algebraische Menge, die durch das Ideal a beschrieben
werde. Es seien F; € K[X,...,X,], i € I, Polynome mit

v=JDrF).

Dann erzeugen die F; das Einheitsideal in K[X1, ..., X,]/a.

Beweis. Sei b das von allen F;, i € I, erzeugte Ideal in K[X;, ..., X,]|/a. Die
Voraussetzung besagt, dass

V(o) =[V(F)
iel
(auf V) leer ist. Dann ist V(1) C V(b), da ja V(1) ebenfalls leer ist. Aus dem

Hilbertschen Nullstellensatz folgt, dass eine Potenz von 1, also 1 selbst, zu b
in K[Xy,...,X,]/a gehort. O

Korollar 11.6. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kdrper und sei V =
V(a) C A% eine affin-algebraische Menge, die durch das Ideal a beschrieben
werde. Es sei F € K[Xq,...,X,] ein Polynom, das auf V' keine Nullstelle
besitzt. Dann ist F im Restklassenring K[X1, ..., X,]/a eine Einheit.

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Korollar 11.5. O

Korollar 11.7. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und seien V;
und Vs zwei affin-algebraische Mengen in A%.. Dann gilt

1d (Vi N1 Vo) = rad (Id (Vi) + 1d (V&)

Beweis. Sei a; = 1d (V) und ay = Id (V3). Die Aussage ergibt sich aus
rad (a; + a) = Id (V(rad (a; + a2))) = Id (V(a; + az)) = 1d (V(a;) NV (ag)),
wobei die erste Gleichung auf dem Hilbertschen Nullstellensatz beruht. [J

Auch diese Eigenschaften gelten nicht ohne die Voraussetzung algebraisch
abgeschlossen, wie das folgende Beispiel zeigt.
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Beispiel 11.8. Wir betrachten die beiden algebraischen Kurven
Vi=V(X?+Y?2—2)und Vo = (X2 +2Y% - 1) C A%.

Bei K = R sind das beides irreduzible Quadriken. Der Durchschnitt wird
beschrieben durch das Ideal

(X2 4+Y2 -2, X2 +2Y2 1) = (Y?*+1,X*-3).

Da das Polynom Y2+ 1 im Reellen keine Nullstelle hat, ist der Durchschnitt
Vi N Vy = (0 leer. Das Verschwindungsideal des (leeren) Durchschnittes ist
natiirlich das Einheitsideal, die Summe der beiden Verschwindungsideale ist
aber nicht das Einheitsideal.

Es folgt, dass die Funktion X2 +2Y?2—1 auf V(X?+ Y2 — 2) keine Nullstelle
besitzt, also dort iiberall eine Einheit ist, aber dass sie keine Einheit im
Koordinatenring 1 ist.

Der Koordinatenring zu einer affin-algebraischen Menge

Sei V' C A% eine affin-algebraische Menge mit Verschwindungsideal Id (V).
Ein Polynom F € K[Xj,...,X,] definiert eine Funktion auf dem affinen
Raum und induziert damit eine Funktion auf der Teilmenge V.

A I K
I
v

Dabei induziert ein Element aus dem Verschwindungsideal (nach Definition)
die Nullfunktion auf V', und zwei Polynome G, H € K[X;, ..., X,], deren Dif-
ferenz zum Verschwindungsideal gehoren, induzieren auf V' die gleiche Funk-
tion. Es ist daher naheliegend, den Restklassenring K[X1, ..., X,]/1d (V) als
Ring der polynomialen (oder algebraischen) Funktion auf V' zu betrachten.
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Definition 11.9. Zu einer affin-algebraischen Menge V' C A’ mit Ver-
schwindungsideal Id (V') nennt man

R(V)=K[X1,...,X,]/1d (V)

den Koordinatenring von V.

Dieser Begriff ist nicht vollig unproblematisch, insbesondere, wenn K nicht
algebraisch abgeschlossen ist, siehe die Beispiele weiter unten. Wir erwéhnen
zunéchst einige elementare Eigenschaften.

Proposition 11.10. Se: V' C Ay eine affin-algebraische Menge und sei R =
K[Xy,...,X,]/1d (V) der zugehdorige Koordinatenring. Dann gelten folgende
Aussagen.

(1) R ist reduziert.

(2) V =0 genau dann, wenn R der Nullring ist.

(3) V st irreduzibel genau dann, wenn R ein Integrititsbereich ist.

(4) V' besteht aus einem einzigen Punkt genau dann, wenn R = K ist.

(5) Ist K algebraisch abgeschlossen, und V- = V(a), so ist R = K|[Xj,
ooy Xp)/rad (a).

3
4
5

Beweis. Es sei I =1d (V') das Verschwindungsideal zu V.
(1). Dies folgt aus Lemma 3.14 und Aufgabe 3.6.
(2). V =0 ist dquivalent zu 1 € I, und das ist dquivalent zu R = 0.

(3). Dies folgt aus Lemma 4.3 und Lemma (siehe die Ubersicht zur Restklas-
senbildung).

(4). Sei V. ={P}, P =(ay,...,a,). Dannist I = (X; —ay,...,X,, —a,) und
der Koordinatenring ist

K[Xl,...,Xn]/(Xl—al,...,Xn—an)%K,

Umgekehrt, wenn der Koordinatenring K ist, so muss der zugehorige Rest-
klassenhomomorphismus ein Einsetzungshomomorphismus X; — a; sein,
und das Verschwindungsideal zu V' muss ein Punktideal sein, und es ist
P = (ay,...,a,) € V. Wenn es noch einen weiteren Punkt Q € V', Q # P,
gibt, so hat man einen Widerspruch, da nicht alle X; —a; in () verschwinden.

(5). Bei K algebraisch abgeschlossen ist Id (V') = rad (a) nach dem Hilbert-
schen Nullstellensatz. U

Satz 11.11. Sei K ein unendlicher Koérper. Dann ist das Verschwindungs-
ideal des affinen Raumes A%, das Nullideal und der zugehorige Koordinaten-
ring ist der Polynomring K[X, ..., X,].

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber die Anzahl der Va-
riablen. Bei n = 1 folgt die Aussage daraus, dass ein Polynom vom Grad d
maximal d Nullstellen besitzt. Zum Induktionsschritt sei F' € K[X7, ..., X,]
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ein Polynom, das an allen Punkten von A% = K™ verschwindet. Wir schrei-
ben F' als

F=P X'+ P X+ .. . +PXo+ Py

mit Polynomen Py, ..., Py € KI[Xi,...,X,_1]. Wir miissen zeigen, dass
F = 0 ist, was dquivalent zu P, = 0 ist fur allei = 0, ..., d. Sei also (ohne Ein-
schrankung) angenommen, dass P; nicht das Nullpolynom ist. Nach Indukti-
onsvoraussetzung ist es dann auch nicht die Nullfunktion, d.h. es gibt einen
Punkt (aq,...,an,—1) mit Py(a,...,a,—1) # 0. Damit ist F'(ay,...,a,_1) ein
Polynom in der einen Variablen X,, vom Grad d und ist nach dem Fall einer
Variablen nicht die Nullfunktion. O

Beispiel 11.12. Satz 11.11 ist nicht richtig fiir endliche Korper. Fiir einen
endlichen Korper besteht ein affiner Raum nur aus endlich vielen Punkten
und es gibt viele Polynome, die auf all diesen Punkten verschwinden. Ty-
pische Beispiele werden gegeben durch die Polynome X! — X, wobei ¢ die
Anzahl der Kérperelemente bezeichne.

Beispiel 11.13. Sei R = R[X,Y]/(X? + Y?). Da Quadrate im Reellen nie
negativ sind, besteht die Nullstellenmenge des Polynoms X2 + Y? einzig aus
dem Nullpunkt, V(X? 4 Y?) = {(0,0)}. Das zugehérige Verschwindungside-
al ist das maximale Ideal (X,Y’), und der zugehorige Restklassenring (der
Koordinatenring) ist dann R[X,Y]/(X,Y) = R. Der Koordinatenring kann
also vom Restklassenring, mit dem man startet und dessen Ideal das Null-
stellengebilde definiert, sehr verschieden sein.

11. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 11.1. Skizziere die Graphen der Funktionen x und y auf V (zy).
Man mache sich klar, dass das Produkt zy die Nullfunktion ist.

Aufgabe 11.2. Betrachte die Hyperbel V(zy — 1) iiber dem Koérper K =
Z/(11). Bestimme das Inverse von 4z® im zugehorigen Koordinatenring.

Aufgabe 11.3. Sei R ein kommutativer Ring und sei f;, j € J, eine Fa-
milie von Elementen in R. Es sei angenommen, dass die f; zusammen das
Einheitsideal erzeugen. Zeige, dass es eine endliche Teilfamilie f;, j € Jy, € J
gibt, die ebenfalls das Einheitsideal erzeugt.
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Aufgabe 11.4. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und seien
a,b C K[Xy,...,X,] zwei Radikalideale. Zeige, dass die Nullstellengebil-
de V(a) und V(b) genau dann affin-linear dquivalent sind, wenn es eine
affin-lineare Variablentransformation gibt, die die beiden Ideale ineinander
iiberfiihrt.

Aufgabe 11.5. Es sei K ein Korper und V,W C A} seien zwei affin-
algebraische Mengen. Es sei V' C W vorausgesetzt. Man definiere einen
K-Algebra-Homomorphismus zwischen den beiden Koordinatenringen R(V)
und R(W) und beschreibe dessen wichtigste Eigenschaften. Man gebe ein
Beispiel von zwei affin-algebraischen Mengen, die nicht ineinander enthalten
sind, von denen aber die Koordinatenringe isomorph sind.

Aufgabe 11.6. Es sei K ein Korper mit ¢ Elementen und sei V = V(a) C
A’ eine affin-algebraische Menge. Zeige, dass der Koordinatenring von V
nicht gleich Kxy,...,2,]/(x] —x1,..., 22 — x,) + a sein muss.

Aufgabe 11.7. Es sei K ein Korper der Charakteristik null. Wir betrachten
den Schnitt von einem Zylinder und einer Kugel, und zwar

C=V(X*+Y*-1)NV((X =32 +Y* 422 -7) CA%.

Zeige, dass man den Koordinatenring von C' als Restklassenring eines Poly-
nomrings in zwei Variablen schreiben kann.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 11.8. (4 Punkte)

Sei F' € C[Xq,...,X,] und sei U C AZ eine Teilmenge, die in der metrischen
Topologie offen und nicht leer sei. Es sei F'|p = 0 die Nullfunktion. Zeige,
dass dann F' das Nullpolynom ist.

Aufgabe 11.9. (3 Punkte)
Beweise Korollar 11.3 direkt aus Satz 10.10.
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Aufgabe 11.10. (7 Punkte)

Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, und R der Polynomring
in n Variablen iiber K. Wir wollen einen alternativen Beweis einsehen, dass
Id (V(J)) = rad (J) fiir jedes Ideal J in R ist, der auf Korollar 11.3 aufbaut.
Sei f € Id (V(J)). Betrachte den Ring R[T] und zeige, dass das Ideal

J =(J1-f-T)

trivial ist. Schliefle daraus, dass f im Radikal von J liegt.

Aufgabe 11.11. (3 Punkte)

Sei F' € K[Xj,...,X,] und betrachte die dadurch definierte polynomiale
Abbildung

o: AL — AT (1, x) = (T, T, B, T)),

die eine Bijektion des affinen Raumes mit dem Graph von ¢ definiert. Zu
ciner affin-algebraischen Menge V' (a) C A% betrachten wir das Bild V' =
©(V). Man zeige, dass V' ebenfalls affin-algebraisch ist und man gebe ein
beschreibendes Ideal an. Zeige, dass V' genau dann irreduzibel ist, wenn V"’
irreduzibel ist.

Aufgabe 11.12. (5 Punkte)

Wir betrachten die beiden algebraischen Kurven
V(z® +y* —2) und V(2 +2y* — 1)

tiber dem Korper Z/(7). Zeige, dass der Durchschnitt leer ist, und finde
einen Erweiterungskorper K D Z/(7), iiber dem der Durchschnitt nicht leer
ist. Berechne alle Punkte im Durchschnitt iiber K und iiber jedem anderen
Erweiterungskorper. Man beschreibe auch den Koordinatenring des Durch-
schnitts.

Aufgabe 11.13. (4 Punkte)

Sei K ein Korper und seien Pi,..., P, endlich viele Punkte in der affinen
Ebene A%. Es seien ay, ..., a, € K beliebig vorgegebene Werte. Zeige, dass
es ein Polynom F' € K[X,Y] gibt mit FI(P;) = q; fir allei =1,...,n.
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12. VORLESUNG - DAS K-SPEKTRUM

Alexander Grothendieck (1928-)

Wie héngen affin-algebraische Mengen und deren Koordinatenringe zusam-
men? Hier kann man nur fiir nicht-endliche Grundkérper gehaltvolle Antwor-
ten erwarten, da es im endlichen Fall zu wenige Punkte gibt. Eine befriedi-
gende Theorie erfordert sogar, dass man sich auf algebraisch abgeschlossene
Korper beschrinkt, oder aber - das ist der Standpunkt der von Alexander
Grothendieck entwickelten Schematheorie - nicht nur K-Punkte betrachtet,
sondern generell maximale Ideale und Primideale als Punkte mitberiicksich-
tigt.

Eine erste wichtige Frage ist folgende: eine K-Algebra R von endlichem Typ
besitzt mehrere, in aller Regel gleichberechtigte Darstellungen als Restklas-
senring einer Polynomalgebra, sagen wir

K[Xy,...,X,)/a = R = K[X1,...,X,]/b.

Dazu gehoren die beiden Nullstellengebilde V(a) C A% und V(b) C A7. Wie
héngen diese beiden Nullstellengebilde zusammen?

Beispiel 12.1. Wir betrachten den Polynomring in einer Variablen R =
K|T). Thm entspricht zunéchst die affine Gerade A.. Man kann R aber auch
auf ganz verschiedene Arten als Restklassenring einer Polynomalgebra in
mehreren Variablen erhalten. Sei beispielsweise a € K, a # 0, und betrachte
den Restklassenring K[X,Y]/(aY + bX). Dieser Ring ist (als K-Algebra)
isomorph zu R, wie die Abbildung

K[X,Y]/(aY +bX) — K[T], X — T, Y — by
a

zeigt. Das zugehorige Nullstellengebilde V (aX + bY) ist einfach die Gerade
in der affinen Ebene, die durch die Gleichung Y = —gX beschrieben wird.
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Eine weitere Moglichkeit, den Polynomring in einer Variablen als Restklas-
senring darzustellen, ist durch K[X,Y]/(Y —P(X)) gegeben, wobei P(X) ein
beliebiges Polynom in der einen Variablen X ist. Der Ringhomomorphismus

K[X,Y]/(Y — P(X)) — K[T], X — T, Y +— P(T),

zeigt, dass ein Isomorphismus vorliegt. Das zugehorige Nullstellengebilde ist
einfach der Graph des Polynoms P(X).

linaire functie, cartesiaans assenstelsel

Der Punkt an diesem Beispiel ist, dass alle drei geometrischen Objekte die
Nullstellenmengen zu verschiedenen Restklassendarstellungen von K [T sind.
Vom Standpunkt der algebraischen Geometrie sind das drei gleichberechtigte
Darstellungen der affinen Geraden, auch wenn sie unterschiedlich ,,aussehen*.
In der algebraischen Geometrie muss man so hinschauen, dass sie gleich aus-
sehen. Was man sieht sind nur verschiedene Einbettungen des ,eigentlichen
und wahren“ geometrischen Objektes, das zu einer K-Algebra intrinsisch
gehort, namlich das K-Spektrum.

Definition 12.2. Zu einer kommutativen K-Algebra R von endlichem Typ
bezeichnet man die Menge der K-Algebra-Homomorphismen

Homg (R, K)
als das K-Spektrum von R. Es wird mit K — Spek (R) bezeichnet.

Die Elemente in einem K-Spektrum K — Spek(R) betrachten wir als Punkte
und bezeichnen sie iiblicherweise mit P, obwohl es definitionsgemaf Abbil-
dungen sind, ndmlich K-Algebra-Homomorphismen von R nach K. Fiir ein
Ringelement f € R schreiben wir dann auch einfach f(P) (statt P(f)) fiir
den Wert von f unter dem mit P bezeichneten Ringhomomorphismus (es ist
nicht uniiblich, einen Punkt als eine Auswertung von Funktionen anzusehen,
die in einer gewissen Umgebung des Punktes definiert sind).

Das K-Spektrum wird wieder mit einer Zariski- Topologie versehen, wobei zu
einem Ideal a C R (oder zu einer beliebigen Teilmenge aus R) die Teilmenge

V(a) ={P € K — Spek(R) : f(P) =0 fir alle f € a}

als abgeschlossen erklédrt wird. In der Tat wird dadurch eine Topologie defi-
niert, siche Aufgabe 12.4.



103

Lemma 12.3. Sei K ein Korper und sei K[Xy,...,X,] der Polynom-
ring in n Variablen. Dann stehen die K-Algebra-Homomorphismen von
K[Xy,...,X,] nach K in natirlicher Weise in Bijektion mit den Punkten
aus dem affinen Raum A% = K", und zwar entspricht dem Punkt (aq, ..., a,)
der Einsetzungshomomorphismus X; — a;. Mit anderen Worten,

K — Spek(K[Xy,...,X,]) = Al

Beweis. Ein K-Algebra-Homomorphismus ist stets durch ein K-Algebra Er-
zeugendensystem festgelegt. D.h. die Werte an den Variablen X; legen einen
K-Algebra-Homomorphismus von K[X7,..., X,] nach K fest. Ein solcher
Einsetzungshomomorphismus ist durch X; — a; definiert. Zugleich ist hier
jede Vorgabe von Werten (ay,...,a,) erlaubt. O

Beispiel 12.4. Das K-Spektrum zur K-Algebra K besteht einfach aus ei-
nem Punkt, und zwar ist die Identitdit K — K der einzige K-Algebra-
Homomorphismus von K nach K. Es gibt im Allgemeinen weitere Korperau-
tomorphismen auf K, doch diese sind keine K-Algebra-Homomorphismen.

Entscheidend ist nun der folgende Satz, der eine bijektive Beziehung zwischen
dem K-Spektrum von R und dem Nullstellengebilde stiftet, das von einer
Restklassendarstellung von R herriihrt.

Satz 12.5. Sei K ein Korper und sei R eine endlich erzeugte kommutative
K-Algebra mit K-Spektrum K — Spek(R). Es sei R = K[X;,...,X,]/a eine
Restklassendarstellung von R mit dem zugehdrigen Restklassenhomomorphis-
mus
e K[Xy,..., X, ] — R
und dem Nullstellengebilde V (a) C A%. Dann stiftet die Abbildung
K — Spek(R) — A%, P—— Poy,

eine Bijektion zwischen K — Spek(R) und V(a), die beziglich der Zariski-
Topologie ein Homdomorphismus ist.

Beweis. Zunéchst ist die angegebene Abbildung wohldefiniert, da die Hinter-
einanderschaltung

Poy: K[Xy, ..., X,] -5 K[Xy,.... X, /a2 R K

einen K-Algebra-Homomorphismus vom Polynomring nach K definiert, der
nach Lemma 12.3 der Einsetzungshomomorphismus zu (ay,...,a,) ist und
mit dem entsprechenden Punkt des affinen Raumes identifiziert werden kann
(und zwar ist a; = P(p(X)))).

Da der Homomorphismus P o ¢ durch R faktorisiert, wird das Ideal a auf
0 abgebildet. D.h. der Bildpunkt P o ¢ = (a4,...,a,) liegt in V(a), und es
liegt eine Abbildung

K —Spek(R) — V(a) CA%L, P— Poy,
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vor, die wir als bijektiv nachweisen miissen.

Seien dazu Py, Py € K — Spek(R) zwei verschiedene Punkte. Es liegen also
zwei verschiedene K-Algebra-Homomorphismen vor, und da ein K-Algebra-
Homomorphismus auf einem K-Algebra-Erzeugendensystem festgelegt ist,
miissen sich die beiden auf mindestens einer Variablen unterscheiden. Dann
ist aber auch der Wert der zugehorigen Koordinate verschieden, d.h. Pyoy #
P, o ¢, und die Abbildung ist injektiv.

Zur Surjektivitét sei ein Punkt (ay, ..., a,) € V(a) vorgegeben. Der zugehori-
ge K-Algebra-Homomorphismus

K[Xla"'aXn]—>K7 Xi'—>ai7

annulliert daher jedes F' € a, sodass dieser Ringhomomorphismus durch
K[X1,...,X,]/a faktorisiert. Dieser Ringhomomorphismus ist das gesuch-
te Urbild aus K — Spek(R).

Zur Topologie muss man einfach nur beachten, dass fiir G € R und ein
Urbild G € K[Xj, ..., X,] und einen Punkt P € K —Spek(R) mit Bildpunkt
P=PoyeV(a) gilt:

G(P) = P(G) = P(p(G)) = (Poy)(G) = G(P),

sodass auch die Nullstellen iibereinstimmen. O

Dieser Satz besagt also, dass man jedes K-Spektrum einer endlich erzeugten
K-Algebra R mit einer Zariski-abgeschlossenen Menge eines A identifizieren
kann. Man spricht von einer abgeschlossenen FEinbettung.

Korollar 12.6. Sei K ein Korper und R eine endlich erzeugte kommutative
K -Algebra mit zwei Restklassendarstellungen

R~ K[Xy,...,X,]/a und R~ K[X,,..., X,]/b

mit zugehorigen Nullstellengebilden V(a) C A% und V(b) C AR, Dann sind
die beiden Nullstellengebilde V(a) und V(b) mit ihrer induzierten Zariski-
Topologie homdomorph zueinander.

Beweis. Nach Satz 12.5 sind beide Nullstellengebilde homéomorph zu K —
Spek(R), sodass sie auch untereinander homéomorph sein miissen. U

Das K-Spektrum als Funktor

Satz 12.7. Sei K ein Korper und seien R und S zwei kommutative K-
Algebren von endlichem Typ. Fs seip: R — S ein K-Algebra-Homomorphis-
mus. Dann induziert dies eine Abbildung

"+ K — Spek(S) — K — Spek(R), P— Pogp.
Diese Abbildung ist stetig beziiglich der Zariski-Topologie.
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Beweis. Die Existenz der Abbildung ist klar, dem K-Algebra-Homomorphis-
mus

P:S—K
wird einfach die Hintereinanderschaltung
RS 5K

zugeordnet. Das Urbild der offenen Menge D(f) C K — Spek(R) ist dabei

(©")"(D(f)) = {P€K—Spek(S): ¢*(P) € D(f)}
= {Pe€ K —Spek(S): Poype D(f)}
= {P € K —5pek(5): (Poyp)(f) # 0}
— {Pc K —Spek(S): P(e())) £ 0)
= D(p(f)):
Daher sind generell Urbilder von offenen Mengen wieder offen und die Ab-
bildung ist stetig. O

Die in Satz 12.7 eingefiihrte Abbildung ¢* nennt man die Spektrumsabbildung
Zu .

Proposition 12.8. FEs sei K ein Kdorper und zu einem K -Algebra-Homomor-
phismus ¢ : R — S zwischen K-Algebren von endlichem Typ sei ¢* die
zugehorige Spektrumsabbildung. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Zu einem K-Algebra-Homomorphismus P: R — K ist die induzierte
Spektrumsabbildung P* einfach die Abbildung, die dem einzigen Punkt
{id} = K — Spek (K') den Punkt P € K — Spek (R) zuordnet.

(2) Der durch ein Element F' € R definierte Einsetzungshomomorphis-
mus

¢:K[T] — R, T — F,
induziert die Spektrumsabbildung
¢*: K —Spek (R) — K — Spek (K[T]) = Aj,, P — F(P).

(3) Zu einer surjektiven Abbildung ¢ : R — S wvon K-Algebren von
endlichem Typ ist die zugehdrige Spektrumsabbildung

¢" : K — Spek (S) — K — Spek (R)

eine abgeschlossene Einbettung, und zwar ist das Bild gleich V (ker

().
(4) Die zu einer surjektiven Abbildung K[Xi,...,X,| — S gehorende

Spektrumsabbildung
©" : K —Spek (S) — K — Spek (K [X;,...,X,]) 2 AL

stimmt mit der in Satz 12.5 definierten Abbildung tiberein.
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Beweis. (1) Dies folgt aus idoP = P.
(2) Unter der hintereinandergeschalteten Abbildung

KT % R K

wird 7" auf P(F') = F(P) geschickt.

(3) beruht auf dhnlichen Betrachtungen, wie sie im Beweis zu Satz 12.5 durch-
gefiihrt wurden. Das zeigt auch (4). O

Weitere Eigenschaften des K-Spektrums

Lemma 12.9. Sei K ein Korper und R eine endlich erzeugte kommutative
K-Algebra. Dann ist

K — Spek (R[X]) & K — Spek (R) x A .

Beweis. Ein K-Algebra-Homomorphismus R[T] — K induziert einen K-
Algebra-Homomorphismus R — K, und zugleich wird 7" auf ein bestimmtes
Element a € K abgebildet. Diese Daten definieren aber auch einen eindeutig
bestimmten K-Algebra-Homomorphismus R[T| — K. O

Achtung: Die vorstehende Aussage liefert nur eine natiirliche Bijektion auf
der Punktebene. Wiirde man die Produktmenge rechts mit der Produkttopo-
logie versehen, so wiirde hier keine Homdomorphie mit der Zariski-Topologie
links vorliegen. Insbesondere ist A% = Al x Al aber die Zariski-Topologie
der affinen Ebene ist nicht die Produkt-Topologie der affinen Geraden mit
sich selbst.

Bemerkung 12.10. Sind X = K —Spek (R) und Y = K —Spek(.S), so lasst
sich die Produktmenge ebenfalls als K-Spektrum einer K-Algebra darstellen,
und zwar ist

X xY 2K —Spek(Rok S),

wobei ® das Tensorprodukt bezeichnet. Wir werden darauf nicht im Ein-
zelnen eingehen. Um aber doch ein Gefiihl dafiir zu geben betrachten wir
R=K[Xy,...,X,]/aund S = K[Y,...,Y,,]/b. Dann ist

R®x S K[Xy,...,X,,Y1,...,Y,,]/(a+b)

(bei dieser ad hoc Definition ist nicht klar, dass sie unabhéngig von den
Darstellungen als Restklassenring ist).
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12. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 12.1. Man beschreibe zu einer kommutativen K-Algebra R von
endlichem Typ die Spektrumsabbildung, die zum Strukturhomomorphismus
der Algebra gehort.

Aufgabe 12.2. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und R eine
kommutative K-Algebra von endlichem Typ. Zeige, dass die Punkte aus K—
Spek (R) den maximalen Idealen in R entsprechen.

Aufgabe 12.3. Sei R eine kommutative K-Algebra von endlichem Typ.
Zeige, dass fiir jedes Ideal a C R in K — Spek (R) die Gleichheit

V(a) = V(rad (a))
gilt.

Aufgabe 12.4. Zeige, dass die Zariski-Topologie auf dem K-Spektrum einer
endlich erzeugten kommutativen K-Algebra R wirklich eine Topologie ist.

Aufgabe 12.5. Seien R, S, T drei kommutative K-Algebren von endlichem
Typ und ¢ : R — S und ¢ : S — T seien K-Algebra-Homomorphismen.
Man zeige, dass fiir die zugehorigen Spektrumsabbildungen

(Wow) =(¢")o ()

gilt. Ferner zeige man, dass zur Identitdt id: R — R auch id" die Identitét
ist.

Aufgabe 12.6. Man gebe ein Beispiel von zwei kommutativen K-Algebren
R, S von endlichem Typ und einer stetigen Abbildung zwischen den zugehori-
gen K-Spektren, die nicht von einem K-Algebra-Homomorphismus herriihren
kann.

Aufgabe 12.7. Sei K ein Korper und R eine kommutative K-Algebra von
endlichem Typ, und sei F' € R. Es sei

©* : K — Spek (R) — AL

die zum Einsetzungshomomorphismus gehorende Spektrumsabildung. Zeige,
dass

1st.
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Aufgabe 12.8. Sei K ein Korper und sei R eine kommutative K-Algebra
von endlichem Typ mit der Reduktion S = R,..q. Zeige, dass es eine natiirliche
Homo6omorphie

K — Spek (R) = K — Spek (9)
gibt.

Aufgabe 12.9.*

Sei K ein Kérper und R = K[ X, ..., X,]/a eine endlich erzeugte K-Algebra.
Stifte eine Bijektion zwischen

K —Spek (R) und V(a) C AL .

Aufgabe 12.10.*

Sei K ein Korper, R eine endlich erzeugte K-Algebra, sei a C R ein Ideal
und sei X = K—Spek (R). In welcher Beziehung stehen die beiden Aussagen

V(a) = 0 und a ist das Einheitsideal
und die beiden Aussagen
V(a) = X und a ist nilpotent

zueinander. Zeige, dass die Antwort davon abhéngt, ob K algebraisch abge-
schlossen ist oder nicht.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 12.11. (3 Punkte)

Sei K ein unendlicher Kérper und R eine kommutative K-Algebra von end-
lichem Typ, und sei F' € R. Es sei

©* : K — Spek (R) — A
die zum Einsetzungshomomorphismus gehorende Spektrumsabildung. Zeige,

dass F' konstant ist genau dann, wenn ¢* konstant ist.

Man mache sich dabei auch die unterschiedlichen Bedeutungen von , kon-
stant“ klar.

Aufgabe 12.12. (4 Punkte)

Man gebe ein Beispiel von zwei integren K-Algebren von endlichem Typ
R und S und einem K-Algebra-Homomorphismus ¢ : R — S, der kein
Ringisomorphismus ist, wo aber die induzierte Spektrumsabbildung ¢* : K —
Spek (S) — K — Spek (R) ein Homéomorphismus ist.
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Aufgabe 12.13. (4 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und seien R und S integre
K-Algebren von endlichem Typ. Es sei ¢p: R — S ein endlicher injektiver K-
Algebra-Homomorphismus. Zeige, dass dann ¢*: K—Spek (S) — K—Spek (R)
surjektiv ist.

Aufgabe 12.14. (6 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Koérper der Charakteristik null. Es sei
eine polynomiale Abbildung der Form

@A — A% t— (£,0(1),

gegeben (mit ¥ (t) € K|[t]) Zeige, dass ¢ genau dann injektiv ist, wenn ¢ die
Form hat

W(t) = at™ + 0(t)
mit a # 0, n ungerade und 6(¢) ein Polynom, in dem nur geradzahlige Expo-
nenten auftreten.

13. VORLESUNG - OFFENE MENGEN

Die offenen Mengen D(f)

Wir wollen zeigen, dass die Zariski-offenen Teilmengen D(f) C K — Spek (R)
selbst homomorph zum K-Spektrum einer endlich erzeugten K-Algebra
sind. Dazu benétigen wird den Begriff des multiplikativen Systems und der
Nenneraufnahme.

Definition 13.1. Sei R ein kommutativer Ring. Eine Teilmenge S C R heifit
multiplikatives System, wenn die beiden Eigenschaften

(I)1€S
(2) Wenn f,g € S, dann ist auch fg € S

gelten.

Beispiel 13.2. Sei R ein kommutativer Ring und f € R ein Element. Dann
bilden die Potenzen f™, n € N, ein multiplikatives System.

Definition 13.3. Sei R ein Integritatsbereich und sei S C R ein multiplika-
tives System, 0 ¢ S. Dann nennt man den Unterring

Rszz{ngeR,geS}gQ(R)

die Nenneraufnahme zu S.
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Fiir die Nenneraufnahme an einem Element f schreibt man einfach R; statt
Rypnneny. Fiir den Begriff der Nenneraufnahme fiir beliebige kommutative
Ringe, sieche Aufgabe 13.2.

Satz 13.4. Sei K ein Korper und sei R eine endlich erzeugte K-Algebra, f €
R. Dann ist die Zariski-offene Menge D(f) C K — Spek (R) in natirlicher
Weise homoomorph zu K — Spek (Ry).

Beweis. Wir betrachten die zum K-Algebra-Homomorphismus ¢: R — Ry
gehorende natiirliche Abbildung

" K—Spek (Ry) — K —Spek (R), P+—— Po,

die nach Satz 12.7 stetig ist. Es ist f(P o) = P(p(f)) # 0, da ja f in
Ry eine Einheit wird. Daher liegt das Bild von ¢* in D(f). Sei Q € D(f)
irgendein Punkt, d.h. @ ist ein K-Algebra-Homomorphismus @): R — K
mit Q(f) # 0. Dann ist Q(f) eine Einheit und daher lasst sich dieser Homo-
morphismus nach der universellen Eigenschaft der Nenneraufnahme (siehe
Aufgabe 13.3) zu einem Homomorphismus von Ry nach K fortsetzen. Dieser
Homomorphismus ist das gesuchte Urbild und daher ist ¢* surjektiv. Zur
Injektivitiat seien zwei K-Algebra-Homomorphismen

P17 PQI Rf — K
gegeben, deren Verkniipfungen mit
R — Rf

iibereinstimmen. Wegen

P (5:) = Al = OB
und ebenso fiir P, ist dann aber P, = P,. Zur Homdomorphie ist lediglich
zu beachten, dass die Zariski-offenen Mengen von K —Spek (Ry) iiberdeckt
werden von D(g), g € Ry. Dabei kann man g € R annehmen, da f eine
Einheit in Ry ist. Dann ist aber dieses D(g) gleich (¢*) ™' (D(gf)), wo letzteres
D(gf) die offene Menge in K —Spek (R) bezeichnet. O

Bemerkung 13.5. Satz 13.4 besagt insbesondere, dass eine offene Menge
D(f) € K — Spek (R) selbst das K-Spektrum einer endlich erzeugten K-
Algebra ist (ndmlich von Ry, das iiber R von 1/f erzeugt wird), und sich
daher auch als Zariski-abgeschlossene Menge eines affinen Raumes realisieren
lassen muss. Aus Ry = R[T]/(Tf — 1) (siehe Aufgabe 13.4) erhélt man eine
solche Realisierung. Sei R = K[Xj,...,X,]/a. Dann liefert der surjektive
Ringhomomorphismus

K[X1, .. Xn, T] — (K[X1,. .., X,]/a)[T]
— (K[Xy, ..., Xo]/a)[T))/(Tf — 1) = Ry
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eine abgeschlossene Einbettung von D(f) in A, Ist ¢ die Gesamtinklusion
D(f) € K —Spek (R) C Ak,

so kann man die abgeschlossene Einbettung auch als

wx%: D(f) — A% x Aj

auffassen, wobei hier wieder das Produkt von Varietéiten auftritt.

Beispiel 13.6. Betrachten wir in Anschluss an Bemerkung 13.5 die offene
Menge

D(X)={PeAi|P+#0} CAj.

Diese offene Menge nennt man die punktierte affine Gerade. Auf dieser of-
fenen Menge ist X invertierbar, d.h. die rationale Funktion + ist darauf
definiert. Diese Abbildung liefert zusammen mit der gegebenen (offenen) In-
klusion D(X) C A}, die abgeschlossene Inklusion

|

—~

D(X) — V(XY —1) C A, 7 —> (x 1) |
xr

dessen Bild eine (in der affinen Ebene abgeschlossene) Hyperbel ist. Die
punktierte affine Gerade und die Hyperbel sind also homéomorph (und die
zugehorigen Ringe, ndmlich K[X|x = K[X, X '] und K[X,Y]/(XY — 1),
sind isomorph).

Zusammenhang und idempotente Elemente

Wir interessieren uns dafiir, wie es sich auf den Koordinatenring auswirkt,
wenn eine affin-algebraische Menge zusammenhéngend ist, und wie sich ge-
gebenenfalls die Zusammenhangskomponenten charakterisieren lassen. Wir
beginnen mit einem Beispiel, das zeigt, dass iiber einem nicht algebraisch
abgeschlossenen Korper keine iiberzeugende Theorie zu erwarten ist.
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Beispiel 13.7. Wir betrachten (wie in Beispiel 11.8) die beiden algebraischen
Kurven

Vi=V(X?2+Y?2—-2)und Vo = (X2 +2Y? — 1) C A%
Der Durchschnitt wird beschrieben durch das Ideal
(X2+Y?2 -2, X2 +2Y?—1) = (Y*+1,X* - 3).

Sei K = R. Dann ist V;, NV, = 0 leer.

Die affin-algebraische Menge V' = V; U V5 ist nicht zusammenhéngend (V)
und V5 sind die irreduziblen Komponenten und die Zusammenhangskompo-
nenten). Der Koordinatenring von V' ist

RIX,Y]/(X2+ Y% —2)(X?42Y% —1)).

Man koénnte erwarten, dass die Funktion auf V| die auf V; konstant gleich 1
und auf V5 konstant gleich 0 ist, sich im Koordinatenring wiederfindet. Dies
ist aber nicht der Fall, und zwar liegt das daran, dass {iber den komplexen
Zahlen Vi zusammenhéngend ist. Daher besitzt der komplexe Koordinaten-
ring nur die trivialen idempotenten Elemente, und das iibertragt sich auf den
reellen Koordinatenring.

Definition 13.8. Ein Element e eines kommutativen Ringes heifit ¢dempo-
tent, wenn e? = e gilt.

Die Elemente 0 und 1 sind idempotent.

Definition 13.9. Seien Ry, ..., R, kommutative Ringe. Dann heifit das Pro-
dukt

Rlx...an7

versehen mit komponentenweiser Addition und Multiplikation, der Produkt-
ring der R;, 1 =1,...,n.

In einem Produktring gibt es viele idempotente Elemente, ndmlich solche
Elemente, deren Komponenten alle null oder eins sind.

Definition 13.10. Ein kommutativer Ring R heifit zusammenhdngend, wenn
er genau zwei idempotente Elemente (nédmlich 0 # 1) enthélt.
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4

Ein zusammenhéingender topologischer Raum (rot) und ein nicht
zusammenhéingender Raum (griin).

Definition 13.11. Ein topologischer Raum X heiflt zusammenhdingend,
wenn es in X genau zwei Teilmengen gibt (ndmlich () und der Gesamtraum
X), die sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

Die leere Menge und der Gesamtraum sind stets zugleich offen und abge-
schlossen. Solche Mengen nennt man auch randlos oder clopen. Der leere
topologische Raum gilt nicht als zusammenhéngend, da es in ihm nur eine
zugleich offene und abgeschlossene Menge gibt.

Lemma 13.12. Sei K ein Korper und seien Ry und Ry endlich erzeugte
K-Algebren mit dem Produktring R = Ry X Ry. Dann gibt es eine natiirliche
Homdomorphie

K — Spek (R x Ry) = K — Spek (R;) W K — Spek (Rs) .

Dabei werden die Einbettungen von rechts nach links durch die Projektionen
R — R;, 1= 1,2, induziert.

Beweis. Die Projektion Ry X Ry — Ry ist ein K-Algebra-Homomorphismus
und liefert daher (nach Praposition 12.8 (3)) eine stetige Abbildung (und
zwar eine abgeschlossene Einbettung)

K — Spek (Ry) — K — Spek (R; X Ry).

Ebenso gibt es eine Abbildung auf K —Spek (R;). Diese zusammengenommen
definieren eine stetige Abbildung

K — Spek (Rl) WK — Spek (RQ) — K — Spek <R1 X RQ)

Sei P € K — Spek(R; X Ry), also P: Ry x Ry — K sei ein K-Algebra-
Homomorphismus. Seien e; = (1,0) und e; = (0, 1) die zur Produktzerlegung
gehorenden idempotenten Elemente. Wegen e; + es = 1 und ejey = 0 wird
genau eines dieser Elemente (sagen wir e;) unter P auf 0 abgebildet (das
andere auf 1). Dann wird aber R; x 0 auf 0 geschickt und P faktorisiert
durch eine Projektion. Das beweist die Surjektivitét.
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Zur Injektivitat seien P;, P, in der disjunkten Vereinigung gegeben, P; # Ps.
Wenn sie beide in einem der Teilstiicke liegen, so bleiben sie unter der Abbil-
dung verschieden, da auf den Teilstiicken eine abgeschlossene Einbettung vor-
liegt. Wenn sie auf verschiedenen Teilstiicken liegen, so faktorisieren sie durch
die zwei verschiedenen Projektionen und fiir den einen Punkt ist P;(e;) =0
und fiir den anderen Punkt Ps(e;) = 1. Sie sind also verschieden als Elemente
in K — Spek (R1 X R2>

Eine Homo6omorphie liegt vor, da sich die einzelnen abgeschlossenen Einbet-
tungen zu einer abgeschlossenen Abbildung zusammensetzen. U

Satz 13.13. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und sei R ei-
ne reduzierte kommutative K-Algebra von endlichem Typ. Dann stiftet die
Abbildung

e — D(e)

eine Bijektion zwischen den idempotenten Elementen in R und denjenigen
Teilmengen aus K —Spek (R), die sowohl offen also auch abgeschlossen sind.

Beweis. Zunichst ist D(e) = V(1 — e) offen und abgeschlossen. Dies folgt
aus

D(e)UD(1 —e) = D(1) = K — Spek (R)
und aus
D(e)ND(1—e) = D(e(l —e)) = D(e—¢€*) = D(0) = 0.

D.h. die Abbildung ist wohldefiniert. Seien ey, e5 zwei idempotente Elemente
mit U = D(e;) = D(eqz). Da ein idempotentes Element in einem Korper
nur die Werte 0 oder 1 annehmen kann, haben sowohl e; als auch e, auf U
den Wert 1 und aulerhalb den Wert 0. Damit haben e; und e, iiberall den
gleichen Wert und sind nach dem Identitdtssatz fiir Polynome iiberhaupt
gleich. Dies beweist die Injektivitédt. Sei nun U = D(a) sowohl offen als
auch abgeschlossen. D.h. es gibt ein weiteres Ideal b mit D(a) U D(b) =
K — Spek (R) und D(a) N D(b) = (). Nach Korollar 11.5 erzeugen a und b
zusammen das Einheitsideal. D.h. es gibt ¢ € a und b € b mit a +0 = 1.
Wegen D(a) N D(b) = D(ab) = () ist nach Aufgabe 13.1 das Element ab
nilpotent und wegen der Reduziertheit ist ab = 0. Also ist

a=a-1=ala+b) =a*+ab = a*

D(a) , D(b) € D(b) und D(a) U D(b) = K —

idempotent. Wegen D(a) C
= D(a). O

Spek (R) ist U = D(a)

Es folgt, dass iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper eine reduzierte
K-Algebra R von endlichem Typ genau dann zusammenhéngend ist, wenn
das zugehorige K —Spek (R) zusammenhéngend ist.
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13. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 13.1. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei R eine
reduzierte K-Algebra von endlichem Typ. Beweise den Identitdtssatz in der
folgenden Gestalt: Wenn fiir f,g € R gilt, dass f(P) = g(P) ist fiir alle
P € K—Spek (R), so ist f = g.

Aufgabe 13.2. Sei R ein kommutativer Ring und S C R ein multiplikatives
System. Man definiert die Nenneraufnahme

Rs

schrittweise wie folgt. Es sei zunéchst M die Menge der formalen Briiche mit
Nenner in S, also

M:{fweR,ses}.
s
Zeige, dass durch

roor . . . , ,
— ~ — genau dann, wenn es ein ¢ € S gibt mit irs’ = ir's
s s

eine _Aquivalenzrelation auf M definiert ist. Wir bezeichnen mit Rg die Menge
der Aquivalenzklassen. Definiere auf Rg eine Ringstruktur und definiere einen
Ringhomomorphismus R — Rg.

In den folgenden Aufgaben diirfen Sie, wenn Sie wollen, bei Nenneraufnah-
men annehmen, dass Integritétsbereiche vorliegen.

Aufgabe 13.3. Seien R und A kommutative Ringe und sei S C R ein
multiplikatives System. Es sei ¢ : R — A ein Ringhomomorphismus derart,
dass ¢(s) eine Einheit in A ist fiir alle s € S. Zeige: Dann gibt es einen
eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus

@ : RS — A,
der ¢ fortsetzt.

Aufgabe 13.4. Sei R ein kommutativer Ring und sei f € R mit zugehoriger
Nenneraufnahme Ry. Beweise die R-Algebra-Isomorphie

Ry = RIT)/(Tf - 1).
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Aufgabe 13.5.*

Sei K ein Korper, R = K[X,Y] der Polynomring in zwei Variablen, S C R
ein multiplikatives System und F' € R ein Polynom. Zeige, dass es eine
eindeutige R-Algebra-Isomorphie

(R/(F))s = (Rs)/(F)
gibt.

Aufgabe 13.6. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und seien R
und S kommutative K-Algebren von endlichem Typ. Es sei f € R und
v : R — S sei ein K-Algebra-Homomorphismus. Zeige, dass die Spek-
trumsabbildung ¢* genau dann durch D(f) faktorisiert, wenn ¢(f) eine Ein-
heit in S ist.

Aufgabe 13.7.*

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und R eine integre endlich
erzeugte K-Algebra. Es seien f,g € R. Zeige, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind.

(1) D(f) € D(yg)
(2) Es gibt einen R-Algebra-Homomorphismus R, — Ry.

Zeige ferner, dass diese Aquivalenz fiir K = R nicht gilt.

Die folgende Aufgabe verwendet den Begriff des saturierten multiplikativen
Systems.

Ein multiplikatives System S in einem kommutativen Ring R heif3t saturiert,
wenn folgendes gilt: Ist g € R und gibt es ein f € S, das von g geteilt wird,
so ist auch g € S.

Aufgabe 13.8. Seien A, B kommutative Ringe und sei ¢ : A — B ein
Ringhomomorphismus . Zeige, dass das Urbild ¢ ~!(B*) der Einheitengruppe
ein saturiertes multiplikatives System in A ist.

Aufgabe 13.9. Sei R ein kommutativer Ring. Zeige, dass die Menge der
Nichtnullteiler in R ein saturiertes multiplikatives System bilden.

Aufgabe 13.10.*

Man gebe ein Beispiel einer integren, endlich erzeugten C-Algebra R und
eines multiplikativen Systems S C R, 0 € S, an derart, dass die Nennerauf-
nahme Rg kein Korper ist, aber jedes maximale Ideal aus R zum Einheitsideal
in Rg wird.
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Aufgabe 13.11. Zeige, dass ein Integritétsbereich ein zusammenhéngender
Ring ist.

Aufgabe 13.12. Sei R ein kommutativer Ring und sei f € R. Es sei f
sowohl nilpotent als auch idempotent. Zeige, dass f = 0 ist.

Aufgabe 13.13. Sei R ein kommutativer Ring und sei e € R ein idempo-
tentes Element. Zeige, dass es eine natiirliche Isomorphie

R. = R/(l - 6)
gibt.

(Dies zeigt erneut, dass D(e) offen und abgeschlossen ist).

Aufgabe 13.14. Seien R und S kommutative Ringe und sei R x S der
Produktring R x S. Zeige, dass die Teilmenge R x 0 ein Hauptideal ist.

Aufgabe 13.15. Sei X ein topologischer Raum, der nicht leer und nicht
zusammenhéngend sei. Zeige, dass es dann eine stetige Abbildung f : X — R,
f#0,1, (R sei mit der metrischen Topologie versehen) gibt, die idempotent
im Ring der stetigen Funktionen auf X ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 13.16. (4 Punkte)

Betrachte zwei parallele Geraden V' und das Achsenkreuz W. Beschreibe
eine moglichst natiirliche surjektive Abbildung zwischen V und W (in welche
Richtung?), und zwar sowohl geometrisch als auch algebraisch. Gibt es auch
eine surjektive polynomiale Abbildung in die andere Richtung?

Aufgabe 13.17. (6 Punkte)

Betrachte die durch Y? = X3+ X? gegebene Kurve C' (siche Beispiel 6.3) und
die offene Menge U = D(X) C C. Finde eine abgeschlossene Realisierung
von U in A3 und zeige, dass es auch eine solche Realisierung in A% gibt.
Skizziere die Bildkurve unter der Abbildung

1

Ist U isomorph zu einer offenen Menge der affinen Geraden?
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Aufgabe 13.18. (3 Punkte)

Bestimme die nilpotenten und die idempotenten Elemente in Z/(175).

Aufgabe 13.19. (4 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und betrachte den Durchschnitt
der beiden algebraischen Kurven

V(X?+Y?—1)und V(Y — X?).
Identifiziere den Restklassenring
R=K[X,Y]/(X?*+Y?-1,Y — X?)

mit einem Produktring und beschreibe die Restklassenabbildung KX, Y] —
R mittels dieser Identifizierung. Bestimme Urbilder in KX, Y] fiir simtliche
idempotenten Elemente des Produktringes.

Aufgabe 13.20. (6 Punkte)

Es sei R ein kommutativer Ring. Beweise die Aquivalenz folgender Aussagen.

(1) R ist reduziert.
(2) Fiir jedes Primideal p ist R, reduziert.
(3) Fiir jedes maximale Ideal m ist Ry, reduziert.

Bemerkung: Man sagt daher, dass Reduziertheit eine lokale Eigenschaft ist.

Man gebe auch ein Beispiel fiir einen kommutativen Ring, der nicht integer
ist, dessen Lokalisierungen an Primidealen aber alle integer sind.

Aufgabe 13.21. (5 Punkte)

Sei R ein Hauptidealbereich mit Quotientenkorper Q = Q(R). Zeige, dass
jeder Zwischenring S, R C S C (), eine Nenneraufnahme ist.

14. VORLESUNG - ALGEBRAISCHE FUNKTIONEN

Algebraische Funktionen auf Varietiten

Was ist ein Morphismus zwischen zwei affin-algebraischen Mengen V' und
W? Wir betrachten zuerst die Situation, wo W = AL die affine Gerade
ist. Sei V' = V(a) C Al als abgeschlossene Teilmenge eines affinen Raumes
gegeben. Dann liefert jedes Polynom F' € K[Xj,...,X,] eine Abbildung
F: A% — A}, = K und damit auch eine Abbildung auf V. Das haben wir
schon bei der Definition des Koordinatenrings betrachtet. Ebenso liefert ein
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Element F' € R in einer endlich erzeugten K-Algebra R eine Funktion auf
K —Spek (R), ndmlich

K —Spek (R) — Ay, P+— F(P).
Dies ist auch die Spektrumsabbildung, die zu K[T] — R, T +— F, gehort.

Fiir die offenen Mengen D(F') = K —Spek (Rp) ist 1/F nach Satz 13.4 eine
wohldefinierte Funktion. Wir werden allgemein fiir eine Zariski-offene Menge
U C V erkldren, was eine algebraische Funktion auf U ist. Die folgende
Definition ist so strukturiert, dass die Bedingung ,algebraisch® eine lokale
Figenschaft ist.

Definition 14.1. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, R eine K-
Algebra von endlichem Typ und sei V = K —Spek (R) das K- Spektrum
von R. Sei P € V ein Punkt, U C V eine Zariski-offene Menge mit P € U
und es sei f : U — A}, = K eine Funktion. Dann heifit f algebraisch (oder
requldr oder polynomial) im Punkt P, wenn es Elemente G, H € R gibt mit
P e D(H) C U und mit

f@) = £

H(Q)

Die Funktion f heifit algebraisch (oder algebraisch auf U), wenn f in jedem
Punkt von U algebraisch ist.

fir alle @ € D(H).

Natiirlich definiert jedes Element f € R eine algebraische Funktion auf je-
der offenen Teilmenge des K-Spektrums. Es ist aber im Allgemeinen eher
schwierig, die algebraischen Funktionen iibersichtlich zu beschreiben.

Bemerkung 14.2. In der Definition ist die vorausgesetzte Stetigkeit iiber-
fliissig, da sie aus der lokalen algebraischen Bedingung folgt (siche Aufgabe
16.7).

Ebenso ist die Bedingung D(H) C U nicht wichtig. Wenn es eine Beschrei-
bung fir f mit f = G/H auf D(H) mit P € D(H) gibt, so betrachtet man ein
H'mit P € D(H'), D(H") C U. Dann kann man zu D(H)ND(H') = D(HH’)
tibergehen, und dort die Darstellung f = (GH')/(HH') betrachten.

Wenn es im Punkt P eine Bruchdarstellung fiir f als f = G/H gibt, so kann
man diese Darstellung fiir alle Punkte aus D(H) verwenden. D.h. f ist auf der
ganzen offenen Menge D(H) algebraisch. Insbesondere muss man nicht mit
unendlich vielen verschiedenen Darstellungen arbeiten, sondern man kann
sich auf die (endlich vielen) Darstellungen G;/H; zu einer Uberdeckung U =
U,e; D(H;) beschrénken.

Bei K = C ist eine algebraische Funktion auch stetig beziiglich der metri-
schen Topologie, und bei R = C[Xy, ..., X,,] ist sie holomorph.

Beispiel 14.3. Sei V = V(WX — ZY) C A% und sei U = D(X,Y) =
D(X)uD(Y) C V die durch X und Y definierte Zariski-offene Menge. Auf
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U ist die durch

=x=v

definierte Funktion algebraisch. Die beiden rationalen Darstellungen liefern
offenbar eine algebraische Funktion auf den beiden offenen Teilmengen D(X)
und D(Y"). Damit es eine Funktion auf U definiert muss sichergestellt werden,
dass die Briiche auf dem Durchschnitt, also auf D(X)ND(Y) = D(XY), die
gleichen Funktionswerte haben. Sei also @ = (w,x,y,2) € D(XY),Q € V.
D.h. z,y # 0 und wx = zy. Dann ist aber sofort

Lemma 14.4. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, R eine K- Al-
gebra von endlichem Typ und sei V = K—Spek (R) das K-Spektrum von R.
Es set U C 'V eine Zariski-offene Menge. Dann bildet die Menge der algebrai-
schen Funktionen auf U einen Unterring (und zwar eine K -Unteralgebra) des
Rings der Funktionen von U nach K (wobei die Operationen in K ausgefiihrt
werden).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die konstante Nullfunktion und die kon-
stante Einsfunktion auf U, das Negative einer algebraischen Funktion, und
die Summe und das Produkt von zwei algebraischen Funktionen auf U wie-
der algebraisch sind. Wir beschréanken uns auf die Summe der algebraischen
Funktionen f; und f5. Sei P € U ein Punkt. Nach Voraussetzung gibt es
Elemente G4, H1, G2, Hy € R mit

f(Q) = fgég; fiir alle Q € D(H,) CU,P € D(H,),
und
£(Q) 10— Q € D(H,) CU,P e D(H,).

T Hy(Q)

Sei H := HyH,. Dann ist P € D(H) = D(H,) N D(H,) C U. Fiir einen
beliebigen Punkt @ € D(H) ist dann

(fi+ f)Q) = f(Q)+ f(Q)
G1(Q) | Ga(

Hy(Q)  Hy(

(Q)H2(Q) + G2(Q)H1(Q)

Hi(Q)H>(Q)
(G1Hy + GoH1)(Q)

(H1H5)(Q) 7

was eine polynomiale Darstellung der Summenfunktion in der Zariski-offenen
Umgebung D(H) des Punktes P ergibt. O




121

Definition 14.5. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, R eine K-
Algebra von endlichem Typ und sei V' = K—Spek (R) das K- Spektrum von
R. Sei U C V eine Zariski-offene Menge. Dann bezeichnet man mit

I'(U,0) ={f:U — K| f ist algebraisch}

den Ring der algebraischen Funktionen auf U. Man bezeichnet ihn auch als
Strukturring zu U oder als Schnittring zu U.

Aufgrund von Lemma 14.4 handelt es sich in der Tat um einen Ring. Das
Symbol O (sprich ,,0“) bezeichnet die sogenannte Strukturgarbe.

Lemma 14.6. Se: K ein algebraisch abgeschlossener Korper, R eine K-
Algebra von endlichem Typ und sei V. = K —Spek (R) das K- Spektrum
von R. FEs seien Uy C Uy offene Teilmengen von V. Dann gibt es einen
natirlichen K-Algebra-Homomorphismus

F(UQ, O) — F(U1, (9) .

Beweis. Die Funktion f : Uy — K liefert sofort durch Einschrankung eine
auf U; definierte Funktion. Die lokal-algebraische Beschreibung, die fiir f an
jedem Punkt P € U, vorliegt, kann direkt auf der kleineren Teilmenge U,
interpretiert werden. U

Die im vorstehenden Lemma beschriebene Abbildung heifit Restriktionsab-
bildung oder Einschrdinkungsabbildung.

Lemma 14.7. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, R eine K-
Algebra von endlichem Typ und sei V = K —Spek (R) das K- Spektrum von
R. Es sei F € R und U C D(F) CV eine offene Menge. Dann ist es egal,
ob man I'(U, O) mit Bezug auf V' oder mit Bezug auf D(F) = K—Spek (Rp)
definiert.

Beweis. Natiirlich héingen die stetigen Funktionen auf U nur von U selbst
ab, nicht von einem umgebenden Raum. Wir miissen zeigen, dass die lokal-
algebraische Bedingung ebenfalls nur von U abhéngt. Sei P € U. Eine Be-
schreibung
G . .
b=7 auf D(H) mit P € D(H) und mit G,H € R

liefert sofort eine Beschreibung als Bruch auf D(H F'), da man ja H, G sofort
in R auffassen kann.

Es liege nun umgekehrt eine Bruchdarstellung

o= % auf D(ﬁ) mit P € D([:[) und mit G, H € Rp
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vor. Es sei G = G/F" und H = H/F*. Dann gilt fiir jeden Punkt Q € D(HF)
die Gleichheit
GQ) _ GQ/F(Q) _ GQF(Q)

AQ=F0) T HQFQ - HQFQ)

Dabei haben wir im letzten Schritt mit F" erweitert. In der letzten Darstel-
lung sind Zahler und Nenner aus R, und es ist HF"(P) # 0, also ist D(HF")
eine offene Umgebung von P. g

Lemma 14.8. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kirper, R eine K-
Algebra von endlichem Typ und sei V. = K —Spek (R) das K- Spektrum
von R. Es sei U C V eine Zariski-offene Menge, P € U ein Punkt und es
sei f: U — K eine algebraische Funktion, fiir die es die beiden rationalen
Darstellungen

G, p Go

g ",
gebe mit G1, Hy, Gy, Hy € R und mit P € D(Hy), D(Hy) C U. Dann gibt es
ein r € N mit

HIH;(GlHQ — Gng)T =0wmR.
Ist R reduziert, so gilt sogar HiHy(G1Hy — GoHy) = 0.

Beweis. Wir betrachten das Element F' = H;Hy(G1Hs — GoH;) auf V' und
behaupten, dass dies die Nullfunktion induziert. Sei @ € V. Bei H;(Q) =0
oder Hy(Q) = 01ist F'(Q) = 0, sei also H1(Q), Hy(Q) # 0 vorausgesetzt. Dann
ist Q@ € D(H,) N D(H3), und dort gelten die beiden rationalen Darstellungen
fiir f, ndmlich

GIQ) _ ) Gl

H(Q) H>(Q)
Daraus folgt G1(Q)H2(Q) = G2(Q)H1(Q) und somit ist die Differenz null.

Insgesamt ist also F' die Nullfunktion auf V und daher gibt es nach dem
Hilbertschen Nullstellensatz ein r mit F" = 0. U

Der Graph einer globalen Funktion auf Aﬁ(.
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Satz 14.9. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper, R eine reduzierte
K- Algebra von endlichem Typ und sei V = K —Spek (R) das K- Spektrum
von R. Dann 1ist

I'(V,0)=R.

Beweis. Ein Element F' € R liefert direkt eine algebraische Funktion auf
ganz V', was einen K-Algebra Homomorphismus

R—T(V,0)

ergibt. Wenn dabei F' an jedem Punkt die Nullfunktion induziert, so ist nach
Satz 11.1 und wegen der Reduziertheit auch F' = 0. D.h. die Abbildung ist
injektiv.

Sei nun f : V — K ein algebraische Funktion. Dann gibt es zu jedem Punkt

P €V zwei Elemente Gp, Hp € R mit P € D(Hp) und mit f = f]—i auf

D(Hp). Die D(Hp) bilden eine offene Uberdeckung von V und das bedeutet
nach Korollar 11.5, dass die Hp in R das Einheitsideal erzeugen. Dann gibt
es aber auch eine endliche Auswahl davon, die das Einheitsideal erzeugen,
sagen wir H; = Hp,, i = 1,...,m. Dann wiederum iiberdecken diese D(H;),
t=1,...,m, ganz V.

Auf den Durchschnitten D(H;H;) = D(H;)ND(H;) haben wir die Identitéten
Gi(@) _ G4(Q)

fQ) = Q) = H,(Q) fir alle Q € D(H;H;).

Daraus folgt nach Lemma 14.8 und der Reduziertheit, dass

in R gilt. Wir ersetzen H; durch HZ-2 und G; durch G, H;. Dann ist nach wie vor
G/ H; eine lokale Beschreibung fiir f, und die letzte Bedingung vereinfacht
sich zu Hsz = HJGZ

Da die H; das Einheitsideal erzeugen, gibt es Elemente A; € R mit



124

auf ganz V die Funktion f induziert. Dazu sei ) € V ein beliebiger Punkt,
und zwar sei ohne Einschrankung ¢) € D(H;). Dann ist

Q) = e
— G AQ)
&, Q@)
=LA
=3 AQIG(@)
~ FQ).

O

Korollar 14.10. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, R eine re-
duzierte K- Algebra von endlichem Typ und sei V = K —Spek (R) das K-
Spektrum von R. Es sei F' € R mit zugehdoriger offener Menge D(F) C V.
Dann st

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 14.7 und Satz 14.9. U

V(X2+Y2-22

Nicht jede auflerhalb der Gerade auf dem Kegel definierte Funktion lésst sich auf
den affinen Raum ohne die Gerade fortsetzen.

Beispiel 14.11. Wir betrachten den Standardkegel, der als abgeschlossene
Teilmenge

V=V(X?+Y?-Z% CA%.
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gegeben sei. Es sei U = D(X,Z —Y) C A} die offene Teilmenge mit dem
Schnitt VNU = D(X,Z —Y) (in V), der eine offene Menge in V' ist. Wir
behaupten, dass der zugehoérige Ringhomomorphismus

I'U,0) —T({UNV,0)

nicht surjektiv ist. Das liegt daran, dass links einfach der Polynomring in
drei Variablen steht (vergleiche Aufgabe 14.6). Dagegen ergibt sich aus der
Gleichung
X*=7"-Y’=(Z-Y)Z+Y),
dass es auf U NV die algebraische Funktion
X  Z+Y

Z-Y X
gibt, die nicht im Bild der Abbildung liegt, da es keine Funktion auf dem
ganzen Kegel ist.

14. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

In den folgenden Aufgaben werden Ultrafilter und minimale Primideale be-
sprochen. Wir geben die Definition.

Ein Primideal p in einem kommutativen Ring heifit minimales Primideal,
wenn es kein Primideal q mit q C p gibt.

Sei R ein kommutativer Ring. Ein multiplikatives System F' C R nennt man
einen Ultrafilter, wenn 0 ¢ F' ist und wenn F' maximal mit dieser Eigenschaft
ist.

Aufgabe 14.1. Sei R ein kommutativer Ring und sei F' C R ein multiplika-
tives System mit 0 ¢ F. Zeige, dass F' genau dann ein Ultrafilter ist, wenn
es zu jedem g € R, g ¢ F, ein f € F und eine natiirliche Zahl n gibt mit

fg" =0.

Aufgabe 14.2. Sei R ein kommutativer Ring und sei F' C R ein Ultrafilter.
Zeige, dass das Komplement von F' ein minimales Primideal in R ist.

Aufgabe 14.3. Sei R ein kommutativer Ring und sei S ein multiplikatives
System mit 0 & S. Zeige, dass S in einem Ultrafilter enthalten ist.

(Man benutze das Lemma von Zorn).

Aufgabe 14.4. Sei R ein kommutativer, reduzierter Ring. Zeige, dass jeder
Nullteiler in einem minimalen Primideal enthalten ist.
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Aufgabe 14.5. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und sei R ei-
ne kommutative K-Algebra von endlichem Typ. Zeige, dass die minimalen
Primideale von R den irreduziblen Komponenten von K —Spek (R) entspre-
chen.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 14.6. (4 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und betrachte die affine Ebene
A% Es sei P € A% ein Punkt und U = A% \ {P} das offene Komplement
davon. Zeige

T'(U,0) = K[X,Y].

(Dies besagt, dass eine aufierhalb eines Punktes definierte algebraische Funk-
tion sich in den Punkt fortsetzen liasst. In der komplexen Analysis nennt man
den entsprechenden Satz den Riemannschen Hebbarkeitssatz).

Aufgabe 14.7. (4 Punkte)

Es sei R ein kommutativer Ring und M;, i € N, seien R-Moduln mit fixierten
R-Modulhomomorphismen

©i: My — Miy,y.
Die Sequenz
—>Mi—>Mi+1 —>Mi+2 —>Mi+3—>---
heifit exakt, wenn fir alle ¢ gilt, dass Kern (p;) = Bild (p;_1) ist.
(1) Zeige, dass diese Definition im Falle einer kurzen exakten Sequenz
mit der Definition in der Vorlesung iibereinstimmt.
(2) Sei nun R = K ein Korper, die M; seien endlich erzeugt, My = 0 und

alle M; = 0 fiir ¢ > n fiir ein gewisses n. Zeige, dass

n

D (—1)'dimg M; =0.

1=0

Aufgabe 14.8. (6 Punkte)

Es sei K ein Korper und A eine endlichdimensionale, reduzierte K-Algebra.
Zeige, dass dann A ein endliches direktes Produkt von endlichen Kérperer-
weiterungen von K ist.

Hinweis: Man darf ohne Beweis benutzen, dass es in A nur endlich viele
Primideale gibt.
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Aufgabe 14.9. (5 Punkte)

Beschreibe die Menge M aller 2 x 3-Matritzen mit Rang < 1 iiber einem
Korper K als K-Spektrum einer geeigneten K-Algebra. Zeige, dass es eine
Isomorphie zwischen einer (nicht leeren) Zariski-offenen Teilmenge von M
und einer offenen Menge des A% gibt.

Aufgabe 14.10. (5 Punkte)
Betrachte das Ideal
a—= (U5 — V3 Ut —ws vy — W5) C K[U,V,W]

und das zugehérige Nullstellengebilde Z = V (a) C A3.. Zeige, dass W —U?V
zum Radikal von a gehort. Zeige damit, dass Z isomorph zu einer ebenen
algebraischen Kurve ist.

Man benutze, dass das Radikal der Durchschnitt der Primideale ist, die es
umfassen.

15. VORLESUNG - LOKALE RINGE

Affine und quasiaffine Varietiten

Definition 15.1. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und sei R
eine K- Algebra von endlichem Typ. Dann nennt man das K- Spektrum
V = K —Spek (R) von R, wobei alle Zariski-offenen Mengen U C V mit
dem Ring der algebraischen Funktionen I'(U, O) versehen seien, eine affine
Varietit.

Eine offene Teilmenge einer affinen Varietét, wobei ebenfalls alle offenen Men-
gen mit den Strukturringen versehen seien, nennt man eine quasiaffine Va-
rietdt. Eine quasiaffine Varietdt wird iiberdeckt durch endlich viele offene
Mengen der Form D(f), welche selbst affine Varietiaten sind. Manche Auto-
ren nennen nur irreduzible K-Spektren eine Varietédt. Satz 14.9 sichert, dass
man beim Ubergang von R zu V = K —Spek (R) nichts verliert, da man den
Ring R als T'(V, Q) zuriickgewinnen kann. Dies ist aus dem topologischen
Raum allein nicht moglich.

Lokale Ringe

Zu einem gegebenen Punkt P in einem K-Spektrum interessieren wir uns fiir
die Menge aller algebraischen Funktionen, die in P definiert sind und in einer
gewissen Umgebung von P eine rationale Darstellung besitzen. Dabei sind die
algebraischen Funktionen auf unterschiedlichen Umgebungen definiert, und
es gibt keine kleinste Umgebung, auf der alle in P definierten algebraischen
Funktionen definiert sind. Es liegt ein System von Ringen I'(U,O), P €
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U, vor, das wir geometrisch und algebraisch verstehen wollen. Es stellt sich
heraus, dass man diesem System einen sinnvollen Limes (,,direkter Limes*
oder ,, Kolimes“) zuordnen kann, und dass dieser mit der Lokalisierung R,
an dem zu P gehorenden maximalen Ideal m {ibereinstimmt. Wir fiithren
zunédchst die algebraischen Begriffe ein.

Definition 15.2. Ein kommutativer Ring R heifit lokal, wenn R genau ein
maximales Ideal besitzt.

Dazu ist dquivalent, dass das Komplement der Einheitengruppe von R ab-
geschlossen unter der Addition ist. Die einfachsten lokalen Ringe sind die
Korper. Zu jedem lokalen Ring R gehort der Restklassenkorper R/m, den
man den Restekorper von R nennt. Wir werden bald sehen, dass es zu jedem
Punkt in einem K-Spektrum einen zugehorigen lokalen Ring gibt, der das
,lokale Aussehen* der Varietdt in dem Punkt algebraisch beschreibt.

Definition 15.3. Sei R ein kommutativer Ring und sei p ein Primideal.
Dann nennt man die Nenneraufnahme an S = R\ p die Lokalisierung von R
an p. Man schreibt dafiir R,. Es ist also

Ry=1Lirer ggpl.
g

Der folgende Satz zeigt, dass diese Namensgebung Sinn macht.

Satz 15.4. Sei R ein kommutativer Ring und seip ein Primideal in R. Dann
ist die Lokalisierung R, ein lokaler Ring mit mazimalem Ideal

pR, = {glgézp,fep}.

Beweis. Die angegebene Menge ist in der Tat ein Ideal in der Lokalisierung
R, = {§| feER g¢ p}. Wir zeigen, dass das Komplement nur aus Einheiten

besteht, so dass es sich um ein maximales Ideal handeln muss. Sei also ¢ =
§ € R,, aber nicht in pR,. Dann sind f, g € p und somit gehort der inverse
Bruch % ebenfalls zur Lokalisierung. O

Quotientenkorper und Funktionenkorper

Wenn R ein Integritiatsbereich ist, so ist der Quotientenkorper eine Lokali-
sierung, und zwar am Primideal 0. Wir zeigen jetzt, dass fiir die zugehorige
irreduzible affine Varietat K—Spek (R) jede algebraische Funktion in natiirli-
cher Weise im Quotientenkorper liegt.

Lemma 15.5. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, R eine integ-
re K-Algebra von endlichem Typ, und sei U C K —Spek (R) eine offene
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nicht-leere Teilmenge. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten injektiven
R-Algebra Homomorphismus

U, 0) — Q(R).

Insbesondere ist jede auf einer nicht-leeren offenen Menge U C K —Spek (R)
definierte algebraische Funktion ein Element im Quotientenkorper Q(R).

Beweis. Sei P € U ein Punkt und die algebraische Funktion f sei in einer
Umgebung von P durch f = G/H gegeben, G,H € R, H # 0. Dann kann
man G/H sofort als Element im Quotientenkorper auffassen. Sei () € U ein
anderer Punkt mit einer Darstellung f = G'/H’. Nach Lemma 14.8 und da
ein Integritdtsbereich vorliegt ist GH' = G'H in R. Daher ist der Quotient
im Quotientenkorper wohldefiniert. Die Abbildung ist dann offensichtlich ein
Ringhomomorphismus und das Diagramm

R

LN
NU,0) — Q(R)

kommutiert. Die Abbildung ist auch durch die Eigenschaften eindeutig fest-
gelegt, da die algebraischen Funktionen, die Elementen aus R entsprechen,
auf die zugehorigen Elemente im Quotientenkorper gehen miissen. Damit
sind bereits die Bilder der Briiche festgelegt.

Die Injektivitét ergibt sich daraus, dass aus G/H = 0 im Quotientenkorper
sofort G = 0 folgt, und damit ist auch die zugehorige Funktion auf D(H) die
Nullfunktion. Wenn es eine weitere Darstellung G/H = G'/H’ gibt, so folgt
wiederum G’ = 0 und erneut ist das die Nullfunktion. 0

Aus der Eindeutigkeit folgt ebenfalls sofort, dass fiir zwei offene Mengen
U C U’ das Diagramm

T(U',0)

LN
L(U,0) — Q(R)

kommutiert, wobei links der Restriktionshomomorphismus steht. Wir werden
im integren Fall von nun an eine algebraische Funktion mit dem zugehdorigen
Element im Quotientenkorper identifizieren.

Topologische Filter und ihre Halme

Das Ergebnis des letzten Abschnitts besagt, dass man den Quotientenkérper
gewinnen kann als eine geordnete Vereinigung aller Schnittringe I'(U, O) iiber
alle nichtleeren offenen Mengen. Eine dhnliche Konstruktion kann man ge-
nerell fiir sinnvoll strukturierte Systeme von offenen Mengen durchfiihren.
Dazu benoétigen wir den Begriff des Filters.
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Definition 15.6. Sei X ein topologischer Raum. Ein System F' aus offenen
Teilmengen von X heifit Filter, wenn folgende Eigenschaften gelten (U, V
seien offen).

(1) X e F.
(2) Mit U € Fund U C V ist auch V' € F.
(3) Mit U € Fund V € Fistauch UNV € F.

L e,

Schematische Darstellung eines Umgebungsfilters

Definition 15.7. Sei X ein topologischer Raum und sei M C X eine Teil-
menge. Dann nennt man das System

UM)={U C X offen | M C U}
den Umgebungsfilter von M.

Es handelt sich dabei offensichtlich um einen topologischen Filter. Insbeson-
dere gibt es zu einem einzelnen Punkt P € X den Umgebungsfilter U(P).
Der Umgebungsfilter fasst alle offenen Umgebungen des Punktes zusammen.
Wenn zwei offene Umgebungen Uy, Us; von P gegeben sind zusammen mit
zwei algebraischen Funktionen

fl € P(UDO) und f2 € F(U27O)7

so hat die Summe f; + f5 (ebensowenig das Produkt) zunéchst keinen Sinn,
da die Definitionsbereiche verschieden sind. Im integren Fall kann man beide
Funktionen als Elemente im Quotientenkorper auffassen und dort addieren.
Man kann aber auch zum Durchschnitt U; N Uy (der ebenfalls eine offene
Umgebung des Punktes ist) iibergehen und dort die Einschrinkungen der
beiden Funktionen addieren. Wichtig ist hierbei die Eigenschaft eines Filters,
dass man zu je zwei offenen Mengen auch den Durchschnitt im Filter hat mit
den zugehorigen Inklusionen

UnNnU; CUL,LU;
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und den zugehorigen Restriktionen
F(Ul, O), F(UQ, O) — F(Ul N UQ, O) .

Diese Beobachtung wird durch den Begriff der gerichteten Menge und des
gerichteten Systems prézisiert.

Definition 15.8. Eine geordnete Menge (I, <) heifit gerichtet geordnet oder
gerichtet, wenn es zu jedem ¢,7 € [ ein k € [ gibt mit ,7 < k.

Wir fassen einen topologischen Filter als eine durch die Inklusion geordnete
Menge auf. Aus der Durchschnittseigenschaft eines Filters ergibt sich, dass
eine gerichtete Menge vorliegt (Es ist dabei ,, x=2%).

Definition 15.9. Sei (I, =) eine geordnete Indexmenge. Eine Familie
M,iel,

von Mengen nennt man ein geordnetes System von Mengen, wenn folgende
Eigenschaften erfiillt sind.

(1) Zui < j gibt es eine Abbildung ¢;; : M; — M.

Ist die Indexmenge zusétzlich gerichtet, so spricht man von einem gerichteten
System von Mengen.

Wenn die beteiligten Mengen M; allesamt Gruppen (Ringe) sind und alle Ab-
bildungen zwischen ihnen Gruppenhomorphismen (Ringhomomorphismen),
so spricht man von einem geordneten bzw. gerichteten System von Gruppen
(Ringen).

Definition 15.10. Es sei M;, ¢ € I, ein gerichtetes System von Mengen.
Dann nennt man

colim ;e M; = Wie M,/ ~

den Kolimes (oder induktiven Limes) des Systems. Dabei bezeichnet ~ die
Aquivalenzrelation, bei der zwei Elemente m € M; und n € M; als dquivalent
erklart werden, wenn es ein k € I mit ¢, j < k£ und mit

Pir(m) = ‘ij(n)
gibt.

Bei dieser Definition ist insbesondere ein Element s; € M, aquivalent zu
seinem Bild p;x(s;) € My fiir alle ¢ < k. Wenn ein gerichtetes System von
Gruppen (Ringen) vorliegt, so kann man auf dem soeben eingefiihrten Koli-
mes der Mengen auch eine Gruppenstruktur (Ringstruktur) definieren. Dies
beruht darauf, dass zwei Elemente in diesem Kolimes, die durch s; € M; und
s; € M; reprasentiert seien, mit ihren Bildern in M}, (4,j < k) identifiziert
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werden kénnen. Dann kann man dort die Gruppenverkniipfung erkléren, sie-
he Aufgabe 15.13. Unser Hauptbeispiel fiir ein gerichtetes System ist das
durch einen topologischen Filter gerichtete System der Ringe

I'U,0),U € F.
Der zugehorige Kolimes iiber dieses System bekommt einen eigenen Namen.

Definition 15.11. Sei (V, O) eine quasiaffine Varietét und sei F' ein topolo-
gischer Filter in V. Dann nennt man

OF = colim UEpF(U, O)
den Halm von O in F.

Den Halm im Umgebungsfilter eines Punktes P nennt man auch den Halm
in P und schreibt dafiir Op.

Satz 15.12. Sei R eine reduzierte kommutative Algebra von endlichem Typ
iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K. Es sei P € K —Spek (R)
ein Punkt im K-Spektrum mit zugehorigem mazimalen Ideal m C R. Dann
gibt es eine natiirliche Isomorphie (von R-Algebren)

Ry — Op.

Beweis. Der Halm Op hat eine eindeutige Struktur als R-Algebra, da ja die
Gesamtmenge zum Filter gehort. Sei F' € R, F ¢ m. Dann ist 1/F auf
der offenen Umgebung D(F') von P definiert. Dabei gilt dort F'-1/F =1, so
dass F'in dieser Menge und damit auch im Kolimes eine Einheit ist. Nach der
universellen Eigenschaft der Nenneraufnahme gibt es also einen R-Algebra
Homomorphismus
Rm — OP )

den wir als bijektiv nachweisen miissen. Sei zuerst f € Op. Dieses Element
ist représentiert durch eine algebraische Funktion f € I'(U, O) mit P € U.
Insbesondere gibt es eine rationale Darstellung fir f in P, d.h. f = G/H auf
D(H) und P € D(H). Daher ist G/H ein Element in der Lokalisierung Ry,
und dieses wird auf f geschickt.

Zur Injektivitit sei G/H gegeben mit H ¢ m und vorausgesetzt, dass es als
Element im Halm null ist. Dies bedeutet, dass es eine offene Umgebung U
von P gibt, auf der G/H die Nullfunktion ist. Wir kénnen annehmen, dass
diese offene Menge die Form P € D(H') C D(H) hat. Wegen Korollar 14.10
gibt es dann auch eine Beschreibung G/H = G'/H’' = 0. Das heisst nach
Lemma 14.8, dass HH'H'G = 0 in R ist. Dann ist auch G/H = 0 in der
Lokalisierung. O

Lemma 15.13. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und sei R
eine integre K-Algebra von endlichem Typ. Sei U C K—Spek (R) eine offene
Teilmenge. Dann ist

I(U,0)= () Op

PecU
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(dabei wird der Durchschnitt im Quotientenkdérper genommen,).

Beweis. Zu jedem Punkt P € U gibt es Ringhomomorphismen I'(U, O) —
Op und Op — Q(R), die jeweils injektiv sind. Damit gibt es auch einen
injektiven Ringhomomorphismus

I(U,0) — (] Op.
PeU
Sei f € Q(R) ein Element im Durchschnitt rechts. Dann gibt es zu jedem
Punkt P € U eine Darstellung f = G/H mit P € D(H) C U. Dies bedeutet
direkt, dass f eine algebraische Funktion auf U ist. U

Definition 15.14. Sei V eine irreduzible quasiaffine Varietdt. Dann ist der
Halm von O iiber alle nichtleeren offenen Mengen ein Korper, den man den
Funktionenkérper von V nennt.

15. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 15.1. Sei R ein kommutativer lokaler Ring. Zeige, dass R zusam-
menhéngend ist.

Aufgabe 15.2. Sei R ein lokaler Ring mit Restekorper K. Zeige, dass R
und K genau dann die gleiche Charakteristik haben, wenn R einen Koérper
enthélt.

Aufgabe 15.3. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und R eine
endlich erzeugte kommutative K-Algebra. Es seien F} und F; zwei topologi-
sche Filter in K —Spek (R) mit F} C Fy. Zeige, dass es einen Ringhomomor-
phismus

OFl — 0 Fy
gibt.

Aufgabe 15.4. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und R eine
endlich erzeugte kommutative K-Algebra. Sei P € K —Spek (R) ein Punkt.
Zeige (ohne Satz 15.12 zu verwenden), dass der Halm Op ein lokaler Ring
ist.

Aufgabe 15.5. Sei R ein kommutativer Ring und sei p ein Primideal. Zeige,
dass p ein minimales Primideal ist genau dann, wenn die Reduktion der
Lokalisierung R, ein Korper ist.
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Aufgabe 15.6. Sei R ein kommutativer Ring und sei m ein maximales Ideal
mit Lokalisierung R,,. Es sei a ein Ideal, dass unter der Lokalisierungsabbil-
dung zum Kern gehort. Zeige, dass dann Ry, auch eine Lokalisierung von R/a
ist.

Aufgabe 15.7.*

Sei K ein Korper und R eine integre, endlich erzeugte K-Algebra mit Quo-
tientenkorper Q(R). Sei ¢ € Q(R). Zeige, dass die Menge

{P € K—Spek (R)|q € Op}

offen in K —Spek (R) ist (dabei bezeichnet Op den lokalen Ring im Punkt
P).

Aufgabe 15.8.*

Sei K ein Korper und seien R und S integre, endlich erzeugte K-Algebren.
Es sei

p:R— S
ein K-Algebra-Homomorphismus und n ein maximales Ideal in S mit
¢~ '(n) = m. Die Abbildung induziere einen Isomorphismus Ry, — S,. Zei-
ge, dass es dann auch ein f € R, f ¢ m, gibt derart, dass Ry — S,y ein
Isomorphismus ist.

Aufgabe 15.9. Betrachte V = V(XW —Y Z) C A},. Beschreibe eine offene
Menge U C A} derart, dass der zu U NV C U gehérende Ringhomomor-
phismus

I'U,0) — T(UNV,0)
nicht surjektiv ist.

Aufgabe 15.10. Zeige, dass der Ring I'(U, O) reduziert ist.

Aufgabe 15.11. Sei R eine kommutative K-Algebra von endlichem Typ
tiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper. Sei U C K —Spek (R) eine
offene Teilmenge und f : U — K eine Funktion. Es sei U = |J,.; U; eine
offene Uberdeckung mit der Eigenschaft, dass die Einschriankungen f; = f
algebraische Funktionen sind. Zeige, dass dann f selbst algebraisch ist.

U;

Aufgabe 15.12. Sei K ein Korper und betrachte das Achsenkreuz
V = K—Spek (K[X,Y]/(XY)).

Bestimme fiir jeden Punkt P € V', ob der lokale Ring an P ein Integritéts-
bereich ist oder nicht.
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Aufgabe 15.13. Sei [ eine gerichtete Indexmenge und sei G;, ¢ € I, ein
gerichtetes System von kommutativen Gruppen. Zeige, dass der Kolimes eine
kommutative Gruppe ist.

Aufgabe 15.14. Sei I eine gerichtete Indexmenge und sei M;, ¢ € I, ein
gerichtetes System von Mengen. Es sei N eine weitere Menge und zu jedem
i € I sei eine Abbildung

gegeben mit der Eigenschaft, dass ¢; = 1jo¢;; ist fiir alle i < j (wobei ¢;; die
Abbildungen des Systems bezeichnen). Beweise die universelle Eigenschaft
des Kolimes, ndmlich, dass es eine eindeutig bestimmte Abbildung

¥ colim jefM; — N
gibt derart, dass ¢; = 1 o j; ist, wobei j; : M; — colim ;c; M; die natiirlichen
Abbildungen sind.

Zeige ferner, dass falls M; eine gerichtetes System von Gruppen und falls N
ebenfalls eine Gruppe ist und alle v; Gruppenhomomorphismen sind, dass
dann auch v ein Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 15.15. (6 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring und sei p ein Primideal. Dann ist der Rest-
klassenring S = R/p ein Integritétsbereich mit Quotientenkorper @ = Q(S)
und R, ist ein lokaler Ring mit dem maximalen Ideal pR,. Zeige, dass eine
natiirliche Isomorphie

Q(S) = Ry/p Ry
vorliegt.

(Man nennt diesen Korper auch den Restekdrper zu p).

Aufgabe 15.16. (4 Punkte)

Sei K ein Korper und sei R eine K-Algebra von endlichem Typ. Es seien
Py, ..., P, endlich viele Punkte in X = K —Spek (R). Zeige, dass der Umge-
bungsfilter dieser Punkte durch offene Mengen der Form D(f) erzeugt wird.

D.h. es ist zu zeigen, dass es zu Py,..., P, € U offen stets ein F' € R gibt
mit P,...,P, € D(F)CU
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Aufgabe 15.17. (4 Punkte)

Sei R eine integre K-Algebra R von endlichem Typ iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper. Sei ¢ € @ = Q(R) ein Element im Quotientenkorper
von R. Zeige, dass

a={f € R|es gibt n € Nmit f"q € R}

ein Ideal in R ist. Zeige ferner, dass D(a) C K —Spek (R) der (maximale)
Definitionsbereich der algebraischen Funktion ¢ ist.

Aufgabe 15.18. (5 Punkte)

Sei K ein Korper, sei R eine kommutative K-Algebra von endlichem Typ
und sei S ein multiplikatives System in R. Zu S definieren wir

F(S) ={U C K — Spek (R) offen : es gibt f € S mit D(f) CU}.

Zeige, dass F' = F(S) ein topologischer Filter ist. Zeige ferner, dass es einen
Ringhomomorphismus
Ry — Or

gibt, der eine Isomorphie ist, falls K algebraisch abgeschlossen und R redu-
ziert ist.

Aufgabe 15.19. (5 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und betrachte die affine Ebene
A% zusammen mit der z-Achse

V=V(y).
Zeige, dass die folgende Menge ein saturiertes multiplikatives System ist.

S = { f € K[X,Y]|In der homogenen Komponente faeg(f)
kommt z48/) Vor} :

Skizziere die Nullstellenmenge von einigen Polynomen, die oder die nicht zu
S gehoren.

Sei I’ der zugehorige topologische Filter. Vergleiche F' mit dem Umgebungs-
filter zu V und dem generischen Filter zu V.

Aufgabe 15.20. (4 Punkte)

Sei X = K —Spek (R) eine affine Varietéit und seien P, ..., P, € X endlich
viele Punkte. Es sei F' der Umgebungsfilter dieser Punkte und O der zu-
gehorige Halm. Zeige, dass Op genau dann ein lokaler Ring ist, wenn n = 1
ist.
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Aufgabe 15.21. (4 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring und sei S C R ein multiplikatives System. Auf
S betrachten wir folgende (partielle) Ordnung, und zwar sagen wir f < g,
falls f eine Potenz von g teilt. Zeige, dass die kommutativen Ringe

Rf, f es s
ein gerichtetes System bilden, und dass fiir den Kolimes gilt

COliIerg Rf = RS .

Aufgabe 15.22. (4 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring und seien fi,..., f, € R Elemente, die das
Einheitsideal erzeugen. Es sei vorausgesetzt, dass die Nenneraufnahmen Ry,
noethersch sind fiir 2 = 1, ..., n. Zeige, dass dann auch R noethersch ist.

16. VORLESUNG - MORPHISMEN

Irreduzible Filter

Einen Filter kann man mit dem, was in ihm h#ngen bleibt, identifizieren.

Wir haben in der letzten Vorlesung gesehen, dass zu einem Punkt P in einem
K-Spektrum K —Spek (R) der Umgebungsfilter gehort und dass der Halm in
diesem Filter gleich der Lokalisierung von R an dem zugehdrigen maximalen
Ideal ist. Ebenfalls haben wir gesehen, dass bei integrem R der Halm iiber
alle nichtleeren offenen Mengen den Quotientenkorper von R liefert, der wie-
derum die Lokalisierung am Nullideal ist. Dieser Zusammenhang wird mit
dem Begriff des irreduziblen Filters verallgemeinert.

Definition 16.1. Ein topologischer Filter F' heifit irreduzibel, wenn () ¢ F
und folgendes gilt: Sind U, V' zwei offene Mengen mit UUV € F',soist U € F
oder V € F.
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Fiir Zariski-Filter (also topologische Filter in der Zariski-Topologie) gilt fol-
gender Zusammenhang.

Satz 16.2. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei R ei-
ne kommutative K-Algebra von endlichem Typ mit K-Spektrum X = K —
Spek (R). Dann entsprechen sich folgende Objekte.

(1) Primideale in R.
(2) Irreduzible abgeschlossene Teilmengen von X .
(3) Irreduzible Filter in X.

Dabei entspricht der irreduziblen abgeschlossenen Teilmenge Y C X der Fil-
ter

FY)={UCX|UNY #£0}.
Der Halm der Strukturgarbe an diesem Filter ist die Lokalisierung R,, wobei
p das zugehdrige Primideal bezeichnet.

Beweis. Die Korrespondenz zwischen Primidealen und abgeschlossenen irre-
duziblen Teilmengen (zu einem Primideal p gehort die irreduzible abgeschlos-
sene Teilmenge V' (p)) ist bekannt (sieche Lemma 4.3 und Proposition 11.10).
Die angegebene Konstruktion zu einer irreduziblen abgeschlossenen Menge
Y liefert in der Tat einen irreduziblen Filter. Dabei ist die Irreduzibilitat tri-
vial, zu zeigen ist lediglich die Durchschnittseigenschaft eines Filters. Seien
UV e F=F(Y), so dass also die Durchschnitte Y NU und Y NV nicht leer
sind. Dann ist aber wegen der Irreduzibilitdt von Y auch der Durchschnitt

YNnU)NYNV)=YnUnV)
nicht leer und daher ist UNV € F.

Sei nun F' irgendein irreduzibler topologischer Filter. Wir behaupten, dass
das Komplement von

S={feR|D(f)eF}
ein Primideal ist. Es ist sofort ein saturiertes multiplikatives System. Es
bleibt zu zeigen, dass das Komplement additiv abgeschlossen ist. Seien dazu
h,g € Rmit g+ h € S, also D(g + h) € F. Dann gehort erst recht

D(g)U D(h) = D(g,h) 2 D(g+ h)

zu F und wegen der Irreduzibilitdt von F' ist D(g) € F oder D(h) € F,
woraus sich g € S oder h € S ergibt.

Diese drei Zuordnungen hintereinandergenommen fithren dabei immer wieder
zum Ausgangsobjekt zuriick. Dazu muss man lediglich beachten, dass ein
irreduzibler Zariski-Filter durch offene Mengen der Form D(f) erzeugt wird,
siehe Aufgabe 16.1. Der Zusatz ist ein Spezialfall von Aufgabe 15.18. O

Den zu einer irreduziblen abgeschlossenen Menge gehorenden Filter nennen
wir auch den zugehorigen generischen Filter zu Y und den Halm davon den
generischen Halm zu Y. Ein Spezialfall der Korrespondenz von Satz 16.2 ist
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die Beziehung zwischen minimalen Primidealen, irreduziblen Komponenten
und Ultrafiltern. Auf der anderen Seite hat man die Korrespondenz zwischen
maximalen Idealen, Punkten und Umgebungsfiltern.

Morphismen zwischen Varietiten

Definition 16.3. Seien X und Y zwei quasiaffine Varietdten und sei
v:Y — X

eine stetige Abbildung. Dann nennt man v einen Morphismus (von quasiaffi-
nen Varietiten), wenn fiir jede offene Teilmenge U C X und jede algebraische
Funktion f € I'(U, O) gilt, dass die zusammengesetzte Funktion

Fov ' (U) — U L5 AL
zu T(yp=1(U), O) gehort.
Bemerkung 16.4. Ein Morphismus
VY — X

induziert also nach Definition zu jeder offenen Teilmenge U C X einen Ring-
homomorphismus 3
Y T(U,0) — Ty~ (U),0).

Insbesondere gibt es einen globalen Ringhomomorphismus

D D(X,0) — I(Y,0).

Sind U; C U, offene Teilmengen in Y, so liegt ein kommutatives Diagramm
von stetigen Abbildungen vor (wobei die senkrechten Pfeile offene Inklusionen
sind)

i) — U
\ \
¢_1<U2) — U2 )
das wiederum zu dem kommutativen Diagramm
I(~HUh),0) «— I'(th,0)

1 0
L~ (lh),0) «— I(U,,0)

von Ringhomomorphismen fiihrt.

Wir fassen einige einfache Eigenschaften von Morphismen zusammen

Proposition 16.5. Set K ein algebraisch abgeschlossener Korper, und seien
U, XY, Z quasiaffine Varietditen. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) FEine offene Einbettung U C X ist ein Morphismus.
(2) Sind 0 : Z — Y und ¢ : Y — X Morphismen, so ist auch die
Verkniipfung 1 o 6 ein Morphismus.
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Beweis. Das ist trivial. O

Wichtiger sind die folgenden Eigenschaften.

Satz 16.6. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und seien R und
S kommutative K-Algebren vom endlichen Typ mit zugehorigen K-Spektren
X = K—Spek (R) und Y = K—Spek (S). Dann ist die durch einen Ringho-
momorphismus ¢ : R — S induzierte Spektrumsabbildung

Y — X

ein Morphismus.

Beweis. Wir wissen bereits nach Satz 12.7, das
Y = K—Spek (S) — X = K—Spek (R)

eine stetige Abbildung ist. Sei U C X eine offene Teilmenge und V =
(*)"1(U) das Urbild. Sei f : U — K eine algebraische Funktion mit der
Hintereinanderschaltung f o p* : V. — K. Wir haben zu zeigen, dass die-
se Abbildung ebenfalls algebraisch ist. Sei dazu P € V ein Punkt mit dem
Bildpunkt @ = ¢*(P). Sei Q@ € D(H) C U und f = G/H auf D(H) mit
G,H € R. Es ist
P e (¢")"'(D(H)) = D(p(H)).

Wir behaupten, dass auf D(p(H)) die Gleichheit f o ¢* = % gilt. Dies
folgt fiir P € D(p(H)) aus

o (P = (P = SELL _ EONP)

O

Bemerkung 16.7. In der Situation von Satz 16.6 ist der zu U = D(f)
gehorende Ringhomorphismus die natiirliche Abbildung

L(D(f),0) = Ry — T((¢")"1(D(f)),0) = T(D(&(f)), 0) = Sy -

Lemma 16.8. Sei U eine quasiaffine Varietdt iber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper K und sei f € T'(U, O) eine algebraische Funktion. Dann
definiert f einen Morphismus

f:U— AL 2K,

Beweis. Sei U C K —Spek (R). Es sei V = D(t) C A}, eine offene Teilmenge
und W = f~1(V) C U das Urbild davon. Sei

s = tin e T(V,0) = K[T),

eine algebraische Funktion auf V. Wir miissen zeigen, dass die Verkniipfung
so f eine algebraische Funkion auf W ist. Sei dazu P € W und sei f = G/H
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eine Beschreibung der nach Voraussetzung algebraischen Funktion f in der
Umgebung D(H) > P. Dann ist
r.G r(G(P)/H(P))
so f(P) =s(f(P)) = (5(P)) = :
" H (t(G(P)/H(P)))"
Dabei ist der Nenner (¢(G(P)/H(P)))" nicht null, da f(P) € D(t) ist, so
dass dies eine rationale Darstellung ist. U

Satz 16.9. Sei U eine quasiaffine Varietat tiber einem algebraisch abgeschlos-
senen Korper, und zwar sei U C K —Spek (R), wobei R eine kommutative
K-Algebra von endlichem Typ tiiber einem algebraisch abgeschlossenen Kdrper
K sei. Dann gibt es eine natiirliche Bijektion

Mor (U, AL) — T(U, 0), 4 — (T),

wobei T die Variable in K[T) = T'(A}, O) bezeichnet. Insbesondere sind Mor-
phismen von U nach der affinen Geraden durch den globalen Ringhomomor-
phismus

U: DAL, 0) = K[T] — I'(U, O)

eindeutig bestimmit.

Beweis. Die Abbildung ist wohldefiniert und surjektiv. Ist ndmlich eine glo-
bale algebraische Funktion f € I'(U, O) gegeben, so ist zunéchst f: U — K.
Die Variable T', die auf K = Al der identischen Abbildung entpricht, wird
unter (der Verkniipfung mit) f auf das Element f € I'(U,O) abgebildet.
Nach Lemma 16.8 ist f ein Morphismus.

Die Injektivitdt ergibt sich, da sowohl der Morphismus als auch die alge-
braische Funktion durch die zugrunde liegende stetige Abbildung eindeutig
festgelegt sind. O

Satz 16.10. Sei U eine quasiaffine Varietit, und zwar sei U C K—Spek (R),
wobei R eine kommutative K-Algebra von endlichem Typ idiber einem alge-
braisch abgeschlossener Korper K sei. Fs sei S eine weitere kommutative
K-Algebra von endlichem Typ. Dann gibt es eine natiirliche Bijektion

Mor (U, K —Spek (5)) — Hom® (S, (U, 0)), ¢ — ¥,

wobei b den zu v gehdrigen globalen Ringhomomorphismus bezeichnet.

Beweis. Die Abbildung ist wohldefiniert. Aus Satz 16.9 folgt, dass die Aus-
sage fir S = K[T] richtig ist. Daraus ergibt sich, dass die Aussage fiir jeden
Polynomring K|[T3,...,T,] richtig ist, da ein Morphismus nach A’ durch
seine Komponenten und ein K-Algebra-Homomorphismus durch die Einset-
zungen fiir T; gegeben ist. Sei nun S = K[T,...,T,]/a und

K—Spek (S)=V(a) =V CA%.
Zu einem Morphismus U — K —Spek (5) ist die Verkniipfung mit der abge-

schlossenen Einbettung in den affinen Raum ebenfalls ein Morphismus. D.h.
es liegt ein kommutatives Diagramm
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Mor (U, K —Spek (S)) — Hom®# (S, (U, O))
5 +
Mor (U, A7) — Hom3® (K[T%,...,T,],T(U,0)) ,

vor, wobei die untere Abbildung bereits als Bijektion nachgewiesen wurde.
Die vertikalen Abbildungen sind injektiv. Wir miissen daher zeigen, dass die
untere Abbildung die oberen Teilmengen ineinander iiberfiihrt.

Ein Morphismus U — A}, der (als Abbildung) durch V' faktorisiert, ist
auch ein Morphismus nach V. Die Morphismuseigenschaft ist nur fiir offene
Mengen der Form D(H) zu iiberpriifen, H € S. Sei H € K[Ty,...,T,] ein
Reprasentant fir H. Dann ist K[T1,...,T,|; — Sg surjektiv und damit
wird jedes Element aus Sy auf eine algebraische Funktion abgebildet.

Auf der rechten Seite des Diagramms gehort eine Algebra-Homomorphismus
genau dann zur oberen Menge, wenn a zum Kern gehort. Damit folgt die
Aussage aus Aufgabe 16.3. O

Die Fasern einer Abbildung (M ist der Zielbereich, der Definitionsbereich ist die
Vereinigung aller Fasern; die Abbildung geht von oben nach unten).

Definition 16.11. Zu einem Morphismus ¢ : Y — X zwischen affinen
Varietaten bezeichnet man zu einem Punkt P € X das Urbild

Y P) Y

als die Faser iiber P. Als abgeschlossene Menge von Y ist sie selbst eine
affine Varietit.
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16. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 16.1. Sei X = K—Spek (R) das K-Spektrum einer endlich erzeug-
ten kommutativen K-Algebra. Dann wird ein irreduzibler Filter durch offene
Mengen der Form D(f) erzeugt.

Aufgabe 16.2. Sei U eine quasiaffine Varietét {iber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper K. Zeige, dass die Einheiten in IT'(U, ©O) den Morphismen
von U nach A% = A}, \ {0} entsprechen.

Aufgabe 16.3. Sei U eine quasiaffine Varietét {iber einem algebraisch ab-
geschlossenen Korper und sei
v U— A
ein Morphismus. Zeige, dass 1 genau dann durch die abgeschlossene Menge
V(a) C A" faktorisiert, wenn a im Kern des globalen Ringhomomorphismus
Y : K[T,...,T,| — T(U,0)
liegt.

Aufgabe 16.4. Sei X = K —Spek (R) eine affine Varietdt und Z C X eine
abgeschlossene Teilmenge. Zeige, dass der Umgebungsfilter U(Z) von offenen
Mengen der Form D(f) erzeugt wird.

Aufgabe 16.5. Sei X ein topologischer Raum. Zeige, dass ein Ultrafilter
irreduzibel ist.

Aufgabe 16.6. Man beschreibe einen K-Algebra-Homomorphismus derart,
dass die induzierte Abbildung der K-Spektren die Addition auf K beschreibt.

Aufgabe 16.7. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Zeige, dass
die Addition, die Multiplikation, das Negative, das Inverse und die Division
in K sich als Morphismen realisieren lassen.

Aufgabe 16.8. Sei M ein kommutatives Monoid. Finde eine allgemeine De-
finition von Filter derart, dass einerseits die topologischen Filter und ande-
rerseits die saturierten multiplikativen Systeme sich als Spezialfélle ergeben.
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Aufgabe 16.9. Sei R ein kommutativer Ring und sei a = (fi,..., f,) ein
endlich erzeugtes Ideal. Es sei f € R ein weiteres Element. Dann nennt man
die R-Algebra

die erzwingende Algebra zu den f1,..., f,, f. Zeige, dass A folgende Eigen-
schaft erfiillt: zu jedem Ringhomomorphismus ¢ : R — S in einen kom-
mutativen Ring S mit der Eigenschaft ¢(f) € aS gibt es einen R-Algebra
Homomorphismus 9 : A — S. Zeige ebenso, dass dieser Homomorphismus
nicht eindeutig bestimmt ist.

Aufgabe 16.10. Sei R eine kommutative K-Algebra von endlichem Typ
iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper. Es seien fi,..., f,, f Ele-
mente in R und es sei

die erzwingende Algebra zu diesen Daten. Charakterisiere die Fasern des
zugehorigen Morphismus

K —Spek (A) — K —Spek (R)

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 16.11. (4 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und seien R und S integre
K-Algebren von endlichem Typ. Es sei p : R — S ein K-Algebra Homomor-
phismus mit zugehorigem Morphismus ¢* : K —Spek (S) — K —Spek (R).
Zeige, dass folgende Aussagen adquivalent sind.

(1) ¢ ist injektiv.

(2) Das Bild von ¢* ist dicht in K —Spek (R).

(3) ¢ induziert einen Ringhomomorphismus Q(R) — Q(S).

Aufgabe 16.12. (4 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und seien R und S zwei integre
K-Algebren von endlichem Typ. Es sei ein K-Algebra Homomorphismus

p: Q(R) — Q(S5)
zwischen den Quotientenkorpern gegeben. Zeige, dass es eine offene Teilmen-
ge U C K —Spek (S) und einen Morphismus

U — K —Spek (R)
gibt, der ¢ induziert.
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Aufgabe 16.13. (5 Punkte)

Man gebe ein Beispiel von zwei affin-algebraischen Kurven ¢} und Cy iiber
C und einem Morphismus

w201—>02,

der bijektiv ist, wo aber die Umkehrabbildung nicht stetig in der metrischen
Topologie ist.

Aufgabe 16.14. (8 Punkte)

Man gebe ein Beispiel von zwei affinen Varietdten V; und V5 und einem
Morphismus

¢:%—>%7

der bijektiv ist, wo aber die Umkehrungabbildung nicht stetig (in der Zariski-
Topologie) ist.

(und daher auch kein Morphismus)

Aufgabe 16.15. (3 Punkte)

Sei U C K—Spek (R) eine quasiaffine Varietat und sei f € I'(U, O) eine alge-
braische Funktion. Es seien g = g;/h;, i = 1, ..., n, lokale Darstellungen von
f auf D(h;) C U. Zeige, dass das Urbild f~1(0) gleich der abgeschlossenen
Menge V (hig1, ..., hng,) NU ist.

17. VORLESUNG - MONOIDRINGE

Nachdem wir nun die Theorie hinreichend weit entwickelt haben, wenden wir
uns nun einer umfassenden Beispielsklasse zu, den Monoidringen.

Monoidringe

Definition 17.1. Sei M ein kommutatives (additiv geschriebenes) Monoid
und R ein kommutativer Ring. Dann wird der Monoidring R[M| wie folgt
konstruiert. Als R-Modul ist

R[M] = &nemRenm,

d.h. R[M] ist der freie Modul mit Basis e,,, m € M. Die Multiplikation wird
auf den Basiselementen durch

€m * €k ‘= Em+k

definiert und auf ganz A distributiv fortgesetzt. Dabei definiert das neutrale
Element 0 € M das neutrale Element 1 = ¢y, der Multiplikation.
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Bemerkung 17.2. Ein Element in einem Monoidring lésst sich eindeutig

schreiben als
f - Z AmCm ,

meM

wobei M C M eine endliche Teilmenge ist und a,, € R. Addiert wird kom-
ponentenweise und die Multiplikation ist explizit gegeben durch

Frg=1 amen (Z bkek> = > > ambr | €.

meM keM teM \m+k=0meM keM

Dies ist gemeint mit distributiver Fortsetzung. Die Menge der ¢, {iber die
hier summiert wird, ist endlich, und auch die inneren Summen sind jeweils

endlich.

Es ist iiblich, statt e,, suggestiver X" zu schreiben, wobei X ein Symbol ist,
das an eine Variable erinnern soll. Die Multiplikationsregel X™X* = Xm+k
erinnert dann an die entsprechende Regel fiir Polynomringe. In der Tat sind
Polynomringe Spezialfille von Monoidringen, und diese Notation stammt von
dort. Auch ein exakter Beweis, dass in der Tat ein Ring mit assoziativer und
distributiver Multiplikaition vorliegt, funktioniert wie im Fall von Polynom-
ringen. Meistens schreibt man ein Element einfach als ), a,, X™, wobei
fast alle a,,, = 0 sind. Elemente der Form X™ nennt man Monome. Die Abbil-
dung M — R[M], m — X™, ist ein Monoidhomomorphismus, wobei rechts
die multiplikative Monoidstruktur des Monoidringes genommen wird.

Ein Monoidring ist in natiirlicher Weise eine R- Algebra, und zwar sind die
Elemente f aus R aufgefasst in R[M] gleich f = f-1 = fX° Man nennt
daher auch R den Grundring des Monoidringes. Monoidringe sind bereits fiir
Grundkorper interessant.

Beispiel 17.3. Sei n eine natiirliche Zahl und M = N” das n-fache direkte
Produkt der natiirlichen Zahlen. Ein Element £ € N" ist also ein n-Tupel
(k1,...,ky) mit k; € N. Dies kann man auch schreiben als

(k1y. .. kn) = k1(1,0,0,...,0) + k2(0,1,0,...,0) + ...+ k,(0,0,0,...,1)
Damit lisst sich das zugehorige Monom X* eindeutig schreiben als
XF=XPxp o X

wobei wir X; = X¢ = X (0--010.50) fijr das Monom zum i-ten Basiselement
geschrieben haben. Das bedeutet aber, dass der Monoidring zum Monoid N"
iber R genau der Polynomring in n Variablen ist. Insbesondere ist R[N] =
R[X]. Der Monoidring zum trivialen Monoid ist der Grundring selbst.

Beispiel 17.4. Sei n eine natiirliche Zahl und M = Z" das n-fache direkte

Produkt der ganzen Zahlen. M ist also die freie Gruppe vom Rang n. Jedes
Element k € Z™ ist ein n-Tupel (ky, ..., k,) mit k; € Z. Dies kann man auch
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schreiben als
(k1 ..., ky) = k1(1,0,0,...,0) + k2(0,1,0,...,0) + ...+ k,(0,0,0,...,1)
und das zugehorige Monom X* kann man eindeutig schreiben als
Xk = xhixh . Xk
mit k; € Z, wobei wir wieder X; = X geschrieben haben. Fiir diesen Mo-
noidring schreibt man auch
RIM] = R[Xy,..., X, X7 XY,

n

und dieser ist isomorph zur Nenneraufnahme des Polynomringes am Produkt
der Variablen, also

RIM] = R[X1,..., X0, X7 X = RIX1, ., Xl xyexs

Diesen Ring nennt man auch den Laurentring in n Variablen iiber R.

Universelle Eigenschaft der Monoidringe

Satz 17.5. Sei R ein kommutativer Ring und sei M ein kommutatives Mo-
noid. Sei B eine kommutative R-Algebra und o : M — B ein Monoidho-
momorphismus (beziiglich der multiplikativen Struktur von B). Dann gibt es
einen eindeutig bestimmten R-Algebra Homomorphismus ¢ : R[M] — B
derart, dass das Diagramm

M — R[M]
N
B

kommutiert.

Beweis. Ein R-Modul-Homomorphismus ¢: R[M] — B ist festgelegt durch
die Bilder der Basiselemente X™, m € M. Das Diagramm kommutiert genau
dann, wenn @(X™) = p(m) ist. Durch diese Bedingung ist die Abbildung also
eindeutig festgelegt und ist bereits ein R-Modul-Homomorphismus. Es ist zu
zeigen, dass dieser Homomorphismus auch die Multiplikation respektiert. Es
ist (1) = §(X°%) = ¢(0) = 1. Ferner ist
PXTXY) = @(X™) = p(m+k) = p(m) - p(k) = G(X™) - G(XF).

Auf der Ebene der Monome respektiert die Abbildung also die Multiplikation.

Daraus folgen fiir zwei Elemente f = ) apX™und g = >, 5, b XF die
Identitdten

(o) (o)) = o (22 ) )

= ) ( > ambk> o(0)

LeM \m+k=(

meM
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m,keM
= (Z amw(m)> (Z bw(@)
meM keM
= ¢ (Z amxm> % (Z ka’“> ,
meM keM
so dass die Abbildung ein Ringhomomorphismus ist. U

Korollar 17.6. Sei R ein kommutativer Ring. Seien M und N kommu-
tative Monoide und sei o : M — N ein Monoidhomomorphismus. Dann
induziert dies einen R-Algebra-Homomorphismus zwischen den zugehdrigen
Monoidringen

@ : RIM] — R[N] durch X™ —s X*#m)

Beweis. Dies folgt aus Satz 17.5 angewandt auf die R-Algebra B = R[N] und
den zusammengesetzten Monoidhomomorphismus M % N — R[N]. O

Bemerkung 17.7. Eine Familie von Elementen m; € M, ¢ € I, in ei-
nem Monoid M ergibt einen Monoidhomomorphismus NY) — M, indem
das i-te Basiselement e; auf m,; geschickt wird. Dies ist insbesondere fiir
endliche Indexmengen I = {1,...,n} relevant. Der Monoidhomomorphis-
mus induziert dann nach Korollar 17.6 einen R-Algebra-Homomorphismus
R|N"] = R[Xy, ..., X,] — R[M] von der Polynomalgebra in den Monoidring.
Diese Abbildung ist der Einsetzungshomomorphismus, der durch X; — X™
gegeben ist.

Definition 17.8. Zu einem kommutativen Monoid M und einem kommuta-
tiven Ring R nennt man einen Monoidhomorphismus

M — (R, 1)
auch einen R-wertigen Punkt von M.

Bemerkung 17.9. Ein R-wertiger Punkt ist 4quivalent zu einem R-Algebra-
Homomorphismus von R[M] nach R. Diese Sprechweise ist insbesondere im
Fall eines Grundkorpers K {iblich. Dann haben wir also

K —Spek (K[M]) = Hom3# (K[M], K)
= Moryen (M, K)
= {K — wertige Punkte von M}.

Das bedeutet, dass hier das K-Spektrum bereits auf der Ebene des Monoids
eine einfache Beschreibung besitzt, die rein multiplikativ ist. Das impliziert,
wie wir sehen werden, dass es fiir die K-Spektren der Monoidringe im Allge-
meinen eine viel iibersichtlichere Beschreibung gibt als sonst. Man beachte
allerdings, dass zur Definition der Zariski-Topologie und der Garbe der alge-
braischen Funktionen der Monoidring unverzichtbar ist.
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Lemma 17.10. Sei R ein von null verschiedener kommutativer Ring. Seien
M und N kommutative Monoide und sei p: M — N ein Monoidhomomor-
phismus. Dann ist ¢ genau dann injektiv (surjektiv), wenn der zugehirige
R-Algebra-Homomorphismus @: R[M]| — R[N] injektiv (surjektiv) ist.

Beweis. Sei ¢ injektiv, und angenommen, dass

20) " anX™) =Y 4 XP™M =0,

meM meM

Da die ¢(m), m € M, alle verschieden sind, folgt daraus a, = 0. Ist
umgekehrt ¢ nicht injektiv, sagen wir o(m) = ¢(k), m # k, so ist auch
G(X™) = ¢(X*), obwohl X™ # X ist.

Ist ¢ surjektiv, so kann man fiir ein beliebiges Element ) .\ a,X™ aus R[N]
sofort ein Urbild angeben, némlich ) _\ @, X™", wobei m, ein beliebiges
Urbild von n sei. Ist hingegen ¢ nicht surjektiv, so sei n € N ein Element,
das nicht zum Bild gehort. Dann ist das Monom X" von null verschieden
und kann nicht im Bild des Algebra-Homomorphismus liegen. O

Korollar 17.11. Sei R ein von null verschiedener kommutativer Ring. Sei
M ein kommutatives Monoid und m; € M, i € I, eine Familie von Elemen-
ten aus M. Dann bilden die m; genau dann ein Monoid-Erzeugendensystem
fiir M, wenn die X™ i € I, ein R-Algebra-FErzeugendensystem fiir den Mo-
noidring R[M| bilden.

Beweis. Die m;, ¢ € I, bilden genau dann ein Monoid-Erzeugendensystem fiir

M, wenn der Monoidhomomorphismus N — M surjektiv ist. Dies ist nach

Lemma 17.10 genau dann der Fall, wenn der zugehorige Homomorphismus
R[X;,i € I| — R[M], X; — X™

surjektiv ist. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn die X™ ein R-Algebra-
Erzeugendensystem bilden. U

Korollar 17.12. Sei R ein kommutativer Ring und S eine R-Algebra. Es
sei M ein kommutatives Monoid. Dann gibt es einen natirlichen R-Algebra-
Homomorphismus

RIM] — S[M], > amX™— > apnX™,
meM meM
(die Koeffizienten aus R werden also einfach in S aufgefasst).

Beweis. Dies folgt aus Satz 17.5, angewandt auf die R-Algebra S[M] und
den Monoidhomorphismus M — S[M]. O
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Differenzengruppe zu einem Monoid

Wir interessieren uns nun fiir die Frage, wann ein Monoidring ein Integritéts-
bereich ist (was nur bei integrem Grundring sein kann) und wie man dann
den Quotientenkorper beschreiben kann. Da im Quotientenkorper jedes von
null verschiedene Element invertierbar sein muss, gilt das insbesondere fiir
die Monome 7™, m € M, und es liegt nahe, nach einer additiven Gruppe zu
suchen, die M umfasst.

Definition 17.13. Sei M ein kommutatives Monoid. Dann nennt man die
Menge der formalen Differenzen

L(M)={m—-n:m,ne M}
mit der Addition
my —ny +me — ng 1= (my +mg) — (ng + n2)
und der Identifikation
my —ny = mo — Ny falls es m € M gibt mit m +mq +ns =m + mg + ny .

die Differenzengruppe zu M.

Wir iiberlassen es dem Leser als Aufgabe, zu zeigen, dass die Differenzen-
gruppe wirklich eine Gruppe ist. Die vorstehende Konstruktion ist natiirlich
der Konstruktion von Quotientenkorpern bzw. Quotientenringen nachemp-
funden, man muss nur die multiplikative Schreibweise dort additiv umdeuten.
Die Konstruktion der Differenzengruppe ist eigentlich elementarer. Die Dif-
ferenzengruppe zum additiven Monoid N ist natiirlich Z. Die Elemente in
einem Monoid kann man direkt im Differenzenmonoid auffassen, und zwar
durch den Monoidhomomorphismus

M —T(M),m+——m—0,

wobei wir statt m — 0 einfach m schreiben. Vo6llig unproblematisch ist dieser
Ubergang aber doch nicht, da diese Abbildung im Allgemeinen nicht injektiv
sein muss. Das hat damit zu tun, dass in der obigen Definition bei der Identi-
fizierung links und rechts ein m auftreten darf (und das ldsst sich auch nicht
vermeiden). Natiirlich will man auch diejenigen Monoide charakterisieren,
fiir die man dieses Extra-m nicht braucht.

Definition 17.14. Man sagt, dass in einem kommutativen Monoid M die
Kiirzungsregel gilt (oder dass M ein Monoid mit Kirzungsregel ist), wenn
aus einer Gleichung

m+n=m++kmit m,n, ke M,
stets folgt, dass n = k ist.

Fiir ein solches Monoid ist die Abbildung in die Differenzengruppe injektiv,
siehe Aufgabe 17.5.
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17. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 17.1. Betrachte den Monoidhomomorphismus
N2 —Z e —>1, 69— —1.

Beschreibe die zugehorige Abbildung zwischen den Monoidringen (fiir einen
Korper K) und den zugehorigen K-Spektren.

Aufgabe 17.2. Seien M C N kommutative Monoide. Zeige, dass durch
M = {n € N|es gibt k € N mit kn € M}

ein Untermonoid von N gegeben ist, das M umfasst.

Aufgabe 17.3. Wir betrachten die kommutativen Monoide M = N" und
N = N®. Zeige, dass ein Monoidhomomorphismus von M nach N eindeutig
durch eine Matrix (mit 7 Spalten und s Zeilen) mit Eintrégen aus N bestimmt
ist.

Wie sieht die zugehorige Spektrumsabbildung aus?

Aufgabe 17.4. Sei M ein kommutatives Monoid. Zeige, dass die zugehori-
ge Differenzgruppe I' = I'(M) eine kommutative Gruppe ist, und dass sie
folgende universelle Eigenschaft besitzt: Zu jedem Monoidhomomorphismus

o: M — G

in eine Gruppe G gibt es einen eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphis-
mus

o: I'— G,
der ¢ fortsetzt.

Aufgabe 17.5. Sei M ein kommutatives Monoid mit zugehoriger Differenz-
gruppe I' = T'(M). Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind.

(1) M ist ein Monoid mit Kiirzungsregel.
(2) Die kanonische Abbildung M — T'(M) ist injektiv.
(3) M lasst sich realisieren als Untermonoid einer Gruppe.
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Aufgabe 17.6. Sei R ein kommutativer Ring. Beweise die R-Algebra-Iso-
morphie

R[Z") = R[Xy,..., Xu]x,-x,
mit Hilfe der universellen Eigenschaften von Monoidringen und Nennerauf-
nahmen.

Aufgabe 17.7. Seien M, N endlich erzeugte kommutative Monoide mit den
K-Spektren K — Spek (K[M]) = Moryon (M, K) und K —Spek (K[N]) =
Moryon (N, K). Zeige, dass man fiir einen Monoidhomomorphismus ¢ : M —
N die zugehorige Spektrumsabbildung auf zwei verschiedene Weisen definie-
ren kann, die aber inhaltlich iibereinstimmen.

Die néchste Aufgabe verwendet die folgende Definition.

Ein Filter F' in einem kommutativen Monoid M ist ein Untermonoid, das
zusatzlich teilerstabil ist. D.h. falls f € F ist und g|f gilt, so ist auch g € F'.

Aufgabe 17.8. Sei M ein kommutatives Monoid. Zeige, dass es in M einen
kleinsten Filter gibt und dass dieser eine Gruppe bildet.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 17.9. (6 Punkte)

Seien M C N endlich erzeugte kommutative Monoide. Zeige, dass fiir einen
Korper K der Ringhomomorphismus K[M] C K[N] genau dann endlich ist,
wenn es zu jedem n € N ein k € N, gibt mit kn € M.

Aufgabe 17.10. (4 Punkte)

Sei M = (Q, +) die additive Gruppe der rationalen Zahlen. Bestimme Q —
Spec (Q[M]). Wie sieht es aus, wenn man Q durch R ersetzt?

Aufgabe 17.11. (4 Punkte)

Es sei ¢: M — N ein Homomorphismus von kommutativen Monoiden. Zei-
ge, dass die Menge aller Punkte aus K — Spec K[N], die unter der Spek-
trumsabbildung auf den Einspunkt 1 € K —Spek (K[M]) (das ist der Punkt,
der der konstanten Abbildung M +— 1 entspricht) abgebildet werden, selbst
die Struktur eines K-Spektrums eines geeigneten Monoids besitzt.
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Aufgabe 17.12. (4 Punkte)

Wir betrachten Monoide der Form M = (Z/(m),+). Beschreibe K — Spek
(K[M]) allgemein sowie fiir die Kérper K = R, C,Z/(5). Finde die idempo-
tenten Elemente von C[Z/(3)].

Aufgabe 17.13. (4 Punkte)

Sei M ein kommutatives Monoid. Definiere eine Bijektion zwischen den fol-
genden Objekten.

(1) Filter in M.

(2) Moryen (M, ({0,1},1,4)).

(3) Fy — Spek (M)

(4) {p € K—Spek (K[M])| (M) C {0,1}}. (Dabei ist K ein Kérper.)

Aufgabe 17.14. (4 Punkte)

Es sei K ein Korper und G eine Gruppe. Dann kénnen wir den Monoidring
K|[G] betrachten. Sei nun weiter M ein K[G]-Modul. Zeige, dass

(1) M nichts anderes ist als ein K-Vektorraum V' zusammen mit einem
Gruppenhomomorphismus p : G — Autg (V).

(2) ein K[G]-Modulhomomorphismus ¢ : M — M eine K-lineare Ab-
bildung ist, fiir die zusétzlich ¢ o p(g) = p(g) o ¢ fir alle g € G
gilt.

Bemerkung: p heifit dann eine Darstellung von G. Solche Darstellungen sind
oft einfacher zu handhaben als G und man kann mit Hilfe von p oft hilfreiche
Erkenntnisse {iber G selbst gewinnen.

18. VORLESUNG - MONOMIALE KURVEN

Wir spezialisieren nun die Theorie der Monoidringe auf den eindimensionalen
Fall und gelangen zu denjenigen Ringen, die monomiale Kurven beschreiben.

Definition 18.1. Eine monomiale Kurve ist das Bild der affinen Geraden
Al unter einer Abbildung der Form

Al — A% t— (t,... 1),

mit e; > 1 fiir alle <.

Wir werden gleich sehen, dass das Bild einer solchen monomialen Abbildung
Zariski-abgeschlossen ist, d.h., dass eine monomiale Kurve wirklich eine al-
gebraische Kurve ist. Eine monomiale Kurve ist insbesondere eine parame-
trisierte und damit eine rationale Kurve. Manchmal bezeichnet man auch die
Abbildung selbst als monomiale Kurve. Haufig beschrinkt man sich auf den
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Fall, wo die Exponenten e; insgesamt teilerfremd sind. Dies ist keine wesent-
liche Einschrinkung, da man andernfalls stets schreiben kann e; = mf; mit
dem gemeinsamen Teiler m und teilerfremden Zahlen f;. Dann kann man die
Gesamtabbildung auffassen als Hintereinanderschaltung

AL — AL — A" mit t — ™ = s und s —> (s, ... I,

n

wobel vorne ein einfaches Potenzieren und hinten eine monomiale Kurven-
abbildung mit teilerfremden Exponenten vorliegt.

Bemerkung 18.2. Eine monomiale Abbildung ¢ — (¢{',...,t¢") ist nichts
anderes als die zum Monoidmorphismus N* — N, die den i-ten Basisvek-
tor auf e; schickt, gehorende Abbildung der zugehorigen K-Spektren. Diese
Monoidabbildung faktorisiert

N*— M — N,

wobei M das von den e; erzeugte Untermonoid der natiirlichen Zahlen ist.
Ein solches Untermonoid heifit numerisches Monoid. Die erste Abbildung ist
dabei eine Surjektion. Es liegen also insgesamt Ringhomomorphismen

K[N"| = K[X, ..., X,] — K[M] — K[N] = K[T]
und geometrisch die Spektrumsabbildungen
A}, — K — Spek (K[M]) C A

vor. Das Bild der affinen Geraden liegt also im K-Spektrum des Monoidrin-
ges K[M]. Wir werden weiter unten sehen, dass die Abbildung A}, —
K —Spek (K[M]) stets surjektiv ist und im Fall, dass die Exponenten e;
teilerfremd sind, auch injektiv.

Beispiel 18.3. Die Neilsche Parabel C' ist das Bild unter der monomialen
Abbildung

A}( — A%{? t— (t27t3) = (QT,Q) :

Die zugehérige Gleichung ist y? = 23, d.h. es ist C = V(Y2 — X3).
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Das Besondere an monomialen Kurven ist, dass sie zwar allein durch das
Exponententupel (eq,...,e,) bzw. das davon erzeugte numerische Monoid
gegeben sind, also durch einen sehr kleinen Betrag an (kombinatorischer) In-
formation, aber zugleich ein reichhaltiges Beispielmaterial an algebraischen
Kurven liefern (dies gilt allgemein fiir Monoidringe und die dadurch definier-
ten algebraischen Varietéten).

Lemma 18.4. Sei M C N ein numerisches Monoid, das von teilerfremden
natirlichen Zahlen eq, . .., e, erzeugt sei. Dann gibt es zu jedem m € N eine
Darstellung

m=aie;+...+ane, mit 0 <a; <eq firl<i<n-—1.

Fiir m hinreichend grof$ kann man zusdtzlich noch a,, > 0 erreichen, so dass
es dann eine Darstellung mit nichtnegativen Koeffizienten gibt.

Beweis. Wegen der Teilerfremdheit gibt es natiirlich eine Darstellung
m=bie; + ...+ b,e,

mit ganzzahligen Koeffizienten b;. Wir werden sie schrittweise auf die ge-
wiinschte Gestalt bringen. Wir schreiben b; = cies + a3 mit 0 < a; < e
(Division mit Rest). Dies setzt man in die Gleichung fiir m ein und schligt
den Term cjegeq zu bees dazu. Ebenso bringt man den (neuen) zweiten Koef-
fizienten auf die gewiinschte Form, in dem man ihn mit dem dritten Erzeuger
verarbeitet. So kann man alle ersten n — 1 Koeffizienten auf die gewiinschte
Gestalt bringen.

Sei die Darstellung nun in der gewiinschten Form. Dann ist die Summe der
ersten n—1 Summanden beschrinkt. Wenn m grofler als diese Schranke ist, so
muss der letzte Summand und damit auch der letzte Koeffizient nichtnegativ
sein. U
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Zu einem von teilerfremden Elementen erzeugten Untermonoid gehoren also
ab einer gewissen Stelle alle natiirlichen Zahlen. Diese bekommt sogar einen
eigenen Namen.

Definition 18.5. Sei M C N ein durch teilerfremde Erzeuger definiertes
numerisches Monoid. Dann nennt man die minimale Zahl f mit N>y C M
die Fiihrungszahl von M.

Wir geben noch einige weitere Definitionen von numerischen Invarianten von
monomialen Kurven, die man diskret, also auf der Ebene des numerischen
Monoids berechnen kann. Wir werden spéter sehen, dass diese Invarianten
allgemeiner fiir beliebige algebraische Kurven definiert werden kénnen, dort
aber im allgemeinen schwieriger zu berechnen sind.

Definition 18.6. Sei M C N ein durch teilerfremde Erzeuger definiertes nu-
merisches Monoid. Dann nennt man die Anzahl der Liicken, d.h. der natiirli-
chen Zahlen N — M den Singularititsgrad von M, geschrieben §(M).

Definition 18.7. Sei M C N ein numerisches Monoid mit teilerfremden
Erzeugern. Dann nennt man die minimale Anzahl von Elementen in einem
Erzeugendensystem fiir M die Einbettungsdimension von M.

Definition 18.8. Sei M C N ein durch teilerfremde Erzeuger definiertes
numerisches Monoid. Dann nennt man das minimale positive Element e € M,
e > 1, die Multiplizitat von M, geschrieben e(M).

Beispiel 18.9. Wir betrachten das durch 5,8 und 11 erzeugte numerische
Monoid M. M besteht also aus allen Summen 5a; + 8as + 11as mit nichtne-
gativen Koeffizienten aq, as, az. Es lidsst sich einfach {iberlegen, dass M die
folgenden Elemente enthalt:

0,5,8,10,11,13,15,16, 18,19, 20, 21,22, 23,24, 25, ... .

Da es insbesondere fiinf Zahlen hintereinander enthélt (von 18 bis 22), muss
jede weitere Zahl auch dazu gehoren, da man ja einfach 5 € M dazuaddieren
kann. Damit ist die Fiithrungszahl 18, die Multiplizitéit ist 5, der Singula-
ritdtsgrad ist 10 und die Einbettungsdimension ist 3.

Satz 18.10. Sei M C N ein durch teilerfremde natiirliche Zahlen ey, ..., e,
erzeugtes Untermonoid. Dann ist die monomiale Abbildung

A} — K—Spek (K[M])

eine Bijektion.

Beweis. Die Abbildung kann man auffassen als die natiirliche Abbildung
A} = Moryen (N, K) — Morye, (M, K),

die durch die Inklusion von Monoiden M C N induziert ist. Zur Injektivitat
seien a,b € K gegeben und sei angenommen, dass fiir alle m € M gilt:
a™ = b". Bei b = 0 folgt sofort a = 0, sei also b # 0. Dann gilt (%)m =1 fiir
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alle m € M. Da es fiir M ein teilerfremdes Erzeugendensystem gibt, gehoren
nach Lemma 18.4 ab einem gewissen f alle natiirlichen Zahlen zu M. Es ist
also insbesondere a™ = b™ fiir alle m > f. Daraus folgt aber 5 =1 (und
a = b): seien ndmlich m und k& > f und teilerfremd, und sei s™ = s* = 1.
Wegen der Teilerfremdheit gibt es (nach dem Lemma von Bezout) ganze

Zahlen p, q mit pk 4+ gm = 1. Dann ist
s = sPFHam — (F)P. (sm)1 = 1.

Zur Surjektivitdt. Es sei ein Monoidmorphismus ¢: M — K gegeben, und
wir miissen ihn zu einem Monoidmorphismus auf ganz N fortsetzen. Es sei
o(e;) = a; € K. Zwischen diesen Werten gilt die Beziehung

ai = p(e;)" = pleie;) = ple) = a;’.

Wenn eines der a; = 0 ist, so miissen alle = 0 sein und die Nullabbildung
ist eine Fortsetzung. Wir konnen also annehmen, dass alle a; Einheiten sind.
Wegen der Teilerfremdheit der e; gibt es eine Darstellung der Eins, d.h. es
gibt ganze Zahlen my, ..., m, mit mye;+...+my e, = 1. Wir behaupten, dass
durch 1 +— a = a7" - --a™ eine Fortsetzung auf N gegeben ist. Dazu miissen
wir zeigen, dass der durch 1+ a (also k — a*) definierte Monoidmorphismus
mit ¢ iibereinstimmt, was man nur fiir die e; iiberpriifen muss. Betrachten
wir also e;. Dann ist

el __ mi Mnp\e1
¢ — ((1?117711 . agﬂm)_ . aZImn
— a}*ZLQ mie; (aglmg .. afllmn)
ap - (a "% ay"™) - - (™" ag™)
= ay-(a;ay")"™ - (o ag)™
= daz,

da die Faktoren rechts in der vorletzten Zeile alle 1 nach der Voriiberlegung
(oberes Display) sind. O

Bemerkung 18.11. Den vorstehenden Satz kann man auch iiber die uni-
verselle Eigenschaft der Differenzgruppe beweisen. Wir skizzieren dies kurz
fiir die Surjektivitdt. Die Differenzgruppe eines numerischen Monoids mit
teilerfremden Erzeugern ist Z. Der Fall, dass ein Erzeuger auf null geht,
wird wie im Beweis abgehandelt. Dann kann man davon ausgehen, dass ein
Monoidhomomorphismus ¢ : M — K* in die Einheitengruppe des Korpers
vorliegt. Dann gibt es nach der universellen Eigenschaft der Monoidringe eine
(eindeutig bestimmte) Fortsetzung @ : Z — K*, die das Urbild liefert.

Die folgenden beiden Aussagen zeigen, dass es fiir ein numerisches Monoid ein
kanonisches Erzeugendensystem gibt und dass damit die Einbettungsdimen-
sion eine neue Interpretation erhélt, die sich spéter auf beliebige noethersche
lokale Ringe iibertragen lisst (ein Monoidring ist natiirlich nicht lokal, wohl
aber die Lokalisierung an der Singularitéit eines numerischen Monoids).
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Lemma 18.12. Sei M C N ein numerisches Monoid mit teilerfremden Er-
zeugern, und es sei My ={m &€ M|m > 1} und M, + M, = {m+m/| m,m’
€ M.}. Dann ist

M\ (M + M)
ein Erzeugendensystem fiir M, und jedes andere Erzeugendensystem enthdlt
dieses.

Beweis. Ein Element m € M\ (M, + M) ldsst sich nicht als Summe von an-
deren Elementen darstellen, daher gehoren sie zu jedem Erzeugendensystem.
Umgekehrt ist es aber schon ein Erzeugendensystem. Wére das nicht der Fall,
so gibe es ein minimales Element x € M, das nicht von diesen Elementen
erzeugt wiirde. Insbesondere gehort dann x nicht zu diesen Elementen und
daher ist x = x1 + xo mit x1, x5 € M, + M, . Diese beiden Summanden sind
aber kleiner als x und deshalb gibt es fiir sie eine Summendarstellung aus
diesen Elementen, was sofort ein Widerspruch ist. U

Korollar 18.13. Sei M C N ein numerisches Monoid mit teilerfremden
Erzeugern, und es sei My = {m € M|m > 1} und My + M, = {m + m/|
m,m’ € M, }. Dann ist die Einbettungsdimension von M gleich der Anzahl
von My \ (My + My).

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 18.12. O

18. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 18.1.*

Ein Geldfélscher stellt 7—,11—,13— und 37—Euro-Scheine her. Wie viele
volle Eurobetréage kann er mit seinen Scheinen nicht bezahlen, und was ist
der grofite Betrag, den er nicht begleichen kann? Bestimme die Multiplizitéit
und die Einbettungsdimension des zugehorigen numerischen Monoids.

Aufgabe 18.2.*

Bestimme fiir das numerische Monoid M C N, das durch 4,7 und 17 erzeugt
wird, die Einbettungsdimension, die Multiplizitéat, die Fiihrungszahl und den
Singularitétsgrad.

Aufgabe 18.3. Bestimme fiir das numerische Monoid M, das durch 5,7 und
9 erzeugt wird, die Einbettungsdimension, die Multiplizitit, die Fithrungs-
zahl und den Singularitatsgrad.
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Aufgabe 18.4. Sei M C N ein numerisches Monoid, das von teilerfremden
natiirlichen Zahlen erzeugt sei. Zeige, dass die Einbettungsdimension maxi-
mal gleich der Multiplizitat ist.

Aufgabe 18.5. Sei M C N ein durch teilerfremde Zahlen erzeugtes numeri-
sches Monoid, bei dem die Einbettungsdimension gleich der Multiplizitat ist.
Zeige, dass dann der maximale Erzeuger aus einem minimalen Erzeugenden-
system grofler oder gleich der Fiithrungszahl ist.

Aufgabe 18.6. Man gebe ein Beispiel eines numerischen Monoids M mit
Multiplizitdt 3 und Einbettungsdimension 3 an, bei dem die Fiihrungszahl
prim ist und nicht zum minimalen Erzeugendensystem gehort.

Aufgabe 18.7. Sei M ein numerisches Monoid. Bestimme die Filter in M.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 18.8. (6 Punkte)

Es sei M ein numerisches Monoid, das durch zwei teilerfremde Elemente
d > e erzeugt werde. Bestimme die Einbettungsdimension, die Multiplizitat,
die Fithrungszahl und den Singularitdtsgrad von M.

Aufgabe 18.9. (3 Punkte)

Bestimme fiir das numerische Monoid M, das durch 3,7,9 und 11 erzeugt
wird, die Einbettungsdimension, die Multiplizitéat, die Fiihrungszahl und den
Singularitétsgrad.

Aufgabe 18.10. (4 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und seien M, N numerische
Monoide mit M C N. Zeige, dass die zugehorige Spektrumsabbildung sur-
jektiv ist.

Es ist dabei hilfreich, Satz 18.10 zu verwenden.

Aufgabe 18.11. (3 Punkte)

Seien M, N numerische Monoide. Fiir welche der numerischen Invarianten v
(Multiplizitat, Fiihrungszahl, Singularitétsgrad, Einbettungsdimension) folgt
aus M C N die Abschétzung v(M) > v(N)?

(Beweis oder Gegenbeispiel)
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Aufgabe 18.12. (3 Punkte)

Sei M ein numerisches Monoid, das nicht isomorph zu N sei, und sei K ein
Korper. Zeige, dass es im Monoidring K[M] irreduzible Elemente gibt, die
nicht prim sind. Man gebe Elemente aus K[M] mit zwei wesentlich verschie-
denen Zerlegungen in irreduzible Elemente an.

19. VORLESUNG - GANZHEIT

Restklassendarstellung fiir monomiale Kurven

Sei M ein numerisches Monoid, das von den teilerfremden natiirlichen Zahlen
e1,...,e, erzeugt werde. Die zugehorige Surjektion N* — M C N fiihrt zu
einer Surjektion

K[X1,..., X, — K[M], X; — T,

und einer abgeschlossenen Einbettung C' = K —Spek (K[M]) < A’%. Durch
welche Gleichungen lésst sich C' beschreiben?

Satz 19.1. Sei M C N ein durch teilerfremde Elemente eq,. .., e, erzeugtes
Untermonoid und sei N — M die zugehorige surjektive Abbildung mit dem
zugehorigen Restklassenhomomorphismus ¢: K[Xy, ..., X,| — K[M]. Dann
wird das Kernideal durch

ker p = (HXZT’ — HXfZ L, I, C{1,...,n} disjunkt ,Zmei :Zsiei)

el i€lr ie€lq 1€ls
(mit r;, s; > 1) beschrieben.

Beweis. Dass die angegebenen Elemente zum Kernideal gehoren folgt direkt

aus
¥ (H XZ%) — H(tei)m _ tziell Tiei‘

i€l i€l

Fiir die Umkehrung sei F' € K[X7, ..., X,] ein Polynom mit ¢(F) = 0. Wir
schreiben
F=> aX"

(mit v = (v1,...,v,)). Daher ist

p(F) =Y at==me =31 N g, |-

v k=0 \v:3"" | vie;=k

Da dieses Polynom gleich 0 ist miissen alle Koeffizienten 0 sein, d.h. zu jedem

k gehort auch
Fe= > aX

LS e
vid iy viei=k
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zum Kern. Wir konnen also annehmen, dass in /' nur Monome X" vorkom-
men mit gleichem Wert Z:L:l v;e; = k. Betrachten wir ein solches Monom
aus I, sagen wir X" (mit a, # 0). Es muss in F' mindestens noch ein weite-
res Monom, sagen wir X*, vorkommen, da ein einzelnes Monom nicht auf 0
abgebildet wird. Wir schreiben

F=a,(X"-X*")+(F—-a,X"+a,X").

Im Summand rechts kommt X" nicht mehr vor, und es kommt auch kein neu-
es Monom hinzu. In X” — X* konnen wir diejenigen Variablen, die beidseitig
auftreten, so weit ausklammern, dass sich ein Ausdruck der Form

XV — Xt = X X <H XP - HX)

i€l i€la

mit disjunkten /; und I und mit )., e;r; = Y., e;s; ergibt. Der linke
Summand in obiger Beschreibung von F' gehort also zu dem von den angege-
benen Binomen erzeugten Ideal und wir kénnen mit dem rechten Summand,
in dem ein Monom weniger vorkommt, fortfahren. U

Die einfachsten Gleichungen sind von der Bauart (i # j)
X?j/ggT(ei,ej) _ X‘?i/ggT(eive]’)
1 J :
Im Fall von ebenen monomialen Kurven ist das auch die einzige Gleichung.

Korollar 19.2. Sei C' die durch t — (t°,t%) = (x,y) (mit ey, ey teilerfremd)
gegebene monomiale ebene Kurve. Dann ist

C=V(X*2-Y").
Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 19.1. O

Bei monomialen Raumkurven lassen sich die beschreibenden Gleichungen
auch noch einigermaflen einfach bestimmen, da man immer eine Variable
isolieren kann.

Beispiel 19.3. Sei C' die durch
t— (14, 1°) = (z,y, 2)

gegebene monomiale Kurve. Fiir jede der drei Variablen miissen wir schauen,
welche Potenzen davon, wenn man die ¢-Potenz substituiert, sich auch als
Monom in den beiden anderen Variablen ausdriicken lassen.

Zunéchst haben wir die Beziehungen, in denen jeweils nur zwei Variablen
vorkommen. Das sind

| EED. CAVARD. CAVAE &
Hier kann es, wie im ebenen Fall, immer nur eine Beziehung geben.

In den Relationen, wo alle drei Variablen beteiligt sind, kommt eine der Varia-
blen allein vor. Starten wir mit X . Zunichst lassen sich X und X2 nicht durch
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die anderen Variablen ausdriicken, dafiir haben wir X3 = 7% = Y Z. Eine an-
dere Kombination ist nicht moglich. Grundsétzlich impliziert eine mehrfache
Darstellung X* = Y2/ = Y%Z° dass man zwischen Potenzen von Y und
von Z eine Beziehung hat, da man ja die kleineren Potenzen rauskiirzen kann.
Da wir alle Relationen mit nur zwei Variablen schon aufgelistet haben, liefert
eine Potenz von X immer nur maximal eine neue Relation. Wir behaupten,
dass wir fiir X alleinstehend schon fertig sind. Ist namlich X* = Y*Z7, so
ist £ > 3. Bei ¢ = 0 oder j = 0 haben wir die Gleichungen schon aufgelistet.
Sei also 7,7 > 1. Dann kann man aber mittels der Gleichung X? = Y Z die
Exponenten in der Gleichung kleiner machen (indem man den Exponenten
von X um 3 reduziert und die Exponenten von Y und von Z um 1).

Fiir Y hat man sofort die Gleichung Y? = ZX, mit der man wieder alle
anderen Gleichungen reduzieren kann.

Fiir Z hat man Z? = X?Y und Z3 = XY3. Es gibt keine kleineren Monome
in X und Y, die man als Potenz von Z ausdriicken kann. Daher kann man
jede andere Relation mittels einer von diesen auf eine frithere zuriickfiihren.

Insgesamt haben wir also fiir die Kurve C' die Gleichungen

C=VY*-X"2°-X° 7'~ Y° X*-YZY*-XZ 7> XY, 72— XY?)

Beispiel 19.4. Sei C' C A% die ,,gedrehte Kubik“, also das Bild der mo-
nomialen Abbildung, die durch ¢ ~ (¢,t%,¢3) gegeben ist. Diese Kurve ist
isomorph zu einer affinen Geraden und insbesondere glatt. Das beschreiben-
de Ideal ist nach Satz 19.1 gleich

a=Y-XLZ2-X*Y -2 Z-XY)=(Y-X°7Z-X%.

Die zwei letzten Idealerzeuger sind dabei iiberfliissig, da sie sich durch die
beiden anderen ausdriicken lassen. Insgesamt ist also

C=V(Y-X*7-X?).
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Die Bilder von C' unter den drei verschiedenen Projektion sind
C,=V(Z*-Y?),C,=V(Z-X?),C3=V(Y — X?).

Dabei sind Cy und Cj5 isomorph zur affinen Geraden (als Graph einer Abbil-
dung), wihrend C die singulédre Neilsche Parabel ist.

Ganzheit

Der Koordinatenring zur Neilschen Parabel ist
R=K[*tt..]CS=K[].
Das Element ¢ gehort nicht zu R, allerdings gehort das Quadrat 2 dazu. Man

sagt, dass t eine Ganzheitsgleichung iiber dem Unterring R erfiillt.

Definition 19.5. Seien R und S kommutative Ringe und R C S eine Rin-
gerweiterung. Fiir ein Element x € S heifit eine Gleichung der Form

24Ty e 4 44y = 0,

wobei die Koeffizienten r;, i = 0,...,n — 1, zu R gehoren, eine Ganzheits-
gleichung fiir x.

Definition 19.6. Seien R und S kommutative Ringe und R C S eine Rin-
gerweiterung. Ein Element x € S heifit ganz, wenn x eine Ganzheitsgleichung
mit Koeffizienten aus R erfiillt.

Definition 19.7. Seien R und S kommutative Ringe und R C S eine Rin-
gerweiterung. Dann nennt man die Menge der Elemente x € S, die ganz iiber
R sind, den ganzen Abschluss von R in S.

Definition 19.8. Seien R und S kommutative Ringe und R C S eine Rin-
gerweiterung. Dann heifit S ganz iiber R, wenn jedes Element z € S ganz
iiber R ist.

S ist genau dann ganz iiber R, wenn der ganze Abschluss von R in S gleich
S ist.

Lemma 19.9. Seien R und S kommutative Ringe und R C S eine Ringer-
weiterung. Fir ein Element x € S sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) x ist ganz tiber R.

(2) Es gibt eine R-Unteralgebra T von S mit x € T und die ein endlicher
R-Modul ist.

(3) Es gibt einen endlichen R-Untermodul M wvon S, der einen Nicht-
nullteller aus S enthdlt, mit xM C M.

Beweis. (1) = (2). Wir betrachten die von den Potenzen von x erzeugte R-
Unteralgebra R[z] von S, die aus allen polynomialen Ausdriicken in z mit
Koeffizienten aus R besteht. Aus einer Ganzheitsgleichung

2 4 Ty e 4o =0
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ergibt sich

2= —rp g = " — ==y
Man kann also " durch einen polynomialen Ausdruck von einem kleineren
Grad ausdriicken. Durch Multiplikation dieser letzten Gleichung mit ¢ kann
man jede Potenz von x mit einem Exponenten > n durch einen polynomialen
Ausdruck von einem kleineren Grad ersetzen. Insgesamt kann man dann aber
all diese Potenzen durch polynomiale Ausdriicke vom Grad < n —1 ersetzen.
Damit ist

R[z] = R+ Rz + Rx* + ...+ Ra" % + Ra™!

und die Potenzen 2° = 1, 2!, 22,..., 2" ! bilden ein endliches Erzeugenden-
system von T' = R|[z].

(2) = (3). Sei z € T C S, T eine R-Unteralgebra, die als R-Modul endlich
erzeugt sei. Dann ist 27" C T', und T enthélt den Nichtnullteiler 1.

(3) = (1). Sei M C S ein endlich erzeugter R-Untermodul mit M C M.
Seien y1, ..., y, erzeugende Elemente von M. Dann ist insbesondere zy; fiir
jedes ¢ eine R-Linearkombination der y;, 7 = 1,...,n. Dies bedeutet

n
TYi = E TiYj
j=1

mit 7;; € R oder als Matrix geschrieben

U1 i1 Ti2 - - Tin U1

Y2 21 T22 . . Ton Y2
€T =

Yn Tnai Tn2 - - Tan Yn

Dies schreiben wir als

r—T —T1,2 - —T1in Y1
—T21 r—"To2 . . —Tan Y2

0=
—Tn1 —Tn2 - o X Tpn Yn

Nennen wir diese Matrix A (die Eintréige sind aus S), und sei A*¥ die adjun-
gierte Matrix. Dann gilt A% Ay = 0 (y bezeichne den Vektor (yy,. .., y,)) und
nach der Cramerschen Regel ist A%Y A = (det A)E,, also gilt ((det A)E,)y =
0. Es ist also (det A)y; = 0 fiir alle j und damit (det A)z = 0 fiir alle z € M.
Da M nach Voraussetzung einen Nichtnullteiler enthélt, muss det A = 0 sein.
Die Determinante ist aber ein normierter polynomialer Ausdruck in  vom
Grad n, sodass eine Ganzheitsgleichung vorliegt. O

Korollar 19.10. Seien R und S kommutative Ringe und R C S eine Rin-
gerweiterung. Dann ist der ganze Abschluss von R in S eine R-Unteralgebra
von S.
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Beweis. Die Ganzheitsgleichungen X — r, r € R, zeigen, dass jedes Element
aus R ganz iiber R ist. Seien z; € S und zo € S ganz iiber R. Nach der
Charakterisierung der Ganzheit gibt es endliche R-Unteralgebren 77,715 C S
mit xy € T und x5 € Ts. Sei yy, ..., y, ein R-Erzeugendensystem von 7T} und
21,...,2m €in R-Erzeugendensystem von T;. Wir kénnen annehmen, dass
y; = 21 = 1 ist. Betrachte den endlich erzeugten R-Modul

T = Tl'TQ = (yizj,izl,...,n,jzl,...,m>,

der offensichtlich x; + x9 und z3z5 (und 1) enthélt. Dieser R-Modul T ist
auch wieder eine R-Algebra, da fiir zwei beliebige Elemente gilt

(Z rijyizj> (Z Sklykzl> = Z TijSkiYiYrZj <l

und fiir die Produkte gilt y;y, € 11 und z;2 € T, sodass diese Linear-
kombination zu T" gehort. Dies zeigt, dass die Summe und das Produkt von
zwei ganzen Elementen wieder ganz ist. Deshalb ist der ganze Abschluss ein
Unterring von S, der R enthélt. Also liegt eine R-Unteralgebra vor. U

Definition 19.11. Seien R und S kommutative Ringe und R C S eine
Ringerweiterung. Man nennt R ganz-abgeschlossen in S, wenn der ganze
Abschluss von R in S gleich R ist.

19. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 19.1. Sei M C N ein numerisches Monoid, das von teilerfremden
Elementen erzeugt werde. Es sei vorausgesetzt, dass die Multiplizitdt von
M mit der Fiihrungszahl von M {ibereinstimmt. Bestimme ein minimales
Erzeugendensystem und die Einbettungsdimension von M.

Aufgabe 19.2. Sei M ein kommutatives Monoid und R ein kommutativer
Ring. Charakterisiere fiir welche Teilmengen I C M die Teilmenge

R[I) =P T™ C RIM]

ein Ideal in R[M] ist.

Aufgabe 19.3. Sei K ein Korper. Finde ein kommutatives Monoid M derart,
dass eine Isomorphie

K[M] = K[X,Y,U,V]/(UX = VY)

vorliegt.



166

Aufgabe 19.4. Sei R C S eine ganze Erweiterung von Integritétsbereichen
und sei FF C R ein multiplikatives System. Zeige, dass dann auch die zu-
gehorige Erweiterung Rrp C Sp ganz ist.

Aufgabe 19.5.*

Seien R und S Integritatsbereiche und sei R C S eine ganze Ringerweiterung.
Es sei f € R ein Element, das in S eine Einheit ist. Zeige, dass f dann schon
in R eine Einheit ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 19.6. (4 Punkte)

Sei M C N das durch 3,5, 7 erzeugte numerische Untermonoid. Bestimme
eine Restklassendarstellung des zugehorigen Monoidringes.

Aufgabe 19.7. (4 Punkte)

Klassifiziere smtliche numerische Monoide M (mit teilerfremden Erzeugern)
mit Fithrungszahl f(M) < 6. Man gebe jeweils die Einbettungsdimension,
die Multiplizitdt und den Singularitdtsgrad an.

Aufgabe 19.8. (3 Punkte)

Sei M C N ein numerisches Monoid und K ein Korper. Definiere

M, =M NN, und nM, = {m € M]|es gibt eine Darstellung
m=my+...+m, mit m; € M,}.

Zeige, dass nM ,Ideale” in M sind, dass zu M, ein maximales Ideal m in
K[M] gehort, und dass das zu nM, gehorige Ideal gleich m™ ist.

Aufgabe 19.9. (3 Punkte)

Seien M und N kommutative Monoide und sei K ein Kérper. In welcher Be-

ziehung steht K—Spek (K[M x N]) zu K—Spek (K [M]) und K—Spek (K[N])?

Aufgabe 19.10. (3 Punkte)

Seien R,S,T kommutative Ringe und seien p : R — Sund ¢ : S — T
Ringhomomorphismen derart, dass S ganz iiber R und 7' ganz iiber S ist.
Zeige, dass dann auch 7" ganz iiber R ist.

(Vergleiche Aufgabe 10.10).
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20. VORLESUNG - NORMALISIERUNG

Normale Ringe und Normalisierung

Definition 20.1. Ein Integritédtsbereich heifit normal, wenn er ganz-abge-
schlossen in seinem Quotientenkorper ist.

Definition 20.2. Sei R ein Integritétsbereich und Q(R) sein Quotientenkor-
per. Dann nennt man den ganzen Abschluss von R in Q(R) die Normalisie-
rung von R.

Es ist eine nichttriviale Tatsache, dass falls R von endlichem Typ ist, dann
auch die Normalisierung davon von endlichem Typ ist.

Wichtige Beispiele fiir normale Ringe werden durch faktorielle Ringe geliefert.

Satz 20.3. Seit R ein faktorieller Integrititsbereich. Dann ist R normal.

Beweis. Sei K = Q(R) der Quotientenkorper von R und g € K ein Element,
das die Ganzheitsgleichung

i Y e S R L R VR A=\

mit r; € R erfiillt. Wir schreiben ¢ = a/b mit a,b € R, wobei wir annehmen
konnen, dass die Darstellung gekiirzt ist, dass also @ und b € R keinen
gemeinsamen Primteiler besitzen. Wir haben zu zeigen, dass b eine Einheit
in R ist, da dann ¢ = ab™! zu R gehort.
Wir multiplizieren obige Ganzheitsgleichung mit 6™ und erhalten in R

a4 (rp_1b)a™t + (r_ob®)a" 4 (b a4 (rd™) = 0.
Wenn b keine Einheit ist, dann gibt es einen Primteiler p von b. Dieser teilt
alle Summanden (7,,_;b")a™* fiir ¢ > 1 und daher auch den ersten, also a".

Das bedeutet aber, dass a selbst ein Vielfaches von p ist im Widerspruch zur
vorausgesetzten Teilerfremdheit. O

Satz 20.4. Sei R ein normaler Integrititsbereich und sei S C R ein multi-
plikatives System. Dann ist auch die Nenneraufnahme Rg normal.

Beweis. Siehe Aufgabe 20.5. O

Normalisierung von Monoidringen

Wir wollen besprechen, wann Monoidringe normal sind und wie gegebenen-
falls die Normalisierung eines Monoidrings aussieht. Hierzu brauchen wir
zunéchst Bedingungen, die sicherstellen, dass ein Monoidring iiber einem In-
tegritiatsbereich wieder integer ist.

Definition 20.5. Ein kommutatives Monoid M heifit torsionsfrei, wenn fiir
m,n € M aus rm = rn fiir eine positive Zahl r € N, stets m = n folgt.
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Satz 20.6. Sei R ein Integrititsbereich und sei M ein torsionsfreies kom-
mutatives Monoid, das die Kiirzungsregel erfillt. Dann ist der Monoidring
R[M] ein Integrititsbereich.

Beweis. Zunichst ist M C I'(M), wobei I'(M) die Differenzengruppe zu M
bezeichnet. Damit ist R[M| C R[['(M)] ein Unterring, und es geniigt die
Aussage fiir R[I'(M)] zu beweisen. Da M torsionsfrei ist, ist nach Aufga-
be 20.6 auch I'(M) torsionsfrei. Wir konnen also annehmen, dass M eine
torsionsfreie kommutative Gruppe ist. Sei nun

> XY b, X" =0.

neM neM
Da hier fast alle Koeffizienten null sind, spielt sich dies in einer endlich erzeug-
ten Untergruppe U der torsionsfreien Gruppe M ab. Nach dem Hauptsatz
iiber endlich erzeugte torsionsfreie kommutative Gruppen ist dann U = Z".
Wir konnen also sogar M = Z" annehmen. Dann ist aber R[M] eine Nen-
neraufnahme eines Polynomringes iiber einem Integritédtsbereich und damit
integer. U

Fiir ein Monoid ohne Kiirzungsregel kann der zugehérige Monoidring iiber
einem Integritétsbereich Nullteiler besitzen.

Beispiel 20.7. Sei M ein Monoid, in dem es zwei verschiedene Elemente m
und n gebe mit m + n = n + n. Daraus folgt ohne die Kiirzungsregel eben
nicht m = n. Im Monoidring iiber einem beliebigen Integritdatsbereich R ist
X™—X"#0 und X" #0, aber

(Xm _Xn) X" — Xm+n _Xn+n _ XZn _XZn = 0.

Definition 20.8. Sei M ein torsionsireies kommutatives Monoid mit Kiir-
zungsregel und mit zugehoriger Differenzengruppe I'(M). Dann heifit das
Untermonoid

M = {m € T(M)| es gibt r € N, mit rm € M}
die Normalisierung von M.

Satz 20.9. Sei M ein torsionsfreies kommutatives Monoid mit Kiirzungsregel
und mit zugehoriger Differenzengruppe U'(M) und mit Normalisierung M,
M C M CT'(M). Sei R ein normaler Ring. Dann ist die Normalisierung des

Monoidringes R[M] der Monoidring R[M]. Insbesondere ist der Monoidring
zu einem normalen Monoid iiber einem normalen Ring selbst wieder normal.

Beweis. Zunéachst ist

R[M] € R[M] € R[D(M)] € Q(R)[N(M)] € Q(R[M]).
SeimeMmitm=n—k nkeM udmit rm=m+m-+...+meM
(r mal). Damit ist 7™ = T™/T* ein Element im Quotientenkoérper und nach
der zweiten Eigenschaft ist (7™)" € R[M]. Dies bedeutet, dass eine (reine)
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Ganzheitsgleichung fiir 7™ vorliegt und damit 7™ zur Normalisierung von

R[M] gehort.

Fiir die Umkehrung kann man M durch M ersetzen und sich somit auf den
Fall beschrinken, wo M normal ist. Man beweist zuerst, dass fiir eine tor-
sionsfreie Gruppe G der Gruppenring R[G| normal ist, was daraus folgt,
dass der Polynomring iiber einem normalen Bereich wieder normal ist. Dann
muss man zeigen, dass R[M]| in R[['(M)] ganz-abgeschlossen ist. Ein Ele-
ment ¢ € R(I'(M)) und eine Ganzheitsgleichung dafiir lebt im Monoidring
zu einer endlich erzeugten Untergruppe U C I'(M), sodass man I'(M) = Z"
annehmen darf.

Hier kommt nun etwas konvexe Geometrie ins Spiel, was wir nicht ausfiihren.
Jedenfalls lasst sich ein normales Untermonoid M C Z™ darstellen als der
Durchschnitt (innerhalb von Q™ oder R") von Z" und einem polyhedrischen
Kegel. Ein solcher Kegel ist selbst wiederum der Durchschnitt von endlich
vielen Halbrdumen H; (Lemma von Gordan). Dabei ist ein Halbraum H
gegeben durch eine lineare Abbildung p : V = R" — R mit H = p~'(R,).
Daraus folgt, dass M ein endlicher Durchschnitt M = ﬂie ; M; ist mit M; =
p; '(N). Daraus ergibt sich, dass die M; eine Form M; = N x Z"~! haben.
Damit ist R[M] = (,c; R[M;] nach Aufgabe 20.1 normal, da die einzelnen
R[M;] = R|N x Z"~'] normal sind. O

Beispiel 20.10. Wir betrachten die algebraische Fléche, die durch die Glei-
chung

X*Z =Y?

gegeben ist. Wir wollen sie als die Flidche zu einem Monoidring verstehen.
Dazu sei

M ={((1,0),(1,1),(0,2)) c N?

Wegen (1,1) — (1,0) = (0,1) ist Z* das Quotientengitter (Differenzgruppe).
Da 2(0,1) = (0,2) € M ist, muss N? die Normalisierung von M sein. Die
drei Erzeuger ergeben einen surjektiven Monoidhomomorphismus

N2 — M, e;—m;,i=1,2,3.

Diese monomiale Abbildung N* — M C N? bedeutet geometrisch die Ab-
bildung

A% — K —Spek (K[M]) < A%, (s,t) —> (s, st,1%).

Dabei gehen (monomial gesehen) 2e; 4 e3 und 2ey beide auf das Element
(1,1), und das liefert die Gleichung X2Z = Y2, die man natiirlich auch
direkt ablesen kann.

Man kann die definierende Gleichung auch als Z = (%)2 ansehen. Von

K[X,Y] ausgehend wird also ein Quadrat zu % adjungiert.
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Beispiel 20.11. Wir betrachten das durch (1,0),(—1,2) und (0,1) er-
zeugte Untermonoid M C Z2. Fiir den zugehérigen Monoidring gilt K[M]| =
KI[X,Y,Z]/(Z* — XY). Wir behaupten, dass das Monoid normal ist, also
mit seiner Normalisierung iibereinstimmt. Die beiden Erzeuger (1,0) und
(—1,2) definieren je eine Gerade in R? und das Monoid besteht aus allen
Gitterpunkten (Punkte im Z?) innerhalb des durch diese Geraden definierten
Kegels. Dies sieht man so: Die Gitterpunkte in diesem Kegel sind gegeben
durch die zwei Bedingungen

{(s,t) €Z*t>0undt> —23} )

Ein Punkt daraus mit s > 0 gehort offensichtlich zu M. Sei also (s,t) ein
Punkt daraus mit s < 0. Wegen der zweiten linearen Bedingung kann man

(s,t) = —s(—1,2) + (t — 25)(0,1)
schreiben, was wegen t — 2s > 0 zu M gehort.
Mit den zwei Geraden lasst sich M auch sofort als M = H; N H, beschreiben,
mit Hy = {(s,t)|t >0} 2 Z x Nund H, = {(s,t)|t > —2s} = Z x N, wobei

die zweite Identifizierung von der Z-Basis (—1,2), (0, 1) herriihrt. Aus dieser
expliziten Beschreibung folgt, dass der zugehorige Monoidring normal ist.

Monomiale Kurven und Normalisierung

Wir werden spiéter sehen, dass eine algebraische Kurve genau dann normal
ist, wenn sie nichtsingulér ist. Im Fall einer monomilaen Kurve lédsst sich die
Normalisierung einfach beschreiben.

Satz 20.12. Sei M C N ein durch teilerfremde eq, . .., e, erzeugtes Untermo-
noid, und K[M] C KI[T] die zugehirige Ringerweiterung von Monoidringen.
Dann ist K[T] die Normalisierung von K[M|. Mit anderen Worten: Die mo-
nomiale Abbildung

A} — K—Spek (K[M])

15t eine Normalisierung.
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Beweis. Wir haben K[M] = K[T*,...,T°] C K[T]. Da die Exponenten
teilerfremd sind, erzeugen sie die Eins und das bedeutet (multiplikativ be-
trachtet), dass es ein Monom in diesen Potenzen (auch mit negativen Expo-
nenten) gibt, das gleich 7" ist. D.h. T ist ein Quotient von Elementen aus
K[M] und daher sind die Quotientenkorper gleich. Andererseits erfiillt 7" ei-
ne Ganzheitsgleichung iiber K[M], beispielsweise T — T = 0. Da K|[T]
normal ist (sogar faktoriell, da es ja ein Hauptidealbereich ist), muss es sich
um die Normalisierung handeln. U

Monomiale Kurven liefern also eine Vielzahl an Beispielen, wo die Normali-
sierung auf der Ebene der K-Spektren eine Bijektion ist. Es handelt sich auch
um eine Homéomorphie beziiglich der Zariski-Topologie, die ja im Kurven-
fall sehr einfach ist. Dennoch wire es falsch, die beiden Kurven als identisch
anzusehen. Die Normalisierung ist (bei e; # 1 fiir alle i) auf der Ringebe-
ne keine Bijektion, und in der algebraischen Geometrie darf man nicht nur
die mengentheoretische oder topologische Gestalt des Nullstellengebildes an-
schauen, man darf die Ringe (und die Gleichungen selbst) im Hintergrund
nicht vollig vergessen. Den Unterschied sieht man auch in der eingebetteten
Situation, wo die Neilsche Parabel eine Spitze besitzt.

Mit der Normalisierung bekommt der Singularititsgrad einer monomialen
Kurve eine neue Interpretation.

Lemma 20.13. Sei M C N ein durch teilerfremde Erzeuger definiertes
numerisches Monoid. Es sei R = K[M] der zugehérige Monoidring und
Rr™ = KIT|] die Normalisierung davon. Dann gilt fir den Singularitits-
grad von M die Gleichung

(M) = dimg (R™™/R) .
Beweis. Die Normalisierung besitzt die K-Basis 7™, m € N, und der Mo-
noidring K[M| besitzt die K-Basis T, m € M. Daher besitzt der Restraum
K[T)/K[M] die K-Basis T™, m € N\ M. Die Dimension des Restraumes

ist die Anzahl der Elemente einer Basis, und diese Anzahl ist die Anzahl der
Liicken, also der Singularitatsgrad von M. U

20. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 20.1. Sei K ein Korper und sei R; C K, ¢ € I, eine Familie von
normalen Unterringen. Zeige, dass auch der Durchschnitt (), R; normal ist.

Aufgabe 20.2. Sei R ein Integritdtsbereich. Zeige, dass R genau dann nor-
mal ist, wenn er mit seiner Normalisierung iibereinstimmt.
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Aufgabe 20.3. Sei R ein Integritatsbereich. Sei angenommen, dass die Nor-
malisierung von R gleich dem Quotientenkorper Q(R) ist. Zeige, dass dann
R selbst schon ein Koérper ist.

Aufgabe 20.4.*

Sei R ein normaler Integritdtsbereich und f € R, f # 0. Zeige, dass die
Nenneraufnahme Ry ebenfalls normal ist.

Aufgabe 20.5. Sei R ein normaler Integritéatsbereich und sei S C R ein mul-
tiplikatives System. Zeige, dass dann auch die Nenneraufnahme Rg normal
ist.

Aufgabe 20.6. Sei M ein torsionsfreies Monoid. Zeige, dass dann auch die
Differenzgruppe I'(M) torsionsfrei ist.

Aufgabe 20.7. (3 Punkte)

Sei M ein kommutative Gruppe. Zeige, dass die Torsionsfreiheit von M &qui-
valent zu folgender Eigenschaft ist: Aus m € M und rm = 0 fiir ein positives
r € N folgt stets m = 0. Zeige ferner, dass diese Aquivalenz fiir ein Monoid
nicht gelten muss.

Aufgabe 20.8. Sei R ein Integritdatsbereich mit Normalisierung R"°™. Zeige,
dass durch
f={g € RlgR™™ C R}

ein Ideal in R gegeben ist.

Aufgabe 20.9. Sei M C N ein numerisches Monoid, das von teilerfrem-
den natiirlichen Zahlen erzeugt werde. Zeige, dass fiir das Fiithrungsideal des
zugehorigen Monoidrings K[M] die Bezichung

f=(Mxy)
besteht, wobei f die Fiihrungszahl des Monoids bezeichnet.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 20.10. (3 Punkte)

Sei R ein normaler Integritétsbereich und R C S eine ganze Ringerweiterung.
Sei f € R. Zeige, dass fiir das von f erzeugte Hauptideal gilt:

RN (f)S=(E.
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Aufgabe 20.11. (6 Punkte)

Sei R ein normaler Integritétsbereich. Zeige, dass dann auch der Polynomring
R[X] normal ist.

Aufgabe 20.12. (5 Punkte)

Sei R ein normaler Integritédtsbereich und a € R. Es sei vorausgesetzt, dass
a keine Quadratwurzel in R besitzt. Zeige, dass das Polynom X2 — a prim in
R[X] ist. Tipp: Verwende den Quotientenkorper Q(R). Warnung: prim muss
hier nicht dquivalent zu irreduzibel sein.

Aufgabe 20.13. (4 Punkte)
Sei R ein Integritétsbereich. Zeige, dass die folgenden Eigenschaften dquiva-

lent sind.

(1) R ist normal
(2) Fiir jedes Primideal p ist die Lokalisierung R, normal.
(3) Fiir jedes maximale Ideal m ist die Lokalisierung Ry, normal.

(Man sagt daher, dass normal eine lokale Eigenschaft ist.)

Aufgabe 20.14. (2 Punkte)
Sei M CT'(M) = Z™ ein Monoid und betrachte die Menge

M* ={p: (M) — Z[ (M) € N} .

Zeige, dass M* ein normales Untermonoid von Hom (Z",Z) ist.

(Dieses Monoid nennt man das duale Monoid zu M)

Aufgabe 20.15. (3 Punkte)

Betrachte Beispiel 20.11. Welchen Wert haben die drei Erzeuger unter den
dort angegebenen Monoidhomomorphismen ¢, @2 nach Z, durch die das Mo-
noid beschrieben werden kann. Bestimme den Kokern des Gruppenhomomor-
phismus

F(M) — Z27 m— (Qpl(m)v 902<m))'

(Diesen Kokern nennt man die Divisorenklassengruppe des Monoidringes.)
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21. VORLESUNG - DISKRETE BEWERTUNGSRINGE

Diskrete Bewertungsringe

Wir setzen nun die lokale Untersuchung von algebraischen Kurven fort und
werden im weiteren Verlauf verschiedene Charakterisierungen dafiir finden,
dass ein Punkt einer Kurve nichtsingulir (oder glatt) ist. Zu dem Punkt P
auf der Kurve gehort der lokale Ring in P, der die Lokalisierung des affinen
Koordinatenringes der Kurve am maximalen Ideal ist, das zu P gehort. Wenn
P = (a,b) € C = V(F) C A% ist, so lisst sich der lokale Ring in doppelter
Weise beschreiben, ndmlich als

KX, Y](x—ay—n/(F) = (KX, Y]/(F))n

(dabei ist m das maximale Ideal aufgefasst im Restklassenring). Dieser Ring
beschreibt die wesentlichen algebraischen Eigenschaften des Punktes auf der
Kurve. Wichtig ist zunéchst der Begriff des diskreten Bewertungsringes.

Definition 21.1. Ein diskreter Bewertungsring R ist ein Hauptidealbereich
mit der Eigenschaft, dass es bis auf Assoziiertheit genau ein Primelement in
R gibt.

Lemma 21.2. FEin diskreter Bewertungsring ist ein lokaler, noetherscher
Hauptidealbereich mit genau zwei Primidealen, ndamlich O und dem maxima-
len Ideal m.

Beweis. Ein diskreter Bewertungsring ist kein Korper. In einem Hauptideal-
bereich, der kein Korper ist, wird jedes maximale Ideal von einen Primele-
ment erzeugt, und die Primerzeuger zu verschiedenen maximalen Idealen
kénnen nicht assoziiert sein. Also gibt es genau ein maximales Ideal. Ebenso
wird jedes von null verschiedene Primideal durch ein Primelement erzeugt,
so dass es neben dem maximalen Ideal nur noch das Nullideal gibt. U

Beispiel 21.3. Es sei A ein Hauptidealbereich und m C A ein maximales
Ideal. Dieses ist ein Hauptideal und wird durch ein Primelement, sagen wir
m = (p), erzeugt. Die Lokalisierung

R=A, = {g\feA,géém}

ist nach Satz 15.4 ein lokaler Ring mit dem maximalen Ideal mA,,, das eben-
falls von p erzeugt wird. Alle Primelemente ¢ € A, die nicht zu p assoziiert
sind, werden in der Lokalisierung zu Einheiten. Daher gibt es in der Loka-
lisierung bis auf Assoziiertheit genau ein Primelement, und somit liegt ein
diskreter Bewertungsring vor. Fiir A = Z und eine Primzahl p ist Z,) C Q
der Unterring der rationalen Zahlen, deren Nenner kein Vielfaches von p sind.

Definition 21.4. Zu einem Element f € R, f # 0, in einem diskreten
Bewertungsring mit Primelement p heifit die Zahl n € N mit der Eigenschaft
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f = up™, wobei u eine Einheit bezeichne, die Ordnung von f. Sie wird mit

ord(f) bezeichnet.

Die Ordnung ist also nichts anderes als der Exponent zum (bis auf Assozi-
iertheit) einzigen Primelement in der Primfaktorzerlegung. Sie hat folgende
Eigenschaften.

Lemma 21.5. Sei R ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal m =
(p). Dann hat die Ordnung

R\ {0} — N, f — ord(f),
folgende Figenschaften.

(1) ord(fg) = ord(f) + ord(g).

(2) ord(f + g) = min{ord(f),ord(g)}.

(3) f €m genau dann, wenn ord(f) > 1.
(4) f € R* genau dann, wenn ord(f) = 0.

Beweis. Siehe Aufgabe 21.3. U

Wir wollen eine wichtige Charakterisierung fiir diskrete Bewertungsringe be-
weisen, die insbesondere beinhaltet, dass ein normaler lokaler Integritétsbe-
reich mit genau zwei Primidealen bereits ein diskreter Bewertungsring ist.
Dazu benotigen wir einige Vorbereitungen.

Lemma 21.6. Seir R ein kommutativer Ring und sei f € R nicht nilpotent.
Dann gibt es ein Primideal p in R mit f & p.

Beweis. Wir betrachten die Menge der Ideale
M = {aldeal | f" & a fir aller} .

Diese Menge ist nicht leer, da sie das Nullideal enthélt. Ferner ist sie induk-
tiv geordnet (beziiglich der Inklusion). Ist ndmlich a; eine total geordnete
Teilmenge, so ist deren Vereinigung ebenfalls ein Ideal, das keine Potenz von
f enthélt. Nach dem Lemma von Zorn gibt es daher maximale Elemente in
M.

Wir behaupten, dass ein solches maximales Element p ein Primideal ist. Sei
dazu g,h € R und gh € p, und sei g,h ¢ p angenommen. Dann hat man
echte Inklusionen

pCrp+(9)p+(h).
Wegen der Maximalitidt konnen die beiden Ideale rechts nicht zu M gehoren,
und das bedeutet, dass es Exponenten 7, s € N gibt mit
ffep+(g)und f°ep+(h).
Dann ergibt sich der Widerspruch

' rep+(gh)Sp.
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Lemma 21.7. Sei R ein noetherscher lokaler kommutativer Ring. Es sei
vorausgesetzt, dass das mazrimale Ideal m das einzige Primideal von R ist.
Dann gibt es einen Exponenten n € N mit

m'=0.

Beweis. Wir behaupten zunéchst, dass jedes Element in R eine Einheit oder
nilpotent ist. Sei hierzu f € R keine Einheit. Dann ist f € m. Angenommen,
f ist nicht nilpotent. Dann gibt es nach Lemma 21.6 ein Primideal p mit
f ¢ p. Damit ergibt sich der Widerspruch p # m.

Es ist also jedes Element im maximalen Ideal nilpotent. Insbesondere gibt
es fiir ein endliches Erzeugendensystem fi, ..., fx von m eine natiirliche Zahl
m mit /" =0 fiir alle + =1,...,k . Sei n = km. Dann ist ein beliebiges
Element aus m” von der Gestalt

k k k
(Z ailfi) (Z az‘2fi> Tt (Z amfi) .
i=1 i=1 i=1

Ausmultiplizieren ergibt eine Linearkombination mit Monomen f*--- f,
und Zle ri = n , so dass ein f; mit einem Exponenten > n/k = m vor-
kommt. Daher ist das Produkt 0. U

Satz 21.8. Sei R ein noetherscher lokaler Integrititsbereich mit der Eigen-
schaft, dass es genau zwei Primideale 0 C m gibt. Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent.

(1) R ist ein diskreter Bewertungsring.
R st ein Hauptidealbereich.

R ist faktoriell.

R ist normal.

1
2
3
4
5) m ist ein Hauptideal.

(2)
(3)
(4)
()
Beweis. (1) = (2) folgt direkt aus der Definition.

(2) = (3) folgt aus der allgemeinen Aussage, dass jeder Hauptidealbereich
faktoriell ist.

(3) = (4) folgt aus Satz 20.3.

(4) = (5). Sei f € m, f # 0. Dann ist R/(f) ein noetherscher lokaler Ring
mit nur einem Primideal (ndmlich m = mR/(f)). Daher gibt es nach Satz
21.7 ein n € N mit m™ = 0. Zuriickiibersetzt nach R heifit das, dass m" C (f)
gilt. Wir wéhlen n minimal mit den Eigenschaften

m" C (f) und m"~" Z (f).
Wihle g € m"™! mit g & (f) und betrachte

h = g € Q(R)(esist g #0).
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Das Inverse, also h=! = %, gehort nicht zu R, sonst wire g € (f). Da R nach

Voraussetzung normal ist, ist A~! auch nicht ganz iiber R. Nach dem Modul-
kriterium Lemma 19.9 fiir die Ganzheit gilt insbesondere fiir das maximale
Ideal m C R die Beziehung

h'm € m

ist. Nach Wahl von g ist aber auch

hlm=ZmC

Daher ist h~'m ein Ideal in R, das nicht im maximalen Ideal enthalten ist.
Also ist h~'m = R. Das heifit einerseits € m und andererseits gilt fiir ein
beliebiges € m die Beziechung h™'x € R, also z = h(h™'z), also z € (h)
und somit (h) = m.

(5) = (1). Sei m = (m). Dann ist 7 ein Primelement und zwar bis auf
Assoziiertheit das einzige. Sei f € R, f # 0 keine Einheit. Dann ist f € m
und daher f = mg;. Dann ist ¢g; eine Einheit oder g; € m. Im zweiten Fall ist
wieder g; = g, und f = 72gs.

Wir behaupten, dass man f = 7%u mit einer Einheit v schreiben kann.
Andernfalls kénnte man f = #"g, mit beliebig groflem n schreiben. Nach
Satz 21.7 gibt es ein m € N mit (7™) = m"™ C (f). Bei n > m+ 1 ergibt sich
7" = af = an™ b und der Widerspruch 1 = abnr.

Es lédsst sich also jede Nichteinheit # 0 als Produkt einer Potenz des Prim-
elements mit einer Einheit schreiben. Insbesondere ist R faktoriell. Fiir ein
beliebiges Ideal a = (fi,..., f) ist f; = 7™u; mit Einheiten u;. Dann sieht
man leicht, dass a = (7") ist mit n = min;{n;}. O

Das Lemma von Nakayama

Nach dem vorangehenden Uberlegungen liegt ein diskreter Bewertungsring
genau dann vor, wenn der lokale Integritidtsbereich die Eigenschaft hat, dass
das maximale Ideal durch ein Element erzeugt wird. Es ist von daher nahelie-
gend, generell die lokalen Ringe zu Punkten auf einer algebraischen Kurve da-
hingehend zu studieren, wie viele Erzeuger das maximale Ideal benétigt. Dies
fithrt zum Begriff der Einbettungsdimension, den wir schon im Zusammen-
hang mit monomialen Kurven erwéhnt haben. Diese Einbettungsdimension
ist auch die Dimension des R/m-Vektorraumes m/m?, fiir diesen Zusammen-
hang brauchen wir aber einige Vorbereitungen und insbesondere das Lemma
von Nakayama.

Im Lemma von Nakayama wird folgende Konstruktion betrachtet: Zu einem
R-Modul V, einem Untermodul U C V und einem Ideal I C R bezeichnet
man mit /U den R-Untermodul von V', der von allen Elementen der Form
fuv, f €I, veU,erzeugt wird (dies ist auch ein R-Untermodul von U). Ist U
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ebenfalls ein Ideal (also ein R-Untermodul von R)so fillt dieses Konzept mit
dem Produkt von Idealen zusammen. Der Restklassenmodul V/IV ist dabei
in natiirlicher Weise nicht nur ein R-Modul, sondern auch ein R/I-Modul.
Wenn [ ein maximales Ideal ist, so bedeutet dies, dass der Restklassenmodul
sogar ein Vektorraum iiber dem Restklassenkorper ist.

Lemma 21.9. Sei (R, m) ein lokaler Ring und sei V' ein endlich erzeugter
R-Modul. Es set mV =V wvorausgesetzt. Dann ist V = 0.
Beweis. Sei vy,...,v, ein Erzeugendensystem von V. Nach Voraussetzung
gibt es wegen v; € mV zu jedem v; eine Darstellung
V; = apvy + ..+ apnv,
mit a;; € m. Daraus ergibt sich fiir jedes i eine Darstellung
(1 —ay)vi = apnvr + ... 4 Gii—1Vim1 + Qi i110i01 + QinUy, -

Da a; € m ist, ist der Koeffizient 1 — a;; eine Einheit. Dies bedeutet aber,
dass man nach v; auflésen kann, so dass also v; iiberfliissig ist. So kann man
sukzessive auf alle Erzeuger verzichten, was bedeutet, dass der Nullmodul
vorliegen muss. O

21. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 21.1. Sei R ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkorper
Q. Zeige, dass es keinen echten Zwischenring zwischen R und @) gibt.

Aufgabe 21.2. Sei R ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkérper
(). Charakterisiere die endlich erzeugten R-Untermoduln von ). Auf welche
Form kann man ein Erzeugendensystem bringen?

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 21.3. (4 Punkte)

Beweise fiir einen diskreten Bewertungsring die Eigenschaften der Ordnung,
die in Lemma 21.5 formuliert sind.
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Aufgabe 21.4. (3 Punkte)

Sei R ein diskreter Bewertungsring. Definiere zu einem Element ¢ € Q(R),
q # 0, die Ordnung
ord(q) € Z.

Dabei soll die Definition mit der Ordnung fiir Elemente aus R iibereinstim-
men und einen Gruppenhomomorphismus Q(R) \ {0} — Z definieren. Was
ist der Kern dieses Homomorphismus?

Aufgabe 21.5. (4 Punkte)

Sei K ein Korper und K (7T') der Korper der rationalen Funktionen iiber K.
Finde einen diskreten Bewertungsring R C K(7') mit Q(R) = K(7T) und mit
RNK[T| =K.

Aufgabe 21.6. (4 Punkte)

Sei K ein Korper. Eine Potenzreihe in einer Variablen iiber K ist ein formaler
Ausdruck der Form

ao+ a1 T+ asT? + asT> + ... mit a; € K .

Es kann hier also unendlich viele von null verschiedene Koeffizienten a; ge-
ben. Definiere eine Ringstruktur auf der Menge aller Potenzreihen, die die
Ringstruktur auf dem Polynomring in einer Variablen fortsetzt. Zeige, dass
dieser Ring ein diskreter Bewertungsring ist.

Aufgabe 21.7. (4 Punkte)

Es sei R ein Integritatsbereich mit folgender Eigenschaft: zu je zwei Elemen-
ten f,g € R gelte, dass f ein Teiler von g ist oder dass g ein Teiler von
f ist. Es sei R noethersch, aber kein Korper. Zeige, dass R ein diskreter
Bewertungsring ist.

Aufgabe 21.8. (5 Punkte)

Zeige, dass ein noetherscher abstrakter Bewertungsring schon diskret ist.

Aufgabe 21.9. (3 Punkte)

Zeige, dass in K[X,Y]xy)/(X? —Y?) jedes Ideal durch maximal zwei Er-
zeuger gegeben ist.

Aufgabe 21.10. (4 Punkte)

Man gebe ein Beispiel einer ebenen monomialen Kurve und eines Ideals im
zugehorigen lokalen Ring der Singularitédt, das nicht von zwei Elementen
erzeugt werden kann.
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22. VORLESUNG - GLATTHEIT

Die Einbettungsdimension

Definition 22.1. Es sei R ein lokaler kommutativer noetherscher Ring mit
maximalem Ideal m. Dann heifit die minimale Idealerzeugendenzahl fiir m
die Finbettungsdimension von R, geschrieben

embdim (R) .

Ein noetherscher lokaler Integritdtsbereich der Dimension eins (d.h. die ein-
zigen Primideale sind das Nullideal und das maximale Ideal) ist genau dann
ein diskreter Bewertungsring, wenn seine Einbettungsdimension 1 ist. Wir
erwahnen, dass die Einbettungsdimension immer zumindest so grof} ist wie
die Dimension eines lokalen Ringes. Die Ringe, bei denen Gleichheit gilt,
spielen eine besondere Rolle und heiflen reguldire Ringe. Wir sind der Einbet-
tungsdimension schon im Fall von monomialen Kurven begegnet und miissen
zeigen, dass die dortige Definition (Definition ) mit der neuen vertréglich ist.

Wir beweisen zunéchst eine andere Charakterisierung, die sich aus dem Lem-
ma von Nakayama ergibt.

Lemma 22.2. Sei (R, m, K) ein lokaler Ring und sei V' ein endlich erzeugter
R-Modul. Dann stimmt die minimale Erzeugendenzahl (V') mit der Dimen-
sion des K -Vektorraums V/mV dberein.

Beweis. Wir zeigen etwas allgemeiner, dass Elemente vy,...,v, € V ge-
nau dann ein R-Erzeugendensystem fiir V' bilden, wenn deren Restklassen
in V/mV ein R/m-Erzeugendensystem von V/mV bilden. Dabei ist die eine
Richtung trivial, seien also Elemente vy,...,v, € V gegeben, die modulo
m ein Erzeugendensystem sind. Es sei U C V' der von den v; erzeugte R-
Untermodul von V. Die Voraussetzung iibersetzt sich zu V = U + mV. Wir
betrachten den Restklassenmodul V/U. Dort gilt dann (V/U)m = V/U, wor-
aus nach dem Lemma von Nakayama die Gleichheit V/U = 0 und V = U
folgt. U

Korollar 22.3. Sei (R,m, K) ein noetherscher lokaler Ring. Dann ist die
Einbettungsdimension gleich

p(m) = dimg (m/m?).

Beweis. Dies folgt sofort aus Lemma 22.2 angewandt auf das Ideal m und
den endlich erzeugten R-Modul m. O

Den in der vorstehenden Aussage auftretenden R-Modul m/m?; der ein Vek-
torraum iiber dem Restklassenkorper R/m ist, nennt man auch den Kotan-
gentialraum des lokalen Ringes.
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Lemma 22.4. Sei R ein noetherscher kommutativer Ring und n ein mazi-
males Ideal. Es sei S = R, die Lokalisierung an n mit dem maximalen Ideal
m=nkR,. Dann ist

m/m? = n/n?.
Insbesondere ist die Einbettungsdimension der Lokalisierung gleich dimpg/,

(n/n?).

Beweis. Bekanntlich ist R/n = R,/m, so dass der gleiche Restklassenkorper
vorliegt. Der natiirliche R-Modul-Homomorphismus n — m induziert einen
K-Vektorraum-Homomorphismus

n/n®> — m/m?,

der surjektiv ist, da R-Modul-Erzeuger von n auf R,-Erzeuger von m abbil-
den, und diese modulo m? ein K-Vektorraum-Erzeugendensystem ergeben.

Zum Beweis der Injektivitét sei f € n ein Element, das rechts auf 0 abgebildet
wird. D.h. es gilt f € m? in der Lokalisierung R,. Dies bedeutet, dass es
Elemente ¢1,...,9, € n und hy,...,h, € n und Elemente ¢; = Z— € R,
(also mit s; € nund a; € R) gibt mit

Qn,

_gnhn'

n

a
f==gh+.. +
S1

Dies bedeutet zuriickiibersetzt nach R, dass es ein Element s ¢ n gibt mit
Sf = blglhl + ...+ bngnhn

fiir gewisse b; € R. Da s nicht zum maximalen Ideal n gehort, gibt es r € R
und g € n mit g+rs = 1. Wir multiplizieren die obige Gleichung mit r und
erhalten

(1—g)f =r(bigih1 + ... + bpgnhn)
bzw.

f=rbigthi + ...+ bugahn) + gf .
Dabei gehort die rechte Seite offensichtlich zu n?, und damit definiert f das
Nullelement in n/n% O

Lemma 22.5. Ser K ein Korper und M ein numerisches Monoid, das von
teilerfremden natiirlichen Zahlen erzeugt sei. Es sei R = K[M] der zugehdri-
ge Monoidring mit dem mazimalen Ideal n = (M) und der Lokalisierung
Ry. Dann ist die numerische Einbettungsdimension wvon M (bzw. K[M])
gleich der Einbettungsdimension des lokalen Rings R,.

Beweis. Es ist n = (M) = @,,ep, KT™ und 0 = (2M,) = D, 00, K
T™. Der Restklassenraum ist daher
n/n? = @ KT™.
m€M+\2M+

Dessen K-Dimension ist also gleich der Anzahl der Elemente aus M, \ 2M, .
Nach Korollar 18.13 ist M, \ 2M, das minimale Monoiderzeugendensystem
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von M, so dass die Dimension gleich der numerischen Einbettungsdimension
ist.

Andererseits ist nach Lemma 22.4 die Dimension von n/n? gleich der Einbet-
tungsdimension des zugehorigen lokalen Rings R,,. |

Glatte und singulidre Punkte

Sei K ein Korper und F € K[X,Y], F # 0, ein Polynom ohne mehrfache
Faktoren (da wir uns nur fiir die zugehorige Kurve interessieren, ist dies bei
einem algebraisch abgeschlossenen Korper aufgrund des Hilbertschen Null-
stellensatzes keine Einschrinkung). Fiir jeden Punkt (a,b) € A% kann man
zu den Variablen X —a und Y — b iibergehen. Das bedeutet, dass man
den Punkt in den Ursprung verschiebt. Fiir das Verhalten eines Polynoms an
einem Punkt kann man sich also stets auf den Ursprungspunkt beschréanken.

Sei also P = (0,0). Wir schreiben F' mit homogenen Komponenten als
F:Fd+Fd—1+...+F1+F0.

Hier sind die F; homogen vom Grad ¢. Was kann man an den einzelnen
homogenen Komponenten ablesen? Zunéchst gilt trivialerweise die Beziehung

P € V(F) genau dann, wenn Fy = 0.

Wenn man die Koordinaten von P, also (0,0), in F' einsetzt, so werden ja alle
hoheren Komponenten zu null gemacht, und lediglich die konstante Kompo-
nente Fy bleibt iibrig. Da wir uns hauptséchlich fiir das Verhalten der Kurve
in einem Kurvenpunkt interessieren, werden wir uns héufig auf die Situation
Fy = 0 beschrianken. Was ist dann die erste homogene Komponente F;, die
nicht null ist? Welche Rolle spielt dieses ¢ und welche Rolle spielen dessen
Linearfaktoren?

Nehmen wir zunéchst an, dass Fp = 0 und F; = aX + bY ist. Diese
Linearform (die null sein kann) lédsst sich auch mit partiellen Ableitungen
charakterisieren, es ist ndmlich

8_F oF
ox a
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Hier und im Folgenden werden Polynome einfach formal abgeleitet. Damit ist
auch Fy = 0 genau dann, wenn 25(P) = g—g(P) = 0 ist. Wenn dies nicht
der Fall ist, so ist es naheliegend, die durch die Gleichung F(X,Y) = 0
definierte Gerade als Tangente an die Kurve im Punkt P anzusehen. Ein
erstes Indiz dafiir ist, dass im linearen Fall FF = F; die Gerade mit ihrer

Tangente zusammenfallen soll.

Definition 22.6. Sei K ein Korper und F' € K[X, Y] ein von null verschie-
denes Polynom. Es sei P € C' = V(F) C A% ein Punkt der zugehorigen
affinen ebenen Kurve. Dann heifit P ein glatter Punkt von C', wenn gilt
OF
X
Andernfalls heifit der Punkt singuldr.

(P) # 0 oder g—g(P) #0.

Definition 22.7. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und sei F' €
K[X,Y] ein von null verschiedenes Polynom. Es sei P € C = V(F) C A%
ein Punkt der zugehorigen affinen ebenen Kurve, der (nach linearer Varia-
blentransformation) der Nullpunkt sei. Es sei

F=F+F,_,+...+F,

die homogene Zerlegung von F mit F; # 0 und F,, # 0, d > m. Dann heifit
m die Multiplizitdt der Kurve im Punkt P. Sei F},, = G - - - G,, die Zerlegung
in lineare Faktoren. Dann nennt man jede Gerade V(G;), i = 1,...,m, eine
Tangente an C' im Punkt P. Die Vielfachheit von G; in F;, nennt man auch
die Multiplizitdt der Tangente.

Der Punkt ist genau dann glatt, wenn die Multiplizitéit eins ist. In diesem
Fall gibt es genau eine Tangente durch den Punkt, deren Steigung man iiber
die partiellen Ableitungen berechnen kann.

Geraden, die sich im Punkt (0, 1) schneiden

Beispiel 22.8. Seien d verschiedene Geraden L, ..., Ly in der affinen Ebene
gegeben, die alle durch den Nullpunkt laufen mogen. Es seien a; X + b;Y =
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0,7 =1,...,d, die zugehorigen Gleichungen (die nur bis auf einen Skalar
definiert sind). Die Vereinigung dieser Geraden wird dann durch das Produkt

F=(a1X +bY) - (agX + bgY)

beschrieben. Insbesondere ist F' = F; homogen vom Grad d. Hier definiert
jeder Linearfaktor eine Tangente durch den Nullpunkt.

Bemerkung 22.9. Fiir einen glatten Punkt P € C' = V(F') einer ebenen
algebraischen Kurve ist die Multiplizitdt m = 1. Bei P = (0,0) ist also der
lineare Term der Kurvengleichung F; = uX 4+ vY # 0 und es ist

oF oF

3_X(P) = u und 8_Y(P) =0
(da die hoheren homogenen Komponenten von F' keinen Beitrag zu den par-
tiellen Ableitungen im Nullpunkt leisten). Diese lineare Gleichung ist also die
Tangentengleichung. Auch fiir einen beliebigen glatten Punkt P = (a,b) € C
kann man aus den partiellen Ableitungen von F' in P direkt die Tangenten-
gleichung ablesen, und zwar ist die Tangente gegeben durch

OF oF
S (PIX —a)+ S (P)(Y —8) =0,

Bemerkung 22.10. Sei F' € K[X,Y] mit zugehoriger ebener algebraischer
Kurve C' und sei P € C' = V(F) ein glatter Punkt der Kurve. Zu

F: A% — AL
und dem Punkt P gehort die durch die partiellen Ableitungen definierte li-

neare Tangentialabbildung (das totale Differential) zwischen den zugehorigen
Tangentialrdumen, also

OF OF
TpF = (8_X(P), 8—y(P)> : TpAj 2 A% — Trp)Aj = ToAy = Ay
: OF oF
mit (s,t) — 8—X(P)S + 8—Y(P)t

Da P ein glatter Punkt ist, ist diese lineare Abbildung nicht die Nullabbil-
dung. Die (Richtung der) Tangente von C' an P ist der Kern dieser Tangen-
tialabbildung (wobei man bei der Identifizierung der Tangentialebene in P
mit der umgebenden affinen Ebene den Punkt P mit dem Nullpunkt identi-
fizieren muss. Die Tangente muss ja durch den Punkt gehen, der Kern gibt
nur eine lineare Richtung vor).
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A
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Bei einer algebraischen Kurve sind die Schnittpunkte von irreduziblen
Komponenten niemals glatt.

Die folgenden beiden Ausssagen zeigen, dass ein Kreuzungspunkt zweier ir-
reduzibler Komponenten niemals glatt sein kann.

Lemma 22.11. Sei C = V(F) eine ebene algebraische Kurve und F =
Fy--- F, die Zerlegung in verschiedene Primfaktoren. Es sei P € C' ein glat-
ter Punkt der Kurve. Dann liegt P auf nur einer Komponente C; = V (F})
der Kurve.

Beweis. Siehe Aufgabe 22.3. U

Korollar 22.12. Sei C' C A% cine (Zariski)-zusammenhingende ebene glatte
algebraische Kurve iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kdrper. Dann ist
C' irreduzibel.

Beweis. Aufgrund von Lemma 22.11 sind die irreduziblen Komponenten der
Kurve disjunkt. Dies sind dann aber auch die Zusammenhangskomponenten
der Kurve. Also gibt es nur eine irreduzible Komponente und daher ist die
Kurve irreduzibel. U

Zum Schluss geben wir noch einen Hinweis, warum man den Restklassenmo-
dul m/m? als Kotangentialraum bezeichnet.

Satz 22.13. Sei K ein Korper und R eine K-Algebra von endlichem Typ,
und sei P € K —Spek (R) ein Punkt mit zugehirigem mazimalen Ideal m.
Dann ist die Abbildung

d: R—m/m? fr——df = f— f(P),
eine Derivation, d.h. d ist K-linear und es gilt d(fg) = fdg + gdf .
Beweis. Es liegt eine kanonische Isomorphie K — R/m zwischen dem

Grundkorper und dem Restekorper vor. Die Abbildung ist wohldefiniert, da
wegen (f— f(P))(P) = 0 die Funktion f— f(P) zum maximalen Ideal gehort.
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Die K-Linearitdt ist trivial. Die Produktregel folgt aus (im dritten Schritt
wird ein Element aus m? addiert)

fg—(fo)(P) = fg— f(P)g(P)
= fg—f(P)g(P)+ (f = f(P))(g—g(P))
= 2fg—f-9(P)—g- f(P)
= flg— g(P))+g( — f(P))
= [fdg+ gdf.

22. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 22.1. Sei K ein Korper der positiven Charakteristik p > 0. Be-
stimme die Menge der Polynome F' € K[T] mit formaler Ableitung F’ = 0.

Aufgabe 22.2. Sei K ein Korper und F € K[X,Y] ein nichtkonstantes
Polynom mit einfachen Primfaktoren und mit zugehériger ebener Kurve C' =
V(F). Zeige, dass C' nur endlich viele singulare Punkte besitzt.

Aufgabe 22.3. Beweise Lemma 22.11.

Aufgabe 22.4. Zeige, dass der Einheitskreis {iber einem Korper der Cha-
rakteristik # 2 glatt ist und bestimme fiir jeden Punkt die Gleichung der
Tangente.
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Aufgabe 22.5. Sei K ein Korper.

a) Zeige, dass der Graph eines Polynoms F' € K[X] eine glatte algebraische
Kurve ist.

b) Seien F,G € K[X] Polynome ohne gemeinsame Nullstelle. Zeige, dass der
Graph der rationalen Funktion F'/G ebenfalls eine glatte algebraische Kurve
ist.

Aufgabe 22.6.*

Bestimme die singuldren Punkte der ebenen algebraischen Kurve

V<—2X3+3X2Y—Y+§ é) C AZ.

Aufgabe 22.7.*

Es sei P € C = V(F) C A% ein glatter Punkt einer ebenen irreduziblen
Kurve. Zeige, dass der zugehorige lokale Ring ein diskreter Bewertungsring
ist.

Aufgabe 22.8. Bestimme fiir die in Beispiel 8.5 berechnete Trajektorie die
Koordinaten der Punkte, wo die Kurve singulér ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 22.9. (3 Punkte)

Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Man charakterisiere die Polynome
F e K[X,Y] mit der Eigenschaft, dass

(1) die erste partielle Ableitung
(2) die zweite partielle Ableitung
(3) beide partiellen Ableitungen

null sind.

Aufgabe 22.10. (3 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und seien G, H € K[X,Y]
Polynome mit G(P) = H(P) = 0 fiir einen bestimmten Punkt P € A%. Es
sei F' = GH. Zeige, dass jede Tangente von G in P und jede Tangente von
H in P auch eine Tangente von F'in P ist.
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Aufgabe 22.11. (6 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Betrachte die Kurve
C = V(z® +52%y — 6xy* — 2° — 2y + 4y7).

(1) Bestimme die Tangenten im Nullpunkt.

(2) Zeige, dass P = (1,2) ein Punkt der Kurve ist, und berechne die
Tangente(n) von C' in P iiber die Ableitung.

(3) Fiihre eine Variablentransformation durch derart, dass P in den neuen
Variablen der Nullpunkt ist, und bestimme die Tangente(n) in P aus
der transformierten Kurvengleichung.

Aufgabe 22.12. (4 Punkte)

Bestimme fiir die algebraische Kurve
C =V (9y* + 102%y + 2* — 12y — 1222y + 49°)

die Singularitéiten sowie deren Multiplizitdt und Tangenten.
(Vergleiche dazu Beispiel 8.5.)

23. VORLESUNG - MULTIPLIZITAT

Beispiel 23.1. Das Kartesische Blatt wird durch die Gleichung F' = X3 +
Y3 — 3XY = 0 beschrieben (die 3 ist dabei nicht wichtig, und kénnte durch
eine andere Zahl # 0 ersetzt werden). Die homogenen Bestandteile der Kur-
vengleichung sind F3 = X2+ Y3 und I, = —3XY. Damit hat der Nullpunkt
des Kartesischen Blattes die Multiplizitdt zwei und ist singulér, und sowohl
die X- als auch die Y-Achse sind Tangenten (mit einfacher Multiplizitét).
An den iibrigen Punkten ist die Kurve glatt (der Grundkérper habe nicht
die Charakteristik 3): aus

oF oF
oy = 3X° =3V =0und = 3Y? ~3X =0

folgt Y = X? und X = Y?  also auch Y = Y* (ebenso fiir X). Dann ist
Y = X =0 oder X und Y sind beide eine dritte Einheitswurzel (und zwar
sind beide 1 oder es sind die beiden anderen dritten Einheitswurzeln). An

diesen anderen Verschwindungsstellen der beiden partiellen Ableitungen hat
aber I’ den Wert —1, diese sind also keine Punkte der Kurve.
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Glatte und normale Punkte

Wir wollen zeigen, dass ein Punkt auf einer ebenen algebraischen Kurve ge-
nau dann glatt ist, wenn der zugehorige lokale Ring ein diskreter Bewertungs-
ring ist. Dabei ist die Glattheit in einem Punkt extrinsisch unter Bezug auf
die umgebende Ebene definiert worden, wihrend die Eigenschaft, ein diskre-
ter Bewertungsring zu sein, nur vom Koordinatenring der Kurve abhéngt.
Das folgende Lemma erledigt die eine Richtung, fiir die andere Richtung
miissen wir zuerst eine intrinsische Multiplizitét fiir einen lokalen Ring ent-
wickeln.

Lemma 23.2. Sei K ein Korper, F € K[X,Y] ein Polynom # 0 ohne
mehrfache Faktoren und sei P € C = V(F) ein glatter Punkt der Kurve.
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Es ser R der lokale Ring der Kurve im Punkt P. Dann ist R ein diskreter
Bewertungsring.

Beweis. Zunéchst ist R ein noetherscher lokaler Ring, der aufgrund von Lem-
ma 22.11 ein Integritédtsbereich ist. Daher sind die einzigen Primideale das
Nullideal und das maximale Ideal mp. Wir werden zeigen, dass das maximale
Ideal ein Hauptideal ist.

Wir konnen annehmen, dass P der Nullpunkt ist, und schreiben F' als
F=F;+...+ F

mit F; # 0. Da P glatt ist, liegt eine solche Gestalt vor. Durch eine Varia-
blentransformation konnen wir erreichen, dass F; =Y ist. Wir kénnen in F
die isoliert stehenden Potenzen von X (die Monome, wo kein Y vorkommt)
zusammenfassen und bei den anderen Y ausklammern. Dann lésst sich die
Gleichung F' = 0 schreiben als

Y(1+G)=XH(X),

wobei G € (X,Y) ist. Es ist 1 + G eine Einheit in K[X,Y]xy) und erst
recht im lokalen Ring R = K[X,Y]xy)/(F) der Kurve. Daher gilt in R die

Beziehung
H

=—X.
1+ G
Also wird das maximale Ideal im lokalen Ring R von X allein erzeugt, sodass
nach Satz 21.8 ein diskreter Bewertungring vorliegt. U

Die Hilbert-Samuel Multiplizitit

Lemma 23.3. Sei R ein noetherscher lokaler Ring mit maximalem Ideal
m und Restklassenkérper K = R/m. Dann besitzen die Restklassenmoduln
m"/m"* endliche Dimension iber K. Wenn R einen Kirper K enthiilt,
der isomorph auf den Restklassenkorper abgebildet wird, so sind auch die
Restklassenringe R/m™ von endlicher Dimension tber K.

Beweis. Wir schreiben den Restklassenmodul m™/m" ! als
m”/m" 2 m™/(m")m.

Damit sind wir in der Situation von Lemma 22.2. Da m" ein endlich erzeugtes
Ideal ist, folgt, dass dieser Restklassenmodul endliche Dimension iiber dem
Restklassenkorper besitzt.

Fiir die Restklassenringe betrachten wir die kurze exakte Sequenz von R-
Moduln,

0 — m"/m"*" — R/m"™ — R/m" — 0.
Dies ist nach unserer Voraussetzung auch eine kurze exakte Sequenz von K-
Vektorrdumen, so dass sich die K-Dimensionen addieren. Nach dem bereits
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bewiesenen steht links ein endlichdimensionaler Raum. Die Aussage folgt
nun durch Induktion iiber n aus dieser Sequenz, wobei der Induktionsanfang
durch R/m = K gesichert ist. O

Im Fall einer ebenen algebraischen Kurve V = V(F) C A% und einem Punkt
P = (a,b) € V ist der lokale Ring gegeben durch K[X Y] x_qy_s/(F).
Der Restklassenkorper dieses lokalen Ringes ist K selbst. Daher sind die
Voraussetzungen, die im vorstehenden Lemma auftauchen, alle erfiillt, und
alle Dimensionen sind Dimensionen iiber dem Grundkérper.

Satz 23.4. Sei P € V = V(F) C A% ein Punkt auf einer ebenen affinen
Kurve. Es sei R = Oy, p der zugehdrige lokale Ring mit mazimalem Ideal m.
Dann gilt fiir die Multiplizitdt mp von P die Gleichung

mp = dimg (m™/m™*Y) fiir n hinreichend grofs.

Beweis. Wir betrachten die kurze exakte Sequenz
0 — m"/m"*" — R/m"™ — R/m" — 0

von K-Vektorrdaumen. Nach Lemma 23.3 sind die Dimensionen endlich. Dass
die Dimensionen von m"/m"*! konstant gleich der Multipizitit sind (fiir n
hinreichend grof}) ist dquivalent dazu, dass die Differenz zwischen den Di-
mensionen von R/m"™! und R/m" konstant gleich der Multiplizitit ist fiir n
hinreichend grof3. Dies ist durch Induktion dquivalent dazu, dass

dim(R/m") = nmp + ¢

gilt fiir eine Konstante ¢ und n hinreichend grof. Wir kénnen durch Ver-
schieben der Situation annehmen, dass P der Nullpunkt in der Ebene ist.
Sei a = (X,Y) das zugehorige maximale Ideal in S = K[X,Y]. Dann ist
K[X,Y]/(a" + (F)) = R/m", so dass die Aussage dafiir zu zeigen ist.

Nach Voraussetzung hat F' die Gestalt F' = F,, + Fj,41... mit m = mp .
Damit ist insbesondere F' € a™. Fiir ein weiteres Polynom G € a"™™ (mit
n >m) ist GF € a™. Daher liegt eine kurze exakte Sequenz

0— S/a™™ L5 S/a" —s S/(a™, F) = R/m" — 0

vor. Dabei folgt die Injektivitdt links aus einer direkten Gradbetrachtung.
Bekanntlich ist die Dimension von S/a™ gleich n(n + 1)/2. Daher ergibt sich
fir n > m die Gleichheit

nn+1) (n—m)(n—m+1)

dim(R/m") = 5 5
P+ n—(n-m)*—n+m
B 2
B 2nm —m? +m
— : 1
_ = 1)

2



192

Dies ist die Behauptung. U

Bemerkung 23.5. Satz 23.4 besagt insbesondere, dass die Multiplizitéat ei-
nes Punktes auf einer ebenen Kurve eine Invariante des lokalen Ringes der
Kurve in dem Punkt ist, und damit insbesondere nur von intrinsischen Eigen-
schaften der Kurve abhéngt, nicht von der Realisierung in einer umgebenden
Ebene. Es gibt fiir jeden noetherschen lokalen Ring die sogenannte Hilbert-
Samuel Multiplizitit, die iber die R/m-Dimensionen der Restklassenmoduln
m”/m"*! definiert wird. Im eindimensionalen Fall ist sie definiert als

lim,, 00 (dimR/m(mn/mnH)) 5

wobei diese Funktion konstant wird (was nicht trivial ist). Wenn R einen
Korper K enthiilt, der isomorph zum Restekorper ist (was bei lokalen Ringen
zu einer Kurve der Fall ist), so ist diese Zahl auch gleich

dimg (R/m™)

limn_>oo - .
n

Satz 23.6. Sei K ein Korper und sei F' € KI[X,Y] nichtkonstant ohne
mehrfachen Faktor mit zugehdriger algebraischer Kurve C = V(F). Es sei
P = (a,b) € C ein Punkt der Kurve mit maximalem Idealm = (X —a,Y —b)
und mit lokalem Ring R = (K[X,Y|w)/(F). Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

(1) P ist ein glatter Punkt der Kurve.
(2) R ist ein diskreter Bewertungsring.
(3) R ist ein normaler Integritditsbereich.
(4) Die Multiplizitit von P ist eins.

Beweis. Die Implikation (1) = (2) wurde in Lemma 23.2 bewiesen. Die Aqui-
valenz (2) < (3) wurde in Satz 21.8 bewiesen. Die Aquivalenz (1) < (4)
folgt aus der Definition der Multiplizitat. Es bleibt also (2) = (4) zu zeigen,
wobei wir unter Verwendung von Satz 23.4 mit der Hilbert-Samuel Multipli-
zitat arbeiten konnen. Es geniigt also zu zeigen, dass fiir einen lokalen Ring
einer ebenen algebraischen Kurve, der ein diskreter Bewertungsring ist, die
Restklassenmoduln m”/m"™! 2 m" /m™m alle eindimensional iiber dem Rest-
klassenkorper R/m = K sind. Dies folgt aber wegen m" = (7n™) direkt aus
dem Lemma von Nakayama. U

Monomiale Kurven und Multiplizitit

Zu einem numerischen Monoid M C N das von teilerfremden natiirlichen
Zahlen e; < ey < ... < e, erzeugt werde, wird der minimale Erzeuger, also
ey, auch als Multiplizitit bezeichnet. Es ist zu zeigen, dass dies die richtige
Multiplizitéit ergibt. Dazu sei
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und
nM, = {m € M| es gibt eine Darstellung m = m; + ...+ m, mit m; € M,}

Dies sind offensichtlich Monoid-Ideale von M. Es folgt, dass die zugehorigen
Mengen K[nM.] = ,,c,p, KT Ideale im Monoidring sind. Und zwar
ist m = K[M,] ein maximales Ideal, und die Potenzen davon sind m" =
K[nM,].

Lemma 23.7. Sei M C N ein numerisches Monoid mit (numerischer) Mul-
tiplizitit ey und sei € eine Zahl mit N>y C M. Dann gelten fiir die Mdchtigkeit
der Differenzmenge M — nM . die Abschdtzungen

ney — € < #(M —nM;) < (n—1)e + 7.

Beweis. Die Abschéitzung nach unten folgt daraus, dass die kleinste Zahl
in nM, genau ne; ist, die natiirlichen Zahlen 0,1,...,ne; — 1 liegen also
auflerhalb davon. Dabei liegen die Zahlen > ¢ in M, so dass von diesen ne;
Zahlen mindestens ne; — ¢ zu M, aber nicht zu nM gehoren.

Zur Abschétzung nach oben behaupten wir, dass alle Zahlen > (n —1)e; + ¢
zu nM, gehoren. Sei x > (n — 1)e; + £. Dann ist = (n — 1)e; + ¢ mit
¢ > ¢ und daher ist ¢ € M. Also liegt direkt eine Zerlegung von x in n
Summanden aus M vor. U

Korollar 23.8. Es sei M C N ein von teilerfremden Zahlen erzeugtes nu-
merisches Monoid mit numerischer Multiplizitit e;. FEs sei m = (M) das
mazximale Ideal des Monoidringes K[M|, das dem Nullpunkt entspricht. Dann
qgilt

dimg (K[M]/m™)

lim =e;.
n—00 n

Das heifit, dass die numerische Multiplizitit mit der Hilbert-Samuel Multi-
plizitat tibereinstimmdt.

Beweis. Der Restklassenring K[M]/m™ = K[M]/(nM,) hat die Elemente
aus M \ nM, als K-Basis. Deren Anzahl ist also die Dimension davon. Auf-
grund der in Lemma 23.7 bewiesenen Abschétzungen konvergiert der Aus-
druck w fiir n — oo gegen e;. Daher gilt diese Konvergenz auch fiir
die Dimensionen. O
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23. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 23.1. Sei R ein kommutativer Ring und sei NV ein R-Modul mit
R-Untermoduln L € M C N. Zeige, dass die Restklassenmoduln durch die
kurze exakte Sequenz

0— M/L— N/L— N/M —0

miteinander in Beziehung stehen.

Aufgabe 23.2. Sei R ein kommutativer Ring und P = R[X;, ..., X,,] der
Polynomring dariiber in m Variablen. Es sei m = (X3,...,X,,) das von den
Variablen erzeugte Ideal. Zeige, dass m™ = Ps,, ist, wobei P>, das Ideal in
P bezeichnet, das von allen homogenen Polynomen vom Grad > n erzeugt
wird.

Aufgabe 23.3. Sei R ein kommutativer Ring mit zwei Idealen a,b C R. Es
sei S = R/b und a = aS das Bildideal. Zeige, dass a"S = a” ist.

Aufgabe 23.4.*
Bestimme die Primfaktorzerlegung des Polynoms
X} 4+ XY? e ClX,Y]

und bestimme die Singularititen der zugehorigen affinen Kurve samt ihren
Multiplizitdten und Tangenten.

Aufgabe 23.5.*

Bestimme die Multiplizitdt und die Tangenten im Nullpunkt (0, 0) der ebenen
algebraischen Kurve

C=VY*'+X°+3XY?+2X?Y) C AZ.

Aufgabe 23.6.*
Bestimme {iber die partiellen Ableitungen fiir das durch das Polynom
V3 4+ UV =20V +2U% —4U — 2V

gegebene Nullstellengebilde einen singuldren Punkt. Fiihre eine Koordina-
tentransformation durch, die diesen Punkt in den Nullpunkt iiberfiihrt. Be-
stimme die Multiplizitdt und die Tangenten in diesem Punkt.
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Aufgabe 23.7. Bestimme die Singularitdten (mit Multiplizitdten und Tan-
genten) der durch

V(X2 +Y?)? - 2X(X?+Y? -Y?)

gegebenen Kardioide.

Aufgabe 23.8. Berechne fiir das durch die Erzeuger 4 und 9 gegebene Mo-
noid M die in den Abschétzungen von Lemma 23.7 auftretenden Ausdriicke
bis n < 6.

In einigen Aufgaben wird die Krull-Dimension eines kommutativen Ringes
verwendet. Da wir uns hauptséchlich fiir Kurven interessieren, denen eindi-
mensionale Ringe entsprechen, werden wir keine systematische Dimensions-
theorie entwickeln.

Sei R ein kommutativer Ring. Eine Kette aus Primidealen

PoCPp1C...Cp,

nennt man Primidealkette der Lange n (es wird also die Anzahl der Inklu-
sionen gezdhlt, nicht die Anzahl der beteiligten Primideale). Die Dimension
(oder Krulldimension) von R ist das Supremum iiber alle Langen von Prim-
idealketten.

Aufgabe 23.9. Sei R ein Hauptidealbereich, der kein Korper sei. Zeige, dass
die Krulldimension von R eins ist.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 23.10. (4 Punkte)

Berechne fiir das durch die Erzeuger 5,8, 11 gegebene Monoid M die in den
Abschétzungen von Lemma 23.7 auftretenden Ausdriicke bis n < 5.

Aufgabe 23.11. (3 Punkte)

Sei a C R ein Ideal in einem kommutativen Ring, das in genau einem ma-
ximalen Ideal m als einzigem Primoberideal enthalten sei. Zeige, dass dann
R/a = R, /aR, ist. Folgere daraus, dass fiir ein maximales Ideal m in ei-
nem noetherschen kommutativen Ring die Isomorphie R/m" = R,/m"R,
fiir jedes n gilt.

Aufgabe 23.12. (5 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei R = K[X,Y] der Po-
lynomring in zwei Variablen. Zeige, dass R die Krulldimension zwei besitzt.

Aufgabe 23.13. (4 Punkte)

Sei R ein noetherscher kommutativer Ring. Zeige, dass folgende Aussagen
dquivalent sind.

(1) R hat Krulldimension null.

(2) R ist ein artinscher Ring.

(3) R besitzt endlich viele Primideale, die alle maximal sind.

(4) Es gibt eine natiirliche Zahl n mit m” = 0 fiir jedes maximale Ideal
m.

(5) Die Reduktion von R ist ein Produkt von Koérpern.

Aufgabe 23.14. (3 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring von endlicher Krulldimension d. Zeige, dass die
Krulldimension des Polynomrings R[X| mindestens d + 1 ist.

(Bemerkung: iiber einem noetherschen Grundring erhoht sich die Dimension
beim Ubergang zum Polynomring genau um eins, dies ist aber schwieriger
zu beweisen.)
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24. VORLESUNG - POTENZREIHENRINGE I

Tangenten bei Parametrisierungen

Satz 24.1. Es sei K ein unendlicher Kérper und
0: A — A%

eine durch n Polynome ¢ = (p1(t),...,n(t)) in einer Variablen gegebene
Abbildung, deren Bild in der Kurve C' = V(F\,...,F,,) liege. Es sei P =
©(Q) € C. Dann liegt der (Ableitungs)- Vektor (%(Q), ce %(Q)) im Kern
der durch die Jacobi-Matrix
OF,
P
(5x,),

v

definierten linearen Tangentialabbildung
(TF)p: A — A}

Ist n = 2 und verschwinden nicht beide Ableitungen von ¢ und ist P ein
glatter Punkt von C, so definiert der Vektor (%%(Q), %%(Q)) die Richtung
der Tangente von C' in P.

Beweis. Wegen p(Aj) C V(Fy, ..., Fy) ist die Hintereinanderschaltung Foy
die konstante Abbildung auf den Nullpunkt. Uber einem unendlichen Korper
sind dann auch die beschreibenden Komponentenpolynome null. Daher ist
auch

0= (T(Fop)q = (TF)po(Tyq,
und das ist die Behauptung. Daraus folgt auch der Zusatz, da unter den ange-
gebenen Bedingungen der Kern der Jacobi-Matrix und das Bild der Tangen-

tialabbildung eindimensional sind, also wegen der Inklusion iibereinstimmen
miissen. U

Beispiel 24.2. Es sei K der endliche Koérper mit ¢ = p® Elementen, wobei
p eine Primzahl und e > 1 ist. Die Abbildung

A — A%t (t7—t, 11— 1t)

besitzt den einzigen Bildpunkt (0, 0). Der formale Ableitungsvektor dieser
Parametrisierung ist aber
(—1,-1) .
Eine geometrisch konstante Kurve kann also in positiver Charakteristik ei-
ne nicht-verschwindende Ableitung besitzen. Der Nullpunkt ist ein glatter
Punkt auf samtlichen Geraden C' = V(aX + bY’). Die Tangente stimmt mit
der Geradengleichung iiberein, diese annulliert aber nur bei a = —b den
Vektor (—1,—1). In Satz 24.1 kann man also nicht auf die Unendlichkeits-
voraussetzung verzichten.
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Beispiel 24.3. Wir kniipfen an Beispiel 6.3 an, d.h. wir betrachten die Kurve
V(y? — 2% — 2*) mit der Parametrisierung

Die partiellen Ableitungen von F' sind

F F
g—x:—Zx—&cQ und%—y:2y.

Die Jacobimatrix der Parametrisierung ist

Dp O _ 2
(2.2) - e

Damit ist in der Tat (mit P = (¢(¢),9(t)))

(&IZ(P)’ 8y(P)> (3t2 _ 1) - (_2(t - 1) - S(t - 1) 72(t - t)) 3t2 -1
= 4t — 1) — 6t(t* — 1)2 + 2(t3 — t)(3t> — 1)
= 43 + 4t — 6t° + 123 — 6t + 61° — 212 — 61° + 2t
=0.

Fiir t = 2 ergibt sich beispielsweise der Bildpunkt P = (3,6). Fiir diesen
Wert ist der Ableitungsvektor gleich (4,11). Die partiellen Ableitungen an
P ergeben den Gradienten (—33,12), der senkrecht zum Tangentialvektor
steht. Die Tangente selbst wird durch

{(3,6) + s(4,11)| s € K} oder als V(—11lxz + 4y + 9)

beschrieben.

Tangenten bei Raumkurven

Wir beschrinken uns zwar hauptséichlich auf den Fall von ebenen Kurven,
dennoch kann man auch fiir Kurven in einer hoherdimensionalen Umge-
bung und {iberhaupt fiir beliebige Varietdten mit der Hilfe von Ableitun-
gen die Begriffe glatt und singulédr definieren. Wir demonstrieren dies kurz
fiir Raumkurven, die durch zwei Polynome F,G € K[X,Y, Z] in drei Varia-
blen ohne gemeinsame Komponenten gegeben seien (nicht jede Raumkurve
lasst sich so beschreiben). In diesem Fall betrachtet man zu einem Punkt
P e C =V(F,QG) wieder die Jacobi-Matriz

or or or
e 3 5| s

or Oy 02/ p
Dann ist P ein glatter Punkt der Kurve genau dann, wenn diese Matrix den
Rang zwei hat. Der eindimensionale Kern definiert dann die Tangente.
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Beispiel 24.4. Wir kniipfen an Beispiel 4.6 an, also den Schnitt C' der beiden
Zylinder, die durch

F=2*+3y*—1und G=a*+2>-1
gegeben sind. Die partiellen Ableitungen sind
OF = (2x,2y,0) und 0G = (0, 2y, 2z) .

Ein singulérer Punkt liegt vor, wenn diese durch die Jacobi-Matrix definierte
Abbildung einen Rang < 1 hat, und dies ist genau dann der Fall, wenn die
beiden partiellen Ableitungstupel linear abhéngig sind (und es ein Punkt der
zugehorigen Varietét ist). Wegen den beiden Nullen kann lineare Abhéngig-
keit nur bei x = z = 0 vorliegen, und dort liegt sie fiir beliebiges y auch vor.
Bei x = z = 0 ergibt allerdings nur y = £1 ein Punkt der Kurve, und das
sind die zwei singuldren Punkte von C'. Dies sind natiirlich genau die bei-
den Schnittpunkte der beiden Kreise, die nach Beispiel 4.6 die irreduziblen
Komponenten von C' sind.

Wenn die Radien der beiden Zylinder nicht gleich grof§ sind, sagen wir r; # o,
so funktioniert die Bestimmung der singuldren Punkte zunéchst genau gleich,
und man gelangt zur Bedingung y? = r; und y? = ry, die nicht beide zugleich
erfiillt sein konnen. Bei unterschiedlichen Radien ist die Schnittkurve also
glatt.

Potenzreihenringe

Definition 24.5. Sei R ein kommutativer Ring und 77, ...,7),, eine Menge
von Variablen. Eine formale Potenzreihe ist ein Ausdruck der Form

F=) aT =) ol T

wobei a, € R ist fir alle v = (v4,...,1,) € N".

Man addiert zwei Potenzreihen komponentenweise und multipliziert sie in
der gleichen Weise wie Polynome. In einer Variablen hat man

P = (0 (S5,6m7) = S

mit ¢, = Zf:o a;bi_;.
Definition 24.6. Sei R ein kommutativer Ring. Dann bezeichnet man mit
R[[ X1, ..., X,]]

den Potenzreihenring in n Variablen (oder den Ring der formalen Potenz-
rethen in n Variablen).
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Wir interessieren uns hauptséchlich fir den Potenzreihenring KT in ei-
ner Variablen iiber einem Korper K. Mit Hilfe von Potenzreihenringen kann
man ,formale Parametrisierungen® fiir beliebige algebraische Kurven in je-
dem Punkt finden, was wir in der néchsten Vorlesung behandeln werden.
Zunéchst miissen wir einige grundlegende Eigenschaften der Potenzreihen-
ringe verstehen.

Satz 24.7. Sei K ein Korper und sei K[[T']] der Ring der formalen Potenz-
reihen in einer Variablen. Dann ist eine formale Potenzreihe F =Y 7 ja,T"
genau dann eine Finheit, wenn der konstante Term ag # 0 ist.

Beweis. Die angegebene Bedingung ist notwendig, da die Abbildung
K[T]] — K, T 0,

die eine Potenzreihe auf den konstanten Term schickt, ein Ringhomomor-
phismus ist. Fiir die Umkehrung miissen wir eine Potenzreihe G = Z;’;ObjTJ

mit - -
FG = (Zizo‘“Ti) (ijobij> —1

angeben. Fiir by ergibt sich daraus die Bedingung agbg = 1, die wegen ag #
0 eine eindeutige Losung besitzt, ndmlich by = ay'. Nehmen wir induktiv
an, dass die Koeffizienten b; fiir j < n schon konstruiert seien derart, dass
samtliche Koeffizienten ¢, 1 < k < n, der Produktreihe F'G gleich null sind.
Fiir den n-ten Koeffizienten ergibt sich die Bedingung

0= Ch = aobn + albn_l + ...+ an_lbl —+ CLnbo.

Dabei sind bis auf b, alle Werte festgelegt, und wegen ag # 0 ergibt sich eine
eindeutige Losung fiir b,,. O

Korollar 24.8. Sei K ein Kiorper und R = K[[T]] der Potenzreihenring in
einer Variablen. Dann ist R ein diskreter Bewertungsring.

Beweis. Zunéchst ist R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m = (7).
Wenn nédmlich eine Potenzreihe F' keine Einheit ist, so muss nach Satz 24.7
der konstante Term von F null sein. Dann kann man aber F = TF mit der
umindizierten Potenzreihe F schreiben. Die Nullteilerfreiheit folgt durch Be-
trachten der Anfangsterme: Sind F' und G von 0 verschiedene Potenzreihen,
so ist

F = a;,T" 4+ ap TFH +
und

G = bgTe —f- CLg_HTE-H —|— ..
mit ay, b, # 0. Fiir die Produktreihe ist dann der Koeffizient

Crre = apby # 0,

da die kleineren Koeffizienten alle null sind. Es bleibt also noch noethersch
zu zeigen. Es ergibt sich aber direkt, dass ein Hauptidealbereich vorliegt, und
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zwar wird jedes Ideal # 0 von TV erzeugt, wobei j das Minimum iiber alle
Indizes von Koeffizienten # 0 von Potenzreihen in dem Ideal ist. U

Man kann Potenzreihen nicht nur addieren und multiplizieren, sondern auch,
unter gewissen Zusatzbedingungen, Potenzreihen in andere Potenzreihen ein-
setzen. Diese Operation entspricht der Hintereinanderschaltung von Abbil-
dungen.

Definition 24.9. Es sei K ein Korper und F = > % o, T" € K|[[T]] eine
Potenzreihe. Es sei G = Z;’;ObjTj eine weitere Potenzreihe mit konstantem
Term null. Dann nennt man die Potenzreihe

F(G) = ao+ al(ZiobjTj) + a (ZiobjTj>2 +as (Ziobﬁj)?’ +...
= Zzocka

die eingesetzte Potenzreihe. Thre Koffizienten sind durch

= Zk:a( > bjl-ubjS)

s=0 Jit...+js=k

festgelegt. Hierbei wird {iber alle geordneten s-Tupel (ji, ..., js) € N sum-
miert.

Man beachte in der vorstehenden Definition, dass wegen by = 0 nur iiber
j > 1 summiert wird, so dass alle beteiligten Summen endlich sind. Die
Formeln fiir das Einsetzen sind derart, dass sie bei Polynomen das iibliche
Einsetzen von Polynomen in Polynome ergeben. Einsetzen von Potenzrei-
hen in Potenzreihen liefert wieder einen Einsetzungshomomorphismus der
Potenzreihenringe.

Lemma 24.10. Sei K ein Korper mit dem Potenzreihenring K[[T]]. Es sei
G € K|[[S]] eine Potenzreihe mit konstantem Term null. Dann definiert G
durch Einsetzen einen K-Algebra-Homomorphismus

K[[T]] — K][[S]], F — F(G).

Beweis. Die Abbildung ist wohldefiniert. Um zu zeigen, dass ein Ringhomo-
morphismus vorliegt, muss man lediglich gewisse Koeffizienten vergleichen.
Diese hangen immer nur von endlich vielen Koeffizienten der beteiligten Po-

tenzreihen an, so dass sich diese Aussage aus dem polynomialen Fall ergibt.
O

Lemma 24.11. Sei K ein Kérper, K[[T]] der Potenzreihenring iber K und
G = Z;‘;ObjTj mit bp = 0 und by # 0 . Dann definiert der durch T
G definierte Einsetzungshomomorpismus einen K -Algebra-Automorphismus
auf K[[T]].
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Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass es eine Potenzreihe F' = 3 o2 a;T" gibt
mit F(G) = T. Dabei muss ag = 0 und a; = b; ' sein. Sei nun die Potenreihe
F mit der gewiinschten Eigenschaft bis zum (k — 1)-Koeffizienten bereits
konstruiert. Fiir den Koeffizienten ¢, hat man nach die Bedingung

0 = Cr
k
S TR
s=0 Jit...+js=k
k—1
— Zas ( Z b]lb]s> +akb]1€
s=0 Jit..+js=k

Daraus ergibt sich eine eindeutig losbare Bedingung an ay.
Wir betrachten nun die Hintereinanderschaltung

T—G

K[[1)) =% k(1] =% K([17).

Dabei ist die Gesamtabbildung der Einsetzungshomomorphismus 7' +— T,
und das ist die Identitét. Insbesondere ist die hintere Abbildung surjektiv.
Da K[[T]] nach Korollar 24.8 ein diskreter Bewertungsring, sind die Ideale
darin bekannt, und nur das Nullideal kommt als Kern der Abbildung in Frage.
Die Abbildung ist also auch injektiv und damit bijektiv. O

24. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 24.1. Beschreibe ein Beispiel einer glatten Kurve C' C A% mit
einer Parametrisierung, deren Differential an mindestens einem Punkt ver-
schwindet.

Aufgabe 24.2. Betrachte das Achsenkreuz V (zy) C A% und den zum Null-
punkt gehorigen lokalen Ring R mit maximalem Ideal m. Beschreibe explizit
eine K-Basis fiir die Restklassenringe R/m”™ und bestimme die Dimensionen
davon.

Aufgabe 24.3. Sei K ein Korper und K[[T]] der Potenzreihenring. Gebe
die inverse Potenzreihe zu 1 — T an.
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Aufgabe 24.4. Sei K ein Korper, m = (7)) € K[T] das zum Nullpunkt
gehorige maximale Ideal mit der Lokalisierung R = K|[Ty. Definiere einen
K-Algebra-Homomorphismus

¢: R — KI[[T]]
mit ¢(T") = T, wobei K[[T]] den Ring der formalen Potenzreihen bezeichnet.

Aufgabe 24.5. Berechne die ersten fiinf Glieder (bis einschliefllich ¢4) der
eingesetzten Potenzreihe F'(G) im Sinne von Definition.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 24.6. (5 Punkte)

Man gebe ein Beispiel fiir ein irreduzibles reelles Polynom F' € R[X, Y] der-
art, dass beide partiellen Ableitungen iibereinstimmen und nicht konstant
sind. Zeige, dass dies iiber C nicht moglich ist.

Aufgabe 24.7. (3 Punkte)

Betrachte die Kurve C' = V(X?—Y?2—Y?) mit der in Beispiel 24.3 besproche-
nen Parametrisierung. Bestimme die singuldren Punkte der Kurve zusammen
mit den Multiplizitdten und Tangenten. Berechne ebenfalls die Bildpunkte
und die Tangenten fiir die Parameterwerte t = —1,0, 1.

Aufgabe 24.8. (3 Punkte)

Beschreibe eine formale Potenzreihe iiber C, die in keiner Umgebung des
Nullpunktes konvergiert.

Aufgabe 24.9. (3 Punkte)
Sei K ein Koérper. Vergleiche die beiden Ringe
(KIXDIY]] und (K[Y]DIX].

Aufgabe 24.10. (6 Punkte)

Sei R ein noetherscher kommutativer Ring. Man zeige, dass R[[T1,...,T,]]
noethersch ist.

Hinweis: Lassen Sie sich vom Beweis des Hilbertschen Basissatzes inspirieren!
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25. VORLESUNG - POTENZREIHENRINGE II

Losung in Potenzreihen fiir algebraische Kurven

Sei I’ # 0 ein Polynom, das die ebene algebraische Kurve C' beschreibe, und
sei P = (0,0) € C vorausgesetzt (was keine Einschrankung ist, und durch
Verschiebung immer erreicht werden kann). Wie kann man die Kurve im
Nullpunkt mittels Potenzreihen beschreiben, wann gibt es also einen durch
nichtkonstante Potenzreihen G und H mit konstantem Term 0 definierten
Ringhomomorphismen

K[X,)Y] — K[[T]] mit X — Gund Y — H

mit F(G, H) = 0 (also einen Ringhomomorphismus K[X,Y]/(F) — K|[T]]).
Es geht also um Losungen der Gleichung

F(X,Y)=0

in Potenzreihen, die das Verhalten der Kurve um die Punktlésung 0 herum
genauer beschreiben.

Der grundsétzliche Ansatz ist hier ein Potenzreihenansatz, wie er beispiels-
weise auch in der Theorie der Differentialgleichungen verwendet wird. Man

setzt
B 00 k B 00 y
G = E k:oakT und H = E g:obéT

mit zunichst unbestimmten Koeffizienten a; und b, an. Das direkte Ein-
setzen in die beschreibende Gleichung F' = 0 und Ausmultiplizieren ergibt
dann einen prinzipiell unendlichen Ausdruck. Allerdings ist fiir jedes 7% der
zugehorige Ausdruck fiir den Koeffizienten nur durch endlich viele Daten be-
stimmt, und zwar sind dafiir nur die Koeffizenten von F, G und H unterhalb
des Grades k relevant. Da F(G, H) = 0 sein soll, miissen die Koeffizienten
von F, G, H so sein, dass sich als Koeffizient zu T* stets null ergibt.

Man sucht dann nach Bedingungen, wann es dafiir Losungen gibt, wie sie
aussehen und ob sie eindeutig sind. Die Bedingung ay = by = 0 ist dabei
eine Anfangsbedingung, die widergibt, dass die Potenzreihenlosung durch den
Nullpunkt gehen soll.

Es ergibt sich schnell eine Bedingung an die linearen Terme der Potenzreihen
(also an a; und by), die man als eine weitere Rechtfertigung dafiir ansehen
kann, dass wir die Linearfaktoren des ersten homogenen Bestandteiles F;,
in der homogenen Zerlegung von F' als Tangentengleichungen interpretiert

haben.

Lemma 25.1. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kiorper und sei F' €
K[X,Y] ein Polynom mit homogener Zerlegqung F' = Fq+ ...+ F,, mit



205

d>m>1und F,, #0. Es sei

ﬁ U)\X + U)\Y

die Faktorzerlegung in Lmearfaktor@n (diese Linearfaktoren definieren also
die Tangenten von C =V (F) an P = (0,0)). Es seien

G = ZanT" und H = Zbng e K[[T]]
=0
Potenzreihen, die eine Losung der Kurvengleichung F' = 0 durch den Null-
punkt beschreiben (d.h. ag = by = 0). Dann ist uya; +vyby = 0 fir ein X\, d.h.
der lineare Term der Potenzreithen ist durch eine der Tangenten vorgegeben.

Beweis. Wir setzen
G:&1T+G2T2+... und H:blT+b2T2—|—

in F' ein. In einem homogenen Bestandteil Fj, der ja eine Summe von Aus-
driicken der Form ¢;; X'Y7 mit i+ j =k ist, kann man sofort 7" ausklam-
mern, und zwar ergibt sich ein Ausdruck der Form

Fu(G, H)= ( > cz-jaib{> Tk

i+j=k

+ ( Z Cij (iai‘lagb{ —f-jazlb]l_lbg)) Tk+1 + e
i+j=k

In den Koeffizient von T* gehen also a1, by in einer iibersichtlichen Form iiber

F}, ein, aber auch kompliziertere Terme, die von Fj, ¢ < k, herrithren. Auf

F,, angewandt, wo ja keine kleineren homogenen Komponenten mitberiick-

sichtigt werden miissen, heifit dies, dass

Z cijaib{ =0

i+j=m
die entscheidende Gleichung fiir a; und by ist. Dies ist aber nichts anderes
als die Bedingung F,,(a1,b;) = 0. Da F},, ein Produkt von Linearfaktoren

ist, muss (ay,b;) einen der Linearfaktoren annullieren, was die behauptete
Aussage ist. O

Man beachte, dass im vorstehenden Lemma die Méglichkeit a; = b; = 0 nicht
ausgeschlossen ist. In der Tat gibt es nur unter zusétzlichen Bedingungen eine
Realisierung einer Kurve mittels Potenzreihen entlang einer vorgegebenen
Tangente, siehe Satz 25.2 und die Beispiele weiter unten.

Der Rechenaufwand zur Bestimmung einer Potenzreihenlosung lésst sich we-
sentlich verringern, wenn man sich auf ,, Graphlosungen® beschrankt, wo die
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eine Potenzreihe einfach ein lineares Polynom ist (und zwar eines, das durch
eine Tangente gegeben ist), und die zweite eine zu bestimmende Potenzreihe.
Das ist haufig keine wesentliche Einschrankung, wie aus Lemma 24.11 folgt.
Mit diesem Lemma konnen wir ndmlich die Potenzreihen G, H € K[[T1] ein-
fach transformieren, wenn nicht beide lineare Terme verschwinden. Sei hierzu
G=auT+..., a3 #0 angenommen. Mit einer geeigneten Potenzreihe U(T)
ist U(G(T)) =T und U(H(T)) = H(T). Man schaltet also einen Potenzrei-
henautomorphismus dahinter, damit die Hintereinanderschaltung

X—GY—H T—U(T)
7=

KXY K([T7]] K[T]]
die besonders einfache Gestalt X — T, Y — H bekommt. Dies bedeutet,
dass man die Kurve als Graph zu einer formalen Funktion in einer Variablen
realisieren mdochte.

Satz 25.2. Sei K ein Korper und sei F' € K[X,Y] ein Polynom # 0 mit
(0,0) € C =V(F) und sei F' = Fy+ ...+ F,, die homogene Zerlegung von
F mit d > m und mit F,, # 0. Fs sei uX +vY ein einfacher Linearfaktor
von F,, (also ein lineares Polynom, das eine Tangente mit Multiplizitit 1
definiert). Dann gibt es Potenzreihen

G=> aI" H=Y bT" cK|T]
n=0 =0

mit F(G, H) = 0 und mit konstantem Term ag, by = 0 und mit aju+byv = 0.
Dabei kann eine der Potenzrethen als ein lineares Polynom gewdhlt werden.

Beweis. Durch eine lineare Variablentransformation kénnen wir annehmen,
dass uX +vY =Y ist. Wir zeigen, dass es dann eine Potenzreihenlésung mit
G = T und mit (zu konstruierendem) H = byT? + b3T® + ... gibt. Wegen
a; = 1 und b; = 0 erfiillt das die angegebene lineare (Tangenten)Bedingung.

Sei [' = Z” cij X Y. Es ist cmo = 0, da andernfalls ¥ kein Linearfaktor
von F), sein konnte, und es ist ¢,,—11 # 0, da sonst Y ein Linearfaktor mit
einer Multiplizitat > 2 wére.

Wir zeigen, dass es bei diesen Anfangsdaten eine eindeutig bestimmte Po-
tenzreihe H = byT? + b3T® + ... gibt. Einsetzen von G und H in F ergibt
fiir jedes k eine Bedingung, da der resultierende Koeffizient zu T* gleich null
sein muss. Der k-te Koeffizient ist eine Summe von Ausdriicken der Form

J
Cijbe, -+ by, mit i+ Y €, =k
p=1
(diese Ausdriicke kommen mehrfach mit einem gewissen Multinomialkoeffi-
zienten vor). Da ¢, > 2 ist, kommt fiir kK < m + ¢ — 1 der Term b, nicht vor.
Der Term b, kommt erstmalig im k = (m + ¢ — 1)-ten Koeffizienten vor, und
zwar in der einzigen Weise
Cm—l,lbe-
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Ansonsten kommen in diesem Koeffizienten nur die ¢;; und b, mit r < ¢ vor.
Da nach Voraussetzung c,,—1 1 # 0 ist, ist dadurch der Wert von b, eindeutig
festgelegt. Die Koeffizienten b, werden also induktiv konstruiert, wobei die
Werte jeweils eindeutig durch die Bedingung an die Koeffizienten festgelegt
sind. ]

Beispiel 25.3. Wir betrachten die ebene affine Kurve vom Grad drei, die
durch die Gleichung F = X3 + XY + Y = 0 gegeben ist. Die partiellen
Ableitungen sind

g—§:3X2+Yundg—5zx+1.

Die zweite Ableitung ist nur bei X = —1 null, dort hat aber F' den Wert —1,
d.h. die Kurve ist glatt. Im Nullpunkt haben die partiellen Ableitungen den
Wert (0,1). Die zugehorige Tangente ist also die X-Achse, was dazu passt,

dass der lineare Term der Kurvengleichung Y ist.

Wir berechnen die Potenzreihe Y = H(T) = >, b/T*, die die Kurve im
Nullpunkt als Graph beschreibt (es ist X = T'). Die Anfangsbedingungen
sind by = b; = 0. Fiir die folgenden Koeffizienten von H miissen wir aus der
Gleichung
F(T,H) =T*+TH+ H = 0,

also

T3+ T(boT? 4+ bsT? 4+ ...) + (byT?* + 03T +...) =0
iiber die Koeffizienten der 7% die Bedingungen an b, herauslesen.
bs. Der zweite Koeffizient liefert sofort by = 0.

bs. Der dritte Koeffizient liefert die Bedingung 1 + b3 = 0, woraus b3 = —1
folgt.

Die folgenden Koeffizienten liefern die Bedingung b,_1 + by = 0, so dass also
die folgenden b, abwechselnd 1 und —1 sind. Man hat also eine einfache
Rekursionsformel und es ist

H=-T+T* ~T°+T°-T"4....
Die Umformung der Kurvengleichung in
X3
1+ X
zeigt, dass hier der Graph einer rationalen Funktion (mit einem Pol bei X =

—1) vorliegt. Die angegebene Potenzreihe beschreibt also den Graph einer
rationalen Funktion als Graph einer formal-analytischen Funktion.

Beispiel 25.4. Wir betrachten das Kartesische Blatt, das durch X3 4 Y3 —
3XY = 0 gegeben ist, im Nullpunkt und beziiglich der durch ¥ = 0 ge-
gebenen Tangente und wollen die Potenzreihe bestimmen, mit der sich der

,Zweig® der Kurve, der diese Tangente definiert, als Graph beschreiben lasst.
Wir setzen also X = T und H = byT? + bsT3 + b,T* + ... an und haben
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diese Koeflizienten zu bestimmen (die Charakteristik von K sei nicht 3). Die
Koeffizienten b, sind durch die Bedingung
0 = T°+H*-3TH
T3 + (byT? + b3T° + ...)° = 3T (boT? + bsT? + ...)

festgelegt. Das Einsetzen bzw. Ausmultiplizieren dieser Potenzreihe liefert
zum ersten Mal fiir & = 3 eine Bedingung. Der Summand X? (bzw. T%)
muss iiberhaupt nur einmal beriicksichtigt werden, nadmlich fiir £ = 3. Der
Summand Y? muss erst ab & > 6 beriicksichtigt werden, da ja Y = H ein
Vielfaches von 72 ist. Der Summand XY muss ab k& = 3 beriicksichtigt
werden.

bs. Hier hat man die Bedingung
1—-3by =0,
woraus sich by = % ergibt.

bs. Dies taucht erstmals in der Bedingung fiir den vierten Koeffizienten auf.
Dort steht es aber isoliert, so dass b3 = 0 sein muss.

by. Aus dem gleichen Grund ist by = 0.

bs. Hierfiir ist der sechste Koeffizient entscheidend, und dabei ist jetzt auch
Y3 zu beriicksichtigen. Es ergibt sich die Bedingung

by —3bs =0,

also by = 8%.

bg, b7, bg. Der Summand
V3 = (T 4 bsT° 4 ...) (02T + bsT + ...) (boT? 4+ bsT° 4 ..)

leistet erstmalig wieder fiir den neunten Koeffizienten einen Beitrag, und
zwar ist dieser 3b2bs. Dies bedeutet, dass bg und by isoliert stehen und daher
null sein miissen. Fiir bg ergibt sich die Bedingung

3b2bs — 3bg = 0

und daher ist by = =.
Die Anfangsglieder der Potenzreihe H, die den einen Kurvenzweig im Null-
punkt als Graph beschreibt, ist also

1., 1 _ ¢ 1, s
H = 3T +81T -|—729T +....
Beispiel 25.5. Wir betrachten die durch X3 —Y? = 0 definierte Neilsche Pa-
rabel. Hier ist der Nullpunkt singulér, und es gibt nur eine Tangente, ndmlich
Y =0, diese hat aber die Multiplizitéit zwei, d.h. Satz 25.2 ist hier nicht an-
wendbar. Wir werden zeigen, dass es iiberhaupt keine Potenzreihenlésung im
Nullpunkt mit nicht verschwindendem linearen Term gibt.

Seiendazu X = G = a;T+aT%*+--- und Y = H = byT+b,T?+--- Potenz-
reihen, die die Kurvengleichung erfiillen. Wir setzen in die Kurvengleichung
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ein und erhalten fiir den zweiten Koeffizient die Bedingung —b? = 0, woraus
by = 0 folgt. Fiir den dritten Koeffizienten ergibt sich hingegen a3 = 0, also
wieder a; = 0.

Dennoch gibt es Potenzreihenlosungen fiir die Neilsche Parabel durch den
Nullpunkt. Hierzu kann man einfach die monomiale Losung G = 7% und
H = T3 nehmen (die ja sogar eine Bijektion zwischen der affinen Geraden
und der Neilschen Parabel stiftet). Der lineare Term davon ist freilich null.

Bemerkung 25.6. Sei K =R oder = C und F € K[X,Y]. Bei
oF oF
—(P), =—(P
(5o 500) # 0.0),

wenn also P ein reguldrer Punkt der Funktion F ist (oder, dquivalent, ein
glatter Punkt von C' = V(F — F(P))), so sichert der Satz iiber implizite
Funktionen, dass sich die Kurve in einer (metrischen) Umgebung des Punktes
als Graph einer differenzierbaren Funktion darstellen l&sst.

25. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 25.1.*

Bestimme fiir die ebene algebraische Kurve
VX’ +Y? - XY + X)

eine nichtkonstante Potenzreihenlosung X = F(Y) im Nullpunkt bis zum
sechsten Glied.

Aufgabe 25.2.*

Bestimme fiir die ebene algebraische Kurve
V(X?Y + X?+Y? - 5XY +Y)

eine nicht-konstante Potenzreihenlosung Y = F(X) im Nullpunkt bis zur
fiinften Ordnung.

Die folgenden Aufgaben beschéftigen sich mit der Komplettierung eines lo-
kalen Ringes.
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Aufgabe 25.3. Betrachte zu einem lokalen Ring R mit maximalem Ideal m
das Diagramm

— R/m* — R/m* — R/m* — R/m.

Dabei sind die Abbildungen die kanonischen Projektionen ¢, : R/m"*! —
R/m"  die durch die Idealinklusionen m"™ C m" induziert werden. Eine
Folge von Elementen
a, € R/m"

heifit vertrdglich, wenn ¢,,(a,11) = a, gilt fir alle n. Definiere eine Ringstruk-
tur auf der Menge aller vertriglichen Elemente (diesen Ring nennt man die
Komplettierung von R.) Zeige ferner, dass es einen kanonischen Ringhomo-
morphismus von R in die Komplettierung gibt.

Aufgabe 25.4. Sei R ein eindimensionaler lokaler noetherscher kommutati-
ver Ring. Zeige, dass die kanonische Abbildung von R in die Komplettierung
von R injektiv ist.

Bemerkung: Die Injektivitét gilt fiir jeden noetherschen lokalen Ring, ist aber
schwieriger zu beweisen.

Aufgabe 25.5. Sei R ein kommutativer Ring und I ein Ideal. Zeigen Sie,
dass durch

{r+1I"|neN} (xeR)

Umgebungsbasen definiert werden. Zeigen Sie auflerdem, dass die auf R in-
duzierte Topologie genau dann hausdorffsch ist, wenn (), 1™ = {0}.

Bemerkung: Die Komplettierung eines lokalen Ringes beziiglich seines ma-
ximalen Ideals entspricht dann genau der (topologischen) Komplettierung
beziiglich dieser Topologie.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 25.6. (4 Punkte)
Betrachte die Kardioide
V(X2 4+Y?)? —2X(X2+Y?) —Y?)
im Punkt (2,0). Bestimme eine formale Parametrisierung (bis zum fiinften

Term) der Kurve in diesem Punkt in Abhéngigkeit von einem Tangentenpa-
rameter.
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Aufgabe 25.7. (4 Punkte)

Betrachte den Einheitskreis X2+ Y? = 1 im Punkt (1,0). Bestimme Potenz-
reihen G und H € K[[T]] mit den Anfangsbedingungen ag = 1, a; =0, by =
0, by = 1 und mit G(T)? + H(T)?> = 1.

Aufgabe 25.8. (4 Punkte)

Betrachte die Neilsche Parabel C' = V(Y3 — X?) im Punkt (1,1). Finde
eine Parametrisierung der Kurve in diesem Punkt mit Potenzeihen (bis zum
fiinften Glied) derart, dass eine Potenzreihe davon ein lineares Polynom ist.

Aufgabe 25.9. (3 Punkte)

Sei K ein Korper. Eine formale Laurentreihe ist eine unendliche Summe der
Form

F=> a,T" mita,cKudkeZ.
n=~k
Zeige, dass der Ring der formalen Laurentreihen (mit geeigneten Ringopera-
tionen) isomorph zum Quotientenkérper des Potenzreihenringes K|[[T7]] ist.

Aufgabe 25.10. (4 Punkte)

Sei K ein Korper und sei K[T| der Polynomring in einer Variablen. Es sei
R die Lokalisierung von K[7T'] am maximalen Ideal m = (7"). Zeige, dass die
Komplettierung von R isomorph zum Potenzreihenring K[[T7] ist.

Aufgabe 25.11. (4 Punkte)

Sei K ein Korper und R = KJ[[T]] der Potenzreihenring. Zeige, dass es in
R keine Quadratwurzel fiir 7' gibt. Zeige ferner, dass fir K = Z/(7) das
Element T + 2 eine Quadratwurzel in R besitzt, und gebe die ersten fiinf
Koeffizienten von einer Quadratwurzel davon an.

Aufgabe 25.12. (5 Punkte)

Sei F' € K[X,Y] ein irreduzibles Polynom und R = K[X,Y]/(F') der integre
Koordinatenring der ebenen Kurve C' = V(F). Es sei R — § = R"™™ die
Normalisierung von R und es sei R — K[[T]] der Ringhomomorphismus zu
einer nichtkonstanten formalen Potenzreihenlosung der Kurve. Zeige, dass es
einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus S — K[[T]] gibt derart,
dass das Diagramm

R — S
N\ {
K[[11]

kommutiert.
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Aufgabe zum Hochladen

Aufgabe 25.13. (4 Punkte)

Zeichne mittels eines geeigneten Programms eine der Beispielkurven der Vor-
lesung sowie die verschiedenen dort berechneten polynomialen Approxima-
tionen.

26. VORLESUNG - SCHNITTMULTIPLIZITAT

Es seien zwei ebene algebraische Kurven C, D C A% gegeben, die keine Kom-
ponente gemeinsam haben. Dann besteht der Durchschnitt C'N D nach Satz
4.8 nur aus endlich vielen Punkten. Wir wollen das Schnittverhalten der bei-
den Kurven in einem Punkt P € C'N D quantitativ erfassen. Dabei empfiehlt
es sich, eine etwas allgemeinere Situation zu betrachten, und zwar schreiben
wir C = V(F) und D = V(G) und beriicksichtigen, dass in F' und in
G Primfaktoren (jeweils) mehrfach vorkommen kénnen. D.h. wir unterschei-
den von nun an zwischen den Kurven V(F) und V(F™) , obwohl es sich
geometrisch um das gleiche Objekt handelt.

Lemma 26.1. Sei K ein Korper und seien F,G € K[X,Y] Polynome ohne
gemeinsamen Primteiler. Es sei P € V(F,G) und R = K[X,Y |, die zu-
gehorige Lokalisierung. Dann besitzt der Restklassenring R/(F,G) eine end-
liche K -Dimension.

Beweis. Sei m das maximale Ideal in R. Da F' und G keinen gemeinsamen
Teiler haben, gibt es in R zwischen (F,G) und m kein weiteres Primide-
al. Daher ist in R/(F,G) jede Nichteinheit nilpotent. Daher gilt in R die
Beziehung m® C (F,G) C m fiir ein s. Es liegt daher eine Surjektion

R/m* — R/(F,G)

vor. Nach Lemma 23.3 besitzt der Restklassenring links eine endliche K-
Dimension, so dass dies auch fiir den Restklassenring rechts gilt. U

Aufgrund von diesem Lemma ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition 26.2. Sei K ein Korper und seien F,G € K[X,Y] zwei nicht-
konstante Polynome ohne gemeinsame Komponente und sei

PeV(F)NV(Q) = V(FG).
Dann nennt man die Dimension
dimg (K[X,Y]p/(F,GQ))

die Schnittmultiplizitit der beiden Kurven V(F) und V(G) im Punkt P. Sie
wird mit
multp(F, G) oder mit multp(V(F),V(G))

bezeichnet.
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Beispiel 26.3. Sei C' = V(F) und eine Gerade G = V(cX + dY) in der
affinen Ebene A% gegeben, die keine Komponente von C sei. Es sei P =
(a,b) € C'N G ein Punkt des Durchschnitts. Den Restklassenring

K[X,Y]p/(F,cX +dY)

berechnet man, indem man mittels des linearen Terms nach einer der Va-
riablen X oder Y auflost. Damit kann man eine Variable eliminieren und
der Restklassenring ist isomorph zu K[X]p/(F'), wobei man F' erhilt, indem
man in F' die Variable Y durch —£X ersetzt. Dies kann man auch so sehen,

dass man zuerst K[X]/(F') berechnet und dann an dem Punkt lokalisiert.
Das Polynom F' hat in K[X] eine Faktorisierung in Linearfaktoren

F=(X=M)" (X = X\,
Da der Punkt P eine Nullstelle ist, muss a = \; sein fiir ein 7. Bei der
Lokalisierung werden die anderen Linearfaktoren zu Einheiten gemacht und
,ibrig“ bleibt
KIX]/(X = A

Dieser Ring hat die Dimension v;.

Lemma 26.4. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Koérper, sei F =
Fi+ ...+ F, € KIX,;)Y|], d > m, ein Polynom in homogener Zerlegung
und L = V(aX +bY) eine Gerade durch den Nullpunkt P, die keine Kom-
ponente von V(F) sei. Dann ist multp(L,V(F)) > mp(F) = m, d.h. die
Schnittmultiplizitit einer Kurve mit einer Geraden ist mindestens so grof
wie die Multiplizitdat der Kurve im Schnittpunkt. Wenn L keine Tangente der
Kurve ist, so gilt hierbei Gleichheit.

Beweis. Wir setzen R = K[X,Y|xy) und H = aX + bY, und wir nehmen
b # 0 an, so dass wir Y = ¢X schreiben konnen. Es sei zunéchst die Gerade
L keine Tangente von V(F) in P, also keine Komponente von V(F,,). Es ist
dann
R/(F,H) = K[X]x)/(Fa(X,cX) + ...+ F(X,cX)).

Hierbei ist £, (X, ¢X) # 0 und es wird X ™ mit einer Einheit u rausdividiert,
so dass der Restklassenring die Dimension m besitzt. Im allgemeinen Fall
gibt es ein minimales i, m < i < d, mit F;(X,cX) # 0 (sonst wére L eine
Komponente von V' (F)). Dann ist mit dem gleichen Argument die Dimension
des Restklassenringes gleich ¢ > m. O

Lemma 26.5. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und seien
F,G € K[X,Y] Polynome ohne gemeinsame Komponente und sei P € A%
ein Punkt. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Es ist multp(F,G) =0 genau dann, wenn P ¢ V(F, Q) ist.

(2) Esist multp(F,G) = multp(G, F).

(3) Die Schnittmultiplizitit dndert sich nicht bei einer affinen Variablen-
transformation.



214

(4) Wenn F = F\F, ist mit Fo(P) # 0, so ist multp(F,G) = multp
(Fla G)
(5) Esist multp(F,G) = multp(F, G+ HF) fir jedes H € K[X,Y].

Beweis. Das ist trivial. O
Teil (4) der letzten Aussage kann man auch so formulieren, dass die Schnitt-

multiplizitdt nur von den Komponenten von F' und G abhéngen, die durch
P gehen.

A
Y

Ein transversaler und ein nichttransversaler Schnitt.

Definition 26.6. Es seien F,G € K[X,Y] und P € V(F,G). Dann sagt
man, dass sich V(F) und V(G) im Punkt P transversal schneiden, wenn
P sowohl auf V(F) als auch auf V(G) ein glatter Punkt ist und wenn die
Tangenten der beiden Kurven im Punkt P verschieden sind.

Lemma 26.7. Sei K ein Korper und seien F,G € K[X,Y] Polynome ohne
gemeinsame Komponente. Es sei P € V(F,G) C A% ein Schnittpunkt. Dann

schneiden sich V(F) wund V(G) in P transversal genau dann, wenn die
Schnittmultiplizitit multp(V(F), V(G)) = 1 ist.

Beweis. Es sei R = K[X,Y], der lokale Ring zum (Null-)Punkt P in der
Ebene. Sei zunéchst der Schnitt als transversal vorausgesetzt. Dann sind
insbesondere beide Kurven in P glatt, und B = R/(F') ist ein diskreter Be-
wertungsring nach Lemma 23.2. Da die Tangenten verschieden sind, kénnen
wir annehmen, dass die Tangente an V(F') durch V(YY) und die Tangente
an V(G) durch V(X) gegeben ist. Nach dem Beweis zu Lemma 23.2 ist
dann X eine Ortsuniformisierende von B. Da G die Form hat G = X + H
mit H € m? ist G ebenfalls eine Ortsuniformisierende in B und daher ist
B/(G) = K. Daher ist die Schnittmultiplizitit eins.

Fiir die Riickrichtung folgt aus Lemma 26.4, dass die Multiplizitét der beiden
Kurven in P eins sein muss und daher beide Kurven in P glatt sind. Nehmen
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wir an, dass die Tangenten iibereinstimmen. Dann kénnen wir annehmen,
dass sowohl F' als auch G die Form Y+ Terme von gréf8erem Grad besitzen.
Man kann die Idealerzeuger (F,G) durch (F, F' — G) ersetzen, und dabei ist
F — G € m?. Dann erzeugt aber F' — G in B = R/(F) nicht das maximale
Ideal, und die Schnittmultiplizitdt kann nicht eins sein. U

Satz 26.8. Seien F,G € K[X,Y] Polynome ohne gemeinsamen Primteiler
mit Faktorzerleqgungen

F = ﬁF;’ und G = ﬁng
i=1 j=1

Dann ist
multp(F,G) = Z vip; multp(F;, G;) .

i?j

Beweis. Diese Aussage folgt durch Induktion aus dem Spezialfall F' = F| F;
(und G = G) Sei R = K[X,Y]p. Wegen (F\F,,G) C (F3,G) hat man
eine surjektive Abbildung R/(FiFy,G) — R/(F,, G). Andererseits induziert
die Multiplikation mit F einen R-Modul-Homomorphismus R/(Fy,G) —
R/(F1F,,G). Wir behaupten, dass eine kurze exakte Sequenz

0— R/(F,G) 2 R)(F\F,,G) — R/(Fy,G) — 0

vorliegt. Dabei ist die Surjektivitéit klar und ebenso, dass die hintereinander
geschalteten Abbildungen die Nullabbildung sind. Sei z € R/(F1F,, G) ein
Element, das rechts auf null abgebildet wird. Dann kann man in R schreiben:
z = AFy, + BG. Dann wird AFy, € R/(F1F,, G) ebenfalls auf diese Klasse
abgebildet, und dieses kommt von links. Sei nun w € R/(F,G), dass durch
Multiplikation mit F5 auf 0 abgebildet wird, also wFy = CF1Fy + DG. Wir
schreiben dies als (w — CF})Fy, = DG. Da F und G keinen gemeinsamen
Primteiler besitzen, gilt dies erst recht fiir F5 und G. Also muss F3 ein Teiler
von D sein und es ergibt sich eine Beziehung (w — CFy) = DG, woraus folgt,
dass bereits w = 0 ist.

Aus der Additivitiatseigenschaft von kurzen exakten Sequenzen folgt die ge-
wiinschte Identitét

multp(Fle, G) = dlmK (R/(FlFQ, G)

= dimg (R/(FiFs, G))
= dimg (R/(F1,G)) + dimg (R/(Fy, G)).

0
Satz 26.9. Sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit nur endlich vielen
Primdealen mq, ..., m,, die alle maximal seien. Dann gibt es eine kanonische
Isomorphie

R Ry, X -+ X Ru, -
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Beweis. Die maximalen Ideale sind zugleich die minimalen Primideale. Daher
besteht der Durchschnitt a = (1), m; aller maximaler Ideale nur aus nilpoten-
ten Elementen. Da der Ring noethersch ist, gibt es dann auch ein s mit a® = 0.
Zu jedem maximalen Ideal m; betrachten wir die Lokalisierung R — Ry,.
Wir behaupten, dass diese Lokalisierung isomorph zum Restklassenring

R/a; mit a; := m;
ist. Wegen [[m; € (m; ist ([]my)® € (()m;)® und daher ist auch a; - - - a,, =

0. Sei ¢ = 1. Zu jedem j # 1 gibt es ein g; € m; mit g; € m; . Daher gilt
fiir jedes Element f € a; die Beziehung

fg5 g5 =0,
Wegen g5 - - - g5 & my bedeutet dies, dass f unter der Lokalisierungsabbildung
auf null geht. Wir erhalten also einen Ringhomomorphismus

R/Cll — le.

Damit ist die Lokalisierung rechts auch eine Lokalisierung des Restklassen-
ringes links. Die maximalen Ideale erzeugen paarweise das Einheitsideal. Dies
gilt dann auch fiir beliebige Potenzen davon. Daraus folgt zunédchst, dass das
Ideal a; nur in m; enthalten ist. Daher ist der Restklassenring links selbst
ein lokaler Ring. Also muss die Abbildung ein Isomorphismus sein.

Die gegebene Abbildung kann man also auch schreiben als
R— [ R/a.
i=1

Hierbei erzeugen die a; paarweise das Einheitsideal, so dass nach einer Form
des Chinesischen Restsatzes eine Isomorphie vorliegt. U

Korollar 26.10. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und seien
F,G € K[X,Y] Polynome ohne gemeinsamen Primteiler. Es seien Py, ..., P,
€ A% die endlich vielen Punkte aus V (F,G) mit den zugehdrigen mazimalen
Idealen my, ..., m, in K[X,Y]. Dann gibt es eine kanonische Isomorphie

KX, Y]/(F,G) = (KX, Y]w, ) /(F,G) x -+ X (K[X, Y]w,)/(F, G) .

Beweis. Da F' und G keinen gemeinsamen Primteiler haben, umfasst das
Ideal (F,G) nur endlich viele Primideale, die alle maximal sind. Daher erfiillt
Der Restklassenring R/(F, G) die Bedingungen aus Satz 26.9. Da der Korper
algebraisch abgeschlossen ist, entsprechen die maximalen Ideale eindeutig
den Punkten im Schnitt der beiden zugehorigen Kurven V(F) und V(G) ,
so dass sich die Aussage ergibt. O

Satz 26.11. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und seien F,G €
K[X,Y] Polynome ohne gemeinsamen Primteiler. Dann ist

dimy (K[X,Y]/(F,G)) = > multp(F,G).
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Beweis. Dies folgt direkt aus der in Korollar 26.10 bewiesenen Isomorphie.

g

Wir erwidhnen noch abschlieBend ohne Beweis folgenden Satz, der eine Ab-
schétzung zwischen der Schnittmultiplizitdt und den Multiplizitaten der bei-
den Kurven angibt.

Satz 26.12. Es seien F,G € K[X,Y] und P € V(F,G). Dann gilt die
Abschdtzung
multp(F,G) > mp (F) -mp (G).

Beweis. Siehe Fulton, Algebraic Curves, Chapter I11.3.

26. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 26.1. Man gebe fiir jedes n ein Beispiel von zwei aus der Schule
bekannten ebenen algebraischen Kurven, die sich in genau einem Punkt mit
Schnittmultiplizitdt n schneiden.

Aufgabe 26.2. Betrachte die durch y = 22* + 32% — x + 1 gegebene Kurve
mit dem Punkt P = (1,5). Finde eine Koordinatentransformation derart,
dass P zum Punkt (0,0) wird und die Tangente an P zur z-Achse.

Aufgabe 26.3. (3 Punkte)

Es sei eine monomiale ebene Kurven C' = V(X9 — Y*¢) (mit d, e teilerfremd)
gegeben. Berechne die Schnittmultiplizitdt der Kurve mit einer jeden Gera-

den G durch den Nullpunkt.

Aufgabe 26.4.*

Bestimme die Schnittmultiplizitéit im Nullpunkt des Kartesischen Blattes
C=V(X*+Y?-3XY)

mit jeder affinen Geraden der affinen Ebene.

Man setze voraus, dass die Charakteristik des Korpers nicht 3 ist.



218

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 26.5. (4 Punkte)

Berechne die Schnittmultiplizitdt der beiden monomialen Kurven
C=V(X°-Y*)und D =V (X" -Y?)

im Nullpunkt.

Aufgabe 26.6. (4 Punkte)

Sei K ein Korper und seien C' = V(F) und D = V(G) ebene algebrai-
sche Kurven. Es sei P € C ein glatter Punkt, so dass der lokale Ring
R = (K[X,Y]w)/(F) ein diskreter Bewertungsring ist. Zeige, dass die Be-
ziechung

multp(F, G) = ord (G)

gilt, wobei ord die Ordnung im Bewertungsring R bezeichnet.

Aufgabe 26.7. (4 Punkte)

Betrachte die Parabel C' = V(Y —X?) und den Kreis D mit Mittelpunkt (0, )
und Radius 7. Bestimme die Schnittpunkte von C' und D und die jeweiligen
Schnittmultiplizitaten.

Aufgabe 26.8. (4 Punkte)

Bestimme fiir den Restklassenring C[X,Y]/(XY —1, X% +Y? —a) (fiir jedes
a € C) eine Beschreibung als Produktring von lokalen Ringen. Man gebe
dabei die C-Dimensionen der beteiligten Ringe an.

Aufgabe 26.9. (4 Punkte)

Bestimme fiir die Kurve V(X? +Y? — 3XY + 1) die singuldren Punkte iiber
R und iiber C. Man gebe jeweils die Multiplizitdt und die Tangenten an.

Aufgabe 26.10. (3 Punkte)

Betrachte die durch y = 22*+32? —2+1 gegebene Kurve im Punkt P = (1,5)
in den in Aufgabe 26.2 gefundenen Koordinaten. Bestimme die Potenzreihe
fiir die Kurve in P entlang der Tangente.

Die folgende Aufgabe ist vermutlich schwieriger.
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Aufgabe 26.11. (8 Punkte)

Es seien zwei verschiedene monomiale ebene Kurven C' = V(X4 — Y*¢) und
D =V (X"—Y?) gegeben (mit d, e und r, s teilerfremd). Berechne die Schnitt-
multiplizitit der beiden Kurven im Nullpunkt.

27. VORLESUNG - DER PROJEKTIVE RAUM

Die Geraden durch einen Punkt

Definition 27.1. Sei K ein Korper. Der projektive n-dimensionale Raum
P besteht aus allen Geraden des A% durch den Nullpunkt, wobei diese
Geraden als Punkte aufgefasst werden. Ein solcher Punkt wird reprisentiert
durch homogene Koordinaten (ag,ay,...,a,), wobei nicht alle a; = 0 sein
diirfen, und wobei zwei solche Koordinatentupel genau dann den gleichen
Punkt reprisentieren, wenn sie durch Multiplikation mit einem Skalar A\ €
K> ineinander iibergehen.

Wir werden den projektiven Raum nach und nach mit zusétzlichen Struktu-
ren versehen.

Satz 27.2. Sei K ein Kirper und sei P} ein projektiver Raum. Sei i €
{0,1,...,n} fiziert. Dann gibt es eine natiirliche Abbildung

wir A — Pl (ug, .o uy) — (U, g, L, o Uy)

Diese Abbildung ist injektiv und induziert eine Bijektion zu denjenigen Punk-
ten des projektiven Raumes, bei denen die i-te homogene Koordinate nicht
null ist. Die Umkehrabbildung wird gegeben durch

IPmf( ) D+(Xl) = {<x07x17 s 7xn)‘ T # 0} — A?{? (x()axl? s J'TTL> —

To T1 Ti—1 Ti41 Tn
_7 _, ey 9 9 e 00y — .

Der projektive Raum wird tiberdeckt von diesen n + 1 affinen Rdaumen. Das
Komplement eines solchen affinen Raumes A}, = D (X;) C P ist ein (n —
1)-dimensionaler projektiver Raum.




220

Beweis. Die Abbildung ist offensichtlich wohldefiniert, da die 1 sicher stellt,
dass mindestens eine homogene Koordinate nicht null ist. Die Abbildung ist
injektiv, da aus einer Gleichung der Form (fiir homogene Koordinaten)

(u17'~'7ui717ui+17'"7un) = )\('Ul,...,Ui,l,'l)2'+1,...,'l)n)

sofort A = 1 folgt wegen der 1. Die Umkehrabbildung ist auf der angegebenen
Teilmenge wohldefiniert, und ist invers zu der Abbildung. Die Uberdeckungs-
eigenschaft ist klar, da fiir jeden Punkt des projektiven Raumes mindestens
eine homogene Koordinate nicht null ist. Das Komplement zu D, (X;) ist

V+(Xz) = {(:co,xl,...,xi_l,O,le,...,xn)|$j € K}

mit keinerlei Einschrénkung an die iibrigen n Variablen und mit der Identi-
fizierung von zwei solchen Tupeln, wenn sie durch Multiplikation mit einem
Skalar ineinander iibergehen. g
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Beispiel 27.3. Die projektive Gerade P ist gegeben als die Menge der
Geraden durch den Nullpunkt in der affinen Ebene A% Eine solche Gerade ist
entweder die z-Achse oder aber eine Gerade, die die Gerade V (y—1) (also die
zur x-Achse parallele Gerade durch (0, 1)) in genau einem Punkt schneidet.
Umgekehrt liefert jeder Punkt P € V(y — 1) = AL eine eindeutig bestimmte
Gerade durch den Nullpunkt. D.h. die projektive Gerade besteht aus einer
affinen Gerade und einem weiteren Punkt, den man den ,unendlich fernen*
Punkt nennt. Wichtig ist dabei aber, dass dieser unendlich ferne Punkt nicht
wesensverschieden von den anderen Punkten ist. Wenn man eine beliebige
Gerade G durch den Nullpunkt nimmt sowie eine dazu parallele Gerade L #
G, so iibernimmt L die Rolle der affinen Geraden, und G représentriert dann
einen (von dieser affinen Geraden aus gesehen) unendlich fernen Punkt.
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Beispiel 27.4. Die Punkte in der projektiven Ebene P% entsprechen den
Geraden durch den Nullpunkt im affinen Raum A3 . Jeder Punkt der pro-
jektiven Ebene wird reprisentiert durch ein Tupel (z,y, z), wobei nicht alle
x,1, z gleichzeitig null sein diirfen und wobei zwei Koordinatentupel identi-
fiziert werden, wenn sie durch Multiplikation mit einem Skalar A # 0 inein-
ander iiberfithrt werden kénnen. Die projektive Ebene wird iiberdeckt durch
drei affine Ebenen, ndmlich

D.(X), Do(Y) und D4(Z).

Dabei besteht D (Z) aus allen Punkten wo die dritte Koordinate nicht null
ist. Durch Multiplikation mit 2! kann man diese Punkte identifizieren mit

(#/2,y/2,2/2) = (u,v,1),

so dass wirklich eine affine Ebene vorliegt. Das Komplement der affinen Ebene
D (Z) ist die Menge V(Z) der Punkte, wo die dritte Komponente null ist.
Da man nach wie vor Punkte identifiziert, die durch Multiplikation mit einem
Skalar ineinander iiberfiihrbar sind, ist V. (Z) eine projektive Gerade. Ein
Punkt (z,y,0) auf dieser Geraden und der Nullpunkt (0,0,1) von D, (Z)
definieren die Gerade durch den Nullpunkt mit dem Richtungsvektor (z,y)
(und der homogenen Geradengleichung yX —zY =0 bzw. V, (yX —zY) ).
Man kann sich also die projektive Ebene gut vorstellen als eine affine Ebene,
in der jede Gerade durch den Nullpunkt noch einen zusétzlichen (,,unendlich
fernen®) Punkt definiert.

Focal
Paint "O”
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Nullstellen von homogenen Polynomen

Fiir ein beliebiges Polynom F € K[Xj,...,X,] macht es keinen Sinn zu
sagen, ob ein Punkt P € P} eine Nullstelle davon ist, da diese Eigenschaft
nicht invariant unter der Multiplikation mit einem Skalar ist und daher vom
Repréasentanten von P abhéngt. Fiir homogene Polynome sieht das anders
aus.

Lemma 27.5. Sei K ein Korper und sei F' € K[Xy,...,X,| ein homoge-

nes Polynom vom Grad d. Dann gilt fir einen Punkt (zo,...,z,) und einen
Skalar X\ die Beziehung

F(Azo, ..., \xn) = NF(xzg,...,2,).

Insbesondere verschwindet F in (xg,...,x,) genau dann, wenn F fir ein
beliebiges A # 0 in Ny, . .., z,) verschwindet.

Beweis. Dies kann man auf den Fall eines Monoms vom Grad d zuriickfithren.
Fiir X°--- X% mit Y7 d; =d und ) € K gilt
(AX)® -+ (AX,) ™ = (AP XP) - (A X ) = XY(XEe - Xom).
O

Man beachte, dass es durch diese Aussage zwar wohldefiniert ist, ob ein
homogenes Polynom an einem projektiven Punkt verschwindet oder nicht,
dass es aber keinen Sinn macht, einem homogenen Polynom einen Wert an
jedem Punkt des projektiven Raumes zuzuordnen. Ein homogenes Polynom
definiert keine Funktion auf dem projektiven Raum.

Definition 27.6. Sei K ein Korper. Zu einem homogenen Polynom F' €
K[Xo, X1, ..., X,] bezeichnet man die Menge

V+<F) = {P: (xl)?"'axn) € P7}(|F<x07axn) = 0}
als die projektive Nullstellenmenge zu F'.

Definition 27.7. Sei K ein Korper und a C K[Xj,...,X,] ein Ideal. Das
Ideal heifit homogen, wenn fiir jedes H € a mit homogener Zerlegung H =
> H; auch H; € a ist fiir alle homogenen Bestandteile H;.

Definition 27.8. Zu einem homogenen Ideal a C K[Xj,..., X,,] nennt man
Vi(a) ={P = (zo,...,z,) € P| F(P) = 0 fiir alle homogenen F' € a}
das projektive Nullstellengebilde oder die projektive Varietdt zu a.

Definition 27.9. Der projektive Raum P’ wird mit der Zariski- Topologie
versehen, bei der die Mengen Vi (a) C P} zu einem homogenen Ideal a C
K[Xo, X1, ..., X,] als abgeschlossen erklirt werden.

Die offenen Mengen des projektiven Raumes sind demnach die Mengen der
Form D, (a) mit einem homogenen Ideal a C K[Xy, ..., X,]. Dabei sind die
offenen Mengen D, (X;) isomorph zu einem affinen Raum der Dimension n.
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Bemerkung 27.10. Ein Punkt P = (ay,...,a,) € P} ist abgeschlossen,
und zwar ist P =V, (a) mit
a:(ain—ani: ng,jgn)
Wenn qg # 0 ist, so kann man dies auch schreiben als (X; — Z—gXO 27 #£0).
Die Erzeuger a;X; — a;X;, i # 0, sind dann {iberfliissig. Dieses Ideal ist
offenbar homogenen, und P liegt in V(a). Sei ay # 0 angenommen. Fiir
einen weiteren Punkt @ = (bo, . ..,b,) € V;(a) folgt sofort b; — 2Lby = 0 bzw.
bo

(bo,...,bn) :a—o(ao,...,dn),

so dass es sich projektiv um den gleichen Punkt handelt.

a ist kein maximales Ideal, es ist aber maximal unter allen homogenen Idea-
len, die von (Xj,...,X,) verschieden sind. Der Restklassenring K[Xj,...,
X,]/a ist ein Polynomring in einer Variablen.

Zwischen dem affinen Raum A%! und dem projektiven Raum P} gibt es
keine natiirliche Abbildung. Allerdings gibt es die natiirliche Abbildung

A?{'ﬁ‘l \ {0} — ]P)?{, ($0, X1y, o vy .ﬁIZ’n) — (,%07 L1y ovey xn) .

Diese Abbildung ordnet einem Punkt # 0 die durch diesen Punkt (und den
Nullpunkt) bestimmte Gerade zu. Man spricht von der kanonischen Abbil-
dung oder von der Kegelabbildung. Das Urbild von D, (X;) unter dieser Ab-
bildung ist D(Xj;).

Der projektive Raum iiber R und iiber C

Wir wollen uns ein Bild iiber die projektiven Rdume fiir K=R und K=C
machen. Die (reell) n-dimensionale Sphére ist

S ={z e R"| ||z||=1} .
Dabei ist ||z ||= /23 + ... + 22 die euklidische Norm.

Satz 27.11. Man kann den reell-projektiven Raum Py reprdsentieren durch
die n-dimensionale Sphire S™ C R"' modulo der Aquivalenzrelation, die
antipodale Punkte miteinander identifiziert.

Den komplex-projektiven Raum P kann man reprdsentieren durch die (2n+
1)-dimensionale Sphire S**1 C R**+2 =~ C""! modulo der Aquivalenzre-
lation, die zwei Punkte z,w € S*"*' miteinander identifiziert, wenn man
2 = Aw mit einem X € St schreiben kann.

Beweis. Wir behandeln die beiden Félle parallel. Jeder Punkt der Sphére S
definiert eine (reelle oder komplexe) Gerade durch den Nullpunkt im um-
liegenden Raum R™™ oder C"™!' und damit einen Punkt im projektiven
Raum. Zwei Punkte z,w € S definieren genau dann die gleiche Gerade, wenn
es einen Skalar A € K gibt mit z = Aw. Wegen der Multiplikativitéit der Norm
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ist dann auch || z ||= |A]- || w]|, woraus sich wegen z,w € § sofort |A| =1
ergibt. Dies bedeutet im reellen Fall A = +1 und im komplexen Fall, dass
A\ € St C C ist, also zum Einheitskreis gehort. O

Wir haben insgesamt Abbildungen
S c R"M\ {0} — PR
(im reellen Fall) bzw.
St c RPN\ {0} = C*HEN {0} — PR

(im komplexen Fall). Nach dem vorstehenden Lemma sind die Gesamtabbil-
dungen jeweils surjektiv. Man versieht die reell und die komplex-projektiven
Réume mit der Quotiententopologie zur metrischen Topologie des reel-
len Vektorraumes unter dieser Abbildung, d.h. man erklart eine Teilmenge
U C P fiir offen, wenn das Urbild in Apt'\ {0} offen ist (dies ist dquivalent
dazu, dass das Urbild auf der jeweiligen Sphére offen ist). Mit dieser (me-
trischen oder natiirlichen) Topologie auf dem projektiven Raum sind diese
Abbildungen stetig. Dies hat folgende Konsequenz.

Lemma 27.12. Fiir den reell-projektiven und den komplex-projektiven Raum
sind die Teilmengen D (X;) offen in der natiirlichen Topologie und homdéo-
morph zu R™ bzw. C". Insbesondere sind die reell- und komplex-projektiven
Rdaume topologische Mannigfaltigkeiten.

Beweis. Das Urbild von D, (X;) unter der kanonischen Abbildung ist D(X),
also das Komplement eines n-dimensionalen Untervektorraumes und damit
offen in der natiirlichen Topologie. Wir betrachten die stetigen Abbildungen

K"~ V(X;— 1) C D(X;) — D,(X;).

Die Gesamtabbildung ist eine Bijektion und D (X;) trigt die Quotientento-
pologie unter der zweiten Abbildung. Wir miissen zeigen, dass die Bijektion
eine Homoomorphie ist. Dazu geniigt es, die Offenheit zu zeigen. Sei also
U CV(X;—1) = K" offen und U’ das zugehorige Bild in D, (X;). Die Offen-
heit von U’ ist nach Definition der Quotiententopologie dquivalent dazu, dass
das Urbild U” C D(X;) von U’ offen ist. Diese Menge U"” besteht aus allen
Punkten in D(Xj;), die auf einer Geraden durch den Nullpunkt und durch
einen Punkt aus U liegen. Sei () ein solcher Punkt, und ) = AP mit P € U
und A € K*. Sei B eine offene Ballumgebung um P in V(X; — 1). Dann ist
auch der dadurch definierte Kegel in D(X;) offen und liegt ganz in U”. O
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Die projektive Gerade tiber C ist eine Sphire.

Korollar 27.13. Die reell-projektiven und die komplex-projektiven Rdume
sind kompakt und hausdorffsch in der natirlichen Topologie.

Beweis. Es gibt eine surjektive stetige Abbildung von einer Sphére auf einen
jeden projektiven Raum. Die Sphére ist eine abgeschlossene und beschriankte
Teilmenge eines reellen endlichdimensionalen Vektorraumes und daher kom-
pakt. Da unter einer stetigen Abbildung das Bild einer kompakten Menge
wieder kompakt ist, folgt, dass die projektiven Raume kompakt sind.

Fiir die Hausdorft-Eigenschaft seien P, () € Pg zwei verschiedene Punkte.
Man kann annehmen, dass sie beide auf einem der affinen {iberdeckenden
Réume D, (X;) liegen. Damit gibt es nach Lemma 27.12 trennende Umge-
bungen. U

27. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 27.1. Definiere eine Aquivalenzrelation auf der Menge A%\ {0}
derart, dass der Quotient unter der Aquivalenzrelation der projektive n-
dimensionale Raum ist.

Aufgabe 27.2. Man definiere den Begrift projektiv-linearer Unterraum eines
projektiven Raumes [Py

Aufgabe 27.3. Sei a C K[X,...,X,] ein Ideal. Zeige, dass a genau dann
ein homogenes Ideal ist, wenn es von homogenen Elementen erzeugt wird.
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Aufgabe 27.4. Sei K = [, ein endlicher Korper. Berechne auf zwei ver-
schiedene Arten, wie viele Elemente der projektive Raum P} besitzt.

Die folgenden drei Aufgaben besprechen die Zariski-Topologie auf den pro-
jektiven Rdumen.

Aufgabe 27.5. Zeige, dass die Zariski-Topologie auf dem projektiven Raum
wirklich eine Topologie ist.

Aufgabe 27.6. Sei K ein unendlicher Korper und P der projektive Raum.
Charakterisiere die homogenen Ideale a, fiir die D (a) = 0 ist.

Aufgabe 27.7. Sei K ein unendlicher Korper. Zeige, dass der projektive
Raum P% irreduzibel ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 27.8. (3 Punkte)

Zeige, dass zwei verschiedene Punkte P und () in der projektiven Ebene
eindeutig eine projektive Gerade definieren, auf der beide Punkte liegen.
Wie berechnet man die Geradengleichung aus den Koordinaten der Punkte?

Bestimme die homogene Geradengleichung fiir die beiden Punkte (2,3,7)
und (1,5, —2).

Aufgabe 27.9. (3 Punkte)

Es sei P% ein projektiver Raum der Dimension n und es seien X,Y C P}
projektiv-lineare Unterrdume der Dimension r und s. Es sei r+ s > n. Zeige,
dass dann X NY # () ist.

Aufgabe 27.10. (3 Punkte)

Sei K ein unendlicher Korper und sei P, ..., P, eine endliche Ansammlung
von Punkten in einem projektiven Raum [P}.. Zeige: Dann gibt es eine ho-
mogene Linearform L € K[Xy, ..., X,] derart, dass all diese Punkte auf der
durch L definierten offenen Teilmenge D, (L) liegen.
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Die néchste Aufgabe benttigt noch die folgende Definition:

Fiir ein homogenes Ideal I in R = A[X,, ..., X,] mit der Standardgraduie-
rung definiert man die Sattigung (oder Saturierung) von I als

{r € R|es existiert ein n mit r- (R,)" C I} .
Dabei ist R, das irrelevante Ideal @ ) Ra = (Xo, ..., Xy).

Aufgabe 27.11. (3 Punkte)

Sei A ein kommutativer Ring und R = A[Xj, ..., X,] der Polynomring mit
der Standardgraduierung. Zeige, dass die Sattigung eines homogenen Ideals
I wieder ein homogenes Ideal ist.

28. VORLESUNG - PROJEKTIVE KURVEN 1

Projektive Varietiten

Definition 28.1. FEine projektive Varietdt ist eine Zariski-abgeschlossene
Teilmenge

V+<a) C P?( )
wobei a ein homogenes Ideal in K[Xg, Xq,...,X,] ist.

Eine projektive Varietéit Y ist also die Nullstellenmenge im projektiven Raum
einer (endlichen) Menge von homogenen Polynomen.

Uber die induzierte Topologie ist eine projektive Varietit wieder mit ei-
ner Zariski-Topologie versehen. Die offenen Mengen haben wieder die Form
D, (b) zu einem homogenen Ideal b aus K[Xy, X1,...,X,] bzw. aus dem
Restklassenring K[Xy, X1, ..., X,]/a, den man auch den homogenen Koor-
dinatenring zu V (a) nennt. Insbesondere definiert jedes homogene Element
F e K[Xy, X1,...,X,] eine offene Menge D, (F) C Y.

Lemma 28.2. Sei Y C P} eine projektive Varietit. Dann liefern die affinen
Raume D4 (X;) = A} C P affine Varietiten

D.(Xi)NnY,

die Y diberdecken. Insbesondere gibt es zu jedem Punkt P € Y wund jeder
offenen Umgebung P € U affine offene Umgebungen von P innerhalb von
U.

Beweis. Es ist

D (X;) =D, (X;)NY =ZALNY,
wobei links die zugehorige offene Menge in Y steht und rechts die entspre-
chende offene Teilmenge des projektiven Raumes. Daher ist Dy (X;) NY

eine abgeschlossene (siche Aufgabe 28.2) Teilmenge des affinen Raumes
D, (X;) = A% und als solche selbst eine affine Varietdt. Da die D, (X;),
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t =0,...,n, den projektiven Raum iiberdecken, gilt dies auch fiir die Durch-
schnitte mit Y. O

Diese Aussage hat die unmittelbare Konsequenz, dass sich , lokale Konzepte“,
die wir fiir affine Varietdten entwickelt haben, sofort auf projektive Varietéiten
iibertragen. Fiir Eigenschaften, die fiir oder in einem Punkt gelten sollen,
kann man sich sofort auf eine offene affine Umgebung des Punktes zuriick-
ziehen. Dies gilt beispielsweise fiir Konzepte wie Glattheit, Normalitdt oder
den Begriff der reguldren Funktion.

Algebraische Funktionen und Morphismen

Mit dem zuletzt bewiesenen Resultat kénnen wir auf einer projektiven Va-
rietdt wieder definieren, was eine reguliare oder algebraische Funktion sein
soll.

Definition 28.3. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Koérper, Y C P}
eine projektive Varietédt, U C Y eine offene Teilmenge und P € U ein Punkt.
Dann heifit eine Funktion

f:U— A=K

algebraisch (oder reguldr oder polynomial) im Punkt P, wenn es eine offene
affine Umgebung P € V C U gibt, derart, dass auf V' die eingeschriankte
Funktion f|y algebraisch im Punkt P ist. f heifit algebraisch auf U, wenn f
in jedem Punkt aus U algebraisch ist.

Zu einer offenen Menge U bildet die Menge der auf U definierten reguléren
Funktionen wieder eine kommutative K-Algebra, die wieder mit I'(U, O) be-
zeichnet wird. Von nun an verstehen wir unter einer projektiven Varietét
ein projektives Nullstellengebilde zusammen mit der induzierten Zariski-
Topologie und versehen mit der Strukturgarbe O der reguldren Funktionen.
Diese Konzepte iibertragen sich sofort auf offene Teilmengen, was zum Begriff
der quasiprojektiven Varietét fiihrt.

Definition 28.4. Eine offene Teilmenge einer projektiven Varietét zusam-
men mit der induzierten Zariski-Topologie und versehen mit der Strukturgar-
be der reguléren Funktionen nennt man eine quasiprojektive Variett.

Insbesondere ist eine projektive Varietét, aber auch eine affine Varietit qua-
siprojektiv. Letzteres folgt daraus, dass man eine affine Varietdt ¥ C A}
fortsetzen kann zu einer projektiven Varietit ¥ C P, in der Y eine offene
Teilmenge ist. Auch die Definition von Morphismus lédsst sich wortgleich auf
die allgemeinere Situation iibertragen.

Definition 28.5. Seien X und Y zwei quasiprojektive Varietédten und sei

v Y — X
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eine stetige Abbildung. Dann nennt man v einen Morphismus (von quasi-
projektiven Varietdten), wenn fiir jede offene Teilmenge U C X und jede
algebraische Funktion f € I'(U, O) gilt, dass die zusammengesetzte Funktion

fou: g (U) — U L5 Ak
zu T'(v~1(U), O) gehort.

Homogenisierung und projektiver Abschluss

Betrachten wir die Hyperbel V(XY — 1) C A% C P%. Die Hyperbel ist ab-
geschlossen in der affinen Ebene, aber nicht in der projektiven Ebene. Dies
sieht man, wenn man die affine Ebene als V(Z — 1) in den dreidimensionalen
Raum einbettet und die durch die Punkte auf der Hyperbel definierten Gera-
den durch den Nullpunkt betrachtet. Diese Geraden neigen sich zunehmend
stérker, und scheinen gegen die z-Achse und gegen die y-Achse zu konver-
gieren. Dies ist in der Tat der Fall, was auch die algebraische Berechnung
ergibt.

Definition 28.6. Zu cinem Ideal a C K[X7,...,X,] heiBt das Ideal in
K[Xy,...,X,, 7], das von allen Homogenisierungen von Elementen aus a
erzeugt wird, die Homogenisierung a” des Ideals a.

Man beachte, dass es hier im Allgemeinen nicht ausreicht, nur die Homoge-
nisierungen aus einem Ideal-Erzeugendensystem aus a zu betrachten.

Definition 28.7. Zu einer affinen Varietit V(a) € A% C P% heifit der
Zariski-Abschluss von V(a) in P% der projektive Abschluss von V(a).

Satz 28.8. Ser K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei V. =
V(a) € A% = D (Xy) eine affine Varietit. Dann wird der projektive Ab-
schluss durch V. (b) beschrieben, wobei b die Homogenisierung von a in
KXo, Xy,...,X,)] bezeichnet.

Beweis. Ein Punkt P = (x1,...,%,) in A% definiert den Punkt P = (1,1,
..., 2,) in P%. Fiir ein Polynom F € K[Xy,...,X,] und P gilt F(P) = F(P)
fiir die Homogenisierung F'. Daher gilt insbesondere F (15) = 0 fiir alle Punkte
P € V(a) und alle homogenen Polynome aus dem homogenisierten Ideal b.
Es ist also V(a) C V. (b). Damit liegt insgesamt das kommutative Diagramm

Via) — Vi(b)
NS 1

Ay, — P

vor (wobei alle Abbildungen injektiv sind). Der projektive Abschluss von
V(a) wird von einer Menge V., (¢) mit einem homogenen Ideal ¢ und mit

V(a) € Vi(c) und V, (c) C V,(b) beschrieben.
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Wir haben die Inklusion V, (b) C V, (c) zu zeigen, was aus ¢ C rad (b) folgt.
Da beides homogene Ideale sind, kann man sich auf F' € ¢ homogen be-
schrénken. Wir schreiben F' = X{jG, so dass G kein Vielfaches von X ist.
Da F' auf V(a) verschwindet und da X, eingeschrankt auf V(a) C D (X))
keine Nullstelle besitzt, folgt, dass G auf V(a) verschwindet. Wir kénnen
also annehmen, dass F' kein Vielfaches von Xj ist. Dann ist die Dehomge-
nisierung F' = F(1,X4,...,X,) die Nullfunktion auf V' (a) und besitzt den
gleichen Grad wie F. Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz gehért £ zu a
(wir konnen annehmen, dass a ein Radikal ist). Dann gehort aber auch F,
das sich aus F' durch Homogenisieren ergibt, zur Homogenisierung von a,
also zu b. U

Projektive ebene Kurven

Definition 28.9. Eine projektive ebene Kurve ist die Nullstellenmenge

C = V,(F) C P% zu einem homogenen nicht-konstanten Polynom F €
K[X,Y, Z].

Zu einer ebenen affinen Kurve V(F) C A% liegt insgesamt die Situation
V =V(F)CA} CP%

vor. Den (topologischen) Abschluss von V' in P% nennt man den projektiven
Abschluss der Kurve.

Korollar 28.10. Zu einer ebenen affinen Kurve V.= V(G) C A3 C P4,
G € K[X,Y], wird der Zariski-Abschluss von V in P% durch C = V,(H)
beschrieben, wobei H die Homogenisierung von G in K[X,Y, Z] bezeichnet.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 28.8, da die Homogenisierung eines Haupt-
ideals das durch die Homogenisierung erzeugte Hauptideal ist. O

Bemerkung 28.11. Sei G € K[X, Y] mit der Homogenisierung F' € K[X,
Y, Z]. Man gewinnt G' aus F' zuriick, indem man Z durch 1 ersetzt. G be-
schreibt dann den Durchschnitt D, (Z) NV, (F). Die beiden anderen affinen
Ausschnitte, also

D4(X) N Vi (F) und Dy (Y) N Vi (F),

sind gleichberechtigt und liefern insbesondere affine Umgebungen fiir die
Punkte von C' =V, (F'), die nicht in D, (Z) liegen.

Um beispielsweise die Glattheit in einem Punkt P € C nachzuweisen wahlt
man sich eine offene affine Umgebung (am besten eine der D (L) N C,
L = X,Y,Z) und iiberpriift dort mit dem Ableitungskriterium und der affi-
nen Gleichung die Glattheit in diesem Punkt. Dabei hiangt das Ergebnis fiir
den Punkt nicht davon ab, mit welcher affinen Umgebung man arbeitet (es
kann aber manchmal die eine Umgebung rechnerisch geschickter sein als eine
andere).
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Von der affinen Kurve V(G) aus gesehen sind die Punkte im Unendlichen
die Punkte aus Vi (F) NV, (Z). Das ist der Schnitt der projektiven Kurve
mit einer projektiven Geraden. Dies ist eine endliche Menge, es sei denn die
projektive Gerade ist eine Komponente der Kurve, was aber nicht sein kann,
wenn man mit einer affinen Kurve startet (da Z kein Teiler der Homogenisie-
rung ist). Zur Berechnung der unendlich fernen Punkte betrachtet man die
homogene Zerlegung

G=Gg+...+G, mit m<d
und die Homogenisierung
F:Gd—l-Gd,lZ—l—...—l—GmZd*m.

Zur Berechnung des Durchschnittes mit V,(Z) muss man Z = 0 setzen,
so dass man die Nullstellen des homogenen Polynoms G4(X,Y) (in zwei
Variablen) berechnen muss. Der Grad d gibt also sofort eine Schranke, wie
viele unendlich fernen Punkte es maximal auf der Kurve geben kann.

Beispiel 28.12. Wir betrachten den Standardkegel V(X2 +Y? — Z?%) C Aj..
Da dies durch eine homogene Gleichung gegeben ist, kann man diesen Kegel
auch sofort als eine ebene projektive Kurve (vom Grad zwei) auffassen. Die
Schnitte des Kegels mit einer beliebigen Ebene F C A3 nennt man Kegel-
schnitte. Diese bekommen nun eine neue Interpretation. Eine Ebene FE, auf
der nicht der Nullpunkt liegt, kann man in natiirlicher Weise identifizieren mit
einer offenen affinen Ebene D, (L) C P% (wobei L eine homogene Linearform
ist). Die Schnitte mit dem Kegel sind dann verschiedene affine Ausschnitte
aus der ebenen projektiven Kurve V, (X? +Y? — Z?). Insbesondere sind also
Kreis, Hyperbel und Parabel solche affinen Ausschnitte.

Die Schnitte mit einer Ebenen durch den Nullpunkt sind hingegen projektiv
verstanden die endlichen Teilmengen V(X2 +Y? — Z%) NV, (L).

Definition 28.13. Sei K ein Korper und d > 1. Dann heifit die ebene
projektive Kurve

V(X +Y?+ 2% C Py

die Fermat-Kurve vom Grad d.

Fiir d = 1 handelt es sich einfach um eine projektive Gerade.

Lemma 28.14. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakte-
ristik p > 0 und sei C = V. (X4Y4+Z9) C P% die Fermat-Kurve vom Grad
d. Die Charakteristik sei kein Teiler von d. Dann ist C eine glatte Kurve.

Beweis. Da Glattheit eine lokale Eigenschaft ist, konnen wir mit einem be-
liebigen affinen Ausschnitt argumentieren. Da die Situation symmetrisch ist,
kénnen wir uns auf das affine Teilstiick

V(X44+Y?+1) C A%
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beschrinken. Die partiellen Ableitungen sind dX? ! und dY9! . Aufgrund
der Voraussetzung iiber die Charakteristik ist d # 0, so dass beide Ablei-
tungen nur bei x = y = 0 verschwinden. Dieser Punkt gehort aber nicht zur
Kurve. U

Bemerkung 28.15. W&hlt man die komplexen Zahlen C als Grundkérper,
so kann man eine glatte projektive Kurve auch als eine reell zweidimen-
sionale kompakte orientierte Mannigfaltigkeit auffassen. Diese lassen sich
topologisch einfach klassifizieren, und zwar ist eine solche Mannigfaltigkeit
homoomorph zu einer Kugeloberfliche, an die g Henkel angeklebt werden.
Diese Zahl nennt man das Geschlecht der reellen Flache und damit auch der
Kurve. Die komplex-projektive Gerade ist eine zweidimensionale Sphére und
hat keinen Henkel, ihr Geschlecht ist also null. Eine Flache vom Geschlecht
eins ist ein Torus (ein Autoreifen) der homdomorph zu S* x S* ist. Projektive
Kurven, die als topologische Mannigfaltigkeit das Geschlecht eins besitzen,
nennt man elliptische Kurven.

Es gibt auch algebraische Definitionen fiir das Geschlecht, so dass diese Inva-
riante fiir glatte projektive Kurven iiber jedem algebraisch abgeschlossenen
Korper definiert ist. Und zwar ist das Geschlecht gleich der K-Dimension
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der ersten Kohomologiegruppe der Strukturgarbe und auch gleich der K-
Dimension der globalen Differentialformen auf der Kurve. Zu jedem ¢ gibt es
projektive Kurven mit Geschlecht g. Insbesondere kann man jede orientier-
bare reell zweidimensionale kompakte Flache als komplex-projektive Kurve
realisieren. Man spricht dann auch von Riemannschen Fldchen.

Fiir eine glatte ebene Kurve C = V,(F) C P% vom Grad d = deg (F) gibt
es eine einfache Formel fiir das Geschlecht: es ist ndmlich
(d—1)(d—2)
B 2
Damit haben glatte projektive Kurven vom Grad eins und zwei (Geraden
und Quadriken) das Geschlecht null, es handelt sich (vom Isomorphietyp
her) in der Tat um projektive Geraden. Fiir d = 3 erhélt man das Geschlecht
1, also elliptische Kurven. Fiir d = 4 erhélt man schon g = 3. Dies zeigt
auch, dass sich nicht jedes Geschlecht als Geschlecht einer ebenen glatten
Kurve realisieren lédsst. Es ist beispielsweise gar nicht so einfach, explizit
Gleichungen fiir eine Kurve vom Geschlecht 2 anzugeben.

28. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 28.1. Sei P = (ay,...,a,) € P% ein Punkt im projektiven Raum.
Zeige, dass es eine offene affine Umgebung U = A% C P} gibt derart, dass
P in diesem affinen Raum dem Nullpunkt entspricht.

Aufgabe 28.2. Sei D (L) = A} C P}, wobei L eine homogene Linear-
form im zugehorigen Polynomring K[Xy, ..., X,] sei. Zeige, dass die Zariski-
Topologie auf dem projektiven Raum die Zariski-Topologie auf dem affinen
Raum induziert.

Aufgabe 28.3. Definiere zu jedem n € Z das Potenzieren z +— 2" als
Morphismus der projektiven Gerade auf sich selbst. Wie sehen die Fasern
unter diesem Morphismus aus?

Aufgabe 28.4. Bestimme den projektiven Abschluss der durch

V(X2 +Y?)? - 2X(X?+Y? -Y?)
gegebenen Kardioide iiber den komplexen Zahlen und insbesondere die
,Punkte im Unendlichen®.
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Aufgabe 28.5. Zeige, dass die Kegelabbildung
ARN\A{0} — Pk

ein Morphismus von quasiprojektiven Varietéiten ist.

Aufgabe 28.6. Zeige durch ein Beispiel, dass die Kegelabbildung
ARN\A{0} — Pk

nicht abgeschlossen sein muss.

Aufgabe 28.7. Seien X und Y quasiprojektive Varietdten und sei ¢ : X —
Y eine stetige Abbildung. Es sei Y = |J,.; U; eine offene Uberdeckung.

Zeige, dass ¢ genau dann ein Morphismus ist, wenn die Einschriankungen

@i « o~ H(U;) — U; Morphismen sind fiir jedes 1.

Aufgabe 28.8. Sei K ein Korper. Bestimme den globalen Schnittring
(P, O).

Was folgt daraus fiir einen Morphismus P} — Aj?

Aufgabe 28.9. Man definiere und charakterisiere, wann eine irreduzible
quasiprojektive Varietat normal ist.

Aufgabe 28.10.*
Sei K ein Koérper. Betrachte die affine ebene Kurve
C=V({Y -X*+X+2).

Definiere einen Isomorphismus zwischen C' und der affinen Geraden A}, . Lisst
sich ein solcher Isomorphismus zu einem Isomorphismus zwischen Py und
dem projektiven Abschluss C' C P% fortsetzen?

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 28.11. (3 Punkte)

Sei K = R oder = C. Es sei H C K"*! ein n-dimensionaler affiner Unterraum,
der den Nullpunkt nicht enthélt, und es sei H der dazu parallele Unterraum
durch den Nullpunkt. Es sei U C H eine in H = K" offene Menge (in
der metrischen Topologie) und es sei V' die Menge aller Geraden durch den
Nullpunkt und durch einen Punkt von U. Zeige, dass der Durchschnitt von
V mit K™\ H offen ist.
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Aufgabe 28.12. (4 Punkte)
Bestimme fiir die Kegelabbildung
ART\A{0} — Pk

den Zariski-Abschluss im P} des Bildes einer abgeschlossenen Menge V' (a) N
AR\ {0}

Aufgabe 28.13. (3 Punkte)

Sei X eine irreduzible quasiprojekive Varietdt mit Funktionenkorper L =
K(X). Es seien U und U, i € I, offene Teilmengen mit U = | J,; U;. Zeige,
dass

iel
I(U,0) =(\I(U;0)
iel
ist, wobei der Durchschnitt in L. genommen wird.

Aufgabe 28.14. (3 Punkte)

Sei K ein Korper und P} der projektive Raum. Zeige, dass die Konstanten
die einzigen globalen algebraischen Funktionen sind, d.h. es gilt

(P 0) =K.

Bemerkung: Diese Aussage gilt fiir jede zusammenhéngende projektive Va-
rietat iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper.

29. VORLESUNG - PROJEKTIVE KURVEN 11

Projektion weg von einem Punkt

Definition 29.1. Die Abbildung
PN {(1,0,...,0)} — P (zo, 21 ..o 20) — (21, .., 1),
heifit die Projektion weg vom Punkt (1,0, ...,0).

Diese Abbildung ist ein wohldefinierter Morphismus, der auflerhalb des Zen-
trums (1,0,...,0) der Projektion definiert ist. Jedem anderen Punkt wird
derjenige Punkt des P% ' zugeordnet, der der Geraden durch den Punkt und
dem Zentrum entspricht. Daher ist die Abbildung surjektiv und jede Faser
ist eine projektive Gerade ohne den Zentrumspunkt, also eine affine Gerade
(es liegt ein sogenanntes Geradenbiindel {iber dem P! vor). Es handelt sich
um die Fortsetzung der Kegelabbildung

AR \{0} — P

auf den punktierten projektiven Raum. Die entsprechende Abbildung kann
man zu jedem Zentrumspunkt definieren, siche Aufgabe 29.6.
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Abbildungen nach P

Der folgende Satz liefert eine neue Version der Noetherschen Normalisierung.

Satz 29.2. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kirper und sei C C P%
eine ebene projektive Kurve vom Grad d. Dann gibt es einen surjektiven
Morphismus

C — PL

derart, dass alle Fasern aus mazimal d Punkten bestehen.

Beweis. Essei P € P% ein Punkt, der nicht auf der Kurve liegt. Einen solchen
Punkt gibt es, da der Koérper insbesondere unendlich ist. Wir betrachten die
Projektion weg von P, die insgesamt einen Morphismus

C — P3\ {P} — Pk

induziert. Die Faser dieses Morphismus iiber einem Punkt @ € P} (der eine
Richtung in P € P2 reprisentiert) besteht genau aus den Punkten der Kurve,
die auf der durch @) definierten Geraden

G =V (aX +bY +cZ) 2P CP%

liegen. Daher wird die Faser {iber @) auf G beschrieben, indem man in der
Kurvengleichung C' = V, (F') mittels der Geradengleichung eine Variable
eliminiert. Das Ergebnis ist ein homogenes Polynom F in zwei Variablen vom
Grad d, das nicht null ist, denn sonst ware P ein Punkt der Kurve. Da wir
iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper sind, besitzt dieses Polynom
F mindestens eine und hochstens d Nullstellen, die alle von P verschieden
sind. Dies ergibt die Surjektivitit und die Abschitzung fiir die Faser. O

Satz 29.3. Es sei K ein Korper und C C P% eine glatte irreduzible ebene
projektive Kurve. Es sei D = CNDy(Z) =2 K—Spek (R) ein affines Teilstick
davon. Es sei q = f/g € Q(R) eine rationale Funktion (mit f,g € R, g # 0).
Dann gibt es einen eindeutigen Morphismus

0: C — Py
derart, dass das Diagramm
f/g 1 A~
D(g) — A =D.(t)
\J \J
c = P}

kommutiert.

Beweis. Wir definieren zunéchst auf D eine Fortsetzung
0: D — P

der rationalen Funktion f/g. Sei hierzu P € D ein Punkt der Kurve. Bei
P € D(g) ist nichts zu tun, sei also g(P) = 0. Da die Kurve glatt ist, ist der
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lokale Ring B der Kurve im Punkt P ein diskreter Bewertungsring. Daher
hat der Quotient f/g dort eine Beschreibung als

f n

= =ur
g

mit u € B* und n € Z (7 sei eine Ortsuniformisierende). Es gibt eine offene
Umgebung P € D(h) C D derart, dass 7 und u tiber D(h) definiert sind und
u dort eine Einheit ist. Bei n > 0ist f/g € Ry und die Undefiniertheitsstelle
ist also sogar als Abbildung nach Al hebbar®. Bei n < 0 ist der umgekehrte
Bruch g/f = u=tn~" auf D(h) definiert als eine Abbildung nach Al . Mittels
der ,,verdrehten Einbettung® A} = D, (s) < P} erhilt man eine Abbildung
nach PL.

Wir miissen zeigen, dass diese zwei Morphismen in die projektive Gerade
dort, wo beide definiert sind, iibereinstimmen. Das sind die Punkte P mit
n = 0. Die Vertraglichkeit folgt daraus, dass in einer offenen Umgebung
P € U eine Abbildung

flg: U — (Ag)" = Ag \ {0}

vorliegt, und dass das Diagramm

(Al)* 5 AL =D, (s)
+ N
Ak = Di(t) — P

kommutiert. Dies ergibt einen wohldefinierten Morphismus auf dem affinen
Stiick D.

Fiir einen beliebigen Punkt der projektiven Kurve C' und eine affine Umge-
bung P € D' C C liegt die gleiche Situation vor, da D, (g) N D’ #  ist, und
somit auf einer offenen nichtleeren Menge die rationale Funktion (mit ande-
ren Zahlern und Nennern) definiert ist. Damit lasst sich das vorhergehende
Argument genauso anwenden.

Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass auf jeder affinen offenen Menge P € U
der Durchschnitt U N D, (g) nicht leer ist. Ein Morphismus auf einer integren
Varietiit in die affine Gerade A}, ist durch die rationale Funktion eindeutig
festgelegt. O

Beispiel 29.4. Die Inversenbildung
Al D D(2) — Ay, z—> 271,
lasst sich zu einem bijektiven Morphismus
Pl — Px, (z,y) — (y,2)

fortsetzen. Dies folgt direkt aus Satz 29.3. Dabei geht ein Punkt z # 0 auf
1/z und der Nullpunkt geht auf den unendlich fernen Punkt oc.
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Parametrisierte projektive ebene Kurven

Sei eine rational parametrisierte Kurve s — <f;(—(§)), fi(_(;))> gegeben. Wir haben

in Satz 6.11 gesehen, dass das Bild eine algebraische Gleichung erfiillt. Dabei
haben wir im dortigen Beweis schon die homogenisierte Parametrisierung
verwendet, die jetzt als projektive Fortsetzung wieder auftaucht.

Satz 29.5. Es sei
Al QDw —>A2,Sf y (@1(5),@2(8))7
i 2 D) = Al ) 90s)
eine rationale Parametrisierung in gekirzter (d.h. die o1, a2, haben keinen
gemeinsamen Teiler) Darstellung. Es sei d der mazimale Grad der beteiligten

Polynome und es seien p1, o, die Homogenisierungen (beziiglich der neuen
Variablen t) davon. Es seien H; die Produkte dieser Homogenisierungen mit
einer Potenz von t derart, dass Hy, Ho, H3 alle den Grad d besitzen. Dann
definieren die Hy, Hy, Hs einen Morphismus

H: PL — P2, (s,t) — (Hy(s,t), Ha(s,t), Hs(s, 1)),
K K

derart, dass das Diagramm

Pl e P2
kommutativ ist. Dabei liegt das Bild unter H auf dem projektiven Abschluss
der affinen Bildkurve.

Beweis. Die Abbildung H ist aufgrund von Aufgabe 29.5 wohldefiniert, und
zwar auf ganz Pk, da o1, 9,1 insgesamt teilerfremd sind. Zur Kommutati-
vitdt muss man lediglich beachten, dass s € D(¢)) C AJ; einerseits iiber (s, 1)
auf

(H1<87 1)7 H2<57 1)7 H3(37 1)) = (901(8)7 SD2<S>7 ¢(8))

abgebildet wird und andererseits auf

©01(8) @a(s) B ) . .
<¢(S)’ U(s) ’1) = (p1(s), 2(s5),¥(s)).

Fiir den Zusatz sei C' der affine Abschluss des Bildes und C' C P2 der projek-
tive Abschluss davon. Wir betrachten das offene Komplement U = P% \ C.
Da die Abbildung stetig ist, ist das Urbild H(U) offen in P}, und es kann
nur Punkte aus P} \ D(z)) enthalten. Eine endliche und offene Teilmenge der
projektiven Geraden muss aber leer sein. U

Satz 29.6. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei F' € K[X]|
ein Polynom in einer Variablen vom Grad d > 1. Dann wird der projektive
Abschluss C des Graphen V(Y —F(X)) durch V(Y Z ' - F(X, Z)) beschrie-

ben, wobei F(X, Z) die Homogenisierung von F' bezeichnet. Dabei gibt es in
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C beid=1 (mit F =aX +0b) noch den glatten Punkt (1,a,0) und bei d > 2
noch den Punkt (0,1,0), der bei d > 3 singulir ist. Bei d > 2 besitzt der
Punkt im Unendlichen die Multiplizitit d — 1.

Beweis. Die Gleichung fiir den projektiven Abschluss folgt direkt aus Satz
28.8. Den Schnitt von C mit der projektiven Geraden V. (Z) im Unendlichen
erhélt man, wenn man in der Gleichung Z = 0 setzt. Bei d = 1 liegt insgesamt
die Geradengleichung V., (Y —aX — bZ) vor, und der Schnitt mit V., (Z) legt
den einzigen Punkt (1,a,0) fest. Bei d > 2 liegt die Kurvengleichung

V(Y25 — X — sy X T — L — 502
mit sg # 0 vor. Setzt man Z = 0, so bleibt V, (—s4X?) {ibrig, woraus X = 0
folgt. Dies entspricht dem einzigen unendlich fernen Punkt (0,1,0).

Fiir die Multiplizitdt betrachtet man die affine Gleichung der Kurve auf
D, (Y). D.h. man setzt Y = 1 und erhélt die affine Gleichung

V(25 — 54X — 54 1 X7 — . —502%),

und der Punkt ist in diesen Koordinaten der Nullpunkt. Daher ist die Mul-
tiplizitat gleich d — 1 mit der einzigen durch Z = 0 gegebenen Tangente. Bei
d > 3 ist die Multiplizitdt > 2 und daher liegt ein singuldrer Punkt vor. [

Dieser Satz ist so zu verstehen, dass bei d > 2 die y-Achse (dafiir steht der
Punkt (0,1,0)) ,,asymptotisch* zum Graphen gehort (und auch die einzige
Asymptote des Graphen ist). Die unendlich ferne Gerade V. (Z) ist die (ein-
zige) Tangente an diesem Punkt. Die Normalisierung von C'ist der Pk, und
zwar ist die Normalisierungsabbildung nach Satz 29.5 gegeben durch

Pl — C C P%, (z,t) — (2t?7Y, F(x,t),t%).
Dabei geht der unendlich ferne Punkt (1,0) auf (0,s4,0) = (0, 1,0).

Satz 29.7. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und seien G, H €
K[X] Polynome in einer Variablen vom Grad d,e > 1 ohne gemeinsame
Nullstelle. Sei H # 0 und sei F(X) = G(X)/H(X) die zugehdrige rationale
Funktion. Seien G(X,Z) und H(X,Z) die zugehirigen Homogenisierungen
Dann wird der projektive Abschluss C' des Graphen von F(X) beid > e durch
Vo(H(X,Z2)Y 29 - G(X, 2))
und bei d < e durch
Vo(H(X,2)Y — G(X, Z)ze~%)

beschrieben.

Beweis. Die affine Beschreibung der Kurve ist V(Y H — G). Nach Satz 28.8
wird der projektive Abschluss durch die Homogenisierung von Y H — G be-
schrieben. Fiir diese ist der maximale Grad von YH und G ausschlagge-
bend, der Summand mit kleinerem Grad muss durch eine geeignete Potenz
von Z ,aufgefiillt* werden. Dies ergibt die angegebenen Gleichungen. U
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Monomiale projektive Kurven

Zu einer ebenen monomialen Kurve s — (s¢,5¢) = (z,y) mit teilerfremden
Exponenten e > d gehort nach Satz 29.5 die monomiale projektive Kurve

(5,1) — (5%, 8% 1)

Auf der offenen Menge D, (t) ist dies die urspriingliche Abbildung und auf
D (s) ist dies die affine Abbildung

t— (179, 19).
Satz 29.8. Seien e > d teilerfremd. Fiir die durch
(5,t) — (5% 5% 1°)

gegebene ebene projektive monomiale Kurve C vom Grad e gelten folgende
Aussagen.

(1) Die Kurve wird beschrieben durch die homogene Gleichung Y¢ =
X4z vom Grad e.

(2) Die Kurve ist glatt fir alle Punkte # (0,0,1) und # (1,0,0) .

(3) Die Kurve hat im Punkt (0,0,1) die Multiplizitit d und im Punkt
(1,0,0) die Multiplizitit e — d.

(4) Bei e > 3 ist die Kurve nicht glatt.

Beweis. (1) Die affine Gleichung ist X¢ — Y, und nach Satz 28.8 wird
der projektive Abschluss durch die Homogenisierung, also durch
V(X4Ze® —Y*) beschrieben.

(2) Auf der affinen Kurve V(X?—Y¢) C A% C P% ist nach Satz 20.12 nur
der Nullpunkt, der dem projektiven Punkt (0,0, 1) entpricht, (even-
tuell) nicht glatt. Die Punkte auf der Kurve auerhalb von D, (Z)
erhdlt man, indem man in der Gleichung Z = 0 setzt. Dies erzwingt
Y =0, so dass es lediglich noch den Punkt (1,0,0) gibt.

(3) Die Multiplizitdt in einem Punkt ist eine lokale Eigenschaft. Der
Punkt (0,0, 1) entspricht dem Nullpunkt auf der affinen monomialen
Kurve V(X? — Y*®), deren Multiplizitdt im Nullpunkt nach Korollar
23.8 gleich dem kleineren Exponenten, also gleich d ist. Der Punkt
(1,0,0) liegt auf Dy (X) und dort ist V(Y¢ — Z¢~%) die affine Glei-
chung. Die Multiplizitéit ist wieder der kleinere Exponent, also gleich
e —d.

(4) Folgt aus (3).
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29. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 29.1. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Zeige, dass
eine ebene projektive Kurve mit jeder projektiven Geraden in der projektiven
Ebene einen nichtleeren Durchschnitt hat.

Aufgabe 29.2.*
Sei K = 7Z/(5) und betrachte die beiden affinen ebenen algebraischen Kurven
C=V(X?+Y?>-1)und D =V (X®-2Y?+3).

Bestimme den Durchschnitt C' N D. Bestimme ferner die unendlich fernen
Punkte der beiden Kurven (also die zusétzlichen Punkte auf dem projektiven
Abschluss C bzw. D). Wenn man K durch einen algebraisch abgeschlossenen
Kérper K C L ersetzt, wie viele Punkte besitzt dann der Durchschnitt C'N D
und wie viele davon liegen auf der unendlich fernen Geraden?

Aufgabe 29.3.*

Sei K ein Korper. Zeige, dass samtliche lokale Ringe der projektiven Geraden
P%. isomorph zueinander sind. Man gebe eine moglichst einfache Beschrei-
bung dieses Ringes.

Die Lemniskate von Bernoulli

Aufgabe 29.4. Bestimme fiir die durch V((X? + Y?)? — X? + Y?) gegebe-
ne Lemniskate von Bernoulli die Singularitdten sowie die unendlich fernen
Punkte in P4. Berechne in all diesen Punkten die Multiplizitit und die Tan-
genten.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 29.5. (3 Punkte)

Seien m + 1 homogene Polynome Fy, ..., F,, in n+ 1 Variablen gegeben, die
alle den gleichen Grad d besitzen. Zeige, dass es eine offene Menge U C P}
gibt, auf der die Polynome einen Morphismus

Pr 2U — Py

definieren.

Aufgabe 29.6. (3 Punkte)

Sei P = (ag,...,a,) € P% ein Punkt im projektiven Raum. Zeige, dass die
Projektion des P auf P% ' mit Zentrum P durch die Matrix

—a; a 0 --- 0
—as 0 ag -+ O
—ay, 0 o --- ag

gegeben ist, also durch die Abbildung

T T
:L‘O —a1 Qo 0o --- 0 £L‘O
! —ay 0 ay --- 0 !
—
—a 0 0O --- a
T, " 0 T,

Aufgabe 29.7. (3 Punkte)

Bestimme fiir die durch V(X3 + 3X? — Y?) gegebene Tschirnhausen Ku-
bik die Singularitdten unter Beriicksichtigung der unendlich fernen Punkte.
Bestimme die Tangenten in den Singularitdten und in den unendlich fernen
Punkten.
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i

-2 0 2
Die Tschirnhausen Kubik

Aufgabe 29.8. (3 Punkte)

Bestimme fiir das durch V(X? 4+ Y3 — 3XY) definierte Kartesische Blatt
die unendlich fernen Punkte in P4 und berechne die Multiplizitit und die
Tangenten in diesen Punkten.

Aufgabe 29.9. (5 Punkte)
Man gebe fiir die projektive Lemniskate von Bernoulli
V(X2 +Y?)? - 22X+ Z2°Y?) C P%

einen surjektiven Morphismus auf eine projektive Quadrik an. Wie viele
Punkte der Lemniskate werden dabei auf einen Punkt der Quadrik abge-
bildet?

30. VORLESUNG - SATZ VON BEZOUT

Der Satz von Bezout

Wir werden in dieser Vorlesung den Satz von Bezout fiir die projektive Ebe-
ne beweisen, das ist die Aussage, dass fiir zwei projektive Kurven in der
projektiven Ebene ohne gemeinsame Komponente vom Grad m und n die
Summe {iber alle Schnittmultiplizitdten gleich mn ist. Unsere Darstellung
folgt weitgehend dem Aufbau in Fulton.
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Zu einem Polynomring P und einer natiirlichen Zahl ¢ bezeichnet P, im
Folgenden die sogenannte (-te Stufe, die aus allen homogenen Polynomen
vom Grad ¢ besteht. Diese Bezeichnungsweise iibernehmen wir auch fiir ho-
mogene Restklassenringe des Polynomrings (also einem Restklassenring des
Polynomrings nach einem homogenen Ideal). Diese Stufen werden iiber dem
Grundkorper K von allen Monomen vom Grad £ erzeugt. Insbesondere han-
delt es sich um endlichdimensionale K-Vektorrdume.

Lemma 30.1. Sei K ein Korper und seien F,G € K[X,Y,Z] = P zwei
homogene Polynome vom Grad m und n ohne gemeinsamen nichtkonstanten
Teiler. Dann ist

dimg (P/(F,GQ)), = mn fiir { hinreichend grof.

Beweis. Wir betrachten die exakte Sequenz

( ) (FG)

0— P PxP—P— P/(F,G)—0.

Dabei steht vorne die Abbildung H +— (GH, —F H ), dann folgt die Abbildung
(A, B) = (AF + BG) und schlielich die Restklassenbildung. All diese Ab-
bildungen sind P-Modul-Homomorphismen. Die Injektivitit vorne ist klar,
da P ein Integritétsbereich ist. Die Exaktheit an den beiden hinteren Stellen
ist klar, bleibt noch die Exaktheit an der zweiten Stelle zu zeigen. Dort ist
klar, dass die Verkniipfung die Nullabbildung ist. Sei also AF + BG = 0 in
P. Da P faktoriell ist und da F und G teilerfremd sind folgt aber, dass A ein
Vielfaches von GG sein muss. Dann kann man durch G teilen und erhélt, dass
B ein Vielfaches von F' sein muss (mit dem gleichen Faktor). Also kommt
(A, B) von links.

Da F und G homogen sind mit fixierten Graden, kann man diese Sequenz
einschrinken auf homogene Stufen, und zwar ergibt sich dabei die kurze
exakte Sequenz

G,—F
-

0— P S0P P, Y (P)(F,G))s — 0

(dabei sind die Stufen fiir negativen Index null). Die Exaktheit bleibt er-
halten, da bei einem homogenen Homomorphismus die Stufen unabhéngig
voneinander sind. Alle beteiligten Stufen sind nun endlichdimensionale Vek-
torrdume. Fiir £ > m + n sind alle Indizes nichtnegativ und daher gilt

dim(FP,) = (HI)QM. Wegen der Additivitdt der Dimension bei exakten Se-

quenzen ergibt sich

+1nEE+2) L-m+1)f—m+2) ({L—-—m+1)({—n+2)

dim((P/(F, G)1)) ;

2 2
+(Z7mfn+1)(éfmfn+2)

27(ferl)(ngLJrQ)f(fn+1)(fn+2)+(fmfnJrl)(fmfnJrQ)
2

2mn
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Lemma 30.2. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kdrper und seien
F,G € K[X,Y, Z] homogene Polynome ohne gemeinsame (projektive) Null-
stelle auf V.(Z) C P%. Es sei R = K[X,Y,Z]/(F,G) der zugehdirige Rest-
klassenring. Dann ist die Abbildung

R— R, H— ZH,
mjektiv.
Beweis. Sei H € K[X,Y, Z] und vorausgesetzt, das H unter der angegebenen
Abbildung auf 0 geht. Das bedeutet, dass eine Gleichung

ZH = LF + MG

mit L, M € K[X,Y, Z] vorliegt. Wir ersetzen in dieser Gleichung die Variable
Z durch 0 und erhalten die Gleichung

0 = L(X,Y,0F(X,Y,0) + M(X,Y.0)G(X,Y,0)
in K[X,Y]. Nach der Voraussetzung, dass es keine gemeinsame projektive
Nullstelle auf V, (Z) gibt, besitzen F(X,Y,0) und G(X,Y,0) in A% nur den
Nullpunkt (0,0) als gemeinsame Nullstelle. Daher sind diese Polynome in
K[X,Y] teilerfremd. Das bedeutet, dass es ein Polynom @ € K[X,Y]| mit
L(X.Y.0) = QG(X,Y,0) und M(X,Y,0) = ~QF(X,Y,0)
gibt. Dies wiederum heifit zuriickiibersetzt nach K[X,Y, 7], dass dort
L=QG(X,Y,0)+ ZL und M = —~QF(X,Y,0) + ZM

gilt. Mit F = F(X,Y,0) + ZF und G = G(X,Y,0) + ZG ergibt sich aus
der Ausgangsgleichung

ZH

LF+ MG

(QG(X,Y,0)+ ZL) F + (—QF(X,Y,0) + ZM) G
QG —ZG)F - Q(F — ZF)G + ZLF + ZMG
—QZGF +QZFG + ZLF + ZMG

= Z(—QGF +QFG+ LF + MG).

Aus dieser Gleichung kénnen wir Z herauskiirzen und erhalten eine Darstel-
lung fiir H als Linearkombination aus F' und G. Damit ist die Restklasse von

H in R ebenfalls 0. U
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Satz 30.3. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und seien F,G €
K[X,Y, Z] zwei homogene Polynome vom Grad m und n ohne gemeinsame
Komponente mit zugehirigen Kurven C' = V,(F),D = V,(G) C P%. Dann
gilt

Z multp(C, D) = mn.
P

Beweis. Der Durchschnitt C' N D besteht nur aus endlich vielen Punkten.
Wir kénnen daher annehmen, dass alle Schnittpunkte in A% = D, (Z) C P%
liegen. Es seien F und G die inhomogenen Polynome aus K [X,Y], die die
affinen Kurven C N A% und DN A3 beschreiben. Damit ist

Z multp(F,G) = Z multp(F,G)

PeP? PecA?

= dimg (K[X,Y]/(F,Q)).

Dabei beruht die letzte Gleichung auf Satz 26.11. Wie wollen die Dimension
dieses inhomogenen Restklassenrings mit der Dimension einer Stufe des ho-
mogenen Restklassenrings (K[X,Y, Z]/(F, G)), in Verbindung bringen. Von
letzterer wissen wir aufgrund von Lemma 30.1, dass sie fiir ¢ hinreichend grof3
gleich mn ist.

Wir wihlen eine Basis Vi,..., V,,, von (K[X,Y,Z]/(F,G)), (¢ hinreichend
grof und fixiert) und behaupten, dass die Dehomogenisierungen v; = V;(X,
Y, 1) eine Basis von K[X,Y]/(F,Q) bilden. Dazu sei ¢ € K[X,Y] beliebig
vorgegeben mit Homogenisierung Q € K[X,Y,Z] vom Grad d. Sei e so
gewahlt, dass d+ e > ( ist. Aufgrund von Lemma 30.2 sind die Abbildungen
(> 1)

(KXY, Z)/(F,G))e — (K[X,Y, Z]/(F,G))exr, H— Z*H,
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injektiv und daher auch bijektiv, da die Dimensionen iibereinstimmen. Ins-
besondere bilden die Z*V;, i = 1,...,mn, eine Basis von

(KX, Y, Z]/(F,G)) g -

Es gibt dann also eine Darstellung Z°Q = Y7} a;Z%*~*V;. Durch Dehomo-
genisieren ergibt sich daraus sofort eine Darstellung fiir q.

Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit sei

mn
E a;v; = 0
=1

angenommen, so dass in K[X,Y] eine Gleichung
Zawi = AF-{— Bé
i=1
vorliegt. Dabei setzen wir fl, B als Dehomogenisierung von zwei homogenen
Polynomen A, B € K[X,Y,Z] an. Somit liegen zwei homogene Ausdriicke -
namlich > a;V; und AF + BG - vor, deren Dehomogenisierungen iiber-
einstimmen. Durch geeignete Wahl von r,s,t konnen wir annehmen, dass
Yo a; 2"V und Z°AF + Z'BG (homogen sind und) den gleichen Grad be-
sitzen. Nach Aufgabe 6.10 ist dann bereits
> 7'V = Z°AF + Z'BG.
i=1
Diese Gleichung bedeutet > " a;Z"V; = 0 in K[X,Y,Z]/(F,G), woraus
sich a; = 0 ergibt. U

Korollar 30.4. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und seien
C,D C P2% zwei ebene projektive Kurven. Dann ist der Durchschnitt C' N D
nicht leer.

Beweis. Die Aussage stimmt, wenn C' und D eine gemeinsame Komponente
besitzen. Andernfalls folgt sie aus Satz 30.3. ]

Korollar 30.5. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und seien
F,G € K[X,Y,Z] zwei homogene Polynome vom Grad m und n ohne ge-
meinsame Komponente mit zugehorigen Kurven C = V. (F),D =V, (G) C
P%.. Dann gibt es mazimal mn Schnittpunkte von C und D.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 30.3, da jeder Schnittpunkt zumindest mit
Schnittmultiplizitdt 1 in die Summe eingeht. O

Beispiel 30.6. Wir betrachten die Neilsche Parabel C' = V, (ZY? — X3)
und den Kreis mit Mittelpunkt (1,0,1), also D = V,((X — Z)? + Y? —
Z?). Nach dem Satz von Bezout erwarten wir eine Gesamtschnittzahl von 6.
Wir berechnen die Schnittpunkte. Fiir Z = 0 folgt aus der ersten Gleichung
X = 0 und dann aus der zweiten Y = 0, so dass es keinen Schnittpunkt
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auf der projektiven Geraden V,(Z) gibt. Wir betrachten daher die affinen
Gleichungen Y? — X3 =0 und (X —1)2+Y?—1=0. Wir berechnen die
Schnittpunkte, indem wir Y2 = 1— (X —1)? in die erste Gleichung einsetzen.
Dies ergibt
1—(X—-1)P2-X° = —-X°-X?4+2X
= X(-X*-X+2)
—X(X —-1)(X +2).

Dies fithrt zu den Schnittpunkten
(0,0), (1,1), (1, =1), (=2, 2v/2i), (=2, —2v/2i) .

Die beiden letzten Punkte zeigen auch, dass der Satz nur iiber einem alge-
braisch abgeschlossenen Korper gilt. Es gibt also nur 5 Schnittpunkte. Da
die Neilsche Parabel im Nullpunkt eine Singularitdt besitzt und dieser ein
Schnittpunkt ist, so muss dort die Schnittmultiplizitdt grofler als 1 sein. Um
dies zu bestétigen betrachten wir

KX, Y)xy)/(Y?=-X%Y? -1+ (X -1)%) KX, Y])xyy/ (Y? =X X(X - 1)(X +2))
K[X,Y]xy)/ (Y= X° X)
K[X,Y]x.yv)/ (Y2 X)

K[Y]/(Y?).

Dabei haben wir die Einsetzungsrechnung von oben wiederholt und dann
ausgenutzt, dass X —1 und X +2 Einheiten im lokalen Ring K[X,Y]xy)
sind. Die Dimension ist also 2 und damit muss die Schnittmultiplizitdt an
allen anderen Schnittpunkten 1 sein, was man auch direkt bestatigen kann.

30. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 30.1. Zeige durch ein Beispiel, dass Lemma 30.2 nicht ohne die
Voraussetzung gilt, dass der Kérper algebraisch abgeschlossen ist.

Aufgabe 30.2. Zeige, dass in den in Beispiel 30.6 berechneten Schnittpunk-
ten # (0,0) der beiden Kurven ein transversaler Schnitt vorliegt.

Aufgabe 30.3.*
Sei K = C. Bestimme fiir die beiden aflinen Kurven
V(Y — X?) und V(Y? — X?)

ihre Schnittpunkte zusammen mit den Schnittmultiplizitdten. Betrachte auch
Schnittpunkte im P% und bestétige den Satz von Bezout in diesem Beispiel.
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Aufgabe 30.4.*
Sei K = C und betrachte die beiden ebenen algebraischen Kurven
C=V(X-Y*und D=V(Y?- X%).

Bestimme die Schnittpunkte der beiden Kurven in der affinen Ebene und be-
stimme jeweils die Schnittmultiplizitéit. Bestimme auch die unendlich fernen
Punkte der beiden Kurven (also die zusétzlichen Punkte auf den projektiven
Abschliissen C' und D) und iiberpriife damit die Schnittpunkte im Unend-
lichen. Bestétige abschliefend, dass der Satz von Bezout in diesem Beispiel
erfiillt ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 30.5. (6 Punkte)

Sei C' C P% eine glatte Quadrik (also eine Kurve vom Grad zwei) iiber einem
algebraisch abgeschlossenen Koérper. Zeige, dass es eine Isomorphie der Kurve
mit der projektiven Geraden P} gibt.

Aufgabe 30.6. (5 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und C' C P% eine glatte Kurve
vom Grad d > 2. Zeige, dass es einen Morphismus C' — P} gibt derart, dass
jede Faser aus maximal d — 1 Punkten besteht.

Aufgabe 30.7. (5 Punkte)

Essei C' =V (X3+Y3+273) C P% die Fermat-Kubik iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper der Charakteristik # 3. Beschreibe explizit einen
Morphismus C' — Pk, bei dem iiber jedem Punkt maximal zwei Punkte
liegen.

Aufgabe 30.8. (4 Punkte)

Es sei C' C P% der komplex-projektive Abschluss des Einheitskreises. Bestim-
me eine explizite bijektive Parametrisierung P& — C.

Aufgabe 30.9. (4 Punkte)

Bestitige Satz 30.3 fiir die beiden Kurven C = V(ZY? — X3) und D =
V(X2 4+ (Y = 2)* - Z?).

Skizziere die Situation.
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Aufgabe 30.10. (4 Punkte)

Bestiitige Satz 30.3 fiir die beiden Kurven C' = V(ZY — X?) und D =
V(X2+(Y = 2) = Z7).

Skizziere die Situation.

Aufgabe 30.11. (4 Punkte)

Bestétige Satz 30.3 fiir die beiden monomialen Kurven, die affin durch C' =
V(X2 -Y3)und D = V(X® — Y*) gegeben sind.

Aufgabe 30.12. (5 Punkte)
Es sei R ein kommutativer Ring und M, N R-Moduln. Ist
fi M— N
ein R- Modulhomomorphismus, so ist
f*: Hom (N, R) — Hom (M, R), p — @o f,
auch ein R-Modulhomomorphismus.
Sei nun 0 - M — N — P — 0 eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln.
Zeige, dass dann die induzierte Sequenz
0 — Hom (P, R) — Hom (N, R) — Hom (M, R)

exakt ist. Man gebe auch ein Beispiel mit R = 7Z, das zeigt, dass der letzte
Pfeil im Allgemeinen nicht surjektiv ist.
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