
Algebraische Kurven

Prof. Dr. Holger Brenner

Universität Osnabrück

Fachbereich Mathematik/Informatik

Sommersemester 2012



2

Inhaltsverzeichnis

Vorwort 5

1. Vorlesung - Algebraische Kurven 6

1. Arbeitsblatt 15

2. Vorlesung - Affin-algebraische Mengen 18

2. Arbeitsblatt 24

3. Vorlesung - Die Zariski-Topologie 25

3. Arbeitsblatt 30

4. Vorlesung - Irreduzibilität 32

4. Arbeitsblatt 37

5. Vorlesung - Polynomiale Abbildungen 40

5. Arbeitsblatt 46

6. Vorlesung - Parametrisierungen 49

6. Arbeitsblatt 56

7. Vorlesung - Kegelschnitte 58

7. Arbeitsblatt 66

8. Vorlesung - Mechanische Kurven 69

8. Arbeitsblatt 78

9. Vorlesung - Hilberts Basissatz 79

9. Arbeitsblatt 85

10. Vorlesung - Hilberts Nullstellensatz I 87

10. Arbeitsblatt 92

11. Vorlesung - Hilberts Nullstellensatz II 93

11. Arbeitsblatt 98

12. Vorlesung - Das K-Spektrum 101

12. Arbeitsblatt 107

13. Vorlesung - Offene Mengen 109

13. Arbeitsblatt 115

14. Vorlesung - Algebraische Funktionen 118

14. Arbeitsblatt 125

15. Vorlesung - Lokale Ringe 127

15. Arbeitsblatt 133



3

16. Vorlesung - Morphismen 137

16. Arbeitsblatt 143

17. Vorlesung - Monoidringe 145

17. Arbeitsblatt 151

18. Vorlesung - Monomiale Kurven 153

18. Arbeitsblatt 158

19. Vorlesung - Ganzheit 160

19. Arbeitsblatt 165

20. Vorlesung - Normalisierung 167

20. Arbeitsblatt 171

21. Vorlesung - Diskrete Bewertungsringe 174

21. Arbeitsblatt 178

22. Vorlesung - Glattheit 180

22. Arbeitsblatt 186

23. Vorlesung - Multiplizität 188

23. Arbeitsblatt 194

24. Vorlesung - Potenzreihenringe I 197

24. Arbeitsblatt 202

25. Vorlesung - Potenzreihenringe II 204

25. Arbeitsblatt 209

26. Vorlesung - Schnittmultiplizität 212

26. Arbeitsblatt 217

27. Vorlesung - Der projektive Raum 219

27. Arbeitsblatt 226

28. Vorlesung - Projektive Kurven I 228

28. Arbeitsblatt 234

29. Vorlesung - Projektive Kurven II 236

29. Arbeitsblatt 242

30. Vorlesung - Satz von Bezout 244

30. Arbeitsblatt 249

Anhang A: Bildlizenzen 252



4

Abbildungsverzeichnis 252



5

Vorwort

Dieses Skript gibt die Vorlesung über algebraische Kurven wieder, die ich
im Sommersemester 2012 an der Universität Osnabrück gehalten habe. Es
handelt sich dabei im Wesentlichen um ausformulierte Manuskripttexte. Dies
bitte ich bei einer kritischen Durchsicht wohlwollend zu berücksichten.

Der Text wurde auf Wikiversity geschrieben und steht unter der Creative-
Commons-Attribution-ShareAlike 3.0. Die Bilder wurden von Commons
übernommen und unterliegen den dortigen freien Lizenzen. In einem Anhang
werden die einzelnen Bilder mit ihren Autoren und Lizenzen aufgeführt. Die
CC-BY-SA 3.0 Lizenz ermöglicht es, dass das Skript in seinen Einzelteilen
verwendet, verändert und weiterentwickelt werden darf. Ich bedanke mich
bei der Wikimedia-Gemeinschaft und insbesondere bei Benutzer Exxu für
die wichtigen Beiträge im Projekt semantische Vorlagen, die eine weitgehend
automatische Erstellung des Latexcodes ermöglichen.

Bei Alessio Caminata bedanke ich mich für die Durchführung des Übungsbe-
triebs, Korrekturen und Vorlesungsvertretungen. Bei Frau Marianne Gaus-
mann bedanke ich mich für die Erstellung der Pdf-Files und bei den Studie-
renden für einzelne Korrekturen. Bei Denise Günther, Attila Meeßen, Jona-
than Steinbuch und Markus Wageringel bedanke ich mich für die Übernahme
von je einer Vorlesung. Bei Jonathan Steinbuch bedanke ich mich für Verlin-
kungen und Korrekturen.

Holger Brenner
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1. Vorlesung - Algebraische Kurven

Einige Beispiele

Was ist eine algebraische Kurve? Zum Beispiel das, was auf den folgenden
schönen Bildern zu sehen ist:
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Nun kann man natürlich viel malen. Schön sind auch die folgenden Kurven,
doch das sind keine algebraischen Kurven:
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Das
”
algebraisch“ in algebraische Kurve kommt daher, dass zu ihrer Definiti-

on nur algebraische Operationen verwendet werden dürfen, d.h. Addition und
Multiplikation, nicht aber analytische Prozesse wie Limes nehmen, unendli-
che Summen, Approximieren, Differenzieren und Integrieren. Die erlaubten
Abbildungen in unserem Kontext sind durch Polynome in mehreren Varia-
blen gegeben. In den obigen Bildern geht es um ebene algebraische Kurven,
die durch ein Polynom in zwei Variablen definiert werden. Die beiden ersten
Bilder sind Graphen zu einer polynomialen Funktion in einer Variablen, sie
werden beschrieben durch

Y = P (X)

wobei im ersten Bild P (X) = X ist (es liegt also ein lineares Polynom vor)
und im zweiten Bild etwas wie

P (X) = a4X
4 + a3X

3 + a2X
2 + a1X + a0

mit gewissen Koeffizienten ai aus einem Körper K vorliegt. In der algebrai-
schen Geometrie fixiert man einen Grundkörper K. Wichtige Körper sind für
uns die reellen Zahlen (insbesondere sind die Bilder so zu verstehen) oder die
komplexen Zahlen C. Ein solcher Graph ist insofern ein einfaches Gebilde,
dass es zu jedem Wert für X genau einen Wert für Y (den Funktionswert)
gibt, und den man auch noch einfach ausrechnen kann, wenn man im gegebe-
nen Körper rechnen kann. Der Graph ist in gewissem Sinne eine

”
gebogene“

Kopie der Grundlinie, der X-Achse.

Betrachten wir das dritte Bild. Das ist der Graph einer rationalen Abbildung,
d.h. man hat zwei Polynome P,Q in einer Variablen X und schaut sich den
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Quotienten P (X)
Q(X)

an. Dieser Ausdruck macht nur dort Sinn, wo der Nenner

nicht null ist. An den Nullstellen des Nennerpolynoms ist die rationale Funk-
tion nicht definiert (wenn Nenner und Zähler an der gleichen Stelle beide
null sind, so kann man durch kürzen manchmal erreichen, dass der Quotient
auch an dieser Stelle einen Sinn bekommt). Wenn der Nenner null ist, der
Zähler aber nicht, so ist die Undefiniertheitsstelle ein

”
Pol“ - der reelle Graph

strebt nach +∞ bzw. −∞ - Es ist verlockend zu sagen, dass der Wert der
rationalen Funktion an diesen undefinierten Stellen

”
unendlich“ ist, und im

Kontext der projektiven Geometrie macht das durchaus Sinn, wie wir später

sehen werden. Die
”
Graphengleichung“ Y = P (X)

Q(X)
ist jedenfalls wegen den

Undefinierbarkeitsstellen keine optimale Beschreibung für die Kurve. Wenn
man sie hingegen mit dem Nenner multipliziert, so erhält man die Bedingung
(oder Gleichung)

Y Q(X) = P (X) bzw. genauer
{

(x, y) ∈ K2| yQ(x) = P (x)
}

,

in der links und rechts wohldefinierte Polynome stehen. Die Erfüllungsmenge
(oder Lösungsmenge) ist eindeutig definiert, wobei bei Q(x) = 0 für ein
bestimmtes x die linke Seite null ist, und es dann dort bei P (x) 6= 0 keine
Lösung gibt (wie im Bild) und bei P (x) = 0 jeder Y -Wert erlaubt ist. In
letzterem Fall gehört also eine zur X-Achse senkrechte Gerade durch (x, 0)
zu dem Gebilde.

Beispiel 1.1. Ein typisches und wichtiges Beispiel für eine rationale Funk-
tion ist Y = 1/X. Den zugehörigen Graphen nennt man Hyperbel H. Nen-
nerfrei geschrieben ergibt sich die Gleichung

XY = 1 bzw. H = {(x, y)| xy = 1} .

Diese rationale Funktion ist auf K× = K − {0} eine echte Funktion (mit H
als Graphen) und stiftet eine

”
natürliche“ Bijektion

K× −→ H, x 7−→
(

x,
1

x

)

.

K× und H sind also in einem zu präzisierenden Sinn
”
äquivalent“ oder

”
iso-

morph“.

Beide Beschreibungen haben etwas für sich. Die Beschreibung als K× ⊂ K
spielt sich auf einer Geraden ab (wenn man an K = R denkt), dafür gehört
der Punkt 0, der ein Häufungspunkt von K× ist, nicht zu K×. D.h., K×

ist nicht abgeschlossen. Dagegen ist die Hyperbel in R2 abgeschlossen, für
die abgeschlossene Realisierung muss man also in eine höhere Dimension
gehen. Die Frage, was eine gute Beschreibung für ein Objekt der algebraischen
Geometrie ist, wird immer wieder auftauchen.
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Im reellen Fall, also bei K = R, besteht R× (und entsprechend HR) aus zwei
disjunkten

”
Zweigen“, ist also nicht zusammenhängend. Im komplexen Fall,

also bei K = C, ist C× (und entsprechend HC) eine punktierte reelle Ebene,
also zusammenhängend. Dies ist ein typisches Phänomen der algebraischen
Geometrie, dass wichtige Eigenschaften vom Grundkörper abhängen. Beson-
ders wichtig sind dann aber Eigenschaften, die nur von den beschreibenden
Gleichungen abhängen und für die Lösungsmengen zu allen Körpern gelten.

Das vierte Bild ist ein Kreis, seine Gleichung ist

K =
{

(x, y)| x2 + y2 = r2
}

,

wobei r den Radius des Kreises bezeichnet. Schon das Bild zeigt, dass dieses
Gebilde nicht der Graph einer Funktion (Abbildung) sein kann, da bei einem
Graphen zu einem x-Wert stets genau ein y-Wert gehört. Man kann aber
keine Funktion finden mit y = ϕ(x) und K = {(x, ϕ(x))| x ∈ R}.
Die Frage, ob man ein algebraisches Lösungsgebilde als einen Graphen rea-
lisieren kann, ist äquivalent dazu, ob man die definierende Gleichung nach y

”
auflösen“ kann. Im Beispiel kann man y2 = r2 − x2 und damit

y =
√
r2 − x2 =

√

(r − x)(r + x)

schreiben. Ist es also doch ein Graph? Hier gibt es zwei Interpretationen:

•Wenn man sich auf reelle Zahlen und auf positive Wurzeln beschränkt, so
hat man im letzten Schritt keine Äquivalenzumformung durchgeführt, und
Information

”
hinzugefügt“, die in der ursprünglichen Gleichung nicht vor-

handen war. Die positive Wurzel zu nehmen bedeutet, sich auf den oberen
Halbkreis zu beschränken (Information, also Bedingungen hinzufügen, be-
wirkt, dass die Lösungsmenge verkleinert wird).

•Wenn man stattdessen unter
√

alle Lösungen berücksichtigt (d.h. im Re-
ellen die positive und die negative Quadratwurzel, was man häufig als ±√
schreibt), so hat man keine Information hinzugetan, aber auch nicht nach
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einer Funktion aufgelöst (sondern nur, wie man manchmal sagt, nach einer

”
mehrwertigen Funktion“)

Beide Standpunkte haben etwas für sich. Dass man für einen Teil des geome-
trischen Objektes (dem oberen Halbbogen) versucht, eine einfache Beschrei-
bung als Graphen zu finden, kehrt im Satz über implizite Funktionen, im
Potenzreihenansatz, in Parametrisierungen und in der lokalen Theorie wie-
der.

Gleichungen der Form Y 2 = G(X)

Isaac Newton (1643 - 1727)

Eine Kreisgleichung kann man auffassen als eine Gleichung der Form

Y 2 = G(X) ,

wobei G ein Polynom in der einen Variablen X bezeichnet (im Fall eines
Kreises ist G = −X2 + 1). Das ist kein Graph, aber die

”
Wurzel“ eines Gra-

phen. Betrachten wir generell eine solche Situation, wo G(X) komplizierter

sein darf. Das Lösungsmenge repräsentiert hier die Quadratwurzel
√

G(X).
Wenn man sich für X einen beliebigen Wert x vorgibt, so gibt es (im Reellen)
drei Möglichkeiten für zugehörige Lösungen:

•Wenn G(x) negativ ist, so gibt es keine Lösung.

•Wenn G(x) = 0 ist, so gibt es genau die Lösung y = 0.

•Wenn G(x) positiv ist, so gibt es die zwei Lösungen y = ±
√

G(x).
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Das gibt auch einen Ansatz, wie das reelle Bild aussieht: Für jedes x berechnet
man G(x) und markiert bei (x,±

√

G(x)) (falls G(x) nichtnegativ ist) einen
Punkt.

Im Komplexen sind nur die Fälle G(x) = 0 oder G(x) 6= 0 zu unterschei-
den. Wenn G selbst nur den Grad zwei besitzt, so handelt es sich um einen
Kegelschnitt, die schon in der Antike betrachtet wurden. Mit dem Fall, dass
G(X) ein kubisches (reelles) Polynom ist (also den Grad drei besitzt), hat
sich Isaac Newton intensiv beschäftigt. Dieses Beispielmaterial ist schon sehr
reichhaltig.

Betrachten wir den Fall G(X) = X3, also das durch
{

(x, y)| y2 = x3
}

beschriebene Gebilde. Dieses Gebilde nennt man die Neilsche Parabel. Hier
tritt ein neues Phänomen auf, nämlich, dass der Nullpunkt anders ist als
alle anderen Punkte. Man spricht von einer Singularität ; im Gegensatz dazu
nennt man die anderen Punkte glatt oder nicht-singulär. Eine genaue Defi-
nition zu geben ist Teil dieses Kurses, als erste ungenaue Formulierung kann
man sagen, dass eine Kurve in einem glatten Punkt lokal und in geeigneten
Koordinaten so aussieht wie der (gedrehte) Graph einer differenzierbaren
Funktion. Die Singularität in der Neilschen Parabel nennt man auch eine
Spitze (oder eine Kuspe, was einfach Spitze bedeutet). Dagegen ist die Sin-
gularität im Bild 8 ein Kreuzungspunkt oder Doppelpunkt.

Im Bild 7 vom Anfang und oben sieht man ebenfalls die Lösungsmenge einer
polynomialen Gleichung der Form Y 2 = G(X), wobei G(X) ein Polynom
vom Grad drei ist. Wie sieht G(X) aus, damit sich solch eine Kurve ergibt?
Die zuletzt genannten Beispiele zeigen auch, dass es von der genauen Gestalt
von G(X) abhängt, ob die Kurve eine Singularität besitzt oder nicht.

Bleiben wir noch bei der Neilschen Parabel C. Wenn t irgendeine reelle oder
komplexe Zahl ist, so liegt der Punkt mit den Koordinaten (x, y) = (t2, t3)
stets auf der Neilschen Parabel, da ja (t2)3 = t6 = (t3)2 ist. Man kann auch
umgekehrt zeigen, dass jeder Punkt der Neilschen Parabel eine solche Gestalt
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besitzt, dass es also zu (x, y) mit y2 = x3 ein (und zwar genau ein) t gibt mit
(x, y) = (t2, t3). Man sagt, dass die Abbildung

R −→ C, t 7−→ (t2, t3),

eine (bijektive polynomiale) Parametrisierung der Neilschen Parabel ist. Es
ist eine nicht-triviale Frage, welche algebraischen Kurven eine polynomiale
Parametrisierung besitzen. Eine Kurve, die durch eine Gleichung der Form
Y 2 = G(X) gegeben ist, die glatt ist und wo G den Grad drei hat, besitzt kei-
ne solche Parametrisierung. In der elementaren Zahlentheorie lernt man, dass
alle pythagoreischen Tripel auf eine einfache übersichtliche Gestalt gebracht
werden können. Äquivalent dazu ist eine (rationale) Parametrisierung des
rationalen Einheitskreises. Siehe Zahlentheorie (Osnabrück 2008)/Vorlesung
10.

Polynomringe

Nach diesen einführenden Beispielen fixieren wir ein paar Begrifflichkeiten,
die wahrscheinlich schon bekannt sind.

Definition 1.2. Der Polynomring über einem kommutativen Ring R besteht
aus allen Polynomen

P = a0 + a1X + a2X
2 + . . .+ anX

n

mit ai ∈ R, i = 0, . . . , n n ∈ N , und mit komponentenweiser Addition
und einer Multiplikation, die durch distributive Fortsetzung der Regel

Xn ·Xm := Xn+m

definiert ist.

Darauf aufbauend kann man auch Polynomringe in mehreren Variablen de-
finieren. Man setzt

K[X, Y ] := (K[X])[Y ], K[X, Y, Z] := (K[X, Y ])[Z] ,

etc. Ein Polynom in n Variablen hat die Gestalt

F =
∑

(ν1,...,νn)

a(ν1,...,νn)X
ν1
1 · · ·Xνn

n .

Es wird dabei summiert über eine endliche Summe von Exponententupel
(ν1, . . . , νn). Die Ausdrücke X

ν1
1 · · ·Xνn

n nennt man auch Monome. Ein Poly-
nom schreibt man zumeist abkürzend als F =

∑

ν aνX
ν . Das Produkt von

zwei Monomen bedeutet Addition der Exponententupel, also

(Xν1
1 · · ·Xνn

n ) · (Xµ1
1 · · ·Xµn

n ) := Xν1+µ1
1 · · ·Xνn+µn

n .

Für uns, im Kontext der algebraischen Geometrie, ist hauptsächlich der Fall
interessant, wo der Grundring R ein Körper ist. In der algebraischen Geome-
trie interessiert man sich für die Gestalt von Nullstellengebilden von Poly-
nomen in mehreren Variablen. Wir werden später sehen, dass die Beziehung
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zwischen algebraischen und geometrischen Eigenschaften besonders stark ist,
wenn der Grundkörper algebraisch abgeschlossen ist.

Definition 1.3. Ein Körper K heißt algebraisch abgeschlossen, wenn jedes
nichtkonstante Polynom F ∈ K[X] eine Nullstelle in K besitzt.

Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855)

Satz 1.4. Der Körper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Wir werden den Satz hier nicht beweisen. Die Beweise dafür benut-
zen topologische oder analytische Mittel. �

Der Fundamentalsatz der Algebra wurde erstmals von Gauss bewiesen.

Ebene affin-algebraische Kurven

Wir kommen zur Definition unseres Hauptgegenstandes.

Definition 1.5. Sei K ein Körper. Eine ebene affin-algebraische Kurve über
K ist das Nullstellengebilde V (F ) ⊆ K2 eines nicht-konstanten Polynoms F
in zwei Variablen, also

F =
∑

0≤i,j,≤m

aijX
iY j (mit aij ∈ K) .

D.h. es ist

V (F ) =

{

(x, y) ∈ K2|F (x, y) =
∑

0≤i,j,≤m

aijx
iyj = 0

}

.
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Man spricht auch von der Nullstellenmenge zu F oder der Varietät zu F oder
der Lösungsmenge zur Gleichung F = 0.

Aus dem folgenden Lemma ergibt sich, dass die oben zuletzt angeführten
Kurven nicht algebraisch sind.

Lemma 1.6. Sei C eine ebene affin-algebraische Kurve und sei L eine Gera-
de in K2. Dann ist der Durchschnitt C ∩L die ganze Gerade, oder er besteht
nur aus endlich vielen Punkten.

Beweis. Eine ebene algebraische Kurve C = V (F ) ist nach Definition immer
die Nullstelle eines Polynoms F in zwei Variablen. Die Gerade L sei durch
die Gleichung aX+bY +c = 0 gegeben. Ohne Einschränkung sei a 6= 0, dann
kann man nach X auflösen und erhält die Geradengleichung X = αY + β.
Ein Schnittpunkt P ∈ C ∩ L muss also sowohl F (P ) = 0 erfüllen als auch
die Geradengleichung. Mit der Geradengleichung kann man X in F durch
αY + β ersetzen. Dadurch wird F zu einem Polynom in der einen Variablen
Y , das wir F̃ nennen. Dann ist P ∈ C ∩ L äquivalent dazu, dass P ∈ L und
F̃ (P ) = 0 ist. D.h. die Schnittmenge wird durch das Polynom F̃ beschrieben.
Bei F̃ = 0 ist die ganze Gerade der Schnitt. Bei F̃ 6= 0 gibt es nach Anhang
1.5 nur endlich viele Nullstellen. �

In den obigen Beispielen gibt es aber Geraden, die die Kurven in unend-
lich vielen Punkten schneiden, ohne dass sie die gesamte Gerade enthalten -
deshalb sind sie nicht algebraisch.

1. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 1.1. Skizziere im R2 die Lösungsmenge der folgenden Gleichungen.

(1) x2 − y2 − 1 = 0,
(2) x2 + xy + y2 = 0,
(3) x2 + y2 + 1 = 0,
(4) x2 + y2 = 0,
(5) x2 + y3 = 0,
(6) x3 − y5 = 0,
(7) x2 − x3 = 0,
(8) x3 + y3 = 1,
(9) x4 + y4 = 1,
(10) −5 + 3x+ 4x2 + x3 − y2 = 1.

Aufgabe 1.2. Berechne den Durchschnitt der Kurven aus Aufgabe 1.1 mit
den folgenden Geraden.



16

(1) x = 0,
(2) y = 0,
(3) x = 1,
(4) y = −2,
(5) x = y,
(6) x = −y,
(7) 2x− 3y + 4 = 0.

Aufgabe 1.3. Multipliziere in Z[x, y, z] die beiden Polynome

x5 + 3x2y2 − xyz3 und 2x3yz + z2 + 5xy2z − x2y .

Aufgabe 1.4. Multipliziere in Z/(5)[x, y] die beiden Polynome

x4 + 2x2y2 − xy3 + 2y3 und x4y + 4x2y + 3xy2 − x2y2 + 2y2 .

Aufgabe 1.5. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper. Zeige, dass K
nicht endlich sein kann.

Aufgabe 1.6. Diskutiere den Zusammenhang zwischen ebenen algebrai-
schen Kurven und dem Satz über implizite Funktionen.

Aufgabe 1.7. Es sei C ⊆ R2 das Bild unter der polynomialen Abbildung

R −→ R2, t 7−→
(

t3 − 1, t2 − 1
)

.

Bestimme ein Polynom F 6= 0 in zwei Variablen derart, dass C auf dem
Nullstellengebilde zu F liegt.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 1.8.* (3 Punkte)

Sei R ein Integritätsbereich und R[X] der Polynomring über R. Zeige, dass
die Einheiten von R[X] genau die Einheiten von R sind.

Aufgabe 1.9. (4 Punkte)

Betrachte Gleichungen der Form

y2 = G(x) mit G(x) = x3 + ax2 + bx+ c

über R. Skizziere die verschiedenen Lösungsmengen für die Koeffizienten
a, b, c ∈ {1,−1, 0}.
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Aufgabe 1.10. (3 Punkte)

Führen Sie in Z/(7)[X] folgende Polynomdivision aus.

X4 + 5X2 + 3 durch 2X2 +X + 6 .

Aufgabe 1.11. (3 Punkte)

Bestimme im Polynomring Z/(3)[X] alle irreduziblen Polynome vom Grad
4.

Aufgabe 1.12.* (3 Punkte)

Sei K ein Körper. Zeige, dass die beiden folgenden Eigenschaften äquivalent
sind:

(1) K ist algebraisch abgeschlossen.
(2) Jedes nicht-konstante Polynom F ∈ K[X] zerfällt in Linearfaktoren.

Aufgabe 1.13. (3 Punkte)

Bestimme alle Lösungen der Kreisgleichung

x2 + y2 = 1

für die Körper K = Z/(2), Z/(5) und Z/(11).

Aufgabe 1.14. (5 Punkte)

Es sei C ⊆ C2 das Bild unter der polynomialen Abbildung

C −→ C2, t 7−→
(

t3 − t2 + 4t+ 3, −t2 + 5t− 1
)

.

Bestimme ein Polynom F 6= 0 in zwei Variablen derart, dass C auf dem
Nullstellengebilde zu F liegt.

Aufgabe 1.15. (4 Punkte)

Wir betrachten die Abbildung

f : R −→ S1 ⊆ R2,

die einem Punkt t ∈ R den eindeutigen Schnittpunkt 6= (0,−1) der durch die
beiden Punkte (t, 1) und (0,−1) gegebenen Geraden Gt mit dem Einheits-
kreis

S1 =
{

(x, y) ∈ R2| x2 + y2 = 1
}

zuordnet. Zeige, dass diese Abbildung wohldefiniert ist und bestimme die
funktionalen Ausdrücke, die diese Abbildung beschreiben. Zeige, dass f dif-
ferenzierbar ist. Ist f injektiv, ist f surjektiv?
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2. Vorlesung - Affin-algebraische Mengen

Definition 2.1. Sei K ein Körper. Dann nennt man An
K = Kn den affinen

Raum über K der Dimension n.

Der affine Raum ist also zunächst einfach eine Menge aus Punkten. Ein
Punkt im affinen Raum ist einfach ein n-Tupel (a1, . . . , an) mit Koordinaten
aus K. Warum dann ein neuer Begriff? Mit dem Begriff

”
affiner Raum“

wird angedeutet, dass wir den Kn als Objekt der algebraischen Geometrie
verstehen wollen. D.h. wir betrachten den affinen n-dimensionalen Raum
als das natürliche geometrische Objekt, auf dem Polynome in n Variablen
(als Funktionen) operieren. Wir werden zunehmend den affinen Raum um
weitere Strukturen (Zariski-Topologie, Strukturgarbe) ergänzen, die deutlich
machen, dass er

”
mehr“ ist als

”
nur“ ein Kn. Für n = 1 spricht man von der

affinen Geraden und für n = 2 von der affinen Ebene.

Ein Polynom F ∈ K[X1, . . . , Xn] fasst man in natürlicher Weise als Funktion
auf dem affinen Raum auf: Einem Punkt P ∈ An

K mit P = (a1, . . . , an) wird
der Wert F (P ) = F (a1, . . . , an) zugeordnet, indem die Variable Xi durch
ai ersetzt wird und alles in K ausgerechnet wird. Zu einen Polynom F ∈
K[X1, . . . , Xn] kann man insbesondere fragen, ob F (P ) = 0 ist oder nicht.
Zu F rückt dann insbesondere das dadurch definierte

”
Nullstellengebilde“ ins

Interesse, nämlich
V (F ) = {P ∈ An

K |F (P ) = 0} .
Davon haben wir schon einige in der ersten Vorlesung kennengelernt. Es ist
aber auch sinnvoll, zu untersuchen, wie das gemeinsame (simultane) Nullstel-
lengebilde zu mehreren Polynomen aussieht. Dieses beschreibt den Durch-
schnitt der einzelnen beteiligten Nullstellengebilde (wie beispielsweise bei
Kegelschnitten, wo man einen Kegel im dreidimensionalen Raum mit ver-
schiedenen Ebenen schneidet).

Kegelschnitte

Daher definieren wir allgemein.

Definition 2.2. Sei K ein Körper und sei Fj ∈ K[X1, . . . , Xn], j ∈ J , eine
Familie von Polynomen in n Variablen. Dann nennt man

{P ∈ An
K |Fj(P ) = 0 für alle j ∈ J}
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das durch die Familie definierte Nullstellengebilde (oder Nullstellenmenge).
Es wird mit V (Fj, j ∈ J) bezeichnet.

Diejenigen Teilmengen des affinen Raumes, die als Nullstellenmengen auftre-
ten, verdienen einen eigenen Namen.

Definition 2.3. Sei K ein Körper und sei K[X1, . . . , Xn] der Polynomring
in n Variablen. Dann heißt eine Teilmenge V ⊆ An

K im affinen Raum affin-
algebraisch, wenn sie die Nullstellenmenge zu einer Familie Fj, j ∈ J , von
Polynomen Fj ∈ K[X1, . . . , Xn] ist, wenn also V = V (Fj, j ∈ J) gilt.

Beispiel 2.4. Wir betrachten die affine Ebene A2
K und darin einige affin-

algebraische Teilmengen, die durch die Variablen X und Y definiert sind.
Das Nullstellengebilde V (X, Y ) besteht einfach aus dem Nullpunkt (0, 0). Die
Bedingung sagt ja hier, dass beide Variablen null sein müssen. Die Menge
V (X) ist die Y -Achse (alle Punkte der Form (0, y)) und V (Y ) ist die X-
Achse. Die Menge V (X + Y ) besteht aus allen Punkten (x, y) mit y = −x.
Das ist also die Gegendiagonale. Die Menge V (XY ) besteht aus den Punk-
ten (x, y), wo das Produkt xy = 0 sein muss. Über einem Körper kann ein
Produkt aber nur dann null sein, wenn einer der Faktoren null ist. D.h. es
ist V (XY ) = V (X) ∪ V (Y ) und es liegt das Achsenkreuz vor.

Die Punkte in einem affinen Raum oder auf einer affin-algebraischen Menge
interpretiert man häufig so, dass sie selbst ein gewisses komplizierteres ma-
thematisches Objekt repräsentieren. Eigenschaften der Objekte werden dann
dadurch reflektiert, dass die repräsentierenden Punkte gewisse algebraische
Gleichungen erfüllen oder nicht, oder, was äquivalent ist, auf gewissen affin-
algebraischen Mengen liegen oder nicht. Dies soll durch das nächste Beispiel
illustriert werden.

Beispiel 2.5. Eine 2× 2-Matrix
(

a11 a21
a12 a22

)

ist durch die vier Zahlen a11, a21, a12, a22 ∈ K eindeutig festgelegt. Man kann
eine Matrix also mit einem Punkt im A4

K identifizieren. Bei dieser Inter-
pretation ist es sinnvoll, die Variablen mit X11, X21, X12, X22 zu bezeichnen.
Man kann sich dann fragen, welche Eigenschaften von Matrizen sich durch
algebraische Gleichungen beschreiben lassen. Wir diskutieren dazu einige ty-
pische Eigenschaften.

Eine obere Dreiecksmatrix liegt vor, wenn a12 = 0 ist. Die Menge der oberen
Dreiecksmatrizen ist also die Nullstellenmenge von X12.

Eine invertierbare Matrix liegt vor, wenn a11a22 − a12a21 6= 0 ist. Die Menge
der nicht invertierbaren Matrizen wird also durch die algebraische Determi-
nantenbedingung X11X22 −X12X21 = 0 beschrieben.
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Eine Matrix beschreibt die Multiplikation mit einem Skalar, wenn sie eine
Diagonalmatrix mit konstantem Diagonaleintrag ist. Diese Menge wird durch
die drei Gleichungen X12 = 0, X21 = 0 und X11 −X22 = 0 beschrieben.

Ein Element λ ∈ K ist nach Satz 17.8 (Mathematik (Osnabrück 2009-2011))
ein Eigenwert einer Matrix genau dann, wenn λ eine Nullstelle des charakte-
ristischen Polynoms der Matrix ist, d.h. wenn

det

(

λ− a11 −a21
−a12 λ− a22

)

= λ2 − λ(a11 + a22) + a11a22 − a12a21 = 0

ist. In der linearen Algebra ist normalerweise die Matrix vorgegeben und
man sucht nach Nullstellen λ dieses Polynoms in einer Variablen. Man kann
es aber auch umgekehrt sehen und λ vorgeben, und das Nullstellengebilde

λ2 − λ(X11 +X22) +X11X22 −X12X21 = 0

in den vier Variablen untersuchen. Diese Gleichung beschreibt also die Menge
aller Matrizen, die λ als Eigenwert besitzen.

Entsprechend besitzt eine Matrix genau dann die beiden Eigenwerte λ 6= δ,
wenn

λ2 − λ(X11 +X22) +X11X22 −X12X21 = 0

und
δ2 − δ(X11 +X22) +X11X22 −X12X21 = 0

ist. Die Differenz der beiden Gleichungen ist

λ2 − δ2 − (λ− δ)(X11 +X22) = 0 ,

die eine solche Matrix erst recht erfüllen muss. Wegen λ 6= δ kann man das
schreiben als

X11 +X22 = λ+ δ .

Für eine Matrix nennt man die Summe der Diagonaleinträge die Spur der
Matrix. Die zuletzt hingeschriebene Gleichung besagt also, dass für eine Ma-
trix mit Eigenwerten λ 6= δ die Spur die Summe dieser Eigenwerte sein muss.

Das charakteristische Polynom einer Matrix kann man auch schreiben als

λ2 − λ · Spur (M) + Det (M) ,

mit
Spur (M) = X11 +X22 und Det (M) = X11X22 −X12X21 .

Insbesondere haben Matrizen genau dann das gleiche charakteristische Po-
lynom, wenn ihre Spur und ihre Determinante übereinstimmt. Damit kann
man auch sagen, dass die Menge der Matrizen mit einem vorgegebenen cha-
rakteristischen Polynom die Faser unter der Abbildung

A4
K −→ A2

K , M 7−→ (Spur (M),Det (M)),

ist. Diese Abbildung ist durch einfache polynomiale Ausdrücke gegeben. Ist
diese Abbildung surjektiv? Sehen die Fasern immer gleich aus, d.h., besitzt
die Menge der Matrizen mit vorgegebener Spur und Determinante immer die
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gleiche Struktur, oder gibt es da Unterschiede? Sei s und d vorgegeben. Dann
geht es um die Lösungsmenge zu

X11 +X22 = s und X11X22 −X12X21 = d .

Hierbei ist X11 durch X22 eindeutig festgelegt, und umgekehrt. Man kann
daher eine Variable eliminieren, indem man X22 = s − X11 setzt. Dann
ergibt sich das

”
äquivalente“ System in den drei Variablen X11, X12, X21, mit

der einzigen Gleichung

X11(s−X11)−X12X21 = d bzw. X2
11 − sX11 +X12X21 + d = 0 .

Unter
”
äquivalent“ verstehen wir hier, dass die Lösungen des einen Systems

mit den Lösungen des anderen Systems in einer Bijektion stehen, die durch
Polynome gegeben ist. An dieser letzten Umformung sieht man, dass es stets
eine Lösung geben muss: Man kann für X11 einen beliebigen Wert und erhält
eine Gleichung der Form X12X21 = a, die Lösungen besitzt.

Durch eine lineare Variablentransformation kann man die Gleichung noch
weiter vereinfachen. Sie vorausgesetzt, dass 2 in K invertierbar ist (dass also
die Charakteristik von K nicht 2 ist). Dann kann man mit X = X11 − s/2
(und mit Y = X12, Z = X21) schreiben

X2 + Y Z + c

mit c = − s2

4
+ d. Daraus sieht man, dass die Gestalt der Matrizenmenge mit

vorgegebener Spur und Determinante nur von − s2

4
+d abhängt. In der Tat ist

nun, wenn dieser Term null ist oder nicht, das Nullstellengebilde verschieden.
Im ersten Fall hat es eine Singularität, im zweiten Fall nicht, wie wir später
sehen werden.

Ideale und Nullstellengebilde

Da wir zunächst beliebige Familien von Polynomen zulassen, die Nullstel-
lengebilde und damit affin-algebraische Mengen definieren, erscheinen diese
zunächst sehr unübersichtlich. Es gelten hier aber drei wichtige Aussagen,
die wir nach und nach beweisen werden, nämlich:

(1) Das Nullstellengebilde zu einer Polynom-Familie ist gleich dem Null-
stellengebilde des Ideals, das von der Familie erzeugt wird.

(2) Zu jedem Ideal gibt es ein endliches Ideal-Erzeugendensystem, so
dass jedes Nullstellengebilde durch endlich viele Polynome beschrie-
ben werden kann (Hilbertscher Basissatz).

(3) Über einem algebraisch abgeschlossenen Körper stehen die Nullstel-
lengebilde in Bijektion mit den sogenannten Radikalen (das sind spe-
zielle Ideale) (Hilbertscher Nullstellensatz).
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Die erste dieser Aussagen können wir sofort beweisen, die anderen beiden
verlangen einige algebraische Vorbereitungen, die wir in den nächsten Vorle-
sungen entwickeln werden.

Lemma 2.6. Sei K ein Körper und sei Fj ∈ K[X1, . . . , Xn], j ∈ J , eine
Familie von Polynomen in n Variablen. Es sei a das von den Fj erzeugte
Ideal in K[X1, . . . , Xn]. Dann ist

V (Fj, j ∈ J) = V (a) .

Beweis. Das Ideal a besteht aus allen Linearkombinationen der Fj und ent-
hält insbesondere alle Fj. Daher ist die Inklusion V (Fj, j ∈ J) ⊇ V (a) klar.
Für die umgekehrte Inklusion sei P ∈ V (Fj, j ∈ J) und sei H ∈ a. Dann ist

H =
∑k

i=1AiFji (mit Ai ∈ K[X1, . . . , Xn]) und somit ist

H(P ) =
k
∑

i=1

Ai(P )Fji(P ) = 0 ,

also verschwindet jedes Element aus dem Ideal im Punkt P . Daher ist P ∈
V (a). �

Wir können also im Folgenden bei jeder Nullstellenmenge davon ausgehen,
dass sie durch ein Ideal gegeben ist.

Lemma 2.7. Für Ideale a ⊆ b in K[X1, . . . , Xn] gilt V (a) ⊇ V (b) für die
zugehörigen Nullstellengebilde.

Beweis. Sei P ∈ V (b). D.h. für jedes F ∈ b ist F (P ) = 0. Dann ist erst recht
F (P ) = 0 für jedes F ∈ a. �

Affin-algebraische Teilmengen des affinen Raumes erfüllen einige wichtige
strukturelle Eigenschaften.

Proposition 2.8. Sei K ein Körper, K[X1, . . . , Xn] der Polynomring in
n Variablen und sei An

K der zugehörige affine Raum. Dann gelten folgende
Eigenschaften.

(1) V (0) = An
K, d.h. der ganze affine Raum ist eine affin-algebraische

Menge.
(2) V (1) = ∅, d.h. die leere Menge ist eine affin-algebraische Menge.
(3) Es seien V1, . . . , Vk affin-algebraische Mengen mit Vi = V (ai). Dann

gilt
V1 ∪ V2 ∪ . . . ∪ Vk = V (a1 · a2 · · · ak) .

Insbesondere ist die Vereinigung von endlich vielen affin-algebrai-
schen Mengen wieder eine affin-algebraische Menge.

(4) Es seien Vi, i ∈ I, affin-algebraische Mengen mit Vi = V (ai). Dann
gilt

⋂

i∈I

Vi = V (
∑

i∈I

ai) .
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Insbesondere ist der Durchschnitt von beliebig vielen affin-algebra-
ischen Mengen wieder eine affin-algebraische Menge.

Beweis. (1) und (2) sind klar, da das konstante Polynom 0 überall und das
konstante Polynom 1 nirgendwo verschwindet.

(3). Sei P ein Punkt in der Vereinigung, sagen wir P ∈ V (a1). D.h. f(P ) = 0
für jedes Polynom f ∈ a1. Ein beliebiges Element aus dem Produktideal
a1 · a2 · · · ak hat die Gestalt

h =
m
∑

j=1

rjf1j · f2j · · · fkj

mit fij ∈ ai. Damit ist h(P ) = 0, da stets f1j(P ) = 0 gilt, also gehört P
zum rechten Nullstellengebilde. Gehört hingegen P nicht zu der Vereinigung
links, so ist P 6∈ V (ai) für alle i = 1, . . . , k. D.h. es gibt fi ∈ ai mit fi(P ) 6= 0.
Dann ist aber (f1f2 · · · fk)(P ) 6= 0 und f1f2 · · · fk ∈ a1 · a2 · · · ak, so dass P
nicht zur Nullstellenmenge rechts gehören kann.

(4). Sei P ∈ An
K . Dann ist P ∈ V (ai) für alle i ∈ I genau dann, wenn

f(P ) = 0 ist für alle f ∈ ai und für alle i ∈ I. Dies ist genau dann der Fall,
wenn f(P ) = 0 ist für alle f aus der Summe dieser Ideale. �
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2. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 2.1. Betrachte in A3
K die beiden Ebenen

E1 = V (3x+ 4y + 5z) und E2 = V (2x− y + 3z) .

Parametrisiere den Schnitt E1 ∩ E2.

Aufgabe 2.2. Zeige, dass zu einem Punkt P = (a1, . . . , an) ∈ An
K das zu-

gehörige Ideal

(X1 − a1, X2 − a2, . . . , Xn − an)
maximal ist.

Aufgabe 2.3. Zeige: Der Durchschnitt von zwei verschiedenen Kreisen in
der affinen Ebene ist der Durchschnitt eines Kreises mit einer Geraden.

Aufgabe 2.4. Skizziere die reellen Nullstellengebilde von Y n −Xn und be-
stimme das Verschwindungsideal zu den affin-algebraischen Mengen Vn ⊂ A2

R,
die aus allen Geraden durch den Nullpunkt und durch die Eckpunkte eines
regulären n-Ecks (mit (1, 0) als einem Eck) besteht.

Aufgabe 2.5. Bestimme Idealerzeuger für ein Ideal a ⊆ R[X, Y, Z], dessen
Nullstellenmenge genau die vier Punkte

(2, 3, 4), (1, 1/5, 0), (0, 0, 1), (−1,−2,
√
3) ∈ A3

R

sind.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 2.6. (3 Punkte)

Bestimme alle simultanen Lösungen der beiden Gleichungen

x3 + y2 = 2 und 2xy = 3

für die Körper K = Z/(3), Z/(5) und Z/(7).
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Aufgabe 2.7. (3 Punkte)

Bestimme alle Lösungen der Gleichung

x2 + y2 + xy = 1

für die Körper K = F2, F4 und F8.Man kann für die Körper diese Darstel-
lungen verwenden.

Aufgabe 2.8. (3 Punkte)

Berechne die Schnittpunkte der beiden Kurven

C = V (x2 + 2y2 + 3xy + x− 2) und L = V (4x+ 3y − 5) .

Aufgabe 2.9. (4 Punkte)

Es sei S das Nullstellengebilde in A3
K , das durch die Gleichung

x2 + y2 = z2

gegeben ist. Der Schnitt von S mit einer Ebene E ist eine Kurve und wird
in E durch eine Gleichung in zwei (geeigneten) Variablen beschrieben. Finde
eine solche Gleichung für die Ebenen

E1 = V (x), E2 = V (z − 1), E3 = V (x+ 2y + 3z), E4 = V (3x− 2z) .

3. Vorlesung - Die Zariski-Topologie

In Proposition 2.8 haben wir gezeigt, dass die affin-algebraischen Teilmengen
eines affinen Raumes die Axiome für abgeschlossene Mengen einer Topologie
erfüllen. Diese Topologie nennt man die Zariski-Topologie.

Definition 3.1. In einem affinen Raum An
K versteht man unter der Zariski-

Topologie diejenige Topologie, bei der die affin-algebraischen Mengen als ab-
geschlossen erklärt werden.

Die offenen Mengen der Zariski-Topologie sind also die Komplemente der
affin-algebraischen Mengen. Sie werden zu einem Ideal a mit

D(a) = An
K \ V (a)

Die Zariski-Topologie weicht sehr stark von anderen Topologien ab, ins-
besondere von solchen, die durch eine Metrik gegeben sind. Insbesondere
ist die Zariski-Topologie nicht hausdorffsch. Generell kann man sagen, dass
die offenen Mengen (außer der leeren Menge) in der Zariski-Topologie sehr
groß sind (siehe Aufgabe 3.12), während die abgeschlossenen (also die affin-
algebraischen Mengen) sehr dünn sind (außer dem ganzen Raum selbst).
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Beispiel 3.2. Die Zariski-Topologie auf der affinen Geraden A1
K lässt sich

einfach beschreiben. Als (Zariski)-abgeschlossene Teilmenge haben wir zu-
nächst einmal die gesamte affine Gerade, die durch V (0) beschrieben wird.
Alle anderen abgeschlossenen Teilmengen werden durch V (a) mit a 6= 0
beschrieben. Da K[X] ein Hauptidealbereich ist, kann man sogar a = (f),
f 6= 0, ansetzen. Die zugehörige Nullstellenmenge besteht also aus endlich
vielen Punkten. Andererseits ist jeder einzelne Punkt P mit der Koordinate a
die einzige Nullstelle des linearen Polynoms X − a, also ist {P} = V (X − a)
Zariski-abgeschlossen. Eine endliche Ansammlung von Punkten P1, . . . , Pk
mit den Koordinaten a1, . . . , ak ist die Nullstellenmenge des Polynoms (X −
a1) · · · (X − ak). Die Zariski-abgeschlossenen Mengen der affinen Geraden
bestehen also aus allen endlichen Teilmengen (einschließlich der leeren) und
der gesamten Menge.

Beispiel 3.3. Jeder Punkt

P = (a1, . . . , an) ∈ An
K

ist Zariski-abgeschlossen, und zwar ist

P = V (X1 − a1, X2 − a2, . . . , Xn − an) .
Punkte sind (neben der leeren Menge und dem gesamten Raum) die einfach-
sten affin-algebraischen Mengen. Das Ideal (X1 − a1, X2 − a2, . . . , Xn − an)
ist maximal, siehe Aufgabe 2.2.

Der Schnitt von zwei und von drei Ebenen
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Das Verschwindungsideal

Definition 3.4. Sei T ⊆ An
K eine Teilmenge. Dann nennt man

{F ∈ K[X1, . . . , Xn]|F (P ) = 0 für alle P ∈ T}
das Verschwindungsideal zu T . Es wird mit Id (T ) bezeichnet.

Es handelt sich dabei in der Tat um ein Ideal: Wenn F (P ) = 0 und G(P ) = 0
ist für alle P ∈ T , so gilt dies auch für die Summe F + G und für jedes
Vielfache HF .

Damit haben wir zwei Zuordnungen in entgegengesetze Richtung: Einer Teil-
menge im affinen Raum wird das Verschwindungsideal zugeordnet und einem
Ideal im Polynomring das zugehörige Nullstellengebilde. Wir interessieren
uns dafür, inwiefern sich Ideale und Nullstellengebilde entsprechen.

Beispiel 3.5. Das Verschwindungsideal zur leeren Menge ist das Einheits-
ideal, da es keinen Punkt gibt, auf dem die Nullstellenbedingung überprüft
werden müsste.

Das Verschwindungsideal zum Gesamtraum An
K hängt vom Körper ab. Wenn

dieser unendlich ist, so gibt es nur das Nullpolynom, das überall verschwindet,
und folglich ist das Verschwindungsideal gleich dem Nullideal.

Ist hingegen der Körper endlich mit q Elementen, so ist xq − x = 0 für jedes
x ∈ K. Also verschwindet das Polynom Xq−X auf jedem Punkt der affinen
Geraden und gehört somit zum Verschwindungsideal der affinen Geraden.
In höherer Dimension ist das Verschwindungsideal gleich (Xq

1 − X1, X
q
2 −

X2, . . . , X
q
n −Xn).

Beispiel 3.6. Sei P = (a1, . . . , an) ∈ An
K . Dann ist das Verschwindungsideal

Id (P ) gleich dem Ideal (X1 − a1, . . . , Xn − an). Zunächst ist klar, dass die
linearen Polynome Xi− ai im Punkt P verschwinden (wegen (Xi− ai)(P ) =
ai − ai = 0). Damit gehört auch das von diesen Polynomen erzeugte Ideal
zum Verschwindungsideal. Sei umgekehrt F ein Polynom mit F (P ) = 0. Wir
schreiben F in den

”
neuen Variablen“

X̃1 = X1 − a1, . . . , X̃n = Xn − an ,
indem wir Xi durch Xi − ai + ai ersetzen. In den neuen Variablen sei F =
∑

ν bνX̃
ν . Dieses Polynom besteht aus der Konstanten b0, in jedem anderen

Monom kommt mindestens eine Variable vor. Also können wir schreiben

F = F1X̃1 + . . .+ FnX̃n + c ,

mit gewissen Polynomen Fi. Daher ist F (P ) = c = 0 und F ∈ (X̃1, . . . , X̃n).

Lemma 3.7. Seien V ⊆ W ⊆ An
K zwei Teilmengen. Dann gilt für die zu-

gehörigen Verschwindungsideale die Inklusion

Id (W ) ⊆ Id (V ) .



28

Beweis. Sei F ∈ Id (W ), d.h. es ist F (P ) = 0 für alle P ∈ W Dann ist erst
recht F (P ) = 0 für alle P ∈ V . Also ist auch F ∈ Id (V ). �

Lemma 3.8. Sei I ⊆ K[X1, . . . , Xn] ein Ideal und sei T ⊆ An
K eine Teil-

menge. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Es ist T ⊆ V (Id(T )).
(2) Es ist I ⊆ Id(V (I)).
(3) Es ist V (I) = V (Id(V (I))).
(4) Es ist Id(T ) = Id(V (Id(T ))) .

Beweis. (1). Sei P ∈ T ein Punkt. Dann verschwindet nach Definition jedes
Polynom F ∈ Id(T ) auf T , also P ∈ V (Id(T )).

(2). Sei F ∈ I. Dann verschwindet F auf ganz V (I) und daher F ∈ Id (V ).

(3). Nach (1), angewandt auf T = V (I), haben wir die Inklusion
”
⊆ “. Nach

(2) ist I ⊆ Id (V (I)). Wendet man darauf V (−) an, so ergibt sich nach
Lemma 2.7 die andere Inklusion.

(4). Wie (3). �

Beispiel 3.9. Die Inklusionen in Lemma 3.8 (1), (2) sind echt. Sei zum
Beispiel T ⊂ A1

K eine unendliche echte Teilmenge (was voraussetzt, dass K
unendlich ist). Dann ist Id(T ) = 0, und also ist V (0) = A1

K echt größer als
T .

Zu (2). Sei I = (X2), R = K[X]. Dann ist V (I) = {0} und Id ({0}) = (X),
aber X 6∈ (X2). Ein extremeres Beispiel für R = R[X, Y ] ist I = (X2 + Y 2)
mit V (I) = {(0, 0)}. Das Verschwindungsideal zu diesem Punkt ist aber das
Ideal (X, Y ).

Lemma 3.10. Sei T ⊆ An
K eine Teilmenge. Dann ist der Zariski-Abschluss

von T gleich
T = V (Id (T )) .

Beweis. Die Inklusion T ⊆ V (Id (T )) wurde in Lemma 3.8 (1) gezeigt. Da
V (Id (T )) nach Definition abgeschlossen ist, folgt daraus T ⊆ V (Id (T )).

Sei umgekehrt P ∈ V (Id (T )) und sei P 6∈ T angenommen. Dies bedeutet,
dass es eine Zariski-offene Menge U gibt mit P ∈ U und U ∩ T = ∅. Sei
U = D(a). Die Bedingung P ∈ U bedeutet, dass es ein G ∈ a geben muss
mit G(P ) 6= 0. Es ist dann P ∈ D(G) ⊆ U und damit T ∩ D(G) = ∅.
Also ist T ⊆ V (G) und somit G ∈ Id (T ). Wegen G(P ) 6= 0 ergibt sich ein
Widerspruch zu P ∈ V (Id (T )). �
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Das Radikal

Definition 3.11. Ein Ideal a in einem kommutativen Ring R heißt Radikal
(oder Radikalideal), wenn folgendes gilt: falls fn ∈ a ist für ein n ∈ N, so ist
bereits f ∈ a.

Definition 3.12. Sei R ein kommutativer Ring und a ⊆ R ein Ideal. Dann
nennt man die Menge

{f ∈ R| es gibt ein r mit f r ∈ a}
das Radikal zu a. Es wird mit rad (a) bezeichnet.

Das Radikal zu einem Ideal ist selbst ein Radikal und insbesondere ein Ideal.

Lemma 3.13. Sei R ein kommutativer Ring und a ⊆ R ein Ideal. Dann ist
das Radikal zu a ein Radikalideal.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass ein Ideal vorliegt. 0 gehört offenbar zum
Radikal und mit f ∈ rad (a), sagen wir f r ∈ a, ist auch (af)r = arf r ∈ a,
also gehört af zum Radikal. Zur Summeneigenschaft seien f, g ∈ rad a mit
f r ∈ (a) und gs ∈ a. Dann ist

(f + g)r+s =
∑

i+j=r+s

(

r + s

i

)

f igj =
∑

i+j=r+s, i<r

(

r + s

i

)

f igj

+
∑

i+j=r+s, i≥r

(

r + s

i

)

f igj ∈ a .

Sei nun fk ∈ rad (a). Dann ist (fk)r = fkr ∈ a, also f ∈ rad (a). �

Lemma 3.14. Sei T ⊆ An
K eine Teilmenge. Dann ist das Verschwindungs-

ideal zu T ein Radikal.

Beweis. Sei F ∈ K[X1, . . . , Xn] ein Polynom, und sei F s ∈ Id (T ). Dann ist
F s(P ) = 0 für alle P ∈ T . Dann ist aber auch F (P ) = 0 für alle P ∈ V , also
F ∈ Id (T ). �

Wir werden später sehen, dass über einem algebraisch abgeschlossenen Kör-
per sich Radikale und algebraische Nullstellengebilde entsprechen. Das ist
der Inhalt des Hilbertschen Nullstellensatzes.
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3. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 3.1. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und n ≥ 2.
Zeige, dass ein Punkt P ∈ An

K nicht die Nullstellenmenge zu einem einzigen
Polynom ist.

Aufgabe 3.2. Es sei K ein endlicher Körper und M = {P1, P2, . . . , Pm} ∈
An
K eine endliche Menge von Punkten. Zeige, dass M die Nullstellenmenge

eines einzigen Polynoms ist.

Aufgabe 3.3. Man beschreibe eine Abbildung

ϕ : A1
K −→ A1

K ,

die bezüglich der Zariski-Topologie stetig ist, die aber nicht durch ein Poly-
nom gegeben ist.

Aufgabe 3.4. Charakterisiere in Z die Radikale mit Hilfe der Primfaktor-
zerlegung.

Aufgabe 3.5. Zeige, dass ein Ideal a in einem kommutativen Ring R genau
dann ein Radikal ist, wenn der Restklassenring R/a reduziert ist.

Aufgabe 3.6. Zeige, dass ein Primideal ein Radikal ist.

Aufgabe 3.7. Seien R und S kommutative Ringe und sei ϕ : R → S ein
Ringhomomorphismus. Sei a ein Radikal in S. Zeige, dass das Urbild ϕ−1(a)
ein Radikal in R ist.

Aufgabe 3.8. Seien a und b zwei Ideale in K[X1, . . . , Xn] derart, dass ihre
Radikale gleich sind. Zeige, dass dann auch ihre Nullstellenmengen überein-
stimmen. Zeige durch ein Beispiel, dass die Umkehrung nicht stimmt.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 3.9. (3 Punkte)

Es sei M = {P1, P2, . . . , Pm} ∈ An
R eine endliche Menge von Punkten. Zeige,

dass M die Nullstellenmenge eines einzigen Polynoms ist.

Aufgabe 3.10. (3 Punkte)

Zeige, dass die Menge der reellen trigonalisierbaren (2× 2)-Matrizen im A4
R

keine affin-algebraische Menge ist.

Aufgabe 3.11. (3 Punkte)

Sei
ϕ : An

K −→ Am
K

eine Abbildung, die durch m Polynome in n Variablen gegeben sei. Zeige,
dass ϕ stetig bezüglich der Zariski-Topologie ist.

Aufgabe 3.12. (5 Punkte)

Es sei K ein unendlicher Körper. Zeige, dass jede nichtleere Zariski-offene
Menge U ⊆ An

K dicht ist.

Tipp: Induktion über n.

Aufgabe 3.13. (5 Punkte)

Bestimme zu den folgenden Teilmengen der affinen Ebene A2
K den Zariski-

Abschluss.

(1) {(x, sin(x))| x ∈ R},
(2) {(cos(x), sin(x))| x ∈ R},
(3) {(x, x3)| 0 ≤ x ≤ 1, x ∈ R},
(4) {(x, x3)| 0 ≤ x ≤ 1, x ∈ Q},
(5) {(x, x3)| x ∈ Z/(5)}.

Die folgende Aufgabe benutzt einige weiterführende topologische Begriffe.

Aufgabe 3.14. (4 Punkte)

Es sei K ein Körper.

(1) Man zeige, dass für K = R bzw. K = C die Standardtopologie feiner
ist als die Zariski-Topologie.

(2) Man zeige, dass für K[X] die Zariski-Topologie mit der kofiniten To-
pologie übereinstimmt. Gilt dies auch für K[X1, . . . , Xn] mit n > 1?
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(3) Wann ist die Zariski-Topologie T1, wann ist sie hausdorffsch?
(4) Wie sieht die Zariski-Topologie aus, wenn K ein endlicher Körper ist?

4. Vorlesung - Irreduzibilität

Irreduzible affin-algebraische Mengen

Definition 4.1. Eine affin-algebraische Menge V ⊆ An
K heißt irreduzibel,

wenn V 6= ∅ ist und es keine Zerlegung V = Y ∪ Z mit affin-algebraischen
Mengen Y, Z ⊂ V gibt.

Die Zariski-abgeschlossene Menge V ist also irreduzibel genau dann, wenn
V 6= ∅ ist und eine Zerlegung V = Y ∪ Z nur möglich ist mit V = Y oder
mit V = Z. Dasselbe folgt dann sofort für endliche Darstellungen.

Die Irreduzibilität ist eine rein topologische Eigenschaft, wobei man obige
Definition mit abgeschlossenen Mengen formulieren muss anstatt mit affin-
algebraischen Mengen (den abgeschlossenen Mengen in der Zariski-Topolo-
gie).

Die folgenden Bilder zeigen einige nicht irreduzible affin-algebraische Teil-
mengen. Was sind dabei die irreduziblen Komponenten (siehe unten)?

Beispiel 4.2. Wir betrachten den affinen Raum An
K . Wenn K endlich ist, so

besteht der Raum nur aus endlich vielen Punkten und nur die einpunktigen
Teilmengen sind irreduzibel. Insbesondere ist der affine Raum außer bei n = 0
nicht irreduzibel.

Bei unendlichem K ist der affine Raum An
K hingegen irreduzibel. Sei nämlich

An
K = Y ∪ Z mit echten affin-algebraischen Teilmengen. D.h. für die offenen

Komplemente U = An
K \ Y und W = An

K \ Z ist einerseits U,W 6= ∅, aber
U ∩W = ∅. Das widerspricht aber Aufgabe 3.13.

Lemma 4.3. Sei V ⊆ An
K eine affin-algebraische Menge mit Verschwin-

dungsideal Id (V ). Dann ist V irreduzibel genau dann, wenn Id (V ) ein Prim-
ideal ist.
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Beweis. Sei Id (V ) kein Primideal. Bei Id (V ) = K[X1, . . . , Xn] ist V = ∅,
also ist V nicht irreduzibel nach Definition. Andernfalls gibt es Polynome
F,G ∈ K[X1, . . . , Xn] mit FG ∈ Id (V ), aber F,G 6∈ Id (V ). Dies bedeutet,
dass es Punkte P,Q ∈ V gibt mit F (P ) 6= 0 und G(Q) 6= 0. Wir betrachten
die beiden Ideale a1 = Id (V ) + (F ) und a2 = Id (V ) + (G). Daher ist

V (a1), V (a2) ⊆ V (Id (V )) = V.

Wegen P 6∈ V (a1) und Q 6∈ V (a2) sind diese Inklusionen echt. Andererseits
ist

V (a1) ∪ V (a2) = V (a1 · a2) = V (Id (V )) = V ,

so dass eine nicht-triviale Zerlegung von V vorliegt und somit V nicht irredu-
zibel ist. Sei nun V nicht irreduzibel. Bei V = ∅ ist Id (V ) = K[X1, . . . , Xn]
kein Primideal. Sei also V 6= ∅ mit der nicht-trivialen Zerlegung V = Y ∪Z.
Sei Y = V (a1) und Z = V (a2). Wegen Y ⊂ V gibt es einen Punkt
P ∈ V = V (Id (V )), P 6∈ V (a1). Also gibt es auch ein F ∈ a1, F (P ) 6= 0,
und somit F 6∈ Id (V ). Ebenso gibt es G ∈ a2, G 6∈ Id (V ). Für einen belie-
bigen Punkt Q ∈ V = Y ∪ Z ist (FG)(Q) = 0, da F auf Y und G auf Z
verschwindet. Also ist FG ∈ Id (V ) und daher ist Id (V ) kein Primideal. �

Definition 4.4. Sei V eine affin-algebraische Menge. Eine affin-algebraische
Teilmenge W ⊆ V heißt eine irreduzible Komponente von V , wenn sie irre-
duzibel ist und wenn es keine irreduzible Teilmenge W ⊂ W ′ ⊆ V gibt.

Ist V irreduzibel, so ist V selbst die einzige irreduzible Komponente von V .
Wir werden später sehen, dass jede affin-algebraische Menge sich schreiben
lässt als eine endliche Vereinigung von irreduziblen Komponenten.

Beispiel 4.5. Wir betrachten die Gleichung

F = Y 2 +X2(X + 1)2 = 0 .

In den reellen Zahlen hat diese Gleichung zwei Lösungen: da ein reelles Qua-
drat nie negativ ist, kann F nur dann 0 sein, wenn beide Summanden null
sind, und das impliziert einerseits Y = 0 und andererseits X = 0 oder
X = −1. Insbesondere ist die reelle Lösungsmenge nicht zusammenhängend
und nicht irreduzibel (und das Verschwindungsideal zur reellen Situation ist
sehr groß).

Betrachtet man F dagegen über den komplexen Zahlen, so gibt es eine Fak-
torisierung

F = (Y + iX(X + 1))(Y − iX(X + 1))

in irreduzible Polynome. Dies zeigt zugleich, dass F als Polynom in R[X, Y ]
irreduzibel ist (obwohl das reelle Nullstellengebilde nicht irreduzibel ist). Die
Nullstellenmenge über den komplexen Zahlen besteht aus den beiden Gra-
phen Y = ±iX(X + 1), die sich in (0, 0) und (−1, 0) schneiden.
Bei der Gleichung Y 2 + Z2 + X2(X + 1)2 gibt es wieder nur zwei reelle
Lösungspunkte, das Polynom ist aber sowohl reell als auch komplex betrach-
tet irreduzibel.
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Beispiel 4.6. Wir betrachten im affinen Raum A3
K (K = R) die beiden

Zylinder

S1 =
{

(x, y, z)| x2 + y2 = 1
}

und S2 =
{

(x, y, z)| y2 + z2 = 1
}

.

Das sind beides irreduzible Mengen, wie wir später sehen werden (für K un-
endlich). Wie sieht ihr Durchschnitt aus? Der Durchschnitt wird beschrieben
durch das Ideal a, das durch X2 + Y 2 − 1 und Y 2 + Z2 − 1 erzeugt wird.
Zieht man die eine Gleichung von der anderen ab, so erhält man

X2 − Z2 = (X − Z)(X + Z)a .

Die beiden einzelnen Faktoren gehören aber nicht zu a, da beispielsweise
(1, 0,−1) ein Punkt des Schnittes ist, an dem X−Z nicht verschwindet (Cha-
rakteristik 6= 2), und (1, 0, 1) ein Punkt des Schnittes ist, an dem X+Z nicht
verschwindet. Die Komponenten des Schnittes werden vielmehr beschrieben
durch

b1 = a+ (X − Z) und b2 = a+ (X + Z) .

Das sind beides Primideale, der Restklassenring ist

K[X, Y, Z]/(b1) = K[X, Y, Z]/(a+ (X − Z)) = K[X, Y ]/
(

X2 + Y 2 − 1
)

.

Um die zweite Gleichung einzusehen, eliminiert man Z mit der hinteren Glei-
chung, und die beiden Zylindergleichungen werden dann identisch. Ebenso
ist die Argumentation für das andere Ideal. Geometrisch gesprochen heißt
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dies, dass ein Punkt des Durchschnittes S1∩S2 in der Ebene E1 = V (Z−X)
oder in der Ebene E2 = V (Z +X) liegt. Es ist

E1 ∩ S1 = E1 ∩ S1 ∩ S2 = E1 ∩ S2

und ebenso für E1, da auf diesen Ebenen die beiden Zylindergleichungen
identisch werden.

Wie sehen die Durchschnitte in den Ebenen aus? Wir betrachten die Ebene
E1 mit den Koordinaten Y und U = Z +X. Es ist dann X = 1

2
((Z +X)−

(Z −X)) und damit kann man die erste Zylindergleichung als

(

1

2
((Z +X)− (Z −X))

)2

+ Y 2 = 1

schreiben. Auf der Ebene E1, die ja durch Z = X festgelegt ist, wird aus
dieser Gleichung

(

1

2
U

)2

+ Y 2 = 1 ,

also 1
4
U2+Y 2 = 1. Dies ist die Gleichung einer Ellipse, was auch anschaulich

klar ist. Man beachte, dass in der obigen Berechnung des Restklassenringes
K[X, Y, Z]/(b1) aber eine Kreisgleichung auftritt. Dies sollte deshalb nicht
überraschen, da Kreis und Ellipse durch eine lineare Variablentransformation
ineinander überführbar sind und dass daher insbesondere die Restklassenrin-
ge isomorph sind. Als metrisches Gebilde sind Kreis und Ellipse verschieden,
und der Durchschnitt der beiden Zylinder besteht aus zwei Ellipsen. Bei einer
orthonormalen Variablentransformation bleibt die metrische Struktur erhal-
ten. Die Variablen Y, (X + Z) , (X − Z) definieren aber keine orthonormale
Transformation.

Halten wir also fest: Der Durchschnitt der beiden Zylinder ist

S1 ∩ S2 = V (b1) ∪ V (b2) ,

wobei b1 = (X2+Y 2−1, X−Z) und b2 = (X2+Y 2−1, X+Z) zwei Ellipsen
beschreiben.

Wie liegen diese beiden Ellipsen zueinander? Dazu berechnen wir ihren
Durchschnitt, der durch die Summe von b1 und b2 beschrieben wird. Es
ist

b1 + b2 =
(

X2 + Y 2 − 1, X − Z,X + Z
)

=
(

Y 2 − 1, X, Z
)

.

Die Lösungsmenge davon besteht aus den beiden Punkten (0, 1, 0) und
(0,-1,0) .
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Zur Anzahl der Punkte auf Kurven

Wir haben bereits gesehen, dass der Schnitt einer Kurven mit einer Geraden
nur aus endlich vielen Punkten besteht, es sei denn, die Gerade sei selbst eine
Komponente der Kurve (siehe Lemma 1.6). Dies wollen wir zunächst auf den
Schnitt von zwei beliebigen ebenen Kurven verallgemeinern. Als Hilfsmittel
benötigen wir die folgende Definition.

Definition 4.7. Sei K ein Körper und K[X] der Polynomring in einer Varia-
blen überK. Dann nennt man den QuotientenkörperQ(K[X]) den rationalen
Funktionenkörper über K (oder Körper der rationalen Funktionen über K).
Er wird mit K(X) bezeichnet.

Satz 4.8. Sei K ein Körper und seien F,G ∈ K[X, Y ] zwei Polynome ohne
gemeinsamen nichtkonstanten Faktor. Dann gibt es nur endlich viele Punkte
P1, . . . , Pn mit Pi ∈ V (F,G).

Beweis. Wir betrachten F,G ∈ K[X, Y ] als Elemente in K(X)[Y ], wobei
K(X) den Körper der rationalen Funktionen in X bezeichne. Es haben dann
nach Aufgabe 4.10 auch F und G keinen gemeinsamen Teiler in K(X)[Y ]. Da
dieser Ring ein Hauptidealbereich ist, erzeugen sie zusammen das Einheits-
ideal, d.h. es gibt Polynome A,B ∈ K(X)[Y ] mit AF + BG = 1. Multipli-
kation mit dem Hauptnenner von A und B ergibt in K[X, Y ] die Gleichung
ÃF + B̃G = H mit H ∈ K[X]. Eine gemeinsame Nullstelle in A2

K von F
und von G muss also eine Nullstelle von H sein. Es gibt also nur endlich
viele Werte für X, für die eine gemeinsame Nullstelle vorliegt. Wenn man die
Rollen von X und von Y vertauscht, so sieht man, dass es auch nur endlich
viele Werte für Y gibt, an denen eine gemeinsame Nullstelle vorliegen kann.
Damit kann es überhaupt nur endlich viele gemeinsame Nullstellen geben.

�
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4. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 4.1. Finde ein Ideal, dessen Nullstellenmenge das folgende Gebilde
ist.

Aufgabe 4.2. Sei V ⊆ An
K eine Teilmenge, die aus endlich vielen Punkten

bestehe. Zeige: V ist genau dann irreduzibel, wenn V einpunktig ist.

Aufgabe 4.3. Skizziere ein Beispiel einer zusammenhängenden, aber nicht
irreduziblen affin-algebraischen Teilmenge.
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Aufgabe 4.4. Betrachte die Menge der reellen Zahlen R mit der metrischen
Topologie. Ist R irreduzibel?

Aufgabe 4.5. Sei p eine Primzahl und Z/(p) der zugehörige Restklas-
senkörper. Zeige: Jede Quadrik der Form

F = aX2 + bY 2 + c = 0

mit a, b 6= 0 hat mindestens eine Lösung in Z/(p).

Aufgabe 4.6. Erkläre, wo der Beweis zu Satz 4.8 zusammenbricht, wenn
man ihn auf mehr als zwei Variablen ausdehnen will.

Aufgabe 4.7. Seien R und S kommutative Ringe und sei ϕ : R → S ein
Ringhomomorphismus. Sei p ein Primideal in S. Zeige, dass das Urbild ϕ−1(p)
ein Primideal in R ist.

Zeige durch ein Beispiel, dass das Urbild eines maximalen Ideales kein ma-
ximales Ideal sein muss.

In den folgenden Aufgabe werden die Begriffe abgeschlossene Abbildung und
offene Abbildung verwendet.

Eine stetige Abbildung
f : X −→ Y

zwischen topologischen Räumen X und Y heißt abgeschlossen, wenn Bilder
von abgeschlossenen Mengen wieder abgeschlossen sind.

Sie heißt offen, wenn Bilder von offenen Mengen wieder offen sind.

Aufgabe 4.8. Zeige, dass die Projektion

A2
K −→ A1, (x, y) 7−→ x,

nicht abgeschlossen in der Zariski-Topologie ist.

Aufgabe 4.9. Zeige, dass eine ebene algebraische Kurve über den komplexen
Zahlen C nicht kompakt in der metrischen Topologie ist.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 4.10. (3 Punkte)

Berechne in A3
R den Schnitt des Zylinders V (x2 + y2 − 1) mit der Kugel mit

Mittelpunkt P = (0, 0, 0) und Radius r in Abhängigkeit von r. Wann ist der
Durchschnitt leer, wann irreduzibel?

Man darf verwenden, dass der reelle Kreis irreduzibel ist.

Aufgabe 4.11. (6 Punkte)

Sei p eine Primzahl ≥ 3 und Z/(p) der zugehörige Restklassenkörper. Es sei
ein Polynom F ∈ Z/(p)[X, Y ] der Form

F = αX2 + βXY + γY 2 + δX + ǫY + η

gegeben. Zeige, dass für das zugehörige Nullstellengebilde V (F ) ⊆ A2
K (wenn

α, β, γ nicht alle null sind, so ist das eine Quadrik) die folgenden drei Alter-
nativen bestehen.

(1) V (F ) besitzt mindestens einen Punkt.
(2) F = c mit einer Konstanten c 6= 0.
(3) Es gibt eine Variablentransformation derart, dass das Polynom in

den neuen Koordinaten die Gestalt Z2 − u mit einem Nichtquadrat
u ∈ Z/(p) besitzt.

Aufgabe 4.12. (3 Punkte)

Sei V eine irreduzible, affin-algebraische Menge mit mindestens zwei Punkten
und seien P1, . . . , Pm ∈ V endlich viele Punkte darin. Zeige, dass dann auch
V \ {P1, . . . , Pm} (in der induzierten Topologie) irreduzibel ist.

Aufgabe 4.13. (4 Punkte)

Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkörper Q(R). Zeige: Wenn F,G ∈
R[X] keinen gemeinsamen Teiler besitzen, so besitzen sie aufgefasst in
Q(R)[X] ebenfalls keinen gemeinsamen Teiler.

(Man darf sich auf Hauptidealbereiche R beschränken.)

Aufgabe 4.14. (3 Punkte)

Sei K = Q der Körper der rationalen Zahlen. Begründe, ob

V (X2 + Y 2 − 1) ⊆ A2
Q

irreduzibel ist oder nicht.
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Aufgabe 4.15. (4 Punkte)

Zeige, dass die Projektion

A2
K −→ A1

K , (x, y) 7−→ x,

offen in der Zariski-Topologie ist.

Aufgabe 4.16. (4 Punkte)

Zeige, dass die affine Ebene A2
K mit der Zariski-Topologie kompakt ist.

5. Vorlesung - Polynomiale Abbildungen

Das Hauptziel dieser Vorlesung ist zu zeigen, dass eine ebene algebraische
Kurve über einem algebraisch abgeschlossenen Körper unendlich viele Ele-
mente besitzt. Dazu brauchen wir einige Vorbereitungen über die homogene
Zerlegung von Polynomen und über polynomiale Abbildungen, insbesondere
Variablentransformationen.

Homogene Komponenten

Definition 5.1. Sei S ein kommutativer Ring und R = S[X1, . . . , Xn] der
Polynomring über R in n Variablen. Dann heißt zu einem Monom

G = Xν = Xν1
1 · · ·Xνn

n

die Zahl

|ν| =
n
∑

j=1

νj

der Grad von G. Zu einem Polynom F =
∑

ν aνX
ν 6= 0 heißt das Maximum

max{|ν| : aν 6= 0}
der Grad von F .

Definition 5.2. Sei S ein kommutativer Ring und R = S[X1, . . . , Xn] der
Polynomring über R in n Variablen. Dann heißt zu einem Polynom F ∈ R
mit F =

∑

ν aνX
ν die Zerlegung

F =
d
∑

i=0

Fi

mit
Fi =

∑

ν, |ν|=i

aνX
ν

die homogene Zerlegung von F . Die Fi nennt man die homogenen Kompo-
nenten von F zum Grad i. Das Polynom F selbst heißt homogen, wenn in
der homogenen Zerlegung von F nur ein Fi vorkommt.
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Die Nullstellenmenge eines homogenen Polynoms F ist ein (Geraden-)Kegel

durch den Nullpunkt. D.h. mit einem Punkt P gehört auch die ganze Gerade

durch P und 0 zu V (F ).

Beispiel 5.3. Das Polynom

F = 4X3Y Z2 + 2X2Y 5 + 5XY Z7 − 3X4Y Z4 +X8 − Y 7 + 2Y 6Z3 +X + 5

hat den Grad 9 und die homogenen Komponenten sind

F9 = 5XY Z7 − 3X4Y Z4 + 2Y 6Z3 ,

F8 = X8 ,

F7 = 2X2Y 5 − Y 7 ,

F6 = 4X3Y Z2 ,

F5 = F4 = F3 = F2 = 0 ,

F1 = X und F0 = 5 .

Wenn man es als Polynom in (K[Y, Z])[X] auffasst und sich nur dafür in-
teressiert, in welcher Potenz X vorkommt, so spricht man vom X-Grad. Der
X-Grad von F ist 8. Es gibt natürlich auch eine homogene Zerlegung entlang
der X-Graduierung; dabei ist beispielsweise die Komponente zum X-Grad 0
gleich −Y 7 + 2Y 6Z3 + 5 und zum X-Grad 1 gleich 5XY Z7 +X.
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Zur Anzahl der Punkte auf Kurven II

Der folgende Satz heißt Noethersche Normalisierung (für Kurven).

Satz 5.4. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und sei F ∈ K[X, Y ]
ein nicht-konstantes Polynom vom Grad d, das die algebraische Kurve C =
V (F ) definiert. Dann gibt es eine lineare Koordinatentransformation derart,
dass in den neuen Koordinaten X̃, Ỹ das transformierte Polynom die Form

F̃ = X̃d + Terme von kleinerem Grad in X̃

besitzt.

Beweis. Wir schreiben F in homogener Zerlegung als

F = Fd + Fd−1 + . . .+ F1 + F0

mit den homogenen Komponenten

Fi =
∑

a+b=i

ca,bX
aY b .

Ein homogenes Polynom in zwei Variablen hat die gleichen Faktorisierungs-
eigenschaften wie ein Polynom in einer Variablen. Da wir uns über einem
algebraisch abgeschlossenen Körper befinden, gibt es eine Faktorisierung

Fd = c(Y − e1X) · · · (Y − ekX)Xd−k .

Da c eine d-te Wurzel besitzt können wir durch Streckung der Variablen
erreichen, dass c = 1 ist. Da K insbesondere unendlich ist, finden wir ein e,
das von allen ej verschieden ist. Wir schreiben die Gleichung in den neuen
Variablen

Ỹ = Y − eX und X̃ = X

und erhalten eine Gleichung F̃ , wo die Linearfaktoren von F̃d die Gestalt

Y − ejX = Y − eX + eX − ejX
= Ỹ − (ej − e)X
= Ỹ − (ej − e)X̃

(mit ej−e 6= 0) bzw. X̃ = X haben. Multipliziert man dies aus so sieht man,

dass X̃d mit einem bestimmten Vorfaktor aus K vorkommt, den wir wieder
durch Streckung als 1 annehmen können. Dann hat F̃d die Gestalt X̃d+
Terme, in denen maximal X̃d−1 vorkommt. Die homogenen Komponenten
von kleinerem Grad behalten auch ihren Grad, so dass in F̃ nur noch weitere
Monome vom X̃-Grad ≤ d− 1 gibt. �

Korollar 5.5. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und sei F ∈
K[X, Y ] ein nicht-konstantes Polynom, das die algebraische Kurve C =
V (F ) definiert. Dann besitzt C unendlich viele Elemente.
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Beweis. Aufgrund von Satz 5.4 können wir annehmen, dass F die Gestalt
hat

F = Xd + Pd−1(Y )Xd−1 + . . .+ P1(Y )X + P0(Y )

mit Polynomen Pi(Y ) ∈ K[Y ]. Zu jedem beliebig vorgegebenen Wert a ∈
K für Y ergibt sich also ein normiertes Polynom in X vom Grad d. Da
der Körper algebraisch abgeschlossen ist, gibt es jeweils (mindestens) eine
Nullstelle in X. D.h. zu jedem a ∈ K gibt es ein b ∈ K derart, dass (a, b)
eine Nullstelle von F ist, also zur Kurve gehört. Da K unendlich ist, gibt es
also unendlich viele Punkte auf der Kurve. �

Der Beweis zeigt genauer, dass jede Kurve mindestens so viele Punkte besitzt
wie der algebraisch abgeschlossene Grundkörper.

Beispiel 5.6. Die durch xy = 1 gegebene Hyperbel lässt sich unter Verwen-
dung der linearen Transformation x = u+ v, y = u wegen

xy − 1 = (u+ v)u− 1 = u2 + vu− 1

auch als V (u2+vu−1) beschreiben. In den neuen Variablen u, v kann man v
beliebig vorgeben und erhält stets mindestens eine (fast immer zwei) Lösung
der Kurvengleichung.

Polynomiale Abbildungen zwischen affinen Räumen

Wir betrachten nun Abbildungen

ϕ : Ar
K −→ An

K , (t1, . . . , tr) 7−→ (ϕ1(t1, . . . , tr), . . . , ϕn(t1, . . . , tr))

= (x1, . . . , xn),

wobei die Komponentenfunktionen ϕi ∈ K[X1, . . . , Xr] Polynome sind. Die
Abbildung wird also in jeder Komponenten durch ein Polynom in r Varia-
blen gegeben. Der Fall n = 1 ist der eines Polynoms in r Variablen, der
Fall r = 1 und n = 2 ist der Fall der polynomialen Parametrisierung von
algebraischen Kurven. Später werden wir allgemeiner Morphismen zwischen
affin-algebraischen Mengen definieren.

Eine wichtige
”
Begleiterscheinung“ einer polynomialen Abbildung ϕ : Ar

K →
An
K ist, dass sie einen K-Algebra-Homomorphismus zwischen den zugehöri-

gen Polynomringen in die entgegengesetzte Richtung induziert, nämlich den
durch Xi 7→ ϕi definierten Einsetzungshomomorphismus. Diesen bezeichnen
wir mit

ϕ̃ : K[X1, . . . , Xn] −→ K[T1, . . . , Tr], F 7−→ F ◦ ϕ = F (
ϕi
Xi

)

(die Schreibweise ϕi

Xi
bedeutet, dass die Variable Xi durch ϕi zu ersetzen

ist). Als Funktion auf Ar
K betrachtet ist F ◦ ϕ die hintereinandergeschaltete

Abbildung

Ar
K

ϕ−→ An
K

F−→ A1
K .
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Für die Nullstellenmenge V (F ) ⊆ An
K gilt dabei

ϕ−1(V (F )) = V (ϕ̃(F )) .

Die einfachsten polynomialen Abbildungen sind, neben den konstanten Ab-
bildungen, die affin-linearen Abbildungen, die durch affin-lineare Polynome
gegeben sind, also

ϕi = ai1T1 + . . .+ airTr + ci .

Man beachte, dass dies keine linearen Abbildungen sind, da der Nullpunkt
nicht auf den Nullpunkt gehen muss, sondern auch Verschiebungen zugelas-
sen sind. Eine affin-lineare Abbildung ist die Hintereinanderschaltung einer
linearen Abbildung und einer Verschiebung. Im Fall r = n betrachtet man
eine solche affin-lineare Abbildung, wenn sie zusätzlich bijektiv ist, als eine
(Koordinaten- oder Variablen-)Transformation des Raumes.

Definition 5.7. Sei K ein Körper. Dann nennt man eine Abbildung
ϕ : An

K → An
K der Form

ϕ(t1, . . . , tn) =M





t1
...
tn



+ (v1, . . . , vn) ,

wobei M eine invertierbare Matrix ist, eine affin-lineare Variablentransfor-
mation.

Man kann sich dabei darüber streiten, ob bei einer linearen Variablentransfor-
mation im Raum etwas bewegt wird oder ob sich nur die Koordinaten ändern.
Jedenfalls sind solche Transformationen wichtige Hilfsmittel, um ein Poly-
nom, ein algebraisches Gleichungssystem oder eine affin-algebraische Menge
auf eine einfachere Gestalt zu bringen. Unter einer Variablentransformation
wird eine affin-algebraische Menge V = V (F1, . . . , Fm) zu Ṽ = V (F̃1, . . . , F̃m)
(mit F̃i = ϕ̃(Fi)) transformiert, und zwar ist dann Ṽ das Urbild unter der
Abbildung ϕ.

Definition 5.8. Zwei affin-algebraische Mengen V, Ṽ ⊆ An
K heißen affin-

linear äquivalent, wenn es eine affin-lineare Variablentransformation ϕ gibt
mit ϕ−1(V ) = Ṽ .

Dies ist also ein Begriff, der Bezug darauf nimmt, wie die Situation einge-
bettet ist. Wir werden später sehen, dass die Parabel und eine Gerade in
der Ebene

”
isomorph“ sind (da sie beide isomorph zur affinen Geraden sind),

aber nicht linear äquivalent.

Die wesentlichen algebraischen und topologischen Eigenschaften einer affin-
algebraischen Menge bleiben unter einer affin-linearen Variablentransforma-
tion erhalten: Irreduzibilität, Singularitäten (später), Überschneidungen, Zu-
sammenhang, Kompaktheit. Dagegen verändern sich typische Eigenschaften
der reell-metrischen Geometrie: Winkel, Längen und Längenverhältnisse, Vo-
lumina, Formen. Diese zuletzt genannten Begriffe sind nicht relevant für die
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algebraische Geometrie. Wir werden von nun an ohne große Betonung eine
Situation in eine gewünschte Gestalt transformieren, so fern das möglich ist.

Satz 5.9. Sei K ein Körper und seien V, Ṽ ⊆ An
K zwei affin-algebraische

Teilmengen, die affin-linear äquivalent seien. Es seien Id (V ), Id (Ṽ ) die
zugehörigen Verschwindungsideale. Dann sind die Restklassenringe (als K-
Algebren) isomorph, also

K[X1, . . . , Xn]/ Id (V ) ∼= K[X1, . . . , Xn]/ Id (Ṽ ) .

Beweis. Nach Definition von affin-linear äquivalent gibt es eine affin-lineare
Variablentransformation

ϕ : An
K −→ An

K , P 7−→ ϕ(P ) ,

mit ϕ−1(V ) = Ṽ . Es sei ϕ̃ der zugehörige Automorphismus des Polynomrings
K[X1, . . . , Xn]. Dabei ist

ϕ̃−1 (Id(Ṽ )) = Id (V ) .

Nach dem Isomorphiesatz folgt die Isomorphie der Restklassenringe. �

Bemerkung 5.10. In diesem Satz kommt zum ersten Mal ein wichtiges Prin-
zip der algebraischen Geometrie zum Ausdruck, nämlich, dass das algebrai-
sche Objekt, das zu einer Nullstellenmenge gehört, der Restklassenring des
Polynomringes nach dem Verschwindungsideal ist. Dies ist eine

”
intrinsische

Invariante“ der Nullstellenmenge, d.h., unabhängig von einer Einbettung.
Unter dieser Betrachtungsweise rückt auch die Noethersche Normalisierung
im ebenen Fall in ein neues Licht. Man kann unter den Voraussetzungen der
Aussage annehmen, dass die Kurvengleichung die Form

F = Xd + Pd−1(Y )Xd−1 + . . .+ P1(Y )X + P0(Y )

besitzt. Wenn man dieses Polynom
”
gleich null setzt“, so bedeutet dies eine

Ganzheitsgleichung für X. Genauer, über dem Polynomring K[Y ] in einer
Variablen ist die Restklasse von X im Restklassenring K[X, Y ]/(F ) ganz.
Diese Begriffe sind vielleicht aus der elementaren Zahlentheorie bekannt und
werden auch hier wieder eine wichtige Rolle spielen. Da X über K[Y ] den
Polynomring erzeugt, liegt überhaupt eine ganze (sogar endliche) Ringerwei-
terung

K[Y ] −→ K[X, Y ]/(Xd + Pd−1(Y )Xd−1 + . . .+ P1(Y )X + P0(Y ))

vor. Damit kann man den Noetherschen Normalisierungssatz auch so for-
mulieren, dass sich über einem algebraisch abgeschlossenen Körper zu jeder
algebraischen Kurve der zugehörige Restklassenring als endliche Erweiterung
des Hauptidealbereiches K[Y ] realisieren lässt. Dies ist eine direkte Analogie
zu den Ganzheitsringen der Zahlentheorie, die ebenfalls endliche Erweiterun-
gen über dem Hauptidealbereich Z sind.
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Unter beliebigen polynomialen Abbildungen zwischen affinen Räumen kön-
nen sich, im Gegensatz zu affin-linearen Transformationen, viele algebrai-
sche Eigenschaften ändern, die Dimension kann sich ändern, Singularitäten
können entstehen, etc. Dagegen überträgt sich die Irreduzibilität auf (den
Zariski-Abschluss des) das Bild der Abbildung.

Satz 5.11. Es sei K ein unendlicher Körper und

ϕ : Ar
K −→ An

K

sei eine durch n Polynome in r Variablen gegebene Abbildung. Dann ist der
Zariski-Abschluss des Bildes der Abbildung irreduzibel.

Beweis. Sei B = ϕ(Ar
K) das Bild der Abbildung. Nach Lemma 3.10 ist

B = V (Id (B)) .

Nun gilt für P = ϕ(Q) mitQ ∈ Ar
K und für F ∈ K[X1, . . . , Xn] die Beziehung

F (P ) = F (ϕ(Q)) = (F ◦ ϕ)(Q),
wobei F ◦ ϕ ∈ K[T1, . . . , Tr] das Polynom ist, das sich ergibt, wenn man in
F die Variable Xi durch die i-te Koeffizientenfunktion ϕi ∈ K[T1, . . . , Tr]
ersetzt. Daher ist F (P ) = 0 genau dann, wenn (F ◦ ϕ)(Q) = 0 ist, und F
verschwindet auf ganz B genau dann, wenn F ◦ ϕ auf dem ganzen Ar

K ver-
schwindet. Da K unendlich ist, bedeutet dies, dass F ◦ϕ das Nullpoynom ist.
Daher gilt, dass F ∈ Id (B) ist genau dann, wenn F unter dem zugehörigen
Ringhomomorphismus

ϕ̃ : K[X1, . . . , Xn] −→ K[T1, . . . , Tr]

auf 0 abgebildet wird. Damit ist Id (B) das Urbild eines Primideals (nämlich
des Nullideals) und somit nach Aufgabe 4.7 selbst ein Primideal. Aufgrund
von Lemma 4.3 ist V (Id (B)) irreduzibel. �

5. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 5.1. Sei F ∈ K[X1, . . . , Xn] ein homogenes Polynom mit Nullstel-
lenmenge V (F ). Zeige, dass für jeden Punkt P ∈ V (F ) und jeden Skalar
λ ∈ K auch λP ∈ V (F ) ist.

Aufgabe 5.2. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und sei F ∈
K[X, Y ] ein homogenes Polynom. Zeige: F zerfällt in Linearfaktoren.
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Aufgabe 5.3. Sei K ein Körper und F ∈ K[X1, . . . , Xn] ein homogenes
Polynom. Es sei F = GH ein Faktorzerlegung. Zeige, dass G und H ebenfalls
homogen sind.

Aufgabe 5.4. Zeige, dass ein homogenes Polynom unter einer linearen
Variablentransformation homogen vom gleichen Grad bleibt, und dass dies
bei einer affin-linearen Variablentransformation nicht sein muss.

Die folgenden zwei Aufgaben dienen dem Verständnis von Satz 5.4 und Ko-
rollar 5.5.

Aufgabe 5.5. Wende den Beweis zu Satz 5.4 auf das Polynom Y an.

Aufgabe 5.6. Sei F ∈ C[X, Y ] ein nicht-konstantes Polynom. Zeige, dass
die zugehörige algebraische Kurve C = V (F ) überabzählbar viele Elemente
besitzt.

Aufgabe 5.7. Berechne das Bild F̃ des Polynoms

F = X2Y + 3XY − Y 3

unter dem durch

X 7−→ T 2 + S − 3, Y 7−→ 3TS + S2 − T
definierten Einsetzungshomomorphismus

K[X, Y ] −→ K[S, T ] .

Aufgabe 5.8. Es seiK ein unendlicher Körper und es sei F ∈ K[X1, . . . , Xn]
ein Polynom mit der zugehörigen Abbildung

F : An
K −→ A1

K .

Zeige mit und ohne Satz 5.11, dass das Bild von F einpunktig oder unendlich
ist.

Aufgabe 5.9. Es sei K ein endlicher Körper mit q Elementen und

P1, . . . , Pn ∈ A2
K

n Punkte in der affinen Ebene. Zeige, dass es genau dann eine polynomiale
Abbildung

ϕ : A1
K −→ A2

K

mit bild ϕ = {P1, . . . , Pn} gibt, wenn 1 ≤ n ≤ q ist.
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Aufgabe 5.10.*

Man gebe ein Beispiel für eine polynomiale Abbildung

A2
K −→ A1

K

derart, dass das Urbild von einem Punkt reduzibel ist, das Urbild von allen
anderen Punkten aber irreduzibel.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 5.11. (3 Punkte)

Wie viele Monome vom Grad d gibt es im Polynomring in einer, in zwei und
in drei Variablen?

Aufgabe 5.12. (3 Punkte)

Wende den Beweis zu Satz 5.4 auf die algebraische Kurve an, die zur ratio-
nalen Funktion

Y =
X2 − 2X

X2 − 1

gehört.

Aufgabe 5.13. (3 Punkte)

Betrachte die Abbildung

A2
K −→ A2

K , (x, y) 7−→ (x, xy) .

Bestimme das Bild und die Fasern dieser Abbildung.

Aufgabe 5.14. (3 Punkte)

Betrachte das Ellipsoid

E = V (2x2 + 3y2 + 4z2 − 5) = {(x, y, z) : 2x2 + 3y2 + 4z2 = 5} .
Finde eine affin-lineare Variablentransformation(über R) derart, dass das
Bild von E unter der Abbildung die Standardkugel V (x2 + y2 + z2− 1) wird.
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Ein Ellipsoid: In der algebraischen Geometrie ist damit die Oberfläche ge-
meint.

Aufgabe 5.15. (4 Punkte)

Seien V und Ṽ affin-algebraische Mengen in A2
K zu K = Z/(2). Zeige, dass

diese beiden Mengen affin-linear äquivalent sind genau dann, wenn sie die
gleiche Anzahl besitzen.

Zeige ebenso, dass dies bei K = Z/(p) für p ≥ 3 und auch für An
Z/(2) für

n ≥ 3 nicht gilt.

6. Vorlesung - Parametrisierungen

Ebene polynomiale Parametrisierungen

Eine parametrisierte Kurve kann man sich als einen Bewegungsablauf vorstellen.

Wir betrachten jetzt Abbildungen ϕ : A1
K → A2

K , die durch zwei Polynome
P,Q ∈ K[T ] in einer Variablen gegeben sind. Das Bild einer solchen Abbil-
dung liegt in einer affinen algebraischen Kurve, wie der folgende Satz zeigt.
Man spricht auch von parametrisierten Kurven oder genauer von polynomial
parametrisierten Kurven. Es konkurrieren hier zwei Standpunkte, wie man
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eine algebraische Kurve beschreiben kann. Die Punkte einer durch eine Kur-
vengleichung gegebenen Kurve sind nur implizit gegeben. Man kann zwar zu
jedem Punkt der Ebene leicht überprüfen, ob er auf der Kurve liegt, es ist
aber im Allgemeinen schwierig, Punkte auf der Kurve zu finden oder explizit
anzugeben. Eine parametrisierte Kurve ist hingegen explizit gegeben, zu je-
dem Punkt der affinen Geraden kann man den Bildpunkt einfach ausrechnen
und erhält so die Kurvenpunkte explizit. Es ist aber nicht jede algebraische
Kurve durch Polynome parametrisierbar.

Satz 6.1. Sei K ein Körper und seien P,Q ∈ K[T ] zwei Polynome. Dann
gibt es ein Polynom F ∈ K[X, Y ], F 6= 0, mit F (Q,P ) = 0. D.h. das Bild
einer polynomial parametrisierten Kurve liegt in einer ebenen algebraischen
Kurve C = V (F ). Wenn K unendlich ist und (P,Q) nicht beide konstant
sind, so ist der Zariski-Abschluss des Bildes eine irreduzible Kurve C.

Beweis. Es seien d und e die Grade von P und Q. Wir berechnen die Monome

P iQj .

Dies sind Polynome in T vom Grad di + ej. Zu i ≤ n und j ≤ m gibt es
(n + 1)(m + 1) solche Monome. Die Monome P iQj , i ≤ n, j ≤ m, leben
also allesamt in dem dn + em + 1-dimensionalen K-Vektorraum, der von
1 = T 0, T 1, T 2, . . . , T dn+em erzeugt wird. Bei (n + 1)(m + 1) > dn + em + 1
muss es also eine nicht-triviale lineare Abhängigkeit zwischen diesen P iQj

geben. Diese ergibt ein Polynom F (X, Y ) 6= 0 mit F (P,Q) = 0.

Die angegebene numerische Bedingung (n + 1)(m + 1) > dn + em + 1 lässt
sich mit n,m hinreichend groß erfüllen.

Von nun an sei K unendlich. Der Zariski-Abschluss des Bildes B = ϕ(A1
K) ist

V (Id (B)) nach Lemma 3.10 und irreduzibel nach Satz 5.11. Da K unendlich
ist und die Abbildung nicht konstant ist, muss wegen der Irreduzibilität auch
V (Id (B)) unendlich viele Punkte enthalten. Nach Lemma 4.3 ist Id (B) ein
Primideal und enthält nach dem ersten Teil ein F ∈ Id (B), 6= 0. Da K[X, Y ]
faktoriell ist, muss auch ein Primfaktor von F dazu gehören, so dass wir
annehmen können, dass F ein Primpolynom ist. Wir haben die Inklusion

B = B = V (Id (B)) = V (F ).

Für ein H ∈ Id (B) ist

V (Id (B)) ⊆ V (H) ∩ V (F )

unendlich, so dass es nach Satz 4.8 einen gemeinsamen nichtkonstanten Fak-
tor von H und F geben muss. Da F prim ist, muss H ein Vielfaches von F
sein und Id(B) = (F ). �

Beispiel 6.2. Wir betrachten die Kurve, die durch die Parametrisierung

x = t2 + t+ 1 und y = 2t2 + 3t− 1



51

gegeben ist. Es ist x−1 = t2+ t und y+1 = 2t2+3t. Eine einfache Addition
ergibt

(y + 1)− 2(x− 1) = 3t− 2t = t.

Daher können wir schreiben

x− 1 = t2 + t = (y − 2x+ 3)2 + (y − 2x+ 3).

Ausmultiplizieren ergibt insgesamt die Gleichung

y2 + 4x2 − 4xy − 15x+ 7y + 13 = 0 .

Beispiel 6.3. Wir betrachten die durch

P = t2 − 1 und Q = t3 − t = t(t2 − 1)

gegebene Abbildung

A1
K −→ A2

K .

Für die beiden Punkte t = ±1 ergibt sich der Wert (0, 0). Für alle anderen
Stellen t 6= ±1 kann man schreiben

t =
t3 − t
t2 − 1

=
Q(t)

P (t)
.

D.h. dass t aus den Bildwerten rekonstruierbar ist, und das bedeutet, dass
die Abbildung dort injektiv ist. Die Bildkurve ist also eine Kurve, die sich
an genau einer Stelle überschneidet.

Wir bestimmen die Kurvengleichung, und schreiben x = t2−1 und y = t3−t.
Es ist t2 = x+ 1 und

y2 = t2x2 = (x+ 1)x2 = x3 + x2.

Das beschreibende Polynom ist also

Y 2 −X3 −X2 .
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Beispiel 6.4. Wir betrachten die durch

X2 + Y 2 − Z2 − Z3 = 0

gegebene Fläche im A3
K . Diese Fläche wird auch auf der Seite des Osnabrücker

Fachbereiches gezeigt, siehe [1]. Wenn man mit einer durch aX + bY gegebe-
nen Ebene (also einer Ebene, die durch eine Grundgerade in derX−Y -Ebene
durch den Nullpunkt gegeben ist) schneidet, so erhält man immer eine Glei-
chung der Form W 2 − Z2 − Z3 = 0, siehe Beispiel 6.3. Die Fläche entsteht,
wenn man diese Kurve um die Z-Achse dreht.

Rationale Parametrisierungen

Betrachten wir eine rationale Funktion

Y =
P

Q

mit Polynomen P,Q ∈ K[X] in einer Variablen. Hier hat man in natürlicher
Weise sofort eine neue Form der Parametrisierung, indem man die Abbildung

A1
K ⊇ D(Q) −→ A2

K , x 7−→
(

x,
P (x)

Q(x)

)

,

betrachtet. Dabei ist D(Q) der Definitionsbereich der Abbildung, und zwar
besteht D(Q) = A1

K \V (Q) aus allen Punkten, wo das Nennerpolynom nicht
null ist. Offenbar kann man mit dieser Abbildung wieder alle Punkte des
Graphen der rationalen Funktion erfassen, d.h. sie leistet ebenso wie eine po-
lynomiale Parametrisierung eine explizite Beschreibung der Kurve. Es ist also
zur Beschreibung von Kurven sinnvoll, auch Parametrisierungen zuzulassen,
bei denen die Komponentenfunktionen rational sind.

Definition 6.5. Zwei rationale Funktionen ϕ1 = P1

Q1
und ϕ2 = P2

Q2
mit

P1, P2, Q1, Q2 ∈ K[T ], Q1, Q2 6= 0, heißen eine rationale Parametrisierung
einer algebraischen Kurve C = V (F ) (F ∈ K[X, Y ] nicht konstant), wenn

F (ϕ1(T ), ϕ2(T )) = 0

ist und (ϕ1, ϕ2) nicht konstant ist.

Man beachte, dass die Gleichheit in der vorstehenden Definition im rationalen
Funktionenkörper zu verstehen ist, also in K(T ). Bei unendlichem K ist dies
äquivalent damit, dass diese Gleichheit gilt für alle Werte t ∈ K, für die die
Nennerpolynome definiert sind.

Definition 6.6. Eine ebene algebraische Kurve C = V (F ) heißt rational,
wenn sie irreduzibel ist und es eine rationale Parametrisierung für sie gibt.
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Das folgende einfache Beispiel zeigt, dass man mit rationalen Funktionen
mehr Kurven parametrisieren kann, als wenn man nur mit Polynomen arbei-
tet. Es sei aber schon hier erwähnt, dass dieser Unterschied im Kontext der
projektiven Geometrie wieder verschwindet.

Beispiel 6.7. Wir betrachten die Hyperbel H = V (XY −1) und behaupten,
dass es keine polynomiale Parametrisierung davon gibt. Dies folgt einfach
daraus, dass zu zwei Polynomen P (t) und Q(t) die Bedingung, für jedes t
auf H zu liegen, gerade

P (t) ·Q(t) = 1 für alle t ∈ A1
K

bedeutet, bzw., dass P (t)·Q(t) = 1 ist im PolynomringK[t] (was im Fall eines
unendlichen Körpers äquivalent ist; bei einem endlichen Körper ist die zweite
Identität die

”
richtige“ Bedingung). Das bedeutet aber, dass diese Polynome

invers zueinander sind und daher Einheiten sind. Im Polynomring sind aber
lediglich die Konstanten 6= 0 Einheiten. Also sind beide Polynome konstant
und damit ist die dadurch definierte Abbildung konstant, und es liegt keine
polynomiale Parametrisierung vor. Dagegen ist

A1
K \ {0} −→ A2

K , t 7−→
(

t,
1

t

)

,

eine rationale Parametrisierung der Hyperbel.

Wir wollen zeigen, dass das Bild einer nicht-konstanten rationalen Abbildung
stets eine algebraische Gleichung erfüllt, also stets eine rationale Parametri-
sierung einer algebraischen Kurve liefert. Im polynomialen Fall ergab sich
eine algebraische Gleichung aus einem Abzählargument (es musste eine Glei-
chung geben, da die Anzahl der Monome in zwei Variablen

”
schneller mit

dem Grad wächst“ als die in einer Variablen). Wir werden ein ähnliches Ar-
gument verwenden, allerdings in Kombination mit einem weiteren Trick, der

”
Homogenisierung“. Bei diesem Trick wird unter Hinzunahme einer weiteren
Variablen (das ist der Preis, den man dabei zahlen muss) eine nicht-homogene
Situation homogen gemacht. Diesen Prozess verwenden wir hier rein algebra-
isch, dahinter steht aber das Zusammenspiel zwischen affiner und projektiver
Geometrie.

Definition 6.8. Sei F ∈ K[X1, . . . , Xn], F 6= 0, ein Polynom in n Variablen
mit der homogenen Zerlegung

F =
d
∑

i=0

Fi

und sei Z eine weitere Variable. Dann nennt man das homogene Polynom

F̂ =
d
∑

i=0

FiZ
d−i

vom Grad d die Homogenisierung von F .
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Aus der Homogenisierung kann man das ursprüngliche Polynom zurückge-
winnen, wenn man die zusätzliche Variable gleich 1 setzt. Man spricht von
dehomogenisieren.

Lemma 6.9. Es seien P1, P2, P3 ∈ K[S, T ] drei homogene Polynome. Dann
gibt es ein homogenes Polynom F ∈ K[X, Y, Z], F 6= 0, mit

F (P1, P2, P3) = 0 .

Beweis. Dies folgt aus einem ähnlichen Abzählargument wie im Beweis zu
Satz 6.1.

�

Beispiel 6.10. Wir betrachten die Abbildung

(S, T ) 7−→ (S2, T 2, ST ) = (X, Y, Z) ,

die durch homogene Polynome (sogar durch Monome) gegeben ist. Es ist
einfach, eine algebraische Relation für das Bild zu finden, es ist nämlich

Z2 = (ST )2 = S2T 2 = XY ,

d.h. das Bild der Abbildung liegt in V (Z2 −XY ). Siehe auch Aufgabe 6.8.

Satz 6.11. Es seien zwei rationale Funktionen ϕ1 = P1

Q1
und ϕ2 = P2

Q2
mit

P1, P2, Q1, Q2 ∈ K[T ], Q1, Q2 6= 0, gegeben, die nicht beide konstant seien.
Dann gibt es ein nichtkonstantes Polynom F ∈ K[X, Y ] mit

F (ϕ1(T ), ϕ2(T )) = 0 .

Das bedeutet, dass ϕ1 und ϕ2 eine rationale Parametrisierung definieren.

Beweis. Wir können durch Übergang zu einem Hauptnenner annehmen, dass
die rationale Abbildung durch

ϕ1 =
P1

Q
und ϕ2 =

P2

Q

mit P1, P2, Q ∈ K[T ], Q 6= 0 gegeben ist. Es seien H1, H2, H3 ∈ K[T, S] die
Homogenisierungen von diesen Polynomen. Dann gibt es nach Lemma 6.9
ein homogenes Polynom F , F 6= 0, vom Grad d mit

F (H1, H2, H3) = 0 .

Wir betrachten
1

Zd
F (X, Y, Z) = F

(

X

Z
,
Y

Z
,
Z

Z

)

,

welches ein Polynom in den beiden rationalen Funktionen X
Z
, Y
Z
ist. Für die-

sen Übergang ist es wichtig, dass F homogen ist. Einsetzen der homogenen
Polynome ergibt

0 = F

(

H1

H3

,
H2

H3

, 1

)

.
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Dies ist eine Gleichheit im Quotientenkörper von K[S, T ]. Wenn man darin
S = 1 setzt (also dehomogenisiert), so erhält man

0 = F

(

P1

Q
,
P2

Q

)

,

also eine Gleichung für die ursprünglichen rationalen Funktionen. �

Die Zissoide des Diokles (im Bild schwarz) ist rational parametrisierbar.

Bemerkung 6.12. Man kann einen Schritt weiter gehen und sich fragen,
ob es noch andere Möglichkeiten gibt, eine algebraische Kurve C = V (F )
durch eine Abbildung ϕ : K → K2 zu beschreiben, wo ϕ aus einer größeren
Funktionenklasse sein darf. Ein wichtiger Satz ist hier der Satz über implizite
Funktionen, der für K = R oder K = C besagt, dass falls die partiellen
Ableitung von F an einem Punkt der Kurve nicht beide null sind, dass es
dann eine (unendlich oft und sogar analytisch) differenzierbare Abbildung ϕ
gibt, die die Kurve in einer gewissen kleinen offenen Umgebung des Punktes
beschreibt. Eine algebraische Version des Satzes über implizite Funktionen
findet sich im Potenzreihenansatz wieder, den wir später behandeln werden.
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6. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 6.1. Bestimme für die parametrisierte Kurve

x = −3t2 + 4t− 2 und y = 2t2 + 5t− 3

eine Kurvengleichung.

Aufgabe 6.2.*

Sei K ein Körper. Betrachte die durch

A1
K −→ A2

K , t 7−→ (t+ t2, t3) = (x, y) ,

definierte Parametrisierung. Bestimme eine (nichttriviale) algebraische Glei-
chung, die für alle Bildpunkte dieser Abbildung erfüllt ist. Man gebe auch
einen Punkt in der affinen Ebene an, der nicht auf der Bildkurve liegt.

Aufgabe 6.3. Sei K ein Körper der Charakteristik 6= 2 und a ∈ K von null
verschieden. Zeige, dass das Polynom

X2 + Y 2 + a ∈ K[X, Y ]

irreduzibel ist.

Aufgabe 6.4. Beweise Lemma 6.9.

Aufgabe 6.5. Sei P = (a, b) ein Punkt in der affinen Ebene und L und
L′ verschiedene Geraden durch P . Es sei C = V (F ), F ∈ K[X, Y ], eine
ebene algebraische Kurve. Beschreibe explizit eine Variablentransformation
(einen Koordinatenwechsel) derart, dass in den neuen Koordinaten P der
Nullpunkt wird und die Geraden zum Achsenkreuz werden. Wie lautet die
Kurvengleichung in den neuen Koordinaten?

Aufgabe 6.6. Zeige, dass für affin-algebraische Mengen V, V ′ ⊆ An
K die

Beziehung der affin-linearen Äquivalenz eine Äquivalenzrelation ist.

Aufgabe 6.7. Sei ϕ : A2
K → A2

K eine polynomiale Abbildung und sei C eine
ebene rationale Kurve. Es sei ferner vorausgesetzt, dass C durch ϕ nicht auf
einen einzigen Punkt abgebildet wird. Zeige, dass dann ϕ(C) ebenfalls eine
rationale Kurve ist.
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Aufgabe 6.8. Wir betrachten die Abbildung

A2
K ⊇ D(s) −→ A3

K , (s, t) 7−→ (s, t2/s, t) = (x, y, z) .

Bestimme eine algebraische Gleichung F für das Bild. Untersuche die Abbil-
dung auf Injektivität und Surjektivität (als Abbildung nach V (F )). Verglei-
che diese Abbildung mit den in Aufgabe 6.8 diskutierten Abbildungen.

Aufgabe 6.9. Es sei K ein Körper und K[X1, . . . , Xn] der Polynomring
über K in n Variablen und K[X1, . . . , Xn, Z] der Polynomring in n + 1 Va-

riablen. Zu F ∈ K[X1, . . . , Xn] sei F̂ ∈ K[X1, . . . , Xn, Z] die Homogenisie-
rung (bezüglich Z) und zu G ∈ K[X1, . . . , Xn, Z] sei G̃ die (durch Z 7→ 1

gegebene) Dehomogenisierung von G. Zeige, dass
˜̂
F = F , aber nicht ˆ̃G = G

gelten muss.

Aufgabe 6.10. Es sei K ein Körper und K[X1, . . . , Xn, Z] der Polynomring
über K in n+1 Variablen. Es seien G,H ∈ K[X1, . . . , Xn, Z] zwei homogene
Polynome vom gleichen Grad. Für die Dehomogenisierungen (bezüglich Z)
gelte G̃ = H̃. Zeige, dass dann G = H ist.

Aufgaben zum Abgeben

Die folgende Aufgabe erfordert eventuell den Einsatz eines Computers.

Aufgabe 6.11. (6 Punkte)

Bestimme für die Abbildung

A1
K −→ A2

K , t 7−→ (t2 + t3, 2t2 − t4) ,
eine algebraische Gleichung der Bildkurve.

Aufgabe 6.12. (5 Punkte)

Wir betrachten die beiden Abbildungen

(s, t) 7−→ (s2, t2, st) = (x, y, z) und (s, t) 7−→ (s, st2, st) = (x, y, z) .

Zeige, dass das Bild der beiden Abbildungen die gleiche algebraische Glei-
chung F erfüllt. Untersuche die Abbildungen auf Injektivität und Surjekti-
vität (als Abbildung nach V (F )). Welche Abbildung liefert eine

”
bessere“

Beschreibung von V (F )?
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Aufgabe 6.13. (4 Punkte)

SeiK ein Körper und F ∈ K[X, Y ] ein irreduzibles Polynom. Die Nullstellen-
menge V (F ) sei unendlich. Dann ist V (F ) eine irreduzible affin-algebraische
Menge.

Man gebe auch ein Beispiel, dass diese Aussage in drei Variablen falsch ist.

7. Vorlesung - Kegelschnitte

Kegelschnitte und Quadriken

Der Standardkegel im dreidimensionalen affinen Raum ist gegeben durch die
homogene Gleichung

Z2 = X2 + Y 2

Das kann man sich so vorstellen, dass z den Radius eines Kreises vorgibt,
der in der zur x− y-Ebene parallelen Ebene durch den Punkt (0, 0, z) liegt.
Jeden Schnitt dieses Kegels mit einer affinen Ebenen E nennt man einen
Kegelschnitt.

Definition 7.1. Ein Kegelschnitt C ist der Durchschnitt des Standardkegels
V (Z2 −X2 − Y 2) mit einer affinen Ebene V (aX + bY + cZ + d) (nicht alle
a, b, c = 0), also

C = V (Z2 −X2 − Y 2) ∩ V (aX + bY + cZ + d) .

Die Theorie der Kegelschnitte ist ein klassisches Thema, über das schon Apol-
lonios von Perge eine Arbeit geschrieben hat. Da die Ebene durch eine Glei-
chung aX + bY + cZ + d = 0 gegeben wird, kann man nach einer Variablen
linear auflösen und erhält eine neue Gleichung in zwei Variablen für den
Kegelschnitt. Dies ist eine affin-lineare Variablensubstitution, daher hat die
neue Gleichung ebenfalls den Grad zwei.

Wie betrachten daher generell affine Quadriken in zwei Variablen.
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Definition 7.2. Ein Polynom der Form

F = αX2 + βXY + γY 2 + δX + ǫY + η mit α, β, γ, δ, ǫ, η ∈ K ,

wobei mindestens einer der Koeffizienten α, β, γ ungleich null ist, heißt eine
quadratische Form in zwei Variablen (über K) oder eine Quadrik in zwei
Variablen. Das zugehörige Nullstellengebilde

V (F ) ⊆ A2
K

nennt man ebenfalls Quadrik.

Wir interessieren uns dafür, wie viele verschiedene Typen von Quadriken es
gibt. Die Antwort hängt vom Grundkörper ab. Darüber hinaus muss man
festlegen, welchen Äquivalenzbegriff man jeweils verwenden möchte. Zu zwei
Quadriken

F,G ∈ K[X, Y ]

sind die folgenden Äquivalenzbegriffe untersuchenswert.

•F und G sind als Polynome affin äquivalent, d.h. es gibt eine (bijektive)
affin-lineare Variablentransformation

ϕ : K[X, Y ] −→ K[X, Y ], X 7−→ rX + sY + t, Y 7−→ r̃X + s̃Y + t̃ ,

derart, dass G = ϕ(F ) ist.

•Die Hauptideale (F ) und (G) sind affin äquivalent, d.h. es gibt eine (bi-
jektive) affin-lineare Variablentransformation ϕ derart, dass (G) = ϕ((F ))
ist.

•Die Restklassenringe

K[X, Y ]/(F ) und K[X, Y ]/(G)

sind als K-Algebren isomorph.

•Die Nullstellenmengen V (F ) und V (G) sind affin-linear äquivalent.

Der erste Äquivalenzbegriff ist stärker als der zweite, und der zweite ist
stärker als die beiden letzten. Ein wesentlicher Unterschied zwischen (1) und
(2) ist, dass man bei (2) immer mit einer Einheit multiplizieren darf (das
ändert auch nicht das Nullstellengebilde). Über einem Körper, der nicht al-
gebraisch abgeschlossen ist, kann die Äquivalenz in (4) sehr grob sein, da alle
F mit leerem Nullstellengebilde im Sinne von (4) äquivalent sind.

Bei K = R und K = C interessiert man sich auch dafür, ob topologische
Eigenschaften der zugehörigen Nullstellengebilde übereinstimmen. Wir wer-
den hier für zwei Quadriken F und G die verschiedenen Äquivalenzbegriffe
parallel betrachten, aber vor allem an (2) interessiert sein.

Lemma 7.3. Sei K ein Körper der Charakteristik 6= 2. Es sei

F = αX2 + βXY + γY 2 + δX + ǫY + η
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eine Quadrik. Dann gibt es eine Variablentransformation der affinen Ebene
derart, dass das transformierte Polynom in den neuen Variablen die Form

G = γY 2 +H(X) mit H(X) = aX2 + bX + c

hat. Über einem algebraisch abgeschlossenen Körper kann man (durch eine
Variablentransformation) γ = 1 erreichen. Wenn man sich für das erzeugte
Ideal bzw. das Nullstellengebilde interessiert, so kann man (durch Division)
ebenfalls γ = 1 erreichen.

Beweis. Zunächst reduzieren wir auf den Fall, wo γ 6= 0 ist. Bei γ = 0 und
α 6= 0 kann man X und Y vertauschen. Bei α = γ = 0 muss β 6= 0 sein.
Dann kann man durch X 7→ X + Y, Y 7→ Y erreichen, dass der Koeffizient
von Y 2 nicht null ist. Sei also im Folgenden γ 6= 0.

Wir schreiben die Gleichung als

γY 2 + (βX + ǫ)Y + H̃(X) ,

wobei H̃ ein Polynom in X vom Grad ≤ 2 ist. Durch quadratisches Ergänzen
kann man das schreiben als

γ

(

Y +
βX + ǫ

2γ

)2

+ H̃(X)− (βX + ǫ)2

4γ
.

In den neuen Variablen Y + (βX + ǫ)/2γ und X schreibt sich die Gleichung
als

G = γY 2 +H(X) mit H(X) = aX2 + bX + c .

Bei K algebraisch abgeschlossen besitzt γ eine Quadratwurzel, so dass man
durch Y 7→ Y/

√
γ den Koeffizient zu 1 machen kann. Der andere Zusatz ist

klar. �

Klassifikation von reellen und komplexen Quadriken

Beispiel 7.4. Sei K = R. Wir wollen die reellen Quadriken klassifizie-
ren, und zwar hauptsächlich hinsichtlich der affin-linearen Äquivalenz für
die erzeugten Hauptideale. D.h. wir dürfen affine Variablentransformationen
durchführen und teilen. Aufgrund von Lemma 7.3 kann man annehmen, dass
die beschreibende Gleichung die Form

Y 2 = aX2 + bX + c

hat. Bei a = b = 0 kann man durch eine Transformation Y 7→ √cY (bei
c > 0) bzw. Y 7→ √−cY (bei c < 0) und anschließende Division durch ±c
erreichen, dass die rechte Seite gleich 1, −1 oder 0 ist.

Bei a = 0 und b 6= 0 kann man bX + c als neue Variable nehmen, und erhält
die Gleichung Y 2 = X.

Sei nun a 6= 0. Dann kann man durch eine Transformation X 7→ X/
√
a bzw.

X 7→ X/
√−a erreichen, dass a = ±1 ist. Durch quadratisches Ergänzen
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kann man b zu 0 machen. Bei c = 0 kann man auf Y 2 = ±X2 transformieren.
Sei also c 6= 0. Dann kann man durch eine simultane Transformation X 7→
uX, Y 7→ uY (u =

√±c) und anschließende Division erreichen, dass c = ±1
ist. Wir haben also noch die Möglichkeiten Y 2 = ±X2 ± 1 zu betrachten,
wobei Y 2 −X2 = ±1 zueinander äquivalent sind.

Wir wissen also, dass jede reelle Quadrik auf eine der folgenden neun Formen
gebracht werden kann.

• Y 2 = 0 Das ist eine verdoppelte Gerade.

• Y 2 = 1 Das bedeutet Y = ±1, das sind also zwei parallele Geraden.

• Y 2 = −1 Das ist leer.

• Y 2 = X Das ist eine Parabel.

• Y 2 = X2 Das bedeutet (Y −X)(Y +X) = 0, es handelt sich also um
zwei sich kreuzende Geraden.

• Y 2 = −X2 Die einzige Lösung ist der Punkt (0, 0).

• Y 2 = X2 + 1 Das bedeutet (Y − X)(Y + X) = 1, das ist also eine
Hyperbel.

• Y 2 = −X2 + 1 Das ist ein Einheitskreis.

• Y 2 = −X2 − 1 Das ist wieder leer.

Sind diese neun Typen alle untereinander verschieden? Das hängt davon ab,
welchen Äquivalenz-Begriff man zugrunde legt. Die Typen III und IX sind
beide leer, haben also identisches Nullstellengebilde. Andererseits sind die
zugehörigen Restklassenringe

R[X, Y ]/(Y 2 + 1) und R[X, Y ]/(X2 + Y 2 + 1)

nicht isomorph, und über den komplexen Zahlen sind die Nullstellengebilde
nicht gleich. Deshalb werden sie auch hier als verschieden betrachtet. Anson-
sten sind diese Nullstellengebilde meistens schon aus topologischen Gründen
verschieden (z.B. ist der Einheitkreis kompakt, die Hyperbel ist nicht kom-
pakt und hat zwei Zusammenhangskomponenten, die Parabel ist nicht kom-
pakt mit einer Zusammenhangskomponenten, etc.). Allerdings ist die ver-
doppelte Gerade und die Parabel reell-topologisch gleich, und die Hyperbel
und die parallelen Geraden ebenfalls. Hier sind aber jeweils die Restklas-
senringe und im zweiten Fall auch die komplexen Versionen verschieden. Z.
B. ist K[X, Y ]/(Y 2) nicht reduziert, aber K[X, Y ]/(Y 2 − X) ∼= K[Y ] ist
ein Integritätsbereich. Die komplexe Hyperbel ist zusammenhängend, da sie
isomorph zu C× = C \ {0} ist, also zur punktierten komplexen Geraden
A1

C \ {0}.

Die folgenden Bilder zeigen die Drehung und die Verschiebung einer Quadrik.
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Beispiel 7.5. Sei K = C. Wir wollen die komplexen Quadriken klassifizie-
ren. Aufgrund von Lemma 7.3 kann man annehmen, dass die beschreibende
Gleichung die Form

Y 2 = aX2 + bX + c

hat. Bei a = b = 0 kann man durch eine Transformation Y 7→ √cY und
anschließende Division durch ±c erreichen, dass die rechte Seite 1 oder 0 ist.

Bei a = 0 und b 6= 0 kann man bX + c als neue Variable nehmen, und erhält
die Gleichung Y 2 = X.

Sei nun a 6= 0. Dann kann man durch die Transformation X 7→ X/
√
a

erreichen, dass a = 1 ist. Durch quadratisches Ergänzen kann man b zu
null machen. Schließlich kann man durch simultane Transformation X 7→
uX, Y 7→ uY und anschließende Division erreichen, dass c = 1 ist.

Wir wissen also, dass jede komplexe Quadrik auf eine der folgenden fünf
Formen gebracht werden kann:

• Y 2 = 0 Das ist eine verdoppelte Gerade.

• Y 2 = 1 Das bedeutet Y = ±1, das sind also zwei parallele komplexe
Geraden.

• Y 2 = X Das ist eine komplexe Parabel.

• Y 2 = X2 Das bedeutet (Y −X)(Y +X) = 0, es handelt sich also um
zwei komplexe Geraden, die sich in einem Punkt kreuzen.

• Y 2 = X2 + 1 Das bedeutet (Y − X)(Y + X) = 1, das ist also eine
komplexe Hyperbel.

Typ I und Typ III sind dabei komplex-topologisch betrachtet eine komple-
xe affine Gerade, also eine reelle Ebene und damit topologisch gleich (von
komplexer Ebene zu sprechen ist im Kontext der algebraischen Geometrie
gefährlich, es kann C und C2 gemeint sein). Die Restklassenringe sind aber
verschieden, weshalb sie hier als verschieden aufgelistet werden. Ansonsten
sind alle Typen komplex-topologisch untereinander verschieden. Neben der
reellen Ebene gibt es die punktiere komplexe affine Gerade (die Hyperbel,
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die topologisch eine punktierte reelle Ebene ist), zwei disjunkte Geraden und
zwei sich (in einem Punkt) schneidende Geraden.

Die im letzten Beispiel vorgestellte Klassifikation von komplexen Quadriken
gilt über jedem algebraisch abgeschlossenen Körper mit Charakteristik 6= 2.

Parametrisierung von Quadriken

In der elementaren Zahlentheorie lernt man, wie sich alle pythagoreischen
Tripel systematisch erfassen lassen. Der Grund dafür ist, dass es eine Para-
metrisierung für den Einheitskreis mit rationalen Funktionen gibt. Wir zeigen
jetzt, dass sich jede irreduzible Quadrik rational parametrisieren lässt.

Satz 7.6. Sei C = V (F ) eine Quadrik in zwei Variablen, also

F = αX2 + βXY + γY 2 + δX + ǫY + η

(mit α, β, γ nicht alle null). Es sei vorausgesetzt, dass es mindestens einen
Punkt auf der Quadrik gibt. Dann gibt es Polynome P1, P2, Q ∈ K[T ], Q 6= 0,
derart, dass das Bild der rationalen Abbildung

A1
K ⊇ D(Q) −→ A2

K mit t 7−→
(

P1(t)

Q(t)
,
P2(t)

Q(t)

)

in C liegt. Besitzt C zumindest zwei Punkte, so ist die Abbildung nicht kon-
stant und bis auf endlich viele Ausnahmen injektiv. Ist C zusätzlich irreduzi-
bel, so ist die Abbildung bis auf endlich viele Ausnahmen surjektiv. Insbeson-
dere ist eine irreduzible Quadrik mit mindestens zwei Punkten eine rationale
Kurve.

Beweis. Wir können durch eine Variablentransformation erreichen, dass α 6=
0, und dann können wir durch α teilen, und annehmen, dass α = 1 ist. Wir
können durch verschieben annehmen, dass der Nullpunkt 0 = (0, 0) auf der
Kurve liegt. Dann ist η = 0. Wenn zwei sich kreuzende Geraden vorliegen,
so können wir durch verschieben annehmen, dass der Nullpunkt nicht der
Kreuzungspunkt ist (aber auf einer der Geraden liegt).

Die Idee ist, zu einem Punkt H = (t, 1) die Gerade durch 0 und H zu be-
trachten und den Schnitt dieser Geraden mit C zu betrachten. Dieser Schnitt
besteht aus maximal zwei Punkten (es sei denn, der Schnitt ist die volle Ge-
rade), und da 0 einer der Punkte ist, ist der andere Punkt, den es geben
muss, eindeutig bestimmt.

Sei also H = (t, 1) gegeben. Die Gerade durch H und durch 0 besteht aus
allen Punkten (at, a), a ∈ K. Die Schnittpunkte mit C erhält man also,
wenn man (x, y) = (at, a) in F einsetzt und nach den Lösungen in a sucht.
Einsetzen ergibt die Bedingung

F (at, a) = (at)2 + β(ata) + γa2 + δat+ ǫa.
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Die Lösung a = 0 entspricht dem Nullpunkt, die wir schon kennen, die zweite
Lösung ist

a2 =
−δt− ǫ

t2 + βt+ γ
.

Dieser Ausdruck ist wohldefiniert, wenn Q(t) = t2 + βt + γ 6= 0 ist (was
maximal zwei Werte für t ausschließt).

Zu a2 gehört auf C der Punkt

a2(t, 1) = (a2t, a2) =

(

t
−δt− ǫ

t2 + βt+ γ
,
−δt− ǫ

t2 + βt+ γ

)

,

so dass

P1 = −t(δt+ ǫ) und P2 = −δt− ǫ
zu setzen ist.

Dies Abbildung ist auf der durch D(Q) gegebenen Zariski-offenen Menge
wohldefiniert (und diese Menge ist nicht leer, sobald der Körper mindestens
drei Elemente besitzt).

Von nun an sei vorausgesetzt, dass C mindestens zwei Punkte besitzt. Bei
δ = ǫ = 0 hat F die Gestalt F = X2 + βXY + γY 2. Da wir vorausge-
setzt haben, dass es mindestens zwei Punkte auf C gibt, folgt, dass F das
Produkt von zwei homogenen Linearformen ist. Wenn F das Quadrat einer
Linearform ist, so liegt geometrisch einfach eine

”
verdoppelte Gerade“ vor,

die sich direkt (bijektiv) parametrisieren lässt. Andernfalls ist F das Produkt
von zwei verschiedenen homogenen Linearformen und die zugehörigen Gera-
den verlaufen beide durch den Nullpunkt, was wir ausgeschlossen haben. In
diesem Fall kann also nicht sowohl δ als auch ǫ gleich 0 sein.

Wir haben also nur noch die Situation zu betrachten, wo δt + ǫ nicht das
Nullpolynom ist. Daraus folgt, dass die Abbildung auf ihrem Definitionsbe-
reich bis auf endlich viele Ausnahmen injektiv ist, da sich bei δt + ǫ 6= 0
wegen

t =
P1

Q
· Q
P2

aus dem Bild das Urbild t rekonstruieren lässt.

Um zu zeigen, dass die Abbildung surjektiv bis auf endlich viele Ausnahmen
ist, brauchen wir die Voraussetzung, dass C irreduzibel ist. Dies bedeutet
insbesondere, dass C nicht die Vereinigung von zwei Geraden ist. Sei P ∈ C,
und die y-Koordinate von P sei nicht null (es gibt maximal zwei Punkte mit
y-Koordinate null). Dann hat die Gerade durch P und 0 einen Schnittpunkt
H = (t, 1) mit der Parametrisierungsgeraden V (Y − 1). Bis auf endlich viele
Werte von t ist die Abbildung in diesem Punkt H definiert und P ist dann
der Bildpunkt der Abbildung. Wegen der Irreduzibilität liegen auf den Aus-
nahmegeraden nur endlich viele Punkte von C, daher werden fast alle Punkte
erreicht. �
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Johannes Kepler (1571-1630)

Die (singularitätenfreien) Kegelschnitte sind auch die Bewegungsbahnen von
Himmelskörpern. Die möglichen Himmelsbahnen wurden erstmals von Jo-
hannes Kepler beschrieben. Das zugrunde liegende Gesetz ist, dass die Be-
schleunigung zu jedem Zeitpunkt proportional zur Gravitationskraft zwi-
schen dem zentralen Massenpunkt (dem Stern, der Sonne) und dem bewegten
Massenpunkt (dem Planeten, dem Kometen) ist. Die Anziehungskraft selbst
hängt von den beiden Massen und dem Quadrat ihrer Entfernung ab. Es
gibt

”
gebundene“ (Ellipsen) und

”
ungebundene“ Bahnen (Parabel, Hyper-

bel). Kreis und Ellipse können durch eine lineare Variablentransformation
ineinander überführt werden. Man beachte, dass die rationalen Parametri-
sierungen nicht die

”
physikalischen Parametrisierungen“ sind. Letztere be-

schreiben wirklich den Bewegungsablauf, d.h. der Parameter ist dort die Zeit
und die Ableitung an einem Zeitpunkt ist die Momentangeschwindigkeit. Die
rationalen Parametrisierungen beschreiben

”
nur“ die Bahn. Der Kreis wird

bekanntlich durch

(x, y) = (cos t, sin t)

gleichmäßig (mit konstantem Geschwindigkeitsbetrag) durchlaufen.
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Bemerkung 7.7. Die Parametrisierung einer Quadrik hängt nicht vom
Grundkörper ab, denn die Terme, die die Abbildung definieren, sind immer
dieselben. Allerdings kann über einem endlichen Körper der Definitionsbe-
reich einer rationalen Abbildung leer sein. Wenn man aber zu einem größeren
endlichen Körper Fq übergeht, so hat die Abbildung stets einen nichtleeren
Definitionsbereich.

Geometrisch gesprochen rühren die Definitionslücken der Parametrisierung
daher, dass die konstruierten Geraden außer dem Nullpunkt keinen weiteren
Schnittpunkt mit der Quadrik besitzen, oder aber die volle Gerade auf der
Quadrik liegt (was nur im reduziblen Fall oder bei einer verdoppelten Gera-
den sein kann). Die Ausnahmemenge der Punkte der Quadrik, die nicht im
Bild der Abbildung liegen, sind die Punkte auf der x-Achse (insbesondere der
Nullpunkt), und, im reduziblen Fall, die Punkte auf der Geraden, die ganz
auf der Quadrik liegt und durch den Nullpunkt geht.

7. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 7.1. Transformiere die Quadrik

2x2 + xy − 3y2 + 5x− y + 3

auf eine reelle Standardgestalt.

Aufgabe 7.2. Parametrisiere die durch

F = 2x2 − xy + 3y2 + x− 5y

definierte Quadrik mit Hilfe des Nullpunktes und der Geraden V (y − 1).

Aufgabe 7.3.* ( Punkte)

Betrachte die beiden Kreise

X2 + Y 2 = 1 und 4X2 + 3Y 2 = 9 .

Zeige, dass die beiden Kreise über R affin-linear äquivalent sind, aber nicht
über Q.

Tipp: Eine Argumentationsmöglichkeit ergibt sich aus Satz 68.2 (Mathematik
(Osnabrück 2009-2011)).
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Aufgabe 7.4.*

Sei F = (0, 0) der Nullpunkt in der reellen Ebene und G = V (X − 1). Es sei
e > 0 eine reelle Zahl. Bestimme eine algebraische Gleichung für die Menge
der Punkte P = (x, y) mit der Eigenschaft, dass der Abstand d(P, F ) pro-
portional mit Proportionalitätsfaktor

√
e zum (senkrechten) Abstand d(P,G)

ist.

Zeigen Sie, indem Sie die Gleichung geeignet transformieren, dass bei e < 1
eine Ellipse, bei e = 1 eine Parabel und bei e > 1 eine Hyperbel vorliegt.

Aufgabe 7.5. Sei K ein unendlicher Körper und sei F ∈ K[X1, . . . , Xn] ein
von null verschiedenes Polynom. Zeige, dass dann die Nullstellenmenge V (F )
nicht der gesamte affine Raum An

K ist.

(Aus dieser Aufgabe folgt auch Aufgabe 3.12).

Aufgabe 7.6. Bestimme für das Bild der Abbildung

A1
K \ {−1, 0, 1} −→ A2

K , t 7−→
(

t

t2 − 1
,
1

t

)

eine nichttriviale algebraische Gleichung.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 7.7. (9 Punkte)

Betrachte die Abbildung

A2
K −→ A2

K , (u, v) 7−→ (u2 + uv, v − u2) = (x, y) .

Bestimme zu den drei folgenden Scharen aus parallelen Geraden die Bildkur-
ven der Geraden unter dieser Abbildung (man gebe sowohl eine Parametri-
sierung als auch eine Kurvengleichung).

(1) Die zur u-Achse parallelen Geraden,
(2) die zur v-Achse parallelen Geraden,
(3) die zur Antidiagonalen parallelen Geraden.

Bestimme zu jeder Schar, ob sich die Bildkurven überschneiden.

Aufgabe 7.8. (6 Punkte)

Finde für die verschiedenen reellen Quadriken eine Realisierung als Kegel-
schnitt, also als Schnitt einer Ebene mit dem Kegel V (x2 + y2 − z2), oder
beweise, dass es eine solche Realisierung nicht gibt.
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Aufgabe 7.9. (6 Punkte)

Wir betrachten die beiden Restklassenringe

R = R[X, Y ]/(X2 + Y 2 − 1) und S = R[X, Y ]/(XY − 1) .

Zeige: S ist ein Hauptidealbereich, R hingegen nicht.

(Das sind die Ringe, die zum reellen Kreis und zur reellen Hyperbel gehören.)
Tipp: Man betrachte für R das Ideal (X − 1, Y ).

Aufgabe 7.10. (4 Punkte)

Parametrisiere die durch

F = x2 + 2xy − y2 + x− 3y + 4

definierte Quadrik C = V (F ) mit Hilfe des Punktes (1, 2) ∈ C und der
y-Achse. Führe keine Variablentransformation durch.

Aufgabe 7.11. (3 Punkte)

Betrachte die durch
C = V (Xd+1 − Y d)

definierte algebraische Kurve C (d ≥ 1). Zeige, dass man mit dem Nullpunkt
und der Geraden V (X − 1) eine Parametrisierung von C erhält mit der im
Beweis zu Satz 7.6 beschriebenen Methode.

Aufgabe 7.12. (6 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und sei F ∈ K[X, Y ] ein irre-
duzibles Polynom. Zeige, dass die Kurve V (F ) genau dann rational ist, wenn
es einen injektiven K-Algebra-Homomorphismus

Q(K[X, Y ]/(F )) −→ K(T )

gibt.

(Hier steht links der Quotientenkörper und rechts der rationale Funktio-
nenkörper.)
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8. Vorlesung - Mechanische Kurven

Mechanisch definierte algebraische Kurven

Es sei S eine feste Stange (man denke an ein mechanisches Maschinenteil) mit
zwei fixierten Punkten P1, P2 ∈ S (man denke an Gelenke). Diese Stange kann
sich in der Ebene (dem R2) bewegen, wobei die beiden Punkte sich jeweils
in zwei bestimmten Bahnen B1 und B2 (man denke an Schienen) befinden
müssen. Die Bahnen können dabei recht einfach gegeben sein, etwa durch
Geraden oder durch Kreise. Bei einer Dampfmaschine hat man ein drehbares
Rad und eine gerade Schiene, die durch eine Stange gekoppelt sind. Wie
beschreibt man den zugehörigen Bewegungsprozess? Was sind die erlaubten
Konfigurationen des Systems? Wenn man einen Punkt P der Stange fixiert,
wie sieht die Bewegungsbahn (oder Trajektorie) dieses Punktes aus?

Für die Extremfälle P = P1 und P = P2 sind die Bewegungsbahnen Teilmen-
gen (in der Regel echte) von B1 und B2. Für Punkte dazwischen erwartet
man eine stetige Deformation der einen Bahn in die andere.

Situation 8.1. Seien B1 und B2 zwei ebene algebraische Kurven, die durch
die Gleichungen F1 = 0 und F2 = 0 beschrieben werden, F1, F2 ∈ K[X, Y ].
Sei S eine

”
bewegliche Gerade“ (eine Stange) mit zwei Punkten P1, P2 ∈ S,

P1 6= P2, die voneinander den Abstand d haben. Das mechanische System,
das durch alle Lagen von S in der Ebene gegeben ist, bei denen gleichzeitig
P1 ∈ B1 und P2 ∈ B2 ist, wird folgendermaßen beschrieben.

Eine Lage der Stange in der Ebene ist eindeutig bestimmt, wenn für die
beiden Punkte die Lage festgelegt ist (dies berücksichtigt noch nicht die Ab-
standsbedingung), also durch vier Variablen (P1, P2) = (x1, y1, x2, y2). Eine
erlaubte Konfiguration muss dann die folgenden drei algebraischen Bedin-
gungen erfüllen.
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(1) F1(x1, y1) = 0
(2) F2(x2, y2) = 0
(3) (y2 − y1)2 + (x2 − x1)2 = d2 (Abstandsbedingung)

Es handelt sich also um drei algebraische Gleichungen in vier Variablen, als
Lösungsmenge erwartet man also eine Kurve im A4

K . Ein Punkt P ∈ S wird
durch den Abstand zu P1 bzw. P2 beschrieben. Da sich diese Punkte im me-
chanischen System bewegen, setzen wir die Koordinaten für den mitbewegten
Punkt P an als

P = P1 + u(P2 − P1)

(der Abstand von P zu P1 ist also ||u(P2 − P1)|| = |ud|) und schreiben seine
Koordinaten als

(x, y) = (x1, y1) + u(x2 − x1, y2 − y1) = (ux2 + (1− u)x1, uy2 + (1− u)y1)
Man kann dann das gesamte mechanische System (durch eine lineare Trans-
formation) in den vier Variablen x1, y1, x, y ausdrücken, indem man bei
(u 6= 0)

x2 =
x− (1− u)x1

u
und y2 =

y − (1− u)y1
u

in den Gleichungen ersetzt. In den neuen Variablen erhält man die drei Glei-
chungen

(1) F1(x1, y1) = 0

(2) F2

(

x−(1−u)x1
u

, y−(1−u)y1
u

)

= 0

(3) (y − y1)2 + (x− x1)2 = u2d2

Die zu P gehörende Trajektorie kann man grundsätzlich dadurch erhalten,
dass man aus diesem Gleichungssystem die Variablen x1 und x2 ”

eliminiert“,
was eine algebraische Gleichung für x und y ergibt. Dies ist allerdings leichter
gesagt als getan, häufig ist es sinnvoller, durch geschickte Manipulationen das
Gleichungssystem zu vereinfachen.

Bemerkung 8.2. Manchmal interessiert man sich auch für die Situation, wo
sich mit der Stange eine ganze Ebene mitbewegt, und für die Trajektorien
von solchen Punkten. Dies ist etwa der Fall, wenn auf der Stange weitere Ma-
schinenteile montiert sind. In diesem Fall kann man jeden Punkt der Ebene
bzgl. P1 und P2 ansetzen als

(x, y) = (x1, y1) + u(x2 − x1, y2 − y1) + v(y2 − y1,−x2 + x1) .

Es wird also der Punkt P1 als Ursprung der bewegten Ebene, die Verbin-
dungsgerade zu P2 als erste Koordinatenachse und die dazu senkrechte Achse
als zweite Koordinatenachse genommen.

Das gesamte mechanische (Stangen-)System wird also durch vier Variablen
mit drei Gleichungen beschrieben. Die sichtbare Wirkungsweise, nämlich der
Bewegungsablauf eines fixierten Punktes P auf S, liefert aber eine Trajektorie
in der affinen Ebene.
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Wir betrachten einige Beispiele.

Zwei Geraden als Bahnen

Beispiel 8.3. Seien L1 und L2 zwei Geraden in der reellen Ebene R2 und
sei S eine bewegliche Gerade (eine Stange) mit zwei Punkten P1, P2, die
voneinander den Abstand d haben. Erlaubte Konfigurationen des Systems
sind diejenigen Lagen von S, für die gleichzeitig P1 ∈ L1 und P2 ∈ L2

gelten. Die Geraden seien durch L1 = {(x, y)| a1x + b1y = c1} und L2 =
{(x, y)| a2x+ b2y = c2} festgelegt.
Die erlaubten Konfigurationen werden dann gemäß der Situationsbeschrei-
bung durch die drei Bedingungen festgelegt:

(1) a1x1 + b1y1 = c1
(2) a2x2 + b2y2 = c2
(3) (x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 = d2

Die Lösungsmenge der beiden linearen Gleichungen sind (einzeln betrach-
tet) dreidimensionale Unterräume. Die Lösungsmenge der dritten Gleichung
kann man auffassen als das Produkt eines Kreises (in den Variablen x2 − x1
und y2 − y1) mit einer affinen Ebene. Das ist eine Art von Zylinder, wobei
allerdings die Fasern zweidimensional sind. Wie kann man die gemeinsame
Nullstellenmenge beschreiben, und wie sieht die Trajektorie des mechani-
schen Systems aus, die ein Punkt P ∈ S erzeugt?

Durch eine Variablentransformation kann man annehmen, dass die erste Ge-
rade die x-Achse ist, also durch die Gleichung y = 0 definiert ist, und die
andere durch ax + by = c. Das liefert für das System die Bedingung y1 = 0,
und das bedeutet, dass man die Variable y1 eliminieren kann. Man gelangt
dann zu einem System mit den drei Variablen x1, x2, y2 und den zwei Bedin-
gungen

(1) (x2 − x1)2 + y22 = d2

(2) ax2 + by2 = c

Parallele Geraden

Wenn die zweite Gerade parallel zur ersten ist, so ist a = 0 und man kann
die zweite Gleichung nach y2 auflösen und erhält y2 = c

b
= e (b 6= 0, sonst

liegt keine Gerade vor). Die Zahl e ist der Abstand der parallelen Geraden.
Man kann nun auch y2 eliminieren, und übrig bleibt die einzige Gleichung
(x2 − x1)2 + e2 = d2, also

(x2 − x1)2 = d2 − e2 = (d− e)(d+ e) .
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Bei e > d gibt es hierfür keine Lösung (der konstante Abstand der parallelen
Geraden ist größer als der Koppelungsabstand auf der Stange).

Bei e = d ergibt sich die Bedingung x1 = x2. Dies entspricht der Situation, wo
der Parallelabstand der Geraden genau gleich dem Koppelungsabstand ist.
Dann sind die einzigen erlaubten Konfigurationen diejenigen, wo die Stange
senkrecht zu den beiden Geraden ist. Die Lösungsmenge ist also eine Gera-
de. Für jeden Punkt auf der Stange ist die Trajektorie einfach eine weitere
parallele Gerade.

Sei nun e < d. Dann ist

x2 − x1 = ±
√

(d− e)(d+ e) .

Die Lösungsmenge besteht aus zwei disjunkten Geraden. Dies entspricht den
beiden unterschiedlichen Einhängungen, die nicht ineinander überführt wer-
den können. Das mechanische System besteht also aus zwei Zusammenhangs-
komponenten. Für einen Punkt auf der Stange ergibt sich aber bei beiden
Einhängungen die gleiche Trajektorie, nämlich eine parallele Gerade, die in
gewissem Sinne doppelt durchlaufen wird. Hier besteht also die Lösungsmen-
ge des vollen mechanischen Systems aus zwei (parallelen) affinen Geraden im
vierdimensionalen affinen Raum, deren Trajektorien zu einem fixierten Punkt
aber nur eine Gerade ist.

Nicht parallele Geraden

Wir betrachten nun den Fall, wo die beiden Geraden nicht parallel sind.
Dann treffen sie sich und die Lösungsmenge kann nicht leer sein. Wir können
durch eine weitere lineare Transformation annehmen, dass der Schnittpunkt
gleich dem Nullpunkt (0, 0) ist. Die zweite Gleichung wird dann durch x2 =
ey2 beschrieben. Damit kann man x2 eliminieren und erhält in den beiden
Variablen x1, y2 die einzige Gleichung

(ey2 − x1)2 + y22 = d2 .

Der Konfigurationsraum des mechanischen Systems spielt sich also in einer
(durch y1 = 0 und x2 = ey2 definierten) Ebene ab und wird durch eine
Quadrik beschrieben. Betrachtet man ey2 − x1 als eine neue Variable, so
sieht man, dass es sich um eine Ellipse (in den Koordinaten x1, y2; in den
Koordinaten ey2 − x1, y2 ist es ein Kreis) handelt.
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Wie sehen die Trajektorien aus? Sei P derjenige Punkt auf der Stange, der
durch P1 + t(P2 − P1) gegeben ist. Nach der Situationsbeschreibung hat der
Punkt P die Koordinaten

((1− t)x1 + tey2, ty2) ,

wobei (ey2−x1)2+y22 = d2 sein muss. In den Extremfällen t = 0 und t = 1 er-
geben sich (x1, 0) (x1 beliebig) bzw. (ey2, y2) (y2 beliebig) als Lösungsmenge.
Hierbei muss nach wie vor (ey2 − x1)2 + y22 = d2 erfüllt sein, d.h. es muss zu
gegebenem x1 (bzw. y2) eine Lösung der Gleichung in der anderen Variablen
geben. Die gibt es, wenn x1 (bzw. y2) hinreichend klein ist. Insgesamt erge-
ben sich also gewisse Strecken auf den Ausgangsgeraden. Die Punkte P1 und
P2 müssen ja auf ihren Bahnen bleiben, und können sich von der anderen
Geraden nicht beliebig weit entfernen.

Sei also t 6= 0, 1. Aus dem Ansatz

(x, y) = ((1− t)x1 + tey2, ty2)

folgt y2 =
y
t
und x1 =

x−tey2
1−t

= x−ey
1−t

(das Urbild ist also eindeutig festgelegt).
Die Gleichung wird dann zu

(

ey

t
− x− ey

1− t

)2

+
y2

t2
= d2 ,

was wieder die Gleichung einer Ellipse ist.

Gerade und Kreis als Bahnen

Wir betrachten nun den Fall, wo die eine Bahn eine Gerade und die zweite
Bahn ein Kreis ist. Dies ist die Situation bei einer Dampfmaschine (insbe-
sondere, wenn die Gerade durch den Kreismittelpunkt verläuft).

Wir können ohne Einschränkung annehmen, dass die Gerade durch y = 0
gegeben ist. Die Koordinaten des Punktes auf der Geraden sind dann

P1 = (x1, y1) = (x1, 0) .



74

Für den Kreis kann man annehmen, dass er den Mittelpunkt (0, b) und den
Radius r besitzt. Der Kreisbahnpunkt P2 = (x2, y2) erfüllt dann die Bedin-
gung x22 + (y2 − b)2 = r2. Das gesamte mechanische System wird also durch
die zwei Bedingungen

(1) x22 + (y2 − b)2 = r2

(2) (x2 − x1)2 + y22 = d2

beschrieben, wobei d wieder der Koppelungsabstand sei. Betrachtet man die-
se zwei Gleichungen in den Koordinaten x2, y2 und x2−x1, so sieht man, dass
es sich um den Schnitt von zwei Zylindern handelt wie in Beispiel 4.6. Die
erlaubten Stangenkonfigurationen des mechanischen Systems lassen sich also
in drei geeigneten Koordinaten als der Durchschnitt von zwei Zylindern deu-
ten. Dabei müssen allerdings weder die Radien übereinstimmen noch müssen
die Innenachsen der Zylinder sich treffen. Ein solcher Durchschnitt und die
zugehörigen Trajektorien können schon relativ kompliziert sein.

In den folgenden Beispielen brauchen wir ein Lemma, das eine einfache Eli-
minationssituation beschreibt.

Lemma 8.4. Sei R ein Integritätsbereich und seien

F1 = a1X
2 + b1X + c1 und F2 = a2X

2 + b2X + c2

zwei quadratische Polynome in einer Variablen über R mit a1 6= 0 und (a1, b1)
und (a2, b2) linear unabhängig. Dann gehört zum Ideal (F1, F2) ∩ R das Ele-
ment

(a2c1 − a1c2)2 − b1(−a2c1b2 − c2a2b1 + a1b2c2) + c1(a1b
2
2 − 2a2b1b2) .

Beweis. Wir haben zunächst

a2F1 − a1F2 = (a2b1 − a1b2)X + a2c1 − a1c2 .
Daraus ergibt sich der Ausdruck (dieses Argument ist nicht ganz richtig, es
lässt sich aber auch rigoroser durchführen)

X = −a2c1 − a1c2
a2b1 − a1b2

.

Wir setzen das in F1 ein und multiplizieren mit dem Quadrat des Nenners
und erhalten

a1(a2c1 − a1c2)2 − b1(a2c1 − a1c2)(a2b1 − a1b2) + c1(a2b1 − a1b2)2 .
Hier kommt im zweiten Summand −b1a2c1a2b1 und im dritten Summand
c1a

2
2b

2
1 vor; diese beiden Summanden heben sich weg, in allen übrigen Mono-

men kommt a1 vor. Wir können also a1 wegkürzen und übrig bleibt

(a2c1 − a1c2)2 − b1(−a2c1b2 − c2a2b1 + a1b2c2) + c1(a1b
2
2 − 2a2b1b2) .

�
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Beispiel 8.5. Wir betrachten das mechanische Koppelungssystem, das durch
den Einheitskreis und die dazu tangentiale Gerade durch (0, 1) mit dem Kop-
pelungsabstand d = 2 definiert ist, also durch den Geradenbahnpunkt und
Kreisbahnpunkt

P1 = (x1, 1) und P2 = (x2, y2)

mit den beiden Bedingungen

(1) x22 + y22 = 1
(2) (x2 − x1)2 + (y2 − 1)2 = 4.

Es handelt sich also um den Schnitt von zwei Zylindern, allerdings mit un-
terschiedlichen Radien und auch mit Innenachsen, die sich nicht treffen. In-
teressant sind die beiden Geraden

G1 = V (x2, y2 + 1)

und
G2 = V (x2 − x1, y2 + 1) ,

die sich im Punkt
P = (0, 0,−1)

schneiden. Die Gerade G1 liegt auf dem einen Zylinder und schneidet den
anderen Zylinder tangential, und umgekehrt. Das geometrische Bild ist, dass
der kleinere Zylinder aus dem größeren eine

”
gebogene Acht“ herausstanzt,

wobei P der Kreuzungspunkt der Acht ist.

Die erlaubten Stangenkonfigurationen lassen sich folgendermaßen gewinnen.
Zu jedem Kreispunkt gibt es zwei Möglichkeiten, wie die Stange liegen kann,
mit der Ausnahme des Kreisbahnpunktes (0,−1), wo der Geradenbahnpunkt
(0, 1) sein muss.

Wir starten mit der Situation, wo der Punkt (0, 1) der Kreisbahnpunkt ist,
und wo (−2, 1) der Geradenbahnpunkt ist (die Stange liegt also links auf der
Geraden), und lassen den Kreisbahnpunkt im Uhrzeigersinn um den Kreis
wandern. Der Kreisbahnpunkt zieht dann den Geradenbahnpunkt hinter sich
her, bis er unten bei (0,−1) angekommen ist. Die Stange ist dann der vertikale
Duchmesser des Kreises (der Geradenbahnpunkt ist dann in (0, 1) und der
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Kreisbahnpunkt ganz unten). Ab dann wandert der Kreisbahnpunkt auf dem
linken Kreisbogen nach oben und schiebt dabei die Stange weiter nach rechts,
bis der Geradenbahnpunkt bei (2, 1) ankommt.

Die andere Möglichkeit, wo der Punkt (0, 1) der Kreisbahnpunkt ist, ist die,
wo die Stange rechts auf der Geraden liegt (mit (2, 1) als Geradenbahnpunkt).
Der Kreisbahnpunkt bewegt sich erneut im Uhrzeigersinn. Dabei schiebt er
den Geradenbahnpunkt zuerst nach rechts bis zu einem gewissen Extremum,
bei dem die Stange senkrecht zum Kreis im Kreisbahnpunkt steht. Von da an
zieht der Kreisbahnpunkt den Geradenbahnpunkt zurück nach links, wobei
sich die Stange aufrichtet, bis sie den vertikalen Durchmesser des Kreises
einnimmt. Weiter wandert der Kreisbahnpunkt auf dem linken Kreisbogen
wieder nach oben, wobei er den Geradenbahnpunkt bis zum Extremum nach
links schiebt, und im letzten Stück wieder nach (−2, 1) zieht.
Insbesondere wird der vertikale Durchmesser des Kreises zweimal von der
Stange eingenommen, diese Stangenkonfiguration entspricht also dem Kreu-
zungspunkt der Acht.

Wir wollen nun die Trajektorie zum Mittelpunkt der Stange berechnen, also
zu

P = P1 +
1

2
(P2 − P1)

= (x1, 1) +
1

2
(x2 − x1, y2 − 1)

=

(

1

2
x1 +

1

2
x2,

1

2
y2 +

1

2

)

=: (x, y).

Wir interessieren uns für eine Gleichung für x und y, und führen die Variable
z = 1

2
x1 − 1

2
x2 ein. Dann ist

x1 = x+ z, x2 = x− z und y2 = 2y − 1

und das Gleichungssystem schreibt sich in den neuen Variablen als

(x− z)2 + (2y − 1)2 = 1 und (−2z)2 + (2y − 2)2 = 4 ,

wobei man letzteres als z2+(y−1)2 = 1 schreiben kann bzw. als z2+y2−2y =
0. Die erste Gleichung ergibt ausgerechnet

z2 − 2zx+ x2 + 4y2 − 4y = 0 .

Damit ergibt sich nach Lemma 8.4 (mit a1 = a2 = 1 und b1 = 0) die Glei-
chung

(c1 − c2)2 + c1b
2
2 = (y2 − 2y − x2 − 4y2 + 4y)2 + (y2 − 2y)(2x)2

= (−3y2 + 2y − x2)2 + (y2 − 2y)(2x)2

= 9y4 + x4 + 4y2 − 12y3 + 6x2y2 − 4x2y + 4x2y2 − 8x2y
= 9y4 + 10x2y2 + x4 − 12y3 − 12x2y + 4y2.

Das ist eine Quartik (Kurve vom Grad vier) mit zwei Singularitäten.
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Bild zur Übung

Beispiel 8.6. Wir betrachten das mechanische System aus Einheitskreis und
x-Achse, wo der Koppelungsabstand d = 1 ist. Das mechanische System wird
dann durch die zwei Gleichungen

(1) x22 + y22 = 1
(2) (x2 − x1)2 + y22 = 1

beschrieben. Es handelt sich um den Durchschnitt von zwei Zylindern mit
gleichem Radius und sich treffenden Innenachsen, d.h. wir können auf die Er-
gebnisse von Beispiel 4.6 zurückgreifen. Dort wurde gezeigt, dass der Durch-
schnitt durch zwei Ellipsen gegeben ist, die sich in zwei Punkten schneiden.
Diese Beschreibung muss sich auch im Kontext des mechanischen Systems
wiederfinden. Welche Stangenkonfigurationen entsprechen der einen Ellipse,
welche der anderen, welche Konfigurationen liegen auf beiden?

Machen wir uns also einen Überblick über die erlaubten Konfigurationen.
Wenn der Geradenpunkt (also der Punkt auf der Geradenbahn) der Kreis-
mittelpunkt ist, so ist jeder Punkt des Kreises als Kreisbahnpunkt erlaubt.
Die radialen Strahlen des Kreises bilden also eine Schar von erlaubten Stan-
genkonfigurationen, und diese bilden zusammen die eine Ellipse. Die andere
Ellipse entspricht der Menge der Stangenkonfigurationen, bei denen der Ge-
radenbahnpunkt von −2 nach +2 läuft und dabei den Kreisbahnpunkt im
oberen oder unteren Kreisbogen vor sich herschiebt bzw. hinterherzieht. Es
gibt zwei Stangenkonfigurationen, die zu beiden Familien gehören, nämlich
die mit dem Kreismittelpunkt als Geradenbahnpunkt und (0, 1) bzw. (0,−1)
als Kreisbahnpunkt. In einer solchen Stangenkonfiguration kann das mecha-
nische System nicht nur vorwärts und rückwärts laufen, sondern wesentlich
die Richtung wechseln.

Wie sehen die Trajektorien eines Punktes auf der bewegten Stange aus? Die
Gesamttrajektorie ist die Vereinigung der beiden Trajektorien, die zu den
beiden irreduziblen Komponenten des Systems gehören. Wie viele Selbst-
durchdringungspunkte gibt es?

Für einen Punkt P = P1 + u(P2 − P1) der Koppelungsstange sind die Koor-
dinaten gleich

(z1, z2) = (x1 + u(x2 − x1), uy2) .
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Bei u = 0 ist die Trajektorie das reelle Intervall [−2, 2], und bei u = 1
ist es der Einheitskreis. Sei also nun u 6= 0, 1. Die Projektion der radialen
Komponenten des Sytems ist einfach der Kreis mit Radius u. Die Projektion
der anderen Ellipse ist wieder eine Ellipse, die den Kreis in unterschiedlicher
Weise schneiden kann. Siehe auch Aufgabe 8.1.

8. Arbeitsblatt

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 8.1. (6 Punkte)

Es sei C ⊂ A3
R der Schnitt von zwei Zylindern mit Radius eins (C ist also

die Vereinigung von zwei Ellipsen). Wir betrachten die durch einen Vektor
v = (a, b, c) 6= 0 definierte senkrechte Projektion

pv : A
3
R −→ A2

R .

Man charakterisiere, in Abhängigkeit von a, b, c, die möglichen Bilder unter
diesen Projektionen.

Aufgabe 8.2. (4 Punkte)

Betrachte die Abbildung

A2
K −→ A2

K , (x, y) −→ (x2, y2) = (u, v) .

Wie sieht das Bild der Ebene und wie das Bild des Einheitskreises unter
dieser Abbildung für K = R und wie für K = C aus? Im reellen Fall, wenn
der Kreis einmal durchlaufen wird, wie oft wird das Bild durchlaufen?

Aufgabe 8.3. (4 Punkte)

Sei ϕ : Ar
K → An

K eine polynomiale Abbildung und sei T ⊆ Ar eine Teilmen-
ge. Zeige, dass die Gleichheit

ϕ(T ) = ϕ(T )

gilt.

Aufgabe 8.4. (3 Punkte)

Zeige, dass die Aussage von Aufgabe 8.3 nicht gilt ohne die Voraussetzung,
dass die Abbildung polynomial ist.
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Aufgabe 8.5. (6 Punkte)

Betrachte in A2
R die beiden Nullstellenmengen

K = V (X2 + Y 2 − 1) und C = V (X4 + Y 4 − 1) .

Zeige, dass es eine polynomiale Abbildung in zwei Variablen gibt, die die
eine Nullstellenmenge surjektiv auf die andere abbildet. Zeige, dass diese
Abbildung schon über Q definiert ist, dort aber nicht surjektiv ist. Zeige
ferner, dass es über Q überhaupt keine surjektive polynomiale Abbildung
von C nach K geben kann und dass es nur die konstanten polynomialen
Abbildungen von K nach C gibt.

Aufgabe 8.6. (10 Punkte)

Schreibe eine Computeranimation, die die Stangenkonfiguration bzw. die zu-
gehörigen Trajektorien aus Beispiel 8.5 darstellt.

9. Vorlesung - Hilberts Basissatz

Noethersche Ringe

Unser Ziel ist es zu zeigen, dass wenn R ein noetherscher Ring ist, dass dann
auch der Polynomring R[X] ein noetherscher Ring ist (Hilbertscher Basis-
satz). Dies gilt dann auch für die Hinzunahme von mehreren (endlich vielen)
Variablen und insbesondere für Polynomringe in endlich vielen Variablen
über einem Körper. Wir erinnern an den Begriff des noetherschen Ringes.

Emmy Noether (1882-1935)
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Definition 9.1. Ein kommutativer RingR heißt noethersch, wenn jedes Ideal
darin endlich erzeugt ist.

Proposition 9.2. Für einen kommutativen Ring R sind folgende Aussagen
äquivalent.

(1) R ist noethersch.
(2) Jede aufsteigende Idealkette

a1 ⊆ a2 ⊆ a3 ⊆ . . .

wird stationär, d.h. es gibt ein n mit an = an+1 = . . ..

Beweis. (1) ⇒ (2). Sei
a1 ⊆ a2 ⊆ a3 ⊆ . . .

eine aufsteigende Idealkette in R. Wir betrachten die Vereinigung a =
⋃

n∈N an, die wieder ein Ideal in R ist. Da R noethersch ist, ist a endlich
erzeugt, d.h. a = (f1, . . . , fk). Da diese fi in der Vereinigung der Ideale an
liegen, und da die Ideale aufsteigend sind, muss es ein n geben derart, dass
f1, . . . , fk ∈ an liegt. Wegen

(f1, . . . , fk) ⊆ an ⊆ an+m ⊆
⋃

n∈N

an ⊆ (f1, . . . , fk)

für m ≥ 0 muss hier Gleichheit gelten, so dass die Idealkette ab n stationär
ist.

(2)⇒ (1). Sei a ein Ideal inR. Wir nehmen an, a sei nicht endlich erzeugt, und
konstruieren sukzessive eine unendliche echt aufsteigende Idealkette an ⊂ a,
wobei die an alle endlich erzeugt sind. Sei dazu

a1 ⊂ a2 ⊂ . . . ⊂ an ⊆ a

bereits konstruiert. Da an endlich erzeugt ist, aber a nicht, ist die Inklusion
an ⊆ a echt und es gibt ein Element

fn+1 ∈ a, fn+1 6∈ an

Dann setzt das Ideal an+1 := an+(fn+1) die Idealkette echt aufsteigend fort.
�

Lemma 9.3. Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist auch jeder Restklassen-
ring R/b noethersch.

Beweis. Sei a ⊆ R/b ein Ideal und sei ã ⊆ R das Urbildideal davon. Dieses ist
endlich erzeugt nach Voraussetzung, also ã = (f1, . . . , fn). Die Restklassen
dieser Erzeuger, also f̄1, . . . , f̄n, bilden ein Idealerzeugendensystem von a:
Für ein Element ḡ ∈ a gilt ja g =

∑n
i=1 rifi in R und damit ḡ =

∑n
i=1 r̄if̄i in

R/b. �
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Der Hilbertsche Basissatz

Wie viele grundlegende Aussagen der kommutativen Algebra geht der Hil-
bertsche Basissatz, dem wir uns jetzt zuwenden, auf David Hilbert zurück,
genauer auf seine Arbeit von 1890,

”
Ueber die Theorie der algebraischen

Formen“.

David Hilbert (1862-1943)

Satz 9.4. Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist auch der Polynomring R[X]
noethersch.

Beweis. Sei b ein Ideal im Polynomring R[X]. Zu n ∈ N definieren wir ein
Ideal an in R durch

an =
{

c ∈ R| es gibt F ∈ b mit F = cXn + cn−1X
n−1 + . . .+ c1X + c0

}

.

Das Menge an besteht also aus allen Leitkoeffizienten von Polynomen vom
Grad n aus b. Es handelt sich dabei offensichtlich um Ideale in R (wobei wir
hier 0 als Leitkoeffizient zulassen). Ferner ist an ⊆ an+1, da man ja ein Poly-
nom F vom Grad n mit Leitkoeffizient c mit der Variablen X multiplizieren
kann, um ein Polynom vom Grad n+ 1 zu erhalten, das wieder c als Leitko-
effizienten besitzt. Da R noethersch ist, muss diese aufsteigende Idealkette
stationär werden; sei n so, dass an = an+1 = . . . ist.

Zu jedem i ≤ n sei nun ai = (ci1, . . . , ciki) ein endliches Erzeugendensystem,
und es seien

Fij = cijX
i + Terme von kleinerem Grad

zugehörige Polynome aus b (die es nach Definition der ai geben muss).



82

Wir behaupten, dass b von allen {Fij| 0 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ ki} erzeugt wird.
Dazu beweisen wir für jedes G ∈ b durch Induktion über den Grad von G,
dass es als Linearkombination mit diesen Fij darstellbar ist. Für G konstant,
also G ∈ R, ist dies klar. Sei nun der Grad von G gleich d und die Aussage
sei für kleineren Grad bewiesen. Wir schreiben

G = cXd + cd−1X
d−1 + . . .+ c1X + c0 .

Es ist c ∈ ad und damit kann man c schreiben als R-Linearkombination der
cij, 0 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ ki. Bei d ≤ n kann man c sogar schreiben als R-

Linearkombination der cdj, j = 1, . . . , kd, sagen wir c =
∑kd

j=1 rjcdj. Dann ist

G −∑kd
j=1 rjFdj ∈ b und hat einen kleineren Grad, sodass man darauf die

Induktionsvoraussetzung anwenden kann. Bei d > n ist

c =
∑

i=0,...,n, j=1,...,ki

rijcij .

Damit gehört

G−
∑

i=0,...,n, j=1,...,ki

rijX
d−iFij

ebenfalls zu b und hat einen kleineren Grad, so dass man wieder die Induk-
tionsvoraussetzung anwenden kann. �

Korollar 9.5. Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist auch R[X1, . . . , Xn]
noethersch.

Beweis. Dies folgt durch induktive Anwendung des Hilbertschen Basissatzes
auf die Kette

R ⊂ R[X1] ⊂ (R[X1])[X2] = R[X1, X2] ⊂ (R[X1, X2])[X3]

= R[X1, X2, X3] ⊂ . . . ⊂ R[X1, . . . , Xn].

�

Korollar 9.6. Sei K ein Körper. Dann ist K[X1, . . . , Xn] noethersch.

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Korollar 9.5. �

Der Hilbertsche Basissatz bedeutet insbesondere, dass jede abgeschlossene
Untervarietät V ⊂ An

K in einem affinen Raum durch endlich viele Polyno-
me beschrieben werden kann. Jedes algebraische Nullstellengebilde ist also
bereits das Nullstellengebilde von endlich vielen Polynomen.

Korollar 9.7. Sei V ⊆ An
K eine affin-algebraische Menge. Dann gibt es eine

Abbildung

ϕ : An
K −→ Am

K ,

die komponentenweise durch Polynome Fi ∈ K[X1, . . . , Xn] gegeben ist, also
ϕ = (F1, . . . , Fm), derart, dass V das Urbild des Nullpunktes 0 ∈ Am

K ist.
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Beweis. Es sei a ein beschreibendes Ideal für V , also V = V (a.) Nach
dem Hilbertschen Basissatz gibt es F1, . . . , Fm ∈ K[X1, . . . , Xn] mit a =
(F1, . . . , Fm). Damit ist insbesondere

V = V (a) = V (F1) ∩ . . . ∩ V (Fm) .

Diese Fi kann man zu einer Abbildung

ϕ = (F1, . . . , Fm) : A
n
K −→ Am

K

zusammenfassen. Dann ist ϕ(P ) = 0 genau dann, wenn alle Komponenten-
funktionen null sind, und das ist genau dann der Fall, wenn P ∈ V (Fi) ist
für alle i. �

Definition 9.8. Es sei R ein kommutativer Ring. Eine R-Algebra A heißt
von endlichem Typ (oder endlich erzeugt), wenn sie die Form

A = R[X1, . . . , Xn]/a

besitzt.

Eine endlich erzeugte R-Algebra besitzt also eine Darstellung als Restklas-
senring einer Polynomalgebra über R in endlich vielen Variablen. Eine solche
Darstellung ist keineswegs eindeutig.

Korollar 9.9. Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist jede R- Algebra von
endlichem Typ ebenfalls noethersch. Insbesondere ist für einen Körper K jede
K-Algebra von endlichem Typ noethersch.

Beweis. Dies folgt aus Korollar 9.5 und aus Lemma 9.3. �

Zerlegung in irreduzible Komponenten

Aus dem Hilbertschen Basissatz folgt, dass eine aufsteigende Idealkette

a1 ⊆ a2 ⊆ a3 ⊆ . . .

inK[X1, . . . , Xn] stationär werden muss. Dies hat für absteigende Ketten von
affin-algebraischen Teilmengen in einem affinem Raum folgende Konsequenz.

Satz 9.10. In einem affinen Raum An
K wird jede absteigende Folge von ab-

geschlossenen Mengen
V1 ⊇ V2 ⊇ . . .

stationär.

Beweis. Sei
V1 ⊇ V2 ⊇ . . .

eine absteigende Kette von affin-algebraischen Teilmengen im An
K . Daraus

folgt nach Lemma 3.7 Id (Vi) ⊆ Id (Vi+1) für die zugehörigen Verschwin-
dungsideale. Nach Korollar 9.6 wird diese Idealkette stationär, sagen wir für
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i ≥ i0. Nach Lemma 3.8 (3) ist Vi = V (Id (Vi)). Daraus folgt dann aber für
i ≥ i0, dass

Vi = V (Id (Vi)) = V (Id (Vi+1)) = Vi+1 ,

sodass die absteigende Kette stationär werden muss. �

Es ergibt sich daraus durch Übergang zu den Komplementen, dass jede auf-
steigende Kette von Zariski-offenen Mengen in einem affinen Raum stati-
onär wird. Eine solche Topologie nennt man auch noethersch (generell nennt
man eine (partielle) Ordnung, für die jede aufsteigende Kette stationär wird,
noethersch). Für einen noetherschen Raum gilt: jede nicht-leere Teilmenge
von offenen Mengen (abgeschlossenen Mengen) besitzt ein maximales (mini-
males) Element. Dies kann man vorteilhaft als Beweisprinzip einsetzen (Be-
weis durch noethersche Induktion): Man möchte zeigen, dass eine gewisse
Eigenschaft E für alle abgeschlossenen Teilmengen gilt, und man betrach-
tet die Menge derjenigen abgeschlossenen Teilmengen, die E nicht erfüllen.
Man möchte zeigen, dass die Menge leer ist, und nimmt an, dass sie nicht
leer ist. Dann besitzt sie auch ein minimales Element, und dies muss man
dann zum Widerspruch führen. Die Gültigkeit dieses Beweisprinzips beruht
darauf, dass man in einer nicht-leeren Menge ohne einem minimalen Element
eine unendlich absteigende Kette konstruieren kann. Ein typisches Beispiel
für dieses Beweisprinzip liefert der Beweis der folgenden Aussage.

Satz 9.11. Sei V ⊂ An
K eine affin-algebraische Menge. Dann gibt es eine

eindeutige Zerlegung

V = V1 ∪ . . . ∪ Vk
mit irreduziblen Mengen Vi mit Vi 6⊆ Vj für i 6= j.

Beweis. Die Existenz beweisen wir durch noethersche Induktion. Angenom-
men, nicht jede affin-algebraische Menge habe eine solche Zerlegung. Dann
gibt es auch eine minimale Teilmenge, sagen wir V , ohne eine solche Zerle-
gung. V kann nicht irreduzibel sein, sondern es gibt eine nicht-triviale Dar-
stellung V = V1 ∪ V2. Da V1 und V2 echte Teilmengen von V sind, gibt es für
diese beiden jeweils endliche Darstellungen als Vereinigung von irreduziblen
Teilmengen. Diese beiden vereinigen sich zu einer endlichen Darstellung von
V , was ein Widerspruch ist. Zur Eindeutigkeit. Seien

V = V1 ∪ . . . ∪ Vk = W1 ∪ . . . ∪Wm

zwei Zerlegungen in irreduzible Teilmengen (jeweils ohne Inklusionsbezie-
hung). Es ist

V1 = V1 ∩ V = V1 ∩ (W1 ∪ . . . ∪Wm) = (V1 ∩W1) ∪ . . . ∪ (V1 ∩Wm).

Da V1 irreduzibel ist, muss V1 ⊆ Wj für ein j sein. Umgekehrt ist mit dem
gleichen Argument Wj ⊆ Vi für ein i, woraus i = 1 und V1 = Wj folgt.
Ebenso findet sich V2 etc. in der Zerlegung rechts wieder, sodass die Zerlegung
eindeutig ist. �
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Moduln

Definition 9.12. Sei R ein kommutativer Ring und M = (M,+, 0) eine
additiv geschriebene kommutative Gruppe. Man nennt M einen R-Modul,
wenn es eine Operation

R×M −→M, (r, v) 7−→ rv = r · v ,
(Skalarmultiplikation genannt) gibt, die folgende Axiome erfüllt (dabei seien
r, s ∈ R und u, v ∈M beliebig):

(1) r(su) = (rs)u,
(2) r(u+ v) = (ru) + (rv),
(3) (r + s)u = (ru) + (su),
(4) 1u = u.

Definition 9.13. Sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Eine
Teilmenge U ⊆ M heißt Untermodul, wenn sie eine Untergruppe von M ist
und wenn für jedes u ∈ U und r ∈ R gilt, dass auch ru ∈ U ist.

Definition 9.14. Sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Eine
Familie vi ∈ M , i ∈ I, heißt Erzeugendensystem für M , wenn es für jedes
Element v ∈M eine Darstellung

v =
∑

i∈J

rivi

gibt, wobei J ⊆ I endlich ist und ri ∈ R.
Definition 9.15. Sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Der
Modul M heißt endlich erzeugt oder endlich, wenn es ein endliches Erzeu-
gendensystem vi, i ∈ I, für ihn gibt (also mit einer endlichen Indexmenge).

Ein kommutativer Ring R selbst ist in natürlicher Weise ein R-Modul, wenn
man die Ringmultiplikation als Skalarmultiplikation interpretiert. Die Ideale
sind dann genau die R-Untermoduln von R. Die Begriffe Ideal-Erzeugenden-
system und Modul-Erzeugendensystem stimmen für Ideale überein.

9. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 9.1. Begründe, warum der Ring

Z[X, Y, Z,W ]/(XY − ZW, 5X8 − Y Z3 + 2WXY )

noethersch ist.



86

Aufgabe 9.2. Sei R ein kommutativer Ring und sei

a1 ⊆ a2 ⊆ a3 ⊆ . . .

eine aufsteigende Kette von Idealen. Zeige, dass die Vereinigung
⋃

n∈N an
ebenfalls ein Ideal ist. Zeige ebenso durch ein einfaches Beispiel, dass die
Vereinigung von Idealen im Allgemeinen kein Ideal sein muss.

Aufgabe 9.3. Sei K ein Körper und sei

K[Xn, n ∈ N]

der Polynomring über K in unendlich vielen Variablen. Man beschreibe dar-
in ein nicht endlich erzeugtes Ideal und eine unendliche, echt aufsteigende
Idealkette.

Aufgabe 9.4. Man gebe ein Beispiel eines nicht-noetherschen Ringes, dessen
Reduktion ein Körper ist.

Aufgabe 9.5. Wir betrachten auf- und absteigende Ketten von affin-algebra-
ischen Mengen in An

K und von Idealen in K[X1, . . . , Xn]. Zeige die folgenden
Aussagen. a) Für einen endlichen Körper wird jede aufsteigende Kette

V0 ⊆ V1 ⊆ V2 ⊆ . . .

von affin-algebraischen Mengen stationär. b) Für einen unendlichen Körper
und n ≥ 1 wird nicht jede aufsteigende Kette

V0 ⊆ V1 ⊆ V2 ⊆ . . .

von affin-algebraischen Mengen stationär. c) Für (einen beliebigen Körper
und) n ≥ 1 wird nicht jede absteigende Idealkette

a0 ⊇ a1 ⊇ a2 ⊇ . . .

stationär. d) Für einen unendlichen Körper und n ≥ 1 gibt es echt abstei-
gende Ketten von affin-algebraischen Mengen beliebiger Länge.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 9.6. (4 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring und sei I ein Ideal mit dem Restklassenring
S = R/I. Zeige, dass die Ideale von S eindeutig denjenigen Idealen von R
entsprechen, die I umfassen.

Zeige, dass das Gleiche gilt für Primideale, Radikalideale und maximale Idea-
le.
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Aufgabe 9.7. (4 Punkte)

Zeige, dass Q keine Algebra von endlichem Typ über Z ist.

Aufgabe 9.8. (4 Punkte)

Sei K ein Körper und sei A = K[X, Y ]. Finde eine K-Unteralgebra von A,
die nicht endlich erzeugt ist.

Aufgabe 9.9. (4 Punkte)

Es seien F,G ∈ K[X1, . . . , Xn] Polynome und K ⊆ L eine Körpererweite-
rung. Diskutiere, wie sich die verschiedenen Äquivalenzbegriffe aus der sieb-
ten Vorlesung für F und G (und für V (F ) und V (G)) unter dem Körper-
wechsel verhalten.

Aufgabe 9.10. (4 Punkte)

Bestimme zum Ideal

I = (10, 6x2 + 8, 4x3 − 12)

in Z[x] die im Beweis zum Hilbertschen Basissatz konstruierte Idealkette und
das zugehörige Erzeugendensystem von I. Schreibe die obigen Erzeuger als
Linearkombination mit dem konstruierten Erzeugendensystem.

Aufgabe 9.11. (4 Punkte)

Sei R ein noetherscher Integritätsbereich. Zeige, dass sich jedes Element aus
R als ein Produkt von irreduziblen Elementen schreiben lässt.

10. Vorlesung - Hilberts Nullstellensatz I

Noethersche Moduln

Wir wollen zeigen, das für einen noetherschen Ring R und einen endlich
erzeugten R-Modul jeder R-Untermodul wieder endlich erzeugt ist. Solche
Moduln nennt man noethersch.

Definition 10.1. Sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Dann
heißt M noethersch, wenn jeder R-Untermodul von M endlich erzeugt ist.

Für M = R stimmt dies mit der Definition eines noetherschen Ringes übe-
rein, da ja die R-Untermoduln von R gerade die Ideale sind.

In den folgenden Aussagen verwenden wir folgende Sprech- bzw. Schreibwei-
se.
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Definition 10.2. Sei R ein kommutativer Ring und seien M1,M2,M3 R-
Moduln. Man nennt ein Diagramm der Form

0 −→M1 −→M2 −→M3 −→ 0

eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln, wenn M1 ein R-Untermodul von
M2 ist, und wenn M3 ein Restklassenmodul von M2 ist, der isomorph zu
M2/M1 ist.

Lemma 10.3. Sei R ein kommutativer Ring und

0 −→M1 −→M −→M3 −→ 0

eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln. Dann ist M genau dann noe-
thersch, wenn sowohl M1 als auch M3 noethersch sind.

Beweis. Sei zunächst M noethersch, und U ⊆ M1 ein Untermodul. Dann
ist U direkt auch ein Untermodul von M , also nach Voraussetzung endlich
erzeugt. Sei nun V ⊆M3 ein Untermodul des Restklassenmoduls. Das Urbild
von V in M unter der Restklassenabbildung sei Ṽ . Dieser Modul ist nach
Voraussetzung endlich erzeugt, und die Bilder eines solchen Erzeugendensy-
stems erzeugen auch den Bildmodul V .

Seien nun die äußeren Moduln M1 und M3 noethersch, und sei U ⊆ M ein
Untermodul. Es sei U3 ⊆M3 der Bild-Untermodul davon. U3 wird von endlich
vielen Elementen s1, . . . , sn erzeugt, und wir können annehmen, dass diese
si = ri die Bilder von Elementen ri ∈ U sind. Betrachte U ∩M1. Dies ist ein
Untermodul von M1, und daher endlich erzeugt, sagen wir von t1, . . . , tk, die
wir als Elemente in U auffassen. Wir behaupten, dass

r1, . . . , rn, t1, . . . , tk

ein Erzeugendensystem von U bilden. Sei dazum ∈ U ein beliebiges Element.
Dann ist m =

∑n
i=1 aisi und daher geht das Element m −∑n

i=1 airi rechts
auf null. Dann gehört es aber zum Kern der Restklassenabbildung, also zu
M1. Andererseits gehört dieses Element auch zu U , also zum Durchschnitt
M1 ∩ U , der ja von den t1, . . . , tk erzeugt wird. Also kann man schreiben

m−
n
∑

i=1

airi =
k
∑

j=1

bjtj

bzw. m =
∑n

i=1 airi +
∑k

j=1 bjtj. �

Satz 10.4. Sei R ein noetherscher kommutativer Ring und M ein endlich
erzeugter R-Modul. Dann ist M ein noetherscher Modul.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion über die Anzahl n der
Modul-Erzeuger von M . Bei n = 0 liegt der Nullmodul vor. Sei n = 1. Dann
gibt es eine surjektive Abbildung R → M ∼= R/a vor. Nach Lemma 10.3
ist aber ein Restklassenmodul eines noetherschen Moduls wieder noethersch,
und der Ring selbst ist nach Voraussetzung noethersch, also istM noethersch.
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Sei nun n ≥ 2 und die Aussage für kleinere n bereits bewiesen. Seim1, . . . ,mn

ein Erzeugendensystem von M . Wir betrachten den durch m1, . . . ,mn−1 er-
zeugten R-Untermodul, den wir mit M1 bezeichnen. Dieser Untermodul gibt
Anlass zu einer kurzen exakten Sequenz, nämlich

0 −→M1 −→M −→M/M1 =:M3 −→ 0 .

Hier wird der linke Modul von n−1 Elementen erzeugt und ist nach Indukti-
onsvoraussetzung noethersch. Der rechte Modul wird von der Restklasse von
mn, also von einem Element erzeugt, ist also auch noethersch. Nach Lemma
10.3 ist dann M noethersch. �

Hilbertscher Nullstellensatz - algebraische Version

Wir wollen die algebraische Version des Hilbertschen Nullstellensatzes bewei-
sen. Dazu benötigen wir die folgenden beiden Lemmata.

Lemma 10.5. Sei R ein noetherscher kommutativer Ring und A eine endlich
erzeugte R-Algebra. Es sei B ⊆ A eine R-Unteralgebra, über der A endlich
(als B-Modul) sei. Dann ist auch B eine endlich erzeugte R-Algebra.

Beweis. Wir schreiben A = R[x1, . . . , xn] und A = Ba1 + . . . + Bam mit
ai ∈ A. Wir setzen

xi =
m
∑

j=1

bijaj und aiaj =
m
∑

k=1

bijkak

mit Koeffizienten bij , bijk ∈ B. Wir betrachten die von diesen Koeffizienten

erzeugte R-Unteralgebra S von B und den S-Modul Ã = Sa1 + . . . + Sam.
Die Produkte aiaj gehören wieder zu diesem Modul, daher ist Ã sogar eine S-

Algebra. Weil die xi ebenfalls zu Ã gehören, gilt sogar A = Ã. Dies bedeutet,
dass A ein endlicher S-Modul ist. Nach Korollar 9.9 ist S ein noetherscher
Ring und nach Satz 10.4 ist der S-Untermodul B ⊆ A ebenfalls endlicher S-
Modul. Die Kette R ⊆ S ⊆ B zeigt schließlich, dass B eine endlich erzeugte
R-Algebra ist. �

Lemma 10.6. Sei K ein Körper und R = K(X) der zugehörige rationale
Funktionenkörper. Dann ist R keine endlich erzeugte K-Algebra.

Beweis. Sei angenommen, dass die rationalen Funktionen Fi = Pi

Qi
, i =

1, . . . , n, ein endliches Erzeugendensystem von K(X) bilden, mit Pi, Qi ∈
K[X], Qi 6= 0. Durch Übergang zu einem Hauptnenner kann man anneh-
men, dass Qi = Q konstant ist. Die Annahme bedeutet also insbesonde-
re, dass der Körper der rationalen Funktionen sich durch Nenneraufnah-
me an nur einem Element ergeben würde. Da Q keine Konstante ist (sonst
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wäre K[X] = K(X), was nicht der Fall ist), ist Q − 1 6= 0 und daher ist
1

Q−1
∈ K(X). Also gibt es eine Darstellung

1

Q− 1
=

P

Qs

mit einem geeigneten s. Daraus folgt Qs = (Q − 1)P . Da Qs und Q − 1
das Einheitsideal erzeugen, folgt daraus, dass bereits Q− 1 das Einheitsideal
erzeugt, also selbst eine Einheit ist. Dann wäre Q aber doch eine Konstante,
was es nicht ist. �

Die folgende Aussage ist die algebraische Version des Hilbertschen Nullstel-
lensatzes.

Satz 10.7. Sei K ein Körper und sei K ⊆ L eine Körpererweiterung, die
(als K-Algebra) endlich erzeugt sei. Dann ist L endlich über K.

Beweis. Wir setzen L = K[x1, . . . , xn]. Sei Ki der Quotientenkörper von
K[x1, . . . , xi] (innerhalb von L). Wir haben also eine Körperkette

K = K0 ⊆ K1 ⊆ . . . ⊆ Kn−1 ⊆ Kn = L .

Wir wollen zeigen, dass L endlich über K ist, und dazu genügt es nach
Satz 2.8 (Körper- und Galoistheorie (Osnabrück 2011)) zu zeigen, dass jeder
Schritt in der Körperkette endlich ist. Sei angenommen, dassKi ⊆ Ki+1 nicht
endlich ist, aber alle folgenden Schritte endlich sind. Wir wenden Lemma 10.5
auf

K ⊆ Ki+1 ⊆ L

an und erhalten, dass Ki+1 endlich erzeugt über K ist. Dann ist insbeson-
dere Ki+1 auch endlich erzeugt über Ki. Andererseits ist Ki+1 der Quotien-
tenkörper von Ki[xi+1]. Wir haben also eine Kette

Ki ⊆ Ki[xi+1] ⊆ Q(Ki[xi+1]) = Ki+1 ,

wo Ki+1 endlich erzeugt über Ki ist, aber nicht endlich. Wäre xi+1 algebra-
isch über Ki, so auch endlich, und dann wäre Ki[xi+1] bereits ein Körper
nach Aufgabe 10.1. Dann wäre die letzte Kette insgesamt endlich, im Wi-
derspruch zur Wahl von i. Also ist xi+1 transzendent über Ki. Dann ist aber
Ki[xi+1] isomorph zu einem Polynomring in einer Variablen und Q(Ki[xi+1])
ist isomorph zum rationalen Funktionenkörper über Ki. Dieser ist aber nach
Lemma 10.6 nicht endlich erzeugt, so dass sich erneut ein Widerspruch ergibt.

�

Satz 10.8. Sei K ein Körper und seien A und B zwei K-Algebren von
endlichem Typ. Es sei ϕ : A → B ein K-Algebra-Homomorphismus. Dann
ist für jedes maximale Ideal m aus B auch das Urbild ϕ−1(m) ein maximales
Ideal.
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Beweis. Sei m ein maximales Ideal aus B. Wir wissen, dass unter jedem
Ringhomomorphismus das Urbild eines Primideals wieder prim ist, also ist
ϕ−1(m) zunächst ein Primideal, das wir p nennen. Wir erhalten induzierte
Ringhomomorphismen

K −→ A/p −→ B/m = L ,

wobei L ein Körper ist und wobei beide Homomorphismen injektiv und von
endlichem Typ sind. Da die Gesamtabbildung von endlichem Typ ist und K
und L Körper sind, folgt nach Satz 10.7, dass diese Abbildung endlich ist.
Wir wollen zeigen, dass A/p ein Körper ist. Dies folgt aber aus Aufgabe 10.2.

�

Satz 10.9. Sei K ein Körper und sei A eine K-Algebra von endlichem Typ.
Dann ist jedes Radikal in A der Durchschnitt von maximalen Idealen.

Beweis. Nach Aufgabe 10.5 ist jedes Radikal der Durchschnitt von Primidea-
len. Es genügt also zu zeigen, dass jedes Primideal in einer endlich erzeugten
Algebra der Durchschnitt von maximalen Idealen ist. Sei p ein Primideal und
f 6∈ p. Dann ist p ein Primideal in der Nenneraufnahme B := Af . Es gibt
ein (in Af ) maximales Ideal m ⊂ Af oberhalb von pAf . Wir fassen Af als
endlich erzeugte K-Algebra auf und betrachten

ϕ : A −→ Af .

Dann ist p ⊆ ϕ−1(m) und f 6∈ ϕ−1(m). Nach Satz 10.8 ist ϕ−1(m) maximal.
�

Satz 10.10. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und sei A ei-
ne endlich erzeugte K-Algebra. Dann ist jeder Restklassenkörper von A iso-
morph zu K. Anders formuliert: Jedes maximale Ideal ist ein Punktideal.

Beweis. Sei m ein maximales Ideal der endlich erzeugten K-Algebra A und
betrachte

K −→ A −→ A/m =: L .

Hier ist L ein Körper und zugleich eine endlich erzeugte K-Algebra. Nach
Satz 10.7 muss also L eine endliche K-Algebra sein. Da K algebraisch abge-
schlossen ist, muss K = L sein. �

Für den Polynomring K[X1, . . . , Xn] über einem algebraisch abgeschlosse-
nen Körper K bedeutet das, dass alle maximalen Ideale die Form (X1 −
a1, . . . , Xn − an) besitzen. Die maximalen Ideale entsprechen also den Koor-
dinatentupeln (a1, . . . , an) ∈ An

K . Dies ist mit Punktideal gemeint.
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10. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 10.1. Sei K ein Körper und sei A eine kommutative K-Algebra,
die als K-Modul endlich sei. Zeige, dass ein Element f ∈ A genau dann eine
Einheit ist, wenn es ein Nichtnullteiler ist.

Aufgabe 10.2. Seien K und L Körper, sei K ⊆ L eine endliche Körperer-
weiterung und sei A, K ⊆ A ⊆ L, ein Zwischenring. Zeige, dass dann A
ebenfalls ein Körper ist.

Aufgabe 10.3. Es sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Dann
ist M genau dann noethersch, wenn jede aufsteigende Kette

M0 ⊆M1 ⊆M2 ⊆ . . .

von R-Untermoduln stationär wird.

Die folgenden Aufgaben verwenden den Begriff des artinschen Moduls, der

”
dual“ zum Begriff des noetherschen Moduls ist.

Sei R ein kommutativer Ring. Ein R-Modul M heißt artinsch, wenn jede
absteigende Kette

M1 ⊇M2 ⊇M3 ⊇ . . .

von R-Untermoduln stationär wird.

Ein kommutativer Ring R heißt artinsch, wenn er als R-Modul artinsch ist.

Aufgabe 10.4. Es sei A ein artinscher Integritätsbereich. Man zeige, dass A
ein Körper ist. Man gebe ein Beispiel eines artinschen kommutativen Ringes,
der kein Körper ist.

Aufgabe 10.5. Sei a ein Radikal in einem kommutativen Ring. Zeige, dass
a der Durchschnitt von Primidealen ist.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 10.6. (3 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und F ∈ K[X, Y ] ein nicht-
konstantes Polynom. Zeige, dass der Restklassenring

K[X, Y ]/(F )

eine endliche K[T ]-Algebra ist.

Aufgabe 10.7. (5 Punkte)

Seien R, S, T kommutative Ringe und seien ϕ : R → S und ψ : S → T
Ringhomomorphismen derart, dass S endlich über R und T endlich über S
ist. Zeige, dass dann auch T endlich über R ist.

Aufgabe 10.8. (5 Punkte)

Sei A ein kommutativer Ring und sei

0 −→M −→ N −→ P −→ 0

eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln. Man zeige, dass N genau dann
artinsch ist, wenn M und P artinsch sind.

Aufgabe 10.9. (3 Punkte)

Sei K ein Körper und A eine endliche K-Algebra. Zeige: Dann ist A artinsch.

Aufgabe 10.10. (4 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Zeige: Wenn M artinsch
und φ :M →M R-linear und injektiv ist, so ist φ ein Isomorphismus. Formu-
liere und beweise auch eine analoge Aussage für den Fall, das M noethersch
ist.

11. Vorlesung - Hilberts Nullstellensatz II

Hilbertscher Nullstellensatz - geometrische Version

Wir wollen nun die geometrische Version des Hilbertschen Nullstellensatzes
beweisen, der für den Fall eines algebraisch abgeschlossenen Körpers eine
eindeutige Beziehung zwischen den affin-algebraischen Mengen im affinen
Raum An

K und den Radikalidealen im Polynomring stiftet.
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Satz 11.1. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und sei V =
V (a) ⊆ An

K eine affin-algebraische Menge, die durch das Ideal a beschrie-
ben werde. Es sei F ∈ K[X1, . . . , Xn] ein Polynom, das auf V verschwindet.
Dann gehört F zum Radikal von a, d.h. es gibt ein r ∈ N mit F r ∈ a.

Beweis. Angenommen, F gehöre nicht zum Radikal von a. Dann gibt es nach
Satz 10.9 auch ein maximales Ideal m ⊂ K[X1, . . . , Xn] mit a ⊆ m und mit
F 6∈ m. Nach Satz 10.10 ist

m = (X1 − a1, . . . , Xn − an)
für gewisse a1, . . . , an ∈ K. Die Eigenschaft F 6∈ m bedeutet, dass F im
zugehörigen Restekörper nicht 0 ist, und das bedeutet F (a1, . . . , an) 6= 0.
Wegen a ⊆ m ist aber (a1, . . . , an) ein Punkt von V , so dass dort nach
Voraussetzung F verschwindet. Das ist also ein Widerspruch. �

Satz 11.2. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper mit dem Polynom-
ring K[X1, . . . , Xn] und dem affinen Raum An

K. Dann gibt es eine natürliche
Korrespondenz zwischen affin-algebraischen Mengen in An

K und Radikalidea-
len in K[X1, . . . , Xn]. Dabei gehen Radikale auf ihre Nullstellengebilde und
affin-algebraische Mengen auf ihre Verschwindungsideale.

Beweis. Sei V ⊆ An
K affin-algebraisch. Dann gilt V = V (Id (V )) nach Lemma

3.8. Für ein Radikal I ⊆ K[X1, . . . , Xn] gilt die Inklusion I ⊆ Id (V (I))
ebenfalls nach Lemma 3.8. Die umgekehrte Inklusion, also Id (V (I)) ⊆ I ist
der Inhalt des Hilbertschen Nullstellensatzes. �

Korollar 11.3. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und seien Fi ∈
K[X1, . . . , Xn], i ∈ I, Polynome mit

An
K =

⋃

i∈I

D(Fi) .

Dann erzeugen die Fi das Einheitsideal in K[X1, . . . , Xn].

Beweis. Sei b das von den Fi erzeugte Ideal. Die Voraussetzung besagt, dass
⋂

i∈I

V (Fi) = V (b)

leer ist. Dann ist V (1) ⊆ V (b), da ja V (1) ebenfalls leer ist. Aus dem Hil-
bertschen Nullstellensatz folgt, dass eine Potenz von 1, also 1 selbst, zu b in
K[X1, . . . , Xn] gehört. D.h. dass b das Einheitsideal ist. �

Der Hilbertsche Nullstellensatz, wie wir ihn für den affinen Raum und den
Polynomring formuliert haben, gilt entsprechend für jedes V (a) und den zu-
gehörigen Restklassenring K[X1, . . . , Xn]/a.

Korollar 11.4. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und sei R =
K[X1, . . . , Xn]/a eine endlich erzeugte K-Algebra mit Nullstellengebilde V =
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V (a) ⊆ An
K. Es sei b ein Ideal in R und F ∈ R ein Element, das auf

V (b) ⊆ V verschwindet. Dann gibt es ein r ∈ N mit F r ∈ b in R.

Beweis. Die Verschwindungsbedingung V (b) ⊆ V (F ) in V = V (a) besagt
zurückübersetzt in den affinen Raum, dass dort V (a + b) = V (a) ∩ V (b) ⊆
V (F ) gilt, wobei jetzt F ein repräsentierendes Polynom aus K[X1, . . . , Xn]
und b das Urbildideal in K[X1, . . . , Xn] sei. Nach dem Hilbertschen Nullstel-
lensatz gibt es ein r ∈ N mit F r ∈ a+ b. Dies bedeutet modulo a, dass in R
die Beziehung F r ∈ b gilt. �

Korollar 11.5. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und sei V =
V (a) ⊆ An

K eine affin-algebraische Menge, die durch das Ideal a beschrieben
werde. Es seien Fi ∈ K[X1, . . . , Xn], i ∈ I, Polynome mit

V =
⋃

i∈I

D(Fi) .

Dann erzeugen die Fi das Einheitsideal in K[X1, . . . , Xn]/a.

Beweis. Sei b das von allen Fi, i ∈ I, erzeugte Ideal in K[X1, . . . , Xn]/a. Die
Voraussetzung besagt, dass

V (b) =
⋂

i∈I

V (Fi)

(auf V ) leer ist. Dann ist V (1) ⊆ V (b), da ja V (1) ebenfalls leer ist. Aus dem
Hilbertschen Nullstellensatz folgt, dass eine Potenz von 1, also 1 selbst, zu b

in K[X1, . . . , Xn]/a gehört. �

Korollar 11.6. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und sei V =
V (a) ⊆ An

K eine affin-algebraische Menge, die durch das Ideal a beschrieben
werde. Es sei F ∈ K[X1, . . . , Xn] ein Polynom, das auf V keine Nullstelle
besitzt. Dann ist F im Restklassenring K[X1, . . . , Xn]/a eine Einheit.

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Korollar 11.5. �

Korollar 11.7. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und seien V1
und V2 zwei affin-algebraische Mengen in An

K. Dann gilt

Id (V1 ∩ V2) = rad (Id (V1) + Id (V2)) .

Beweis. Sei a1 = Id (V1) und a2 = Id (V2). Die Aussage ergibt sich aus

rad (a1 + a2) = Id (V (rad (a1 + a2))) = Id (V (a1 + a2)) = Id (V (a1) ∩ V (a2)) ,

wobei die erste Gleichung auf dem Hilbertschen Nullstellensatz beruht. �

Auch diese Eigenschaften gelten nicht ohne die Voraussetzung algebraisch
abgeschlossen, wie das folgende Beispiel zeigt.
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Beispiel 11.8. Wir betrachten die beiden algebraischen Kurven

V1 = V (X2 + Y 2 − 2) und V2 = (X2 + 2Y 2 − 1) ⊆ A2
K .

Bei K = R sind das beides irreduzible Quadriken. Der Durchschnitt wird
beschrieben durch das Ideal

(X2 + Y 2 − 2, X2 + 2Y 2 − 1) = (Y 2 + 1, X2 − 3) .

Da das Polynom Y 2+1 im Reellen keine Nullstelle hat, ist der Durchschnitt
V1 ∩ V2 = ∅ leer. Das Verschwindungsideal des (leeren) Durchschnittes ist
natürlich das Einheitsideal, die Summe der beiden Verschwindungsideale ist
aber nicht das Einheitsideal.

Es folgt, dass die Funktion X2+2Y 2− 1 auf V (X2+Y 2− 2) keine Nullstelle
besitzt, also dort überall eine Einheit ist, aber dass sie keine Einheit im
Koordinatenring 1 ist.

Der Koordinatenring zu einer affin-algebraischen Menge

Sei V ⊆ An
K eine affin-algebraische Menge mit Verschwindungsideal Id (V ).

Ein Polynom F ∈ K[X1, . . . , Xn] definiert eine Funktion auf dem affinen
Raum und induziert damit eine Funktion auf der Teilmenge V .

An
K

F−→ K
↑ ր
V

Dabei induziert ein Element aus dem Verschwindungsideal (nach Definition)
die Nullfunktion auf V , und zwei PolynomeG,H ∈ K[X1, . . . , Xn], deren Dif-
ferenz zum Verschwindungsideal gehören, induzieren auf V die gleiche Funk-
tion. Es ist daher naheliegend, den Restklassenring K[X1, . . . , Xn]/ Id (V ) als
Ring der polynomialen (oder algebraischen) Funktion auf V zu betrachten.
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Definition 11.9. Zu einer affin-algebraischen Menge V ⊆ An
K mit Ver-

schwindungsideal Id (V ) nennt man

R(V ) = K[X1, . . . , Xn]/ Id (V )

den Koordinatenring von V .

Dieser Begriff ist nicht völlig unproblematisch, insbesondere, wenn K nicht
algebraisch abgeschlossen ist, siehe die Beispiele weiter unten. Wir erwähnen
zunächst einige elementare Eigenschaften.

Proposition 11.10. Sei V ⊆ An
K eine affin-algebraische Menge und sei R =

K[X1, . . . , Xn]/ Id (V ) der zugehörige Koordinatenring. Dann gelten folgende
Aussagen.

(1) R ist reduziert.
(2) V = ∅ genau dann, wenn R der Nullring ist.
(3) V ist irreduzibel genau dann, wenn R ein Integritätsbereich ist.
(4) V besteht aus einem einzigen Punkt genau dann, wenn R = K ist.
(5) Ist K algebraisch abgeschlossen, und V = V (a), so ist R = K[X1,

. . . , Xn]/ rad (a).

Beweis. Es sei I = Id (V ) das Verschwindungsideal zu V .

(1). Dies folgt aus Lemma 3.14 und Aufgabe 3.6.

(2). V = ∅ ist äquivalent zu 1 ∈ I, und das ist äquivalent zu R = 0.

(3). Dies folgt aus Lemma 4.3 und Lemma (siehe die Übersicht zur Restklas-
senbildung).

(4). Sei V = {P}, P = (a1, . . . , an). Dann ist I = (X1−a1, . . . , Xn−an) und
der Koordinatenring ist

K[X1, . . . , Xn]/(X1 − a1, . . . , Xn − an) ∼= K .

Umgekehrt, wenn der Koordinatenring K ist, so muss der zugehörige Rest-
klassenhomomorphismus ein Einsetzungshomomorphismus Xi 7→ ai sein,
und das Verschwindungsideal zu V muss ein Punktideal sein, und es ist
P = (a1, . . . , an) ∈ V . Wenn es noch einen weiteren Punkt Q ∈ V , Q 6= P ,
gibt, so hat man einen Widerspruch, da nicht alle Xi−ai in Q verschwinden.

(5). Bei K algebraisch abgeschlossen ist Id (V ) = rad (a) nach dem Hilbert-
schen Nullstellensatz. �

Satz 11.11. Sei K ein unendlicher Körper. Dann ist das Verschwindungs-
ideal des affinen Raumes An

K das Nullideal und der zugehörige Koordinaten-
ring ist der Polynomring K[X1, . . . , Xn].

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion über die Anzahl der Va-
riablen. Bei n = 1 folgt die Aussage daraus, dass ein Polynom vom Grad d
maximal d Nullstellen besitzt. Zum Induktionsschritt sei F ∈ K[X1, . . . , Xn]
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ein Polynom, das an allen Punkten von An
K = Kn verschwindet. Wir schrei-

ben F als

F = PdX
d
n + Pd−1X

d
n + . . .+ P1X0 + P0

mit Polynomen Pd, . . . , P0 ∈ K[X1, . . . , Xn−1]. Wir müssen zeigen, dass
F = 0 ist, was äquivalent zu Pi = 0 ist für alle i = 0, . . . , d. Sei also (ohne Ein-
schränkung) angenommen, dass Pd nicht das Nullpolynom ist. Nach Indukti-
onsvoraussetzung ist es dann auch nicht die Nullfunktion, d.h. es gibt einen
Punkt (a1, . . . , an−1) mit Pd(a1, . . . , an−1) 6= 0. Damit ist F (a1, . . . , an−1) ein
Polynom in der einen Variablen Xn vom Grad d und ist nach dem Fall einer
Variablen nicht die Nullfunktion. �

Beispiel 11.12. Satz 11.11 ist nicht richtig für endliche Körper. Für einen
endlichen Körper besteht ein affiner Raum nur aus endlich vielen Punkten
und es gibt viele Polynome, die auf all diesen Punkten verschwinden. Ty-
pische Beispiele werden gegeben durch die Polynome Xq

i − Xi, wobei q die
Anzahl der Körperelemente bezeichne.

Beispiel 11.13. Sei R = R[X, Y ]/(X2 + Y 2). Da Quadrate im Reellen nie
negativ sind, besteht die Nullstellenmenge des Polynoms X2 + Y 2 einzig aus
dem Nullpunkt, V (X2 + Y 2) = {(0, 0)}. Das zugehörige Verschwindungside-
al ist das maximale Ideal (X, Y ), und der zugehörige Restklassenring (der
Koordinatenring) ist dann R[X, Y ]/(X, Y ) ∼= R. Der Koordinatenring kann
also vom Restklassenring, mit dem man startet und dessen Ideal das Null-
stellengebilde definiert, sehr verschieden sein.

11. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 11.1. Skizziere die Graphen der Funktionen x und y auf V (xy).

Man mache sich klar, dass das Produkt xy die Nullfunktion ist.

Aufgabe 11.2. Betrachte die Hyperbel V (xy − 1) über dem Körper K =
Z/(11). Bestimme das Inverse von 4x3 im zugehörigen Koordinatenring.

Aufgabe 11.3. Sei R ein kommutativer Ring und sei fj, j ∈ J , eine Fa-
milie von Elementen in R. Es sei angenommen, dass die fj zusammen das
Einheitsideal erzeugen. Zeige, dass es eine endliche Teilfamilie fj, j ∈ J0 ⊆ J
gibt, die ebenfalls das Einheitsideal erzeugt.
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Aufgabe 11.4. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und seien
a, b ⊆ K[X1, . . . , Xn] zwei Radikalideale. Zeige, dass die Nullstellengebil-
de V (a) und V (b) genau dann affin-linear äquivalent sind, wenn es eine
affin-lineare Variablentransformation gibt, die die beiden Ideale ineinander
überführt.

Aufgabe 11.5. Es sei K ein Körper und V,W ⊆ An
K seien zwei affin-

algebraische Mengen. Es sei V ⊆ W vorausgesetzt. Man definiere einen
K-Algebra-Homomorphismus zwischen den beiden Koordinatenringen R(V )
und R(W ) und beschreibe dessen wichtigste Eigenschaften. Man gebe ein
Beispiel von zwei affin-algebraischen Mengen, die nicht ineinander enthalten
sind, von denen aber die Koordinatenringe isomorph sind.

Aufgabe 11.6. Es sei K ein Körper mit q Elementen und sei V = V (a) ⊆
An
K eine affin-algebraische Menge. Zeige, dass der Koordinatenring von V

nicht gleich K[x1, . . . , xn]/(x
q
1 − x1, . . . , xqn − xn) + a sein muss.

Aufgabe 11.7. Es sei K ein Körper der Charakteristik null. Wir betrachten
den Schnitt von einem Zylinder und einer Kugel, und zwar

C = V (X2 + Y 2 − 1) ∩ V ((X − 3)2 + Y 2 + Z2 − 7) ⊆ A3
K .

Zeige, dass man den Koordinatenring von C als Restklassenring eines Poly-
nomrings in zwei Variablen schreiben kann.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 11.8. (4 Punkte)

Sei F ∈ C[X1, . . . , Xn] und sei U ⊆ An
C eine Teilmenge, die in der metrischen

Topologie offen und nicht leer sei. Es sei F |U = 0 die Nullfunktion. Zeige,
dass dann F das Nullpolynom ist.

Aufgabe 11.9. (3 Punkte)

Beweise Korollar 11.3 direkt aus Satz 10.10.
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Aufgabe 11.10. (7 Punkte)

Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper, und R der Polynomring
in n Variablen über K. Wir wollen einen alternativen Beweis einsehen, dass
Id (V (J)) = rad (J) für jedes Ideal J in R ist, der auf Korollar 11.3 aufbaut.
Sei f ∈ Id (V (J)). Betrachte den Ring R[T ] und zeige, dass das Ideal

J ′ = (J, 1− f · T )

trivial ist. Schließe daraus, dass f im Radikal von J liegt.

Aufgabe 11.11. (3 Punkte)

Sei F ∈ K[X1, . . . , Xn] und betrachte die dadurch definierte polynomiale
Abbildung

ϕ : An
K −→ An+1

K , (x1, . . . , xn) 7−→ (x1, . . . , xn, F (x1, . . . , xn)),

die eine Bijektion des affinen Raumes mit dem Graph von ϕ definiert. Zu
einer affin-algebraischen Menge V (a) ⊆ An

K betrachten wir das Bild V ′ =
ϕ(V ). Man zeige, dass V ′ ebenfalls affin-algebraisch ist und man gebe ein
beschreibendes Ideal an. Zeige, dass V genau dann irreduzibel ist, wenn V ′

irreduzibel ist.

Aufgabe 11.12. (5 Punkte)

Wir betrachten die beiden algebraischen Kurven

V (x2 + y2 − 2) und V (x2 + 2y2 − 1)

über dem Körper Z/(7). Zeige, dass der Durchschnitt leer ist, und finde
einen Erweiterungskörper K ⊇ Z/(7), über dem der Durchschnitt nicht leer
ist. Berechne alle Punkte im Durchschnitt über K und über jedem anderen
Erweiterungskörper. Man beschreibe auch den Koordinatenring des Durch-
schnitts.

Aufgabe 11.13. (4 Punkte)

Sei K ein Körper und seien P1, . . . , Pn endlich viele Punkte in der affinen
Ebene A2

K . Es seien a1, . . . , an ∈ K beliebig vorgegebene Werte. Zeige, dass
es ein Polynom F ∈ K[X, Y ] gibt mit F (Pi) = ai für alle i = 1, . . . , n.
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12. Vorlesung - Das K-Spektrum

Alexander Grothendieck (1928-)

Wie hängen affin-algebraische Mengen und deren Koordinatenringe zusam-
men? Hier kann man nur für nicht-endliche Grundkörper gehaltvolle Antwor-
ten erwarten, da es im endlichen Fall zu wenige Punkte gibt. Eine befriedi-
gende Theorie erfordert sogar, dass man sich auf algebraisch abgeschlossene
Körper beschränkt, oder aber - das ist der Standpunkt der von Alexander
Grothendieck entwickelten Schematheorie - nicht nur K-Punkte betrachtet,
sondern generell maximale Ideale und Primideale als Punkte mitberücksich-
tigt.

Eine erste wichtige Frage ist folgende: eine K-Algebra R von endlichem Typ
besitzt mehrere, in aller Regel gleichberechtigte Darstellungen als Restklas-
senring einer Polynomalgebra, sagen wir

K[X1, . . . , Xn]/a = R = K[X1, . . . , Xm]/b.

Dazu gehören die beiden Nullstellengebilde V (a) ⊆ An
K und V (b) ⊆ Am

K . Wie
hängen diese beiden Nullstellengebilde zusammen?

Beispiel 12.1. Wir betrachten den Polynomring in einer Variablen R =
K[T ]. Ihm entspricht zunächst die affine Gerade A1

K . Man kann R aber auch
auf ganz verschiedene Arten als Restklassenring einer Polynomalgebra in
mehreren Variablen erhalten. Sei beispielsweise a ∈ K, a 6= 0, und betrachte
den Restklassenring K[X, Y ]/(aY + bX). Dieser Ring ist (als K-Algebra)
isomorph zu R, wie die Abbildung

K[X, Y ]/(aY + bX) −→ K[T ], X 7−→ T, Y 7−→ − b
a
T ,

zeigt. Das zugehörige Nullstellengebilde V (aX + bY ) ist einfach die Gerade
in der affinen Ebene, die durch die Gleichung Y = − b

a
X beschrieben wird.
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Eine weitere Möglichkeit, den Polynomring in einer Variablen als Restklas-
senring darzustellen, ist durchK[X, Y ]/(Y −P (X)) gegeben, wobei P (X) ein
beliebiges Polynom in der einen Variablen X ist. Der Ringhomomorphismus

K[X, Y ]/(Y − P (X)) −→ K[T ], X 7−→ T, Y 7−→ P (T ) ,

zeigt, dass ein Isomorphismus vorliegt. Das zugehörige Nullstellengebilde ist
einfach der Graph des Polynoms P (X).

Der Punkt an diesem Beispiel ist, dass alle drei geometrischen Objekte die
Nullstellenmengen zu verschiedenen Restklassendarstellungen vonK[T ] sind.
Vom Standpunkt der algebraischen Geometrie sind das drei gleichberechtigte
Darstellungen der affinen Geraden, auch wenn sie unterschiedlich

”
aussehen“.

In der algebraischen Geometrie muss man so hinschauen, dass sie gleich aus-
sehen. Was man sieht sind nur verschiedene Einbettungen des

”
eigentlichen

und wahren“ geometrischen Objektes, das zu einer K-Algebra intrinsisch
gehört, nämlich das K-Spektrum.

Definition 12.2. Zu einer kommutativen K-Algebra R von endlichem Typ
bezeichnet man die Menge der K-Algebra-Homomorphismen

HomK(R,K)

als das K-Spektrum von R. Es wird mit K − Spek (R) bezeichnet.

Die Elemente in einem K-Spektrum K−Spek(R) betrachten wir als Punkte
und bezeichnen sie üblicherweise mit P , obwohl es definitionsgemäß Abbil-
dungen sind, nämlich K-Algebra-Homomorphismen von R nach K. Für ein
Ringelement f ∈ R schreiben wir dann auch einfach f(P ) (statt P (f)) für
den Wert von f unter dem mit P bezeichneten Ringhomomorphismus (es ist
nicht unüblich, einen Punkt als eine Auswertung von Funktionen anzusehen,
die in einer gewissen Umgebung des Punktes definiert sind).

Das K-Spektrum wird wieder mit einer Zariski-Topologie versehen, wobei zu
einem Ideal a ⊆ R (oder zu einer beliebigen Teilmenge aus R) die Teilmenge

V (a) = {P ∈ K − Spek(R) : f(P ) = 0 für alle f ∈ a}
als abgeschlossen erklärt wird. In der Tat wird dadurch eine Topologie defi-
niert, siehe Aufgabe 12.4.
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Lemma 12.3. Sei K ein Körper und sei K[X1, . . . , Xn] der Polynom-
ring in n Variablen. Dann stehen die K-Algebra-Homomorphismen von
K[X1, . . . , Xn] nach K in natürlicher Weise in Bijektion mit den Punkten
aus dem affinen Raum An

K = Kn, und zwar entspricht dem Punkt (a1, . . . , an)
der Einsetzungshomomorphismus Xi 7→ ai. Mit anderen Worten,

K − Spek(K[X1, . . . , Xn]) = An
K .

Beweis. Ein K-Algebra-Homomorphismus ist stets durch ein K-Algebra Er-
zeugendensystem festgelegt. D.h. die Werte an den Variablen Xi legen einen
K-Algebra-Homomorphismus von K[X1, . . . , Xn] nach K fest. Ein solcher
Einsetzungshomomorphismus ist durch Xi 7→ ai definiert. Zugleich ist hier
jede Vorgabe von Werten (a1, . . . , an) erlaubt. �

Beispiel 12.4. Das K-Spektrum zur K-Algebra K besteht einfach aus ei-
nem Punkt, und zwar ist die Identität K → K der einzige K-Algebra-
Homomorphismus von K nach K. Es gibt im Allgemeinen weitere Körperau-
tomorphismen auf K, doch diese sind keine K-Algebra-Homomorphismen.

Entscheidend ist nun der folgende Satz, der eine bijektive Beziehung zwischen
dem K-Spektrum von R und dem Nullstellengebilde stiftet, das von einer
Restklassendarstellung von R herrührt.

Satz 12.5. Sei K ein Körper und sei R eine endlich erzeugte kommutative
K-Algebra mit K-Spektrum K − Spek(R). Es sei R = K[X1, . . . , Xn]/a eine
Restklassendarstellung von R mit dem zugehörigen Restklassenhomomorphis-
mus

ϕ : K[X1, . . . , Xn] −→ R

und dem Nullstellengebilde V (a) ⊆ An
K. Dann stiftet die Abbildung

K − Spek(R) −→ An
K , P 7−→ P ◦ ϕ ,

eine Bijektion zwischen K − Spek(R) und V (a), die bezüglich der Zariski-
Topologie ein Homöomorphismus ist.

Beweis. Zunächst ist die angegebene Abbildung wohldefiniert, da die Hinter-
einanderschaltung

P ◦ ϕ : K[X1, . . . , Xn]
ϕ−→ K[X1, . . . , Xn]/a ∼= R

P−→ K

einen K-Algebra-Homomorphismus vom Polynomring nach K definiert, der
nach Lemma 12.3 der Einsetzungshomomorphismus zu (a1, . . . , an) ist und
mit dem entsprechenden Punkt des affinen Raumes identifiziert werden kann
(und zwar ist ai = P (ϕ(Xi))).

Da der Homomorphismus P ◦ ϕ durch R faktorisiert, wird das Ideal a auf
0 abgebildet. D.h. der Bildpunkt P ◦ ϕ = (a1, . . . , an) liegt in V (a), und es
liegt eine Abbildung

K − Spek(R) −→ V (a) ⊆ An
K , P 7−→ P ◦ ϕ ,
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vor, die wir als bijektiv nachweisen müssen.

Seien dazu P1, P2 ∈ K − Spek(R) zwei verschiedene Punkte. Es liegen also
zwei verschiedene K-Algebra-Homomorphismen vor, und da ein K-Algebra-
Homomorphismus auf einem K-Algebra-Erzeugendensystem festgelegt ist,
müssen sich die beiden auf mindestens einer Variablen unterscheiden. Dann
ist aber auch der Wert der zugehörigen Koordinate verschieden, d.h. P1◦ϕ 6=
P2 ◦ ϕ, und die Abbildung ist injektiv.

Zur Surjektivität sei ein Punkt (a1, . . . , an) ∈ V (a) vorgegeben. Der zugehöri-
ge K-Algebra-Homomorphismus

K[X1, . . . , Xn] −→ K, Xi 7−→ ai ,

annulliert daher jedes F ∈ a, sodass dieser Ringhomomorphismus durch
K[X1, . . . , Xn]/a faktorisiert. Dieser Ringhomomorphismus ist das gesuch-
te Urbild aus K − Spek(R).

Zur Topologie muss man einfach nur beachten, dass für G ∈ R und ein
Urbild G̃ ∈ K[X1, . . . , Xn] und einen Punkt P ∈ K−Spek(R) mit Bildpunkt
P̃ = P ◦ ϕ ∈ V (a) gilt:

G(P ) = P (G) = P (ϕ(G̃)) = (P ◦ ϕ)(G̃) = G̃(P̃ ),

sodass auch die Nullstellen übereinstimmen. �

Dieser Satz besagt also, dass man jedes K-Spektrum einer endlich erzeugten
K-Algebra Rmit einer Zariski-abgeschlossenen Menge eines An

K identifizieren
kann. Man spricht von einer abgeschlossenen Einbettung.

Korollar 12.6. Sei K ein Körper und R eine endlich erzeugte kommutative
K-Algebra mit zwei Restklassendarstellungen

R ∼= K[X1, . . . , Xn]/a und R ∼= K[X1, . . . , Xm]/b

mit zugehörigen Nullstellengebilden V (a) ⊆ An
K und V (b) ⊆ Am

K. Dann sind
die beiden Nullstellengebilde V (a) und V (b) mit ihrer induzierten Zariski-
Topologie homöomorph zueinander.

Beweis. Nach Satz 12.5 sind beide Nullstellengebilde homöomorph zu K −
Spek(R), sodass sie auch untereinander homöomorph sein müssen. �

Das K-Spektrum als Funktor

Satz 12.7. Sei K ein Körper und seien R und S zwei kommutative K-
Algebren von endlichem Typ. Es sei ϕ : R→ S ein K-Algebra-Homomorphis-
mus. Dann induziert dies eine Abbildung

ϕ∗ : K − Spek(S) −→ K − Spek(R), P 7−→ P ◦ ϕ .
Diese Abbildung ist stetig bezüglich der Zariski-Topologie.
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Beweis. Die Existenz der Abbildung ist klar, dem K-Algebra-Homomorphis-
mus

P : S −→ K

wird einfach die Hintereinanderschaltung

R
ϕ−→ S

P−→ K

zugeordnet. Das Urbild der offenen Menge D(f) ⊆ K − Spek(R) ist dabei

(ϕ∗)−1(D(f)) = {P ∈ K − Spek(S) : ϕ∗(P ) ∈ D(f)}
= {P ∈ K − Spek(S) : P ◦ ϕ ∈ D(f)}
= {P ∈ K − Spek(S) : (P ◦ ϕ)(f) 6= 0}
= {P ∈ K − Spek(S) : P (ϕ(f)) 6= 0}
= D(ϕ(f)).

Daher sind generell Urbilder von offenen Mengen wieder offen und die Ab-
bildung ist stetig. �

Die in Satz 12.7 eingeführte Abbildung ϕ∗ nennt man die Spektrumsabbildung
zu ϕ.

Proposition 12.8. Es sei K ein Körper und zu einem K-Algebra-Homomor-
phismus ϕ : R −→ S zwischen K-Algebren von endlichem Typ sei ϕ∗ die
zugehörige Spektrumsabbildung. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Zu einem K-Algebra-Homomorphismus P : R→ K ist die induzierte
Spektrumsabbildung P ∗ einfach die Abbildung, die dem einzigen Punkt
{id} = K − Spek (K) den Punkt P ∈ K − Spek (R) zuordnet.

(2) Der durch ein Element F ∈ R definierte Einsetzungshomomorphis-
mus

ϕ : K[T ] −→ R, T 7−→ F,

induziert die Spektrumsabbildung

ϕ∗ : K − Spek (R) −→ K − Spek (K[T ]) = A1
K , P 7−→ F (P ) .

(3) Zu einer surjektiven Abbildung ϕ : R −→ S von K-Algebren von
endlichem Typ ist die zugehörige Spektrumsabbildung

ϕ∗ : K − Spek (S) −→ K − Spek (R)

eine abgeschlossene Einbettung, und zwar ist das Bild gleich V (ker
(ϕ)).

(4) Die zu einer surjektiven Abbildung K[X1, . . . , Xn] −→ S gehörende
Spektrumsabbildung

ϕ∗ : K − Spek (S) −→ K − Spek (K[X1, . . . , Xn]) ∼= An
K

stimmt mit der in Satz 12.5 definierten Abbildung überein.
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Beweis. (1) Dies folgt aus id ◦P = P .

(2) Unter der hintereinandergeschalteten Abbildung

K[T ]
ϕ−→ R

P−→ K

wird T auf P (F ) = F (P ) geschickt.

(3) beruht auf ähnlichen Betrachtungen, wie sie im Beweis zu Satz 12.5 durch-
geführt wurden. Das zeigt auch (4). �

Weitere Eigenschaften des K-Spektrums

Lemma 12.9. Sei K ein Körper und R eine endlich erzeugte kommutative
K-Algebra. Dann ist

K − Spek (R[X]) ∼= K − Spek (R)× A1
K .

Beweis. Ein K-Algebra-Homomorphismus R[T ] → K induziert einen K-
Algebra-Homomorphismus R→ K, und zugleich wird T auf ein bestimmtes
Element a ∈ K abgebildet. Diese Daten definieren aber auch einen eindeutig
bestimmten K-Algebra-Homomorphismus R[T ]→ K. �

Achtung: Die vorstehende Aussage liefert nur eine natürliche Bijektion auf
der Punktebene. Würde man die Produktmenge rechts mit der Produkttopo-
logie versehen, so würde hier keine Homöomorphie mit der Zariski-Topologie
links vorliegen. Insbesondere ist A2

K
∼= A1

K × A1
K , aber die Zariski-Topologie

der affinen Ebene ist nicht die Produkt-Topologie der affinen Geraden mit
sich selbst.

Bemerkung 12.10. Sind X = K−Spek (R) und Y = K−Spek(S), so lässt
sich die Produktmenge ebenfalls als K-Spektrum einer K-Algebra darstellen,
und zwar ist

X × Y ∼= K − Spek (R⊗K S) ,
wobei ⊗ das Tensorprodukt bezeichnet. Wir werden darauf nicht im Ein-
zelnen eingehen. Um aber doch ein Gefühl dafür zu geben betrachten wir
R = K[X1, . . . , Xn]/a und S = K[Y1, . . . , Ym]/b. Dann ist

R⊗K S ∼= K[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym]/(a+ b)

(bei dieser ad hoc Definition ist nicht klar, dass sie unabhängig von den
Darstellungen als Restklassenring ist).
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12. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 12.1. Man beschreibe zu einer kommutativen K-Algebra R von
endlichem Typ die Spektrumsabbildung, die zum Strukturhomomorphismus
der Algebra gehört.

Aufgabe 12.2. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und R eine
kommutative K-Algebra von endlichem Typ. Zeige, dass die Punkte aus K−
Spek (R) den maximalen Idealen in R entsprechen.

Aufgabe 12.3. Sei R eine kommutative K-Algebra von endlichem Typ.
Zeige, dass für jedes Ideal a ⊆ R in K − Spek (R) die Gleichheit

V (a) = V (rad (a))

gilt.

Aufgabe 12.4. Zeige, dass die Zariski-Topologie auf dem K-Spektrum einer
endlich erzeugten kommutativen K-Algebra R wirklich eine Topologie ist.

Aufgabe 12.5. Seien R, S, T drei kommutative K-Algebren von endlichem
Typ und ϕ : R → S und ψ : S → T seien K-Algebra-Homomorphismen.
Man zeige, dass für die zugehörigen Spektrumsabbildungen

(ψ ◦ ϕ)∗ = (ϕ∗) ◦ (ψ∗)

gilt. Ferner zeige man, dass zur Identität id : R → R auch id∗ die Identität
ist.

Aufgabe 12.6. Man gebe ein Beispiel von zwei kommutativen K-Algebren
R, S von endlichem Typ und einer stetigen Abbildung zwischen den zugehöri-
genK-Spektren, die nicht von einemK-Algebra-Homomorphismus herrühren
kann.

Aufgabe 12.7. Sei K ein Körper und R eine kommutative K-Algebra von
endlichem Typ, und sei F ∈ R. Es sei

ϕ∗ : K − Spek (R) −→ A1
K

die zum Einsetzungshomomorphismus gehörende Spektrumsabildung. Zeige,
dass

(ϕ∗)−1(0) = V (F )

ist.
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Aufgabe 12.8. Sei K ein Körper und sei R eine kommutative K-Algebra
von endlichem Typ mit der Reduktion S = Rred. Zeige, dass es eine natürliche
Homöomorphie

K − Spek (R) ∼= K − Spek (S)

gibt.

Aufgabe 12.9.*

SeiK ein Körper und R = K[X1, . . . , Xn]/a eine endlich erzeugteK-Algebra.
Stifte eine Bijektion zwischen

K−Spek (R) und V (a) ⊆ An
K .

Aufgabe 12.10.*

Sei K ein Körper, R eine endlich erzeugte K-Algebra, sei a ⊆ R ein Ideal
und sei X = K−Spek (R). In welcher Beziehung stehen die beiden Aussagen

V (a) = ∅ und a ist das Einheitsideal

und die beiden Aussagen

V (a) = X und a ist nilpotent

zueinander. Zeige, dass die Antwort davon abhängt, ob K algebraisch abge-
schlossen ist oder nicht.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 12.11. (3 Punkte)

Sei K ein unendlicher Körper und R eine kommutative K-Algebra von end-
lichem Typ, und sei F ∈ R. Es sei

ϕ∗ : K − Spek (R) −→ A1
K

die zum Einsetzungshomomorphismus gehörende Spektrumsabildung. Zeige,
dass F konstant ist genau dann, wenn ϕ∗ konstant ist.

Man mache sich dabei auch die unterschiedlichen Bedeutungen von
”
kon-

stant“ klar.

Aufgabe 12.12. (4 Punkte)

Man gebe ein Beispiel von zwei integren K-Algebren von endlichem Typ
R und S und einem K-Algebra-Homomorphismus ϕ : R → S, der kein
Ringisomorphismus ist, wo aber die induzierte Spektrumsabbildung ϕ∗ : K−
Spek (S) −→ K − Spek (R) ein Homöomorphismus ist.
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Aufgabe 12.13. (4 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und seien R und S integre
K-Algebren von endlichem Typ. Es sei ϕ : R→ S ein endlicher injektiver K-
Algebra-Homomorphismus. Zeige, dass dann ϕ∗ : K−Spek (S)→ K−Spek (R)
surjektiv ist.

Aufgabe 12.14. (6 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik null. Es sei
eine polynomiale Abbildung der Form

ϕ : A1
K −→ A2

K , t 7−→ (t2, ψ(t)) ,

gegeben (mit ψ(t) ∈ K[t]) Zeige, dass ϕ genau dann injektiv ist, wenn ψ die
Form hat

ψ(t) = atn + θ(t)

mit a 6= 0, n ungerade und θ(t) ein Polynom, in dem nur geradzahlige Expo-
nenten auftreten.

13. Vorlesung - Offene Mengen

Die offenen Mengen D(f)

Wir wollen zeigen, dass die Zariski-offenen Teilmengen D(f) ⊆ K−Spek (R)
selbst homöomorph zum K-Spektrum einer endlich erzeugten K-Algebra
sind. Dazu benötigen wird den Begriff des multiplikativen Systems und der
Nenneraufnahme.

Definition 13.1. Sei R ein kommutativer Ring. Eine Teilmenge S ⊆ R heißt
multiplikatives System, wenn die beiden Eigenschaften

(1) 1 ∈ S
(2) Wenn f, g ∈ S, dann ist auch fg ∈ S

gelten.

Beispiel 13.2. Sei R ein kommutativer Ring und f ∈ R ein Element. Dann
bilden die Potenzen fn, n ∈ N, ein multiplikatives System.

Definition 13.3. Sei R ein Integritätsbereich und sei S ⊆ R ein multiplika-
tives System, 0 6∈ S. Dann nennt man den Unterring

RS :=

{

f

g
: f ∈ R, g ∈ S

}

⊆ Q(R)

die Nenneraufnahme zu S.
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Für die Nenneraufnahme an einem Element f schreibt man einfach Rf statt
R{fn|n∈N}. Für den Begriff der Nenneraufnahme für beliebige kommutative
Ringe, siehe Aufgabe 13.2.

Satz 13.4. Sei K ein Körper und sei R eine endlich erzeugte K-Algebra, f ∈
R. Dann ist die Zariski-offene Menge D(f) ⊆ K − Spek (R) in natürlicher
Weise homöomorph zu K − Spek (Rf ).

Beweis. Wir betrachten die zum K-Algebra-Homomorphismus ϕ : R → Rf

gehörende natürliche Abbildung

ϕ∗ : K−Spek (Rf ) −→ K−Spek (R), P 7−→ P ◦ ϕ,
die nach Satz 12.7 stetig ist. Es ist f(P ◦ ϕ) = P (ϕ(f)) 6= 0, da ja f in
Rf eine Einheit wird. Daher liegt das Bild von ϕ∗ in D(f). Sei Q ∈ D(f)
irgendein Punkt, d.h. Q ist ein K-Algebra-Homomorphismus Q : R → K
mit Q(f) 6= 0. Dann ist Q(f) eine Einheit und daher lässt sich dieser Homo-
morphismus nach der universellen Eigenschaft der Nenneraufnahme (siehe
Aufgabe 13.3) zu einem Homomorphismus von Rf nach K fortsetzen. Dieser
Homomorphismus ist das gesuchte Urbild und daher ist ϕ∗ surjektiv. Zur
Injektivität seien zwei K-Algebra-Homomorphismen

P1, P2 : Rf −→ K

gegeben, deren Verknüpfungen mit

R −→ Rf

übereinstimmen. Wegen

P1

(

r

f s

)

= P1(rf
−s) = P1(r)P1(f

s)−1

und ebenso für P2 ist dann aber P1 = P2. Zur Homöomorphie ist lediglich
zu beachten, dass die Zariski-offenen Mengen von K−Spek (Rf ) überdeckt
werden von D(g), g ∈ Rf . Dabei kann man g ∈ R annehmen, da f eine
Einheit inRf ist. Dann ist aber diesesD(g) gleich (ϕ∗)−1(D(gf)), wo letzteres
D(gf) die offene Menge in K−Spek (R) bezeichnet. �

Bemerkung 13.5. Satz 13.4 besagt insbesondere, dass eine offene Menge
D(f) ⊆ K − Spek (R) selbst das K-Spektrum einer endlich erzeugten K-
Algebra ist (nämlich von Rf , das über R von 1/f erzeugt wird), und sich
daher auch als Zariski-abgeschlossene Menge eines affinen Raumes realisieren
lassen muss. Aus Rf

∼= R[T ]/(Tf − 1) (siehe Aufgabe 13.4) erhält man eine
solche Realisierung. Sei R = K[X1, . . . , Xn]/a. Dann liefert der surjektive
Ringhomomorphismus

K[X1, . . . , Xn, T ] −→ (K[X1, . . . , Xn]/a)[T ]

−→ ((K[X1, . . . , Xn]/a)[T ])/(Tf − 1) ∼= Rf
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eine abgeschlossene Einbettung von D(f) in An+1
K . Ist ψ die Gesamtinklusion

D(f) ⊆ K − Spek (R) ⊆ An
K ,

so kann man die abgeschlossene Einbettung auch als

ψ × 1

f
: D(f) −→ An

K × A1
K

auffassen, wobei hier wieder das Produkt von Varietäten auftritt.

Beispiel 13.6. Betrachten wir in Anschluss an Bemerkung 13.5 die offene
Menge

D(X) =
{

P ∈ A1
K |P 6= 0

}

⊂ A1
K .

Diese offene Menge nennt man die punktierte affine Gerade. Auf dieser of-
fenen Menge ist X invertierbar, d.h. die rationale Funktion 1

X
ist darauf

definiert. Diese Abbildung liefert zusammen mit der gegebenen (offenen) In-
klusion D(X) ⊂ A1

K die abgeschlossene Inklusion

D(X) −→ V (XY − 1) ⊂ A2
K , x 7−→

(

x,
1

x

)

,

dessen Bild eine (in der affinen Ebene abgeschlossene) Hyperbel ist. Die
punktierte affine Gerade und die Hyperbel sind also homöomorph (und die
zugehörigen Ringe, nämlich K[X]X = K[X,X−1] und K[X, Y ]/(XY − 1),
sind isomorph).

Zusammenhang und idempotente Elemente

Wir interessieren uns dafür, wie es sich auf den Koordinatenring auswirkt,
wenn eine affin-algebraische Menge zusammenhängend ist, und wie sich ge-
gebenenfalls die Zusammenhangskomponenten charakterisieren lassen. Wir
beginnen mit einem Beispiel, das zeigt, dass über einem nicht algebraisch
abgeschlossenen Körper keine überzeugende Theorie zu erwarten ist.
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Beispiel 13.7. Wir betrachten (wie in Beispiel 11.8) die beiden algebraischen
Kurven

V1 = V (X2 + Y 2 − 2) und V2 = (X2 + 2Y 2 − 1) ⊆ A2
K .

Der Durchschnitt wird beschrieben durch das Ideal

(X2 + Y 2 − 2, X2 + 2Y 2 − 1) = (Y 2 + 1, X2 − 3) .

Sei K = R. Dann ist V1 ∩ V2 = ∅ leer.
Die affin-algebraische Menge V = V1 ∪ V2 ist nicht zusammenhängend (V1
und V2 sind die irreduziblen Komponenten und die Zusammenhangskompo-
nenten). Der Koordinatenring von V ist

R[X, Y ]/((X2 + Y 2 − 2)(X2 + 2Y 2 − 1)) .

Man könnte erwarten, dass die Funktion auf V , die auf V1 konstant gleich 1
und auf V2 konstant gleich 0 ist, sich im Koordinatenring wiederfindet. Dies
ist aber nicht der Fall, und zwar liegt das daran, dass über den komplexen
Zahlen VC zusammenhängend ist. Daher besitzt der komplexe Koordinaten-
ring nur die trivialen idempotenten Elemente, und das überträgt sich auf den
reellen Koordinatenring.

Definition 13.8. Ein Element e eines kommutativen Ringes heißt idempo-
tent, wenn e2 = e gilt.

Die Elemente 0 und 1 sind idempotent.

Definition 13.9. Seien R1, . . . , Rn kommutative Ringe. Dann heißt das Pro-
dukt

R1 × · · · ×Rn ,

versehen mit komponentenweiser Addition und Multiplikation, der Produkt-
ring der Ri, i = 1, . . . , n.

In einem Produktring gibt es viele idempotente Elemente, nämlich solche
Elemente, deren Komponenten alle null oder eins sind.

Definition 13.10. Ein kommutativer Ring R heißt zusammenhängend, wenn
er genau zwei idempotente Elemente (nämlich 0 6= 1) enthält.
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Ein zusammenhängender topologischer Raum (rot) und ein nicht

zusammenhängender Raum (grün).

Definition 13.11. Ein topologischer Raum X heißt zusammenhängend,
wenn es in X genau zwei Teilmengen gibt (nämlich ∅ und der Gesamtraum
X), die sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

Die leere Menge und der Gesamtraum sind stets zugleich offen und abge-
schlossen. Solche Mengen nennt man auch randlos oder clopen. Der leere
topologische Raum gilt nicht als zusammenhängend, da es in ihm nur eine
zugleich offene und abgeschlossene Menge gibt.

Lemma 13.12. Sei K ein Körper und seien R1 und R2 endlich erzeugte
K-Algebren mit dem Produktring R = R1×R2. Dann gibt es eine natürliche
Homöomorphie

K − Spek (R1 ×R2) ∼= K − Spek (R1) ⊎K − Spek (R2) .

Dabei werden die Einbettungen von rechts nach links durch die Projektionen
R→ Ri, i = 1, 2, induziert.

Beweis. Die Projektion R1 ×R2 → R1 ist ein K-Algebra-Homomorphismus
und liefert daher (nach Präposition 12.8 (3)) eine stetige Abbildung (und
zwar eine abgeschlossene Einbettung)

K − Spek (R1) −→ K − Spek (R1 ×R2).

Ebenso gibt es eine Abbildung aufK−Spek (R2). Diese zusammengenommen
definieren eine stetige Abbildung

K − Spek (R1) ⊎K − Spek (R2) −→ K − Spek (R1 ×R2).

Sei P ∈ K − Spek (R1 × R2), also P : R1 × R2 → K sei ein K-Algebra-
Homomorphismus. Seien e1 = (1, 0) und e2 = (0, 1) die zur Produktzerlegung
gehörenden idempotenten Elemente. Wegen e1 + e2 = 1 und e1e2 = 0 wird
genau eines dieser Elemente (sagen wir e1) unter P auf 0 abgebildet (das
andere auf 1). Dann wird aber R1 × 0 auf 0 geschickt und P faktorisiert
durch eine Projektion. Das beweist die Surjektivität.
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Zur Injektivität seien P1, P2 in der disjunkten Vereinigung gegeben, P1 6= P2.
Wenn sie beide in einem der Teilstücke liegen, so bleiben sie unter der Abbil-
dung verschieden, da auf den Teilstücken eine abgeschlossene Einbettung vor-
liegt. Wenn sie auf verschiedenen Teilstücken liegen, so faktorisieren sie durch
die zwei verschiedenen Projektionen und für den einen Punkt ist P1(e1) = 0
und für den anderen Punkt P2(e1) = 1. Sie sind also verschieden als Elemente
in K − Spek (R1 ×R2).

Eine Homöomorphie liegt vor, da sich die einzelnen abgeschlossenen Einbet-
tungen zu einer abgeschlossenen Abbildung zusammensetzen. �

Satz 13.13. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und sei R ei-
ne reduzierte kommutative K-Algebra von endlichem Typ. Dann stiftet die
Abbildung

e 7−→ D(e)

eine Bijektion zwischen den idempotenten Elementen in R und denjenigen
Teilmengen aus K−Spek (R), die sowohl offen also auch abgeschlossen sind.

Beweis. Zunächst ist D(e) = V (1 − e) offen und abgeschlossen. Dies folgt
aus

D(e) ∪D(1− e) = D(1) = K − Spek (R)

und aus

D(e) ∩D(1− e) = D(e(1− e)) = D(e− e2) = D(0) = ∅.

D.h. die Abbildung ist wohldefiniert. Seien e1, e2 zwei idempotente Elemente
mit U = D(e1) = D(e2). Da ein idempotentes Element in einem Körper
nur die Werte 0 oder 1 annehmen kann, haben sowohl e1 als auch e2 auf U
den Wert 1 und außerhalb den Wert 0. Damit haben e1 und e2 überall den
gleichen Wert und sind nach dem Identitätssatz für Polynome überhaupt
gleich. Dies beweist die Injektivität. Sei nun U = D(a) sowohl offen als
auch abgeschlossen. D.h. es gibt ein weiteres Ideal b mit D(a) ∪ D(b) =
K − Spek (R) und D(a) ∩ D(b) = ∅. Nach Korollar 11.5 erzeugen a und b

zusammen das Einheitsideal. D.h. es gibt a ∈ a und b ∈ b mit a + b = 1.
Wegen D(a) ∩ D(b) = D(ab) = ∅ ist nach Aufgabe 13.1 das Element ab
nilpotent und wegen der Reduziertheit ist ab = 0. Also ist

a = a · 1 = a(a+ b) = a2 + ab = a2

idempotent. Wegen D(a) ⊆ D(a) , D(b) ⊆ D(b) und D(a) ∪ D(b) = K −
Spek (R) ist U = D(a) = D(a). �

Es folgt, dass über einem algebraisch abgeschlossenen Körper eine reduzierte
K-Algebra R von endlichem Typ genau dann zusammenhängend ist, wenn
das zugehörige K−Spek (R) zusammenhängend ist.
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13. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 13.1. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und sei R eine
reduzierte K-Algebra von endlichem Typ. Beweise den Identitätssatz in der
folgenden Gestalt: Wenn für f, g ∈ R gilt, dass f(P ) = g(P ) ist für alle
P ∈ K−Spek (R), so ist f = g.

Aufgabe 13.2. Sei R ein kommutativer Ring und S ⊆ R ein multiplikatives
System. Man definiert die Nenneraufnahme

RS

schrittweise wie folgt. Es sei zunächstM die Menge der formalen Brüche mit
Nenner in S, also

M =
{r

s
| r ∈ R, s ∈ S

}

.

Zeige, dass durch

r

s
∼ r′

s′
genau dann, wenn es ein t ∈ S gibt mit trs′ = tr′s

eine Äquivalenzrelation aufM definiert ist. Wir bezeichnen mit RS die Menge
der Äquivalenzklassen. Definiere auf RS eine Ringstruktur und definiere einen
Ringhomomorphismus R→ RS.

In den folgenden Aufgaben dürfen Sie, wenn Sie wollen, bei Nenneraufnah-
men annehmen, dass Integritätsbereiche vorliegen.

Aufgabe 13.3. Seien R und A kommutative Ringe und sei S ⊆ R ein
multiplikatives System. Es sei ϕ : R → A ein Ringhomomorphismus derart,
dass ϕ(s) eine Einheit in A ist für alle s ∈ S. Zeige: Dann gibt es einen
eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus

ϕ̃ : RS −→ A ,

der ϕ fortsetzt.

Aufgabe 13.4. Sei R ein kommutativer Ring und sei f ∈ R mit zugehöriger
Nenneraufnahme Rf . Beweise die R-Algebra-Isomorphie

Rf
∼= R[T ]/(Tf − 1) .
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Aufgabe 13.5.*

Sei K ein Körper, R = K[X, Y ] der Polynomring in zwei Variablen, S ⊆ R
ein multiplikatives System und F ∈ R ein Polynom. Zeige, dass es eine
eindeutige R-Algebra-Isomorphie

(R/(F ))S ∼= (RS)/(F )

gibt.

Aufgabe 13.6. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und seien R
und S kommutative K-Algebren von endlichem Typ. Es sei f ∈ R und
ϕ : R → S sei ein K-Algebra-Homomorphismus. Zeige, dass die Spek-
trumsabbildung ϕ∗ genau dann durch D(f) faktorisiert, wenn ϕ(f) eine Ein-
heit in S ist.

Aufgabe 13.7.*

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und R eine integre endlich
erzeugte K-Algebra. Es seien f, g ∈ R. Zeige, dass die folgenden Aussagen
äquivalent sind.

(1) D(f) ⊆ D(g)
(2) Es gibt einen R-Algebra-Homomorphismus Rg → Rf .

Zeige ferner, dass diese Äquivalenz für K = R nicht gilt.

Die folgende Aufgabe verwendet den Begriff des saturierten multiplikativen
Systems.

Ein multiplikatives System S in einem kommutativen Ring R heißt saturiert,
wenn folgendes gilt: Ist g ∈ R und gibt es ein f ∈ S, das von g geteilt wird,
so ist auch g ∈ S.

Aufgabe 13.8. Seien A,B kommutative Ringe und sei ϕ : A → B ein
Ringhomomorphismus . Zeige, dass das Urbild ϕ−1(B×) der Einheitengruppe
ein saturiertes multiplikatives System in A ist.

Aufgabe 13.9. Sei R ein kommutativer Ring. Zeige, dass die Menge der
Nichtnullteiler in R ein saturiertes multiplikatives System bilden.

Aufgabe 13.10.*

Man gebe ein Beispiel einer integren, endlich erzeugten C-Algebra R und
eines multiplikativen Systems S ⊆ R, 0 6∈ S, an derart, dass die Nennerauf-
nahmeRS kein Körper ist, aber jedes maximale Ideal ausR zum Einheitsideal
in RS wird.
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Aufgabe 13.11. Zeige, dass ein Integritätsbereich ein zusammenhängender
Ring ist.

Aufgabe 13.12. Sei R ein kommutativer Ring und sei f ∈ R. Es sei f
sowohl nilpotent als auch idempotent. Zeige, dass f = 0 ist.

Aufgabe 13.13. Sei R ein kommutativer Ring und sei e ∈ R ein idempo-
tentes Element. Zeige, dass es eine natürliche Isomorphie

Re
∼= R/(1− e)

gibt.

(Dies zeigt erneut, dass D(e) offen und abgeschlossen ist).

Aufgabe 13.14. Seien R und S kommutative Ringe und sei R × S der
Produktring R× S. Zeige, dass die Teilmenge R× 0 ein Hauptideal ist.

Aufgabe 13.15. Sei X ein topologischer Raum, der nicht leer und nicht
zusammenhängend sei. Zeige, dass es dann eine stetige Abbildung f : X → R,
f 6= 0, 1, (R sei mit der metrischen Topologie versehen) gibt, die idempotent
im Ring der stetigen Funktionen auf X ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 13.16. (4 Punkte)

Betrachte zwei parallele Geraden V und das Achsenkreuz W . Beschreibe
eine möglichst natürliche surjektive Abbildung zwischen V undW (in welche
Richtung?), und zwar sowohl geometrisch als auch algebraisch. Gibt es auch
eine surjektive polynomiale Abbildung in die andere Richtung?

Aufgabe 13.17. (6 Punkte)

Betrachte die durch Y 2 = X3+X2 gegebene Kurve C (siehe Beispiel 6.3) und
die offene Menge U = D(X) ⊆ C. Finde eine abgeschlossene Realisierung
von U in A3

K und zeige, dass es auch eine solche Realisierung in A2
K gibt.

Skizziere die Bildkurve unter der Abbildung

U −→ A2
K , (x, y) 7−→

(

1

x
, y

)

.

Ist U isomorph zu einer offenen Menge der affinen Geraden?
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Aufgabe 13.18. (3 Punkte)

Bestimme die nilpotenten und die idempotenten Elemente in Z/(175).

Aufgabe 13.19. (4 Punkte)

SeiK ein algebraisch abgeschlossener Körper und betrachte den Durchschnitt
der beiden algebraischen Kurven

V (X2 + Y 2 − 1) und V (Y −X2) .

Identifiziere den Restklassenring

R = K[X, Y ]/(X2 + Y 2 − 1, Y −X2)

mit einem Produktring und beschreibe die Restklassenabbildung K[X, Y ]→
R mittels dieser Identifizierung. Bestimme Urbilder in K[X, Y ] für sämtliche
idempotenten Elemente des Produktringes.

Aufgabe 13.20. (6 Punkte)

Es sei R ein kommutativer Ring. Beweise die Äquivalenz folgender Aussagen.

(1) R ist reduziert.
(2) Für jedes Primideal p ist Rp reduziert.
(3) Für jedes maximale Ideal m ist Rm reduziert.

Bemerkung: Man sagt daher, dass Reduziertheit eine lokale Eigenschaft ist.

Man gebe auch ein Beispiel für einen kommutativen Ring, der nicht integer
ist, dessen Lokalisierungen an Primidealen aber alle integer sind.

Aufgabe 13.21. (5 Punkte)

Sei R ein Hauptidealbereich mit Quotientenkörper Q = Q(R). Zeige, dass
jeder Zwischenring S, R ⊆ S ⊆ Q, eine Nenneraufnahme ist.

14. Vorlesung - Algebraische Funktionen

Algebraische Funktionen auf Varietäten

Was ist ein Morphismus zwischen zwei affin-algebraischen Mengen V und
W? Wir betrachten zuerst die Situation, wo W = A1

K die affine Gerade
ist. Sei V = V (a) ⊆ An

K als abgeschlossene Teilmenge eines affinen Raumes
gegeben. Dann liefert jedes Polynom F ∈ K[X1, . . . , Xn] eine Abbildung
F : An

K → A1
K = K und damit auch eine Abbildung auf V . Das haben wir

schon bei der Definition des Koordinatenrings betrachtet. Ebenso liefert ein
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Element F ∈ R in einer endlich erzeugten K-Algebra R eine Funktion auf
K−Spek (R), nämlich

K−Spek (R) −→ A1
K , P 7−→ F (P ) .

Dies ist auch die Spektrumsabbildung, die zu K[T ]→ R, T 7→ F , gehört.

Für die offenen Mengen D(F ) ∼= K−Spek (RF ) ist 1/F nach Satz 13.4 eine
wohldefinierte Funktion. Wir werden allgemein für eine Zariski-offene Menge
U ⊆ V erklären, was eine algebraische Funktion auf U ist. Die folgende
Definition ist so strukturiert, dass die Bedingung

”
algebraisch“ eine lokale

Eigenschaft ist.

Definition 14.1. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper, R eine K-
Algebra von endlichem Typ und sei V = K−Spek (R) das K- Spektrum
von R. Sei P ∈ V ein Punkt, U ⊆ V eine Zariski-offene Menge mit P ∈ U
und es sei f : U → A1

K = K eine Funktion. Dann heißt f algebraisch (oder
regulär oder polynomial) im Punkt P , wenn es Elemente G,H ∈ R gibt mit
P ∈ D(H) ⊆ U und mit

f(Q) =
G(Q)

H(Q)
für alle Q ∈ D(H) .

Die Funktion f heißt algebraisch (oder algebraisch auf U), wenn f in jedem
Punkt von U algebraisch ist.

Natürlich definiert jedes Element f ∈ R eine algebraische Funktion auf je-
der offenen Teilmenge des K-Spektrums. Es ist aber im Allgemeinen eher
schwierig, die algebraischen Funktionen übersichtlich zu beschreiben.

Bemerkung 14.2. In der Definition ist die vorausgesetzte Stetigkeit über-
flüssig, da sie aus der lokalen algebraischen Bedingung folgt (siehe Aufgabe
16.7).

Ebenso ist die Bedingung D(H) ⊆ U nicht wichtig. Wenn es eine Beschrei-
bung für f mit f = G/H aufD(H) mit P ∈ D(H) gibt, so betrachtet man ein
H ′ mit P ∈ D(H ′),D(H ′) ⊆ U . Dann kann man zuD(H)∩D(H ′) = D(HH ′)
übergehen, und dort die Darstellung f = (GH ′)/(HH ′) betrachten.

Wenn es im Punkt P eine Bruchdarstellung für f als f = G/H gibt, so kann
man diese Darstellung für alle Punkte ausD(H) verwenden. D.h. f ist auf der
ganzen offenen Menge D(H) algebraisch. Insbesondere muss man nicht mit
unendlich vielen verschiedenen Darstellungen arbeiten, sondern man kann
sich auf die (endlich vielen) Darstellungen Gi/Hi zu einer Überdeckung U =
⋃

i∈I D(Hi) beschränken.

Bei K = C ist eine algebraische Funktion auch stetig bezüglich der metri-
schen Topologie, und bei R = C[X1, . . . , Xn] ist sie holomorph.

Beispiel 14.3. Sei V = V (WX − ZY ) ⊆ A4
K und sei U = D(X, Y ) =

D(X) ∪D(Y ) ⊂ V die durch X und Y definierte Zariski-offene Menge. Auf
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U ist die durch

f =
Z

X
=
W

Y

definierte Funktion algebraisch. Die beiden rationalen Darstellungen liefern
offenbar eine algebraische Funktion auf den beiden offenen Teilmengen D(X)
undD(Y ). Damit es eine Funktion auf U definiert muss sichergestellt werden,
dass die Brüche auf dem Durchschnitt, also auf D(X)∩D(Y ) = D(XY ), die
gleichen Funktionswerte haben. Sei also Q = (w, x, y, z) ∈ D(XY ), Q ∈ V .
D.h. x, y 6= 0 und wx = zy. Dann ist aber sofort

Z

X
(Q) =

z

x
=
w

y
=
W

Y
(Q) .

Lemma 14.4. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper, R eine K- Al-
gebra von endlichem Typ und sei V = K−Spek (R) das K-Spektrum von R.
Es sei U ⊆ V eine Zariski-offene Menge. Dann bildet die Menge der algebrai-
schen Funktionen auf U einen Unterring (und zwar eine K-Unteralgebra) des
Rings der Funktionen von U nach K (wobei die Operationen in K ausgeführt
werden).

Beweis. Wir müssen zeigen, dass die konstante Nullfunktion und die kon-
stante Einsfunktion auf U , das Negative einer algebraischen Funktion, und
die Summe und das Produkt von zwei algebraischen Funktionen auf U wie-
der algebraisch sind. Wir beschränken uns auf die Summe der algebraischen
Funktionen f1 und f2. Sei P ∈ U ein Punkt. Nach Voraussetzung gibt es
Elemente G1, H1, G2, H2 ∈ R mit

f1(Q) =
G1(Q)

H1(Q)
für alle Q ∈ D(H1) ⊆ U, P ∈ D(H1) ,

und

f2(Q) =
G2(Q)

H2(Q)
für alle Q ∈ D(H2) ⊆ U, P ∈ D(H2) .

Sei H := H1H2. Dann ist P ∈ D(H) = D(H1) ∩ D(H2) ⊆ U . Für einen
beliebigen Punkt Q ∈ D(H) ist dann

(f1 + f2)(Q) = f1(Q) + f2(Q)

=
G1(Q)

H1(Q)
+
G2(Q)

H2(Q)

=
G1(Q)H2(Q) +G2(Q)H1(Q)

H1(Q)H2(Q)

=
(G1H2 +G2H1)(Q)

(H1H2)(Q)
,

was eine polynomiale Darstellung der Summenfunktion in der Zariski-offenen
Umgebung D(H) des Punktes P ergibt. �
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Definition 14.5. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper, R eine K-
Algebra von endlichem Typ und sei V = K−Spek (R) das K- Spektrum von
R. Sei U ⊆ V eine Zariski-offene Menge. Dann bezeichnet man mit

Γ(U,O) = {f : U −→ K| f ist algebraisch}

den Ring der algebraischen Funktionen auf U . Man bezeichnet ihn auch als
Strukturring zu U oder als Schnittring zu U .

Aufgrund von Lemma 14.4 handelt es sich in der Tat um einen Ring. Das
Symbol O (sprich

”
O“) bezeichnet die sogenannte Strukturgarbe.

Lemma 14.6. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper, R eine K-
Algebra von endlichem Typ und sei V = K−Spek (R) das K- Spektrum
von R. Es seien U1 ⊆ U2 offene Teilmengen von V . Dann gibt es einen
natürlichen K-Algebra-Homomorphismus

Γ(U2,O) −→ Γ(U1,O) .

Beweis. Die Funktion f : U2 → K liefert sofort durch Einschränkung eine
auf U1 definierte Funktion. Die lokal-algebraische Beschreibung, die für f an
jedem Punkt P ∈ U2 vorliegt, kann direkt auf der kleineren Teilmenge U1

interpretiert werden. �

Die im vorstehenden Lemma beschriebene Abbildung heißt Restriktionsab-
bildung oder Einschränkungsabbildung.

Lemma 14.7. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper, R eine K-
Algebra von endlichem Typ und sei V = K−Spek (R) das K- Spektrum von
R. Es sei F ∈ R und U ⊆ D(F ) ⊆ V eine offene Menge. Dann ist es egal,
ob man Γ(U,O) mit Bezug auf V oder mit Bezug auf D(F ) = K−Spek (RF )
definiert.

Beweis. Natürlich hängen die stetigen Funktionen auf U nur von U selbst
ab, nicht von einem umgebenden Raum. Wir müssen zeigen, dass die lokal-
algebraische Bedingung ebenfalls nur von U abhängt. Sei P ∈ U . Eine Be-
schreibung

ϕ =
G

H
auf D(H) mit P ∈ D(H) und mit G,H ∈ R

liefert sofort eine Beschreibung als Bruch auf D(HF ), da man ja H,G sofort
in RF auffassen kann.

Es liege nun umgekehrt eine Bruchdarstellung

ϕ =
G̃

H̃
auf D(H̃) mit P ∈ D(H̃) und mit G̃, H̃ ∈ RF
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vor. Es sei G̃ = G/F r und H̃ = H/F s. Dann gilt für jeden PunktQ ∈ D(HF )
die Gleichheit

ϕ(Q) =
G̃(Q)

H̃(Q)
=
G(Q)/F r(Q)

H(Q)/F s(Q)
=
G(Q)F s(Q)

H(Q)F r(Q)
.

Dabei haben wir im letzten Schritt mit F r+s erweitert. In der letzten Darstel-
lung sind Zähler und Nenner aus R, und es ist HF r(P ) 6= 0, also ist D(HF r)
eine offene Umgebung von P . �

Lemma 14.8. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper, R eine K-
Algebra von endlichem Typ und sei V = K−Spek (R) das K- Spektrum
von R. Es sei U ⊆ V eine Zariski-offene Menge, P ∈ U ein Punkt und es
sei f : U → K eine algebraische Funktion, für die es die beiden rationalen
Darstellungen

G1

H1

und
G2

H2

gebe mit G1, H1, G2, H2 ∈ R und mit P ∈ D(H1), D(H2) ⊆ U . Dann gibt es
ein r ∈ N mit

Hr
1H

r
2(G1H2 −G2H1)

r = 0 in R .

Ist R reduziert, so gilt sogar H1H2(G1H2 −G2H1) = 0.

Beweis. Wir betrachten das Element F = H1H2(G1H2 − G2H1) auf V und
behaupten, dass dies die Nullfunktion induziert. Sei Q ∈ V . Bei H1(Q) = 0
oderH2(Q) = 0 ist F (Q) = 0, sei alsoH1(Q), H2(Q) 6= 0 vorausgesetzt. Dann
ist Q ∈ D(H1)∩D(H2), und dort gelten die beiden rationalen Darstellungen
für f , nämlich

G1(Q)

H1(Q)
= f(Q) =

G2(Q)

H2(Q)
.

Daraus folgt G1(Q)H2(Q) = G2(Q)H1(Q) und somit ist die Differenz null.
Insgesamt ist also F die Nullfunktion auf V und daher gibt es nach dem
Hilbertschen Nullstellensatz ein r mit F r = 0. �

Der Graph einer globalen Funktion auf A2
K .
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Satz 14.9. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper, R eine reduzierte
K- Algebra von endlichem Typ und sei V = K−Spek (R) das K- Spektrum
von R. Dann ist

Γ(V,O) = R .

Beweis. Ein Element F ∈ R liefert direkt eine algebraische Funktion auf
ganz V , was einen K-Algebra Homomorphismus

R −→ Γ(V,O)

ergibt. Wenn dabei F an jedem Punkt die Nullfunktion induziert, so ist nach
Satz 11.1 und wegen der Reduziertheit auch F = 0. D.h. die Abbildung ist
injektiv.

Sei nun f : V → K ein algebraische Funktion. Dann gibt es zu jedem Punkt
P ∈ V zwei Elemente GP , HP ∈ R mit P ∈ D(HP ) und mit f = GP

HP
auf

D(HP ). Die D(HP ) bilden eine offene Überdeckung von V und das bedeutet
nach Korollar 11.5, dass die HP in R das Einheitsideal erzeugen. Dann gibt
es aber auch eine endliche Auswahl davon, die das Einheitsideal erzeugen,
sagen wir Hi = HPi

, i = 1, . . . ,m. Dann wiederum überdecken diese D(Hi),
i = 1, . . . ,m, ganz V .

Auf den DurchschnittenD(HiHj) = D(Hi)∩D(Hj) haben wir die Identitäten

f(Q) =
Gi(Q)

Hi(Q)
=
Gj(Q)

Hj(Q)
für alle Q ∈ D(HiHj) .

Daraus folgt nach Lemma 14.8 und der Reduziertheit, dass

HiHjGiHj = HiHjGjHi

in R gilt. Wir ersetzenHi durchH
2
i undGi durchGiHi. Dann ist nach wie vor

Gi/Hi eine lokale Beschreibung für f , und die letzte Bedingung vereinfacht
sich zu HiGj = HjGi.

Da die Hi das Einheitsideal erzeugen, gibt es Elemente Ai ∈ R mit

m
∑

i=1

AiHi = 1

in R. Wir behaupten, dass das Element

F =
m
∑

i=1

AiGi
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auf ganz V die Funktion f induziert. Dazu sei Q ∈ V ein beliebiger Punkt,
und zwar sei ohne Einschränkung Q ∈ D(H1). Dann ist

f(Q) =
G1(Q)

H1(Q)

=
G1(Q)

H1(Q)
(
m
∑

i=1

AiHi)(Q))

=
m
∑

i=1

Ai(Q)
G1(Q)Hi(Q)

H1(Q)

=
m
∑

i=1

Ai(Q)Gi(Q)

= F (Q) .

�

Korollar 14.10. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper, R eine re-
duzierte K- Algebra von endlichem Typ und sei V = K−Spek (R) das K-
Spektrum von R. Es sei F ∈ R mit zugehöriger offener Menge D(F ) ⊆ V .
Dann ist

Γ(D(F ),O) = RF .

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 14.7 und Satz 14.9. �

Nicht jede außerhalb der Gerade auf dem Kegel definierte Funktion lässt sich auf

den affinen Raum ohne die Gerade fortsetzen.

Beispiel 14.11. Wir betrachten den Standardkegel, der als abgeschlossene
Teilmenge

V = V (X2 + Y 2 − Z2) ⊆ A3
K .
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gegeben sei. Es sei U = D(X,Z − Y ) ⊆ A3
K die offene Teilmenge mit dem

Schnitt V ∩ U = D(X,Z − Y ) (in V ), der eine offene Menge in V ist. Wir
behaupten, dass der zugehörige Ringhomomorphismus

Γ(U,O) −→ Γ(U ∩ V,O)
nicht surjektiv ist. Das liegt daran, dass links einfach der Polynomring in
drei Variablen steht (vergleiche Aufgabe 14.6). Dagegen ergibt sich aus der
Gleichung

X2 = Z2 − Y 2 = (Z − Y )(Z + Y ) ,

dass es auf U ∩ V die algebraische Funktion

X

Z − Y =
Z + Y

X

gibt, die nicht im Bild der Abbildung liegt, da es keine Funktion auf dem
ganzen Kegel ist.

14. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

In den folgenden Aufgaben werden Ultrafilter und minimale Primideale be-
sprochen. Wir geben die Definition.

Ein Primideal p in einem kommutativen Ring heißt minimales Primideal,
wenn es kein Primideal q mit q ⊂ p gibt.

Sei R ein kommutativer Ring. Ein multiplikatives System F ⊆ R nennt man
einen Ultrafilter, wenn 0 6∈ F ist und wenn F maximal mit dieser Eigenschaft
ist.

Aufgabe 14.1. Sei R ein kommutativer Ring und sei F ⊆ R ein multiplika-
tives System mit 0 6∈ F . Zeige, dass F genau dann ein Ultrafilter ist, wenn
es zu jedem g ∈ R, g 6∈ F , ein f ∈ F und eine natürliche Zahl n gibt mit
fgn = 0.

Aufgabe 14.2. Sei R ein kommutativer Ring und sei F ⊂ R ein Ultrafilter.
Zeige, dass das Komplement von F ein minimales Primideal in R ist.

Aufgabe 14.3. Sei R ein kommutativer Ring und sei S ein multiplikatives
System mit 0 6∈ S. Zeige, dass S in einem Ultrafilter enthalten ist.

(Man benutze das Lemma von Zorn).

Aufgabe 14.4. Sei R ein kommutativer, reduzierter Ring. Zeige, dass jeder
Nullteiler in einem minimalen Primideal enthalten ist.
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Aufgabe 14.5. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und sei R ei-
ne kommutative K-Algebra von endlichem Typ. Zeige, dass die minimalen
Primideale von R den irreduziblen Komponenten von K−Spek (R) entspre-
chen.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 14.6. (4 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und betrachte die affine Ebene
A2
K . Es sei P ∈ A2

K ein Punkt und U = A2
K \ {P} das offene Komplement

davon. Zeige
Γ(U,O) = K[X, Y ] .

(Dies besagt, dass eine außerhalb eines Punktes definierte algebraische Funk-
tion sich in den Punkt fortsetzen lässt. In der komplexen Analysis nennt man
den entsprechenden Satz den Riemannschen Hebbarkeitssatz ).

Aufgabe 14.7. (4 Punkte)

Es sei R ein kommutativer Ring undMi, i ∈ N, seien R-Moduln mit fixierten
R-Modulhomomorphismen

ϕi : Mi −→Mi+1.

Die Sequenz

. . . −→Mi −→Mi+1 −→Mi+2 −→Mi+3 −→ . . .

heißt exakt, wenn für alle i gilt, dass Kern (ϕi) = Bild (ϕi−1) ist.

(1) Zeige, dass diese Definition im Falle einer kurzen exakten Sequenz
mit der Definition in der Vorlesung übereinstimmt.

(2) Sei nun R = K ein Körper, die Mi seien endlich erzeugt, M0 = 0 und
alle Mi = 0 für i ≥ n für ein gewisses n. Zeige, dass

n
∑

i=0

(−1)i dimKMi = 0 .

Aufgabe 14.8. (6 Punkte)

Es sei K ein Körper und A eine endlichdimensionale, reduzierte K-Algebra.
Zeige, dass dann A ein endliches direktes Produkt von endlichen Körperer-
weiterungen von K ist.

Hinweis: Man darf ohne Beweis benutzen, dass es in A nur endlich viele
Primideale gibt.
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Aufgabe 14.9. (5 Punkte)

Beschreibe die Menge M aller 2 × 3-Matritzen mit Rang ≤ 1 über einem
Körper K als K-Spektrum einer geeigneten K-Algebra. Zeige, dass es eine
Isomorphie zwischen einer (nicht leeren) Zariski-offenen Teilmenge von M
und einer offenen Menge des A4

K gibt.

Aufgabe 14.10. (5 Punkte)

Betrachte das Ideal

a = (U5 − V 3, U11 −W 3, V 11 −W 5) ⊆ K[U, V,W ]

und das zugehörige Nullstellengebilde Z = V (a) ⊆ A3
K . Zeige, dassW −U2V

zum Radikal von a gehört. Zeige damit, dass Z isomorph zu einer ebenen
algebraischen Kurve ist.

Man benutze, dass das Radikal der Durchschnitt der Primideale ist, die es
umfassen.

15. Vorlesung - Lokale Ringe

Affine und quasiaffine Varietäten

Definition 15.1. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und sei R
eine K- Algebra von endlichem Typ. Dann nennt man das K- Spektrum
V = K−Spek (R) von R, wobei alle Zariski-offenen Mengen U ⊆ V mit
dem Ring der algebraischen Funktionen Γ(U,O) versehen seien, eine affine
Varietät.

Eine offene Teilmenge einer affinen Varietät, wobei ebenfalls alle offenen Men-
gen mit den Strukturringen versehen seien, nennt man eine quasiaffine Va-
rietät. Eine quasiaffine Varietät wird überdeckt durch endlich viele offene
Mengen der Form D(f), welche selbst affine Varietäten sind. Manche Auto-
ren nennen nur irreduzible K-Spektren eine Varietät. Satz 14.9 sichert, dass
man beim Übergang von R zu V = K−Spek (R) nichts verliert, da man den
Ring R als Γ(V,O) zurückgewinnen kann. Dies ist aus dem topologischen
Raum allein nicht möglich.

Lokale Ringe

Zu einem gegebenen Punkt P in einem K-Spektrum interessieren wir uns für
die Menge aller algebraischen Funktionen, die in P definiert sind und in einer
gewissen Umgebung von P eine rationale Darstellung besitzen. Dabei sind die
algebraischen Funktionen auf unterschiedlichen Umgebungen definiert, und
es gibt keine kleinste Umgebung, auf der alle in P definierten algebraischen
Funktionen definiert sind. Es liegt ein System von Ringen Γ(U,O), P ∈
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U , vor, das wir geometrisch und algebraisch verstehen wollen. Es stellt sich
heraus, dass man diesem System einen sinnvollen Limes (

”
direkter Limes“

oder
”
Kolimes“) zuordnen kann, und dass dieser mit der Lokalisierung Rm

an dem zu P gehörenden maximalen Ideal m übereinstimmt. Wir führen
zunächst die algebraischen Begriffe ein.

Definition 15.2. Ein kommutativer Ring R heißt lokal, wenn R genau ein
maximales Ideal besitzt.

Dazu ist äquivalent, dass das Komplement der Einheitengruppe von R ab-
geschlossen unter der Addition ist. Die einfachsten lokalen Ringe sind die
Körper. Zu jedem lokalen Ring R gehört der Restklassenkörper R/m, den
man den Restekörper von R nennt. Wir werden bald sehen, dass es zu jedem
Punkt in einem K-Spektrum einen zugehörigen lokalen Ring gibt, der das

”
lokale Aussehen“ der Varietät in dem Punkt algebraisch beschreibt.

Definition 15.3. Sei R ein kommutativer Ring und sei p ein Primideal.
Dann nennt man die Nenneraufnahme an S = R \ p die Lokalisierung von R
an p. Man schreibt dafür Rp. Es ist also

Rp :=

{

f

g
| f ∈ R, g 6∈ p

}

.

Der folgende Satz zeigt, dass diese Namensgebung Sinn macht.

Satz 15.4. Sei R ein kommutativer Ring und sei p ein Primideal in R. Dann
ist die Lokalisierung Rp ein lokaler Ring mit maximalem Ideal

pRp :=

{

f

g
| g 6∈ p, f ∈ p

}

.

Beweis. Die angegebene Menge ist in der Tat ein Ideal in der Lokalisierung

Rp =
{

f
g
| f ∈ R, g 6∈ p

}

. Wir zeigen, dass das Komplement nur aus Einheiten

besteht, so dass es sich um ein maximales Ideal handeln muss. Sei also q =
f
g
∈ Rp, aber nicht in pRp. Dann sind f, g 6∈ p und somit gehört der inverse

Bruch g
f
ebenfalls zur Lokalisierung. �

Quotientenkörper und Funktionenkörper

Wenn R ein Integritätsbereich ist, so ist der Quotientenkörper eine Lokali-
sierung, und zwar am Primideal 0. Wir zeigen jetzt, dass für die zugehörige
irreduzible affine Varietät K−Spek (R) jede algebraische Funktion in natürli-
cher Weise im Quotientenkörper liegt.

Lemma 15.5. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper, R eine integ-
re K-Algebra von endlichem Typ, und sei U ⊆ K−Spek (R) eine offene
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nicht-leere Teilmenge. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten injektiven
R-Algebra Homomorphismus

Γ(U,O) −→ Q(R) .

Insbesondere ist jede auf einer nicht-leeren offenen Menge U ⊆ K−Spek (R)
definierte algebraische Funktion ein Element im Quotientenkörper Q(R).

Beweis. Sei P ∈ U ein Punkt und die algebraische Funktion f sei in einer
Umgebung von P durch f = G/H gegeben, G,H ∈ R, H 6= 0. Dann kann
man G/H sofort als Element im Quotientenkörper auffassen. Sei Q ∈ U ein
anderer Punkt mit einer Darstellung f = G′/H ′. Nach Lemma 14.8 und da
ein Integritätsbereich vorliegt ist GH ′ = G′H in R. Daher ist der Quotient
im Quotientenkörper wohldefiniert. Die Abbildung ist dann offensichtlich ein
Ringhomomorphismus und das Diagramm

R
↓ ց

Γ(U,O) −→ Q(R)

kommutiert. Die Abbildung ist auch durch die Eigenschaften eindeutig fest-
gelegt, da die algebraischen Funktionen, die Elementen aus R entsprechen,
auf die zugehörigen Elemente im Quotientenkörper gehen müssen. Damit
sind bereits die Bilder der Brüche festgelegt.

Die Injektivität ergibt sich daraus, dass aus G/H = 0 im Quotientenkörper
sofort G = 0 folgt, und damit ist auch die zugehörige Funktion auf D(H) die
Nullfunktion. Wenn es eine weitere Darstellung G/H = G′/H ′ gibt, so folgt
wiederum G′ = 0 und erneut ist das die Nullfunktion. �

Aus der Eindeutigkeit folgt ebenfalls sofort, dass für zwei offene Mengen
U ⊆ U ′ das Diagramm

Γ(U ′,O)
↓ ց

Γ(U,O) −→ Q(R)

kommutiert, wobei links der Restriktionshomomorphismus steht. Wir werden
im integren Fall von nun an eine algebraische Funktion mit dem zugehörigen
Element im Quotientenkörper identifizieren.

Topologische Filter und ihre Halme

Das Ergebnis des letzten Abschnitts besagt, dass man den Quotientenkörper
gewinnen kann als eine geordnete Vereinigung aller Schnittringe Γ(U,O) über
alle nichtleeren offenen Mengen. Eine ähnliche Konstruktion kann man ge-
nerell für sinnvoll strukturierte Systeme von offenen Mengen durchführen.
Dazu benötigen wir den Begriff des Filters.



130

Definition 15.6. Sei X ein topologischer Raum. Ein System F aus offenen
Teilmengen von X heißt Filter, wenn folgende Eigenschaften gelten (U, V
seien offen).

(1) X ∈ F .
(2) Mit U ∈ F und U ⊆ V ist auch V ∈ F .
(3) Mit U ∈ F und V ∈ F ist auch U ∩ V ∈ F .

Schematische Darstellung eines Umgebungsfilters

Definition 15.7. Sei X ein topologischer Raum und sei M ⊆ X eine Teil-
menge. Dann nennt man das System

U(M) = {U ⊆ X offen |M ⊆ U}
den Umgebungsfilter von M .

Es handelt sich dabei offensichtlich um einen topologischen Filter. Insbeson-
dere gibt es zu einem einzelnen Punkt P ∈ X den Umgebungsfilter U(P ).
Der Umgebungsfilter fasst alle offenen Umgebungen des Punktes zusammen.
Wenn zwei offene Umgebungen U1, U2 von P gegeben sind zusammen mit
zwei algebraischen Funktionen

f1 ∈ Γ(U1,O) und f2 ∈ Γ(U2,O) ,
so hat die Summe f1 + f2 (ebensowenig das Produkt) zunächst keinen Sinn,
da die Definitionsbereiche verschieden sind. Im integren Fall kann man beide
Funktionen als Elemente im Quotientenkörper auffassen und dort addieren.
Man kann aber auch zum Durchschnitt U1 ∩ U2 (der ebenfalls eine offene
Umgebung des Punktes ist) übergehen und dort die Einschränkungen der
beiden Funktionen addieren. Wichtig ist hierbei die Eigenschaft eines Filters,
dass man zu je zwei offenen Mengen auch den Durchschnitt im Filter hat mit
den zugehörigen Inklusionen

U1 ∩ U2 ⊆ U1, U2
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und den zugehörigen Restriktionen

Γ(U1,O),Γ(U2,O) −→ Γ(U1 ∩ U2,O) .
Diese Beobachtung wird durch den Begriff der gerichteten Menge und des
gerichteten Systems präzisiert.

Definition 15.8. Eine geordnete Menge (I,4) heißt gerichtet geordnet oder
gerichtet, wenn es zu jedem i, j ∈ I ein k ∈ I gibt mit i, j 4 k.

Wir fassen einen topologischen Filter als eine durch die Inklusion geordnete
Menge auf. Aus der Durchschnittseigenschaft eines Filters ergibt sich, dass
eine gerichtete Menge vorliegt (Es ist dabei

”
4=⊇“).

Definition 15.9. Sei (I,4) eine geordnete Indexmenge. Eine Familie

Mi, i ∈ I ,
von Mengen nennt man ein geordnetes System von Mengen, wenn folgende
Eigenschaften erfüllt sind.

(1) Zu i 4 j gibt es eine Abbildung ϕij :Mi →Mj.
(2) Zu i 4 j und j 4 k ist ϕik = ϕjk ◦ ϕij .

Ist die Indexmenge zusätzlich gerichtet, so spricht man von einem gerichteten
System von Mengen.

Wenn die beteiligten MengenMi allesamt Gruppen (Ringe) sind und alle Ab-
bildungen zwischen ihnen Gruppenhomorphismen (Ringhomomorphismen),
so spricht man von einem geordneten bzw. gerichteten System von Gruppen
(Ringen).

Definition 15.10. Es sei Mi, i ∈ I, ein gerichtetes System von Mengen.
Dann nennt man

colim i∈IMi = ⊎i∈IMi/ ∼
den Kolimes (oder induktiven Limes) des Systems. Dabei bezeichnet ∼ die
Äquivalenzrelation, bei der zwei Elementem ∈Mi und n ∈Mj als äquivalent
erklärt werden, wenn es ein k ∈ I mit i, j 4 k und mit

ϕik(m) = ϕjk(n)

gibt.

Bei dieser Definition ist insbesondere ein Element si ∈ Mi äquivalent zu
seinem Bild ϕik(si) ∈ Mk für alle i 4 k. Wenn ein gerichtetes System von
Gruppen (Ringen) vorliegt, so kann man auf dem soeben eingeführten Koli-
mes der Mengen auch eine Gruppenstruktur (Ringstruktur) definieren. Dies
beruht darauf, dass zwei Elemente in diesem Kolimes, die durch si ∈Mi und
sj ∈ Mj repräsentiert seien, mit ihren Bildern in Mk (i, j 4 k) identifiziert
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werden können. Dann kann man dort die Gruppenverknüpfung erklären, sie-
he Aufgabe 15.13. Unser Hauptbeispiel für ein gerichtetes System ist das
durch einen topologischen Filter gerichtete System der Ringe

Γ(U,O), U ∈ F .
Der zugehörige Kolimes über dieses System bekommt einen eigenen Namen.

Definition 15.11. Sei (V,O) eine quasiaffine Varietät und sei F ein topolo-
gischer Filter in V . Dann nennt man

OF = colim U∈FΓ(U,O)
den Halm von O in F .

Den Halm im Umgebungsfilter eines Punktes P nennt man auch den Halm
in P und schreibt dafür OP .
Satz 15.12. Sei R eine reduzierte kommutative Algebra von endlichem Typ
über einem algebraisch abgeschlossenen Körper K. Es sei P ∈ K−Spek (R)
ein Punkt im K-Spektrum mit zugehörigem maximalen Ideal m ⊆ R. Dann
gibt es eine natürliche Isomorphie (von R-Algebren)

Rm −→ OP .

Beweis. Der Halm OP hat eine eindeutige Struktur als R-Algebra, da ja die
Gesamtmenge zum Filter gehört. Sei F ∈ R, F 6∈ m. Dann ist 1/F auf
der offenen Umgebung D(F ) von P definiert. Dabei gilt dort F · 1/F = 1, so
dass F in dieser Menge und damit auch im Kolimes eine Einheit ist. Nach der
universellen Eigenschaft der Nenneraufnahme gibt es also einen R-Algebra
Homomorphismus

Rm −→ OP ,
den wir als bijektiv nachweisen müssen. Sei zuerst f ∈ OP . Dieses Element
ist repräsentiert durch eine algebraische Funktion f ∈ Γ(U,O) mit P ∈ U .
Insbesondere gibt es eine rationale Darstellung für f in P , d.h. f = G/H auf
D(H) und P ∈ D(H). Daher ist G/H ein Element in der Lokalisierung Rm,
und dieses wird auf f geschickt.

Zur Injektivität sei G/H gegeben mit H 6∈ m und vorausgesetzt, dass es als
Element im Halm null ist. Dies bedeutet, dass es eine offene Umgebung U
von P gibt, auf der G/H die Nullfunktion ist. Wir können annehmen, dass
diese offene Menge die Form P ∈ D(H ′) ⊆ D(H) hat. Wegen Korollar 14.10
gibt es dann auch eine Beschreibung G/H = G′/H ′ = 0. Das heisst nach
Lemma 14.8, dass HH ′H ′G = 0 in R ist. Dann ist auch G/H = 0 in der
Lokalisierung. �

Lemma 15.13. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und sei R
eine integre K-Algebra von endlichem Typ. Sei U ⊆ K−Spek (R) eine offene
Teilmenge. Dann ist

Γ(U,O) =
⋂

P∈U

OP
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(dabei wird der Durchschnitt im Quotientenkörper genommen).

Beweis. Zu jedem Punkt P ∈ U gibt es Ringhomomorphismen Γ(U,O) →
OP und OP → Q(R), die jeweils injektiv sind. Damit gibt es auch einen
injektiven Ringhomomorphismus

Γ(U,O) −→
⋂

P∈U

OP .

Sei f ∈ Q(R) ein Element im Durchschnitt rechts. Dann gibt es zu jedem
Punkt P ∈ U eine Darstellung f = G/H mit P ∈ D(H) ⊆ U . Dies bedeutet
direkt, dass f eine algebraische Funktion auf U ist. �

Definition 15.14. Sei V eine irreduzible quasiaffine Varietät. Dann ist der
Halm von O über alle nichtleeren offenen Mengen ein Körper, den man den
Funktionenkörper von V nennt.

15. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 15.1. Sei R ein kommutativer lokaler Ring. Zeige, dass R zusam-
menhängend ist.

Aufgabe 15.2. Sei R ein lokaler Ring mit Restekörper K. Zeige, dass R
und K genau dann die gleiche Charakteristik haben, wenn R einen Körper
enthält.

Aufgabe 15.3. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und R eine
endlich erzeugte kommutative K-Algebra. Es seien F1 und F2 zwei topologi-
sche Filter in K−Spek (R) mit F1 ⊆ F2. Zeige, dass es einen Ringhomomor-
phismus

OF1 −→ OF2

gibt.

Aufgabe 15.4. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und R eine
endlich erzeugte kommutative K-Algebra. Sei P ∈ K−Spek (R) ein Punkt.
Zeige (ohne Satz 15.12 zu verwenden), dass der Halm OP ein lokaler Ring
ist.

Aufgabe 15.5. Sei R ein kommutativer Ring und sei p ein Primideal. Zeige,
dass p ein minimales Primideal ist genau dann, wenn die Reduktion der
Lokalisierung Rp ein Körper ist.
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Aufgabe 15.6. Sei R ein kommutativer Ring und sei m ein maximales Ideal
mit Lokalisierung Rm. Es sei a ein Ideal, dass unter der Lokalisierungsabbil-
dung zum Kern gehört. Zeige, dass dann Rm auch eine Lokalisierung von R/a
ist.

Aufgabe 15.7.*

Sei K ein Körper und R eine integre, endlich erzeugte K-Algebra mit Quo-
tientenkörper Q(R). Sei q ∈ Q(R). Zeige, dass die Menge

{P ∈ K−Spek (R)| q ∈ OP}
offen in K−Spek (R) ist (dabei bezeichnet OP den lokalen Ring im Punkt
P ).

Aufgabe 15.8.*

Sei K ein Körper und seien R und S integre, endlich erzeugte K-Algebren.
Es sei

ϕ : R −→ S

ein K-Algebra-Homomorphismus und n ein maximales Ideal in S mit
ϕ−1(n) = m. Die Abbildung induziere einen Isomorphismus Rm → Sn. Zei-
ge, dass es dann auch ein f ∈ R, f 6∈ m, gibt derart, dass Rf → Sϕ(f) ein
Isomorphismus ist.

Aufgabe 15.9. Betrachte V = V (XW − Y Z) ⊆ A4
K . Beschreibe eine offene

Menge U ⊆ A4
K derart, dass der zu U ∩ V ⊆ U gehörende Ringhomomor-

phismus
Γ(U,O) −→ Γ(U ∩ V,O)

nicht surjektiv ist.

Aufgabe 15.10. Zeige, dass der Ring Γ(U,O) reduziert ist.

Aufgabe 15.11. Sei R eine kommutative K-Algebra von endlichem Typ
über einem algebraisch abgeschlossenen Körper. Sei U ⊆ K−Spek (R) eine
offene Teilmenge und f : U −→ K eine Funktion. Es sei U =

⋃

i∈I Ui eine

offene Überdeckung mit der Eigenschaft, dass die Einschränkungen fi = f |Ui

algebraische Funktionen sind. Zeige, dass dann f selbst algebraisch ist.

Aufgabe 15.12. Sei K ein Körper und betrachte das Achsenkreuz

V = K−Spek (K[X, Y ]/(XY )) .

Bestimme für jeden Punkt P ∈ V , ob der lokale Ring an P ein Integritäts-
bereich ist oder nicht.
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Aufgabe 15.13. Sei I eine gerichtete Indexmenge und sei Gi, i ∈ I, ein
gerichtetes System von kommutativen Gruppen. Zeige, dass der Kolimes eine
kommutative Gruppe ist.

Aufgabe 15.14. Sei I eine gerichtete Indexmenge und sei Mi, i ∈ I, ein
gerichtetes System von Mengen. Es sei N eine weitere Menge und zu jedem
i ∈ I sei eine Abbildung

ψi :Mi −→ N

gegeben mit der Eigenschaft, dass ψi = ψj◦ϕij ist für alle i 4 j (wobei ϕij die
Abbildungen des Systems bezeichnen). Beweise die universelle Eigenschaft
des Kolimes, nämlich, dass es eine eindeutig bestimmte Abbildung

ψ : colim i∈IMi −→ N

gibt derart, dass ψi = ψ ◦ ji ist, wobei ji :Mi → colim i∈IMi die natürlichen
Abbildungen sind.

Zeige ferner, dass falls Mi eine gerichtetes System von Gruppen und falls N
ebenfalls eine Gruppe ist und alle ψi Gruppenhomomorphismen sind, dass
dann auch ψ ein Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 15.15. (6 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring und sei p ein Primideal. Dann ist der Rest-
klassenring S = R/p ein Integritätsbereich mit Quotientenkörper Q = Q(S)
und Rp ist ein lokaler Ring mit dem maximalen Ideal pRp. Zeige, dass eine
natürliche Isomorphie

Q(S) ∼= Rp/pRp

vorliegt.

(Man nennt diesen Körper auch den Restekörper zu p).

Aufgabe 15.16. (4 Punkte)

Sei K ein Körper und sei R eine K-Algebra von endlichem Typ. Es seien
P1, . . . , Pn endlich viele Punkte in X = K−Spek (R). Zeige, dass der Umge-
bungsfilter dieser Punkte durch offene Mengen der Form D(f) erzeugt wird.

D.h. es ist zu zeigen, dass es zu P1, . . . , Pn ∈ U offen stets ein F ∈ R gibt
mit P1, . . . , Pn ∈ D(F ) ⊆ U
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Aufgabe 15.17. (4 Punkte)

Sei R eine integre K-Algebra R von endlichem Typ über einem algebraisch
abgeschlossenen Körper. Sei q ∈ Q = Q(R) ein Element im Quotientenkörper
von R. Zeige, dass

a = {f ∈ R| es gibt n ∈ N mit fnq ∈ R}
ein Ideal in R ist. Zeige ferner, dass D(a) ⊆ K−Spek (R) der (maximale)
Definitionsbereich der algebraischen Funktion q ist.

Aufgabe 15.18. (5 Punkte)

Sei K ein Körper, sei R eine kommutative K-Algebra von endlichem Typ
und sei S ein multiplikatives System in R. Zu S definieren wir

F (S) = {U ⊆ K − Spek (R) offen : es gibt f ∈ S mit D(f) ⊆ U} .
Zeige, dass F = F (S) ein topologischer Filter ist. Zeige ferner, dass es einen
Ringhomomorphismus

RS −→ OF
gibt, der eine Isomorphie ist, falls K algebraisch abgeschlossen und R redu-
ziert ist.

Aufgabe 15.19. (5 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und betrachte die affine Ebene
A2
K zusammen mit der x-Achse

V = V (y) .

Zeige, dass die folgende Menge ein saturiertes multiplikatives System ist.

S =
{

f ∈ K[X, Y ]| In der homogenen Komponente fdeg(f)

kommt xdeg(f) vor
}

.

Skizziere die Nullstellenmenge von einigen Polynomen, die oder die nicht zu
S gehören.

Sei F der zugehörige topologische Filter. Vergleiche F mit dem Umgebungs-
filter zu V und dem generischen Filter zu V .

Aufgabe 15.20. (4 Punkte)

Sei X = K−Spek (R) eine affine Varietät und seien P1, . . . , Pn ∈ X endlich
viele Punkte. Es sei F der Umgebungsfilter dieser Punkte und OF der zu-
gehörige Halm. Zeige, dass OF genau dann ein lokaler Ring ist, wenn n = 1
ist.
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Aufgabe 15.21. (4 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring und sei S ⊆ R ein multiplikatives System. Auf
S betrachten wir folgende (partielle) Ordnung, und zwar sagen wir f 4 g,
falls f eine Potenz von g teilt. Zeige, dass die kommutativen Ringe

Rf , f ∈ S ,
ein gerichtetes System bilden, und dass für den Kolimes gilt

colimf∈S Rf = RS .

Aufgabe 15.22. (4 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring und seien f1, . . . , fn ∈ R Elemente, die das
Einheitsideal erzeugen. Es sei vorausgesetzt, dass die Nenneraufnahmen Rfi

noethersch sind für i = 1, . . . , n. Zeige, dass dann auch R noethersch ist.

16. Vorlesung - Morphismen

Irreduzible Filter

Einen Filter kann man mit dem, was in ihm hängen bleibt, identifizieren.

Wir haben in der letzten Vorlesung gesehen, dass zu einem Punkt P in einem
K-Spektrum K−Spek (R) der Umgebungsfilter gehört und dass der Halm in
diesem Filter gleich der Lokalisierung von R an dem zugehörigen maximalen
Ideal ist. Ebenfalls haben wir gesehen, dass bei integrem R der Halm über
alle nichtleeren offenen Mengen den Quotientenkörper von R liefert, der wie-
derum die Lokalisierung am Nullideal ist. Dieser Zusammenhang wird mit
dem Begriff des irreduziblen Filters verallgemeinert.

Definition 16.1. Ein topologischer Filter F heißt irreduzibel, wenn ∅ 6∈ F
und folgendes gilt: Sind U, V zwei offene Mengen mit U∪V ∈ F , so ist U ∈ F
oder V ∈ F .
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Für Zariski-Filter (also topologische Filter in der Zariski-Topologie) gilt fol-
gender Zusammenhang.

Satz 16.2. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und sei R ei-
ne kommutative K-Algebra von endlichem Typ mit K-Spektrum X = K−
Spek (R). Dann entsprechen sich folgende Objekte.

(1) Primideale in R.
(2) Irreduzible abgeschlossene Teilmengen von X.
(3) Irreduzible Filter in X.

Dabei entspricht der irreduziblen abgeschlossenen Teilmenge Y ⊆ X der Fil-
ter

F (Y ) = {U ⊆ X|U ∩ Y 6= ∅} .
Der Halm der Strukturgarbe an diesem Filter ist die Lokalisierung Rp, wobei
p das zugehörige Primideal bezeichnet.

Beweis. Die Korrespondenz zwischen Primidealen und abgeschlossenen irre-
duziblen Teilmengen (zu einem Primideal p gehört die irreduzible abgeschlos-
sene Teilmenge V (p)) ist bekannt (siehe Lemma 4.3 und Proposition 11.10).
Die angegebene Konstruktion zu einer irreduziblen abgeschlossenen Menge
Y liefert in der Tat einen irreduziblen Filter. Dabei ist die Irreduzibilität tri-
vial, zu zeigen ist lediglich die Durchschnittseigenschaft eines Filters. Seien
U, V ∈ F = F (Y ), so dass also die Durchschnitte Y ∩U und Y ∩V nicht leer
sind. Dann ist aber wegen der Irreduzibilität von Y auch der Durchschnitt

(Y ∩ U) ∩ (Y ∩ V ) = Y ∩ (U ∩ V )

nicht leer und daher ist U ∩ V ∈ F .
Sei nun F irgendein irreduzibler topologischer Filter. Wir behaupten, dass
das Komplement von

S = {f ∈ R|D(f) ∈ F}
ein Primideal ist. Es ist sofort ein saturiertes multiplikatives System. Es
bleibt zu zeigen, dass das Komplement additiv abgeschlossen ist. Seien dazu
h, g ∈ R mit g + h ∈ S, also D(g + h) ∈ F . Dann gehört erst recht

D(g) ∪D(h) = D(g, h) ⊇ D(g + h)

zu F und wegen der Irreduzibilität von F ist D(g) ∈ F oder D(h) ∈ F ,
woraus sich g ∈ S oder h ∈ S ergibt.

Diese drei Zuordnungen hintereinandergenommen führen dabei immer wieder
zum Ausgangsobjekt zurück. Dazu muss man lediglich beachten, dass ein
irreduzibler Zariski-Filter durch offene Mengen der Form D(f) erzeugt wird,
siehe Aufgabe 16.1. Der Zusatz ist ein Spezialfall von Aufgabe 15.18. �

Den zu einer irreduziblen abgeschlossenen Menge gehörenden Filter nennen
wir auch den zugehörigen generischen Filter zu Y und den Halm davon den
generischen Halm zu Y . Ein Spezialfall der Korrespondenz von Satz 16.2 ist
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die Beziehung zwischen minimalen Primidealen, irreduziblen Komponenten
und Ultrafiltern. Auf der anderen Seite hat man die Korrespondenz zwischen
maximalen Idealen, Punkten und Umgebungsfiltern.

Morphismen zwischen Varietäten

Definition 16.3. Seien X und Y zwei quasiaffine Varietäten und sei

ψ : Y −→ X

eine stetige Abbildung. Dann nennt man ψ einen Morphismus (von quasiaffi-
nen Varietäten), wenn für jede offene Teilmenge U ⊆ X und jede algebraische
Funktion f ∈ Γ(U,O) gilt, dass die zusammengesetzte Funktion

f ◦ ψ : ψ−1(U) −→ U
f−→ A1

K

zu Γ(ψ−1(U),O) gehört.
Bemerkung 16.4. Ein Morphismus

ψ : Y −→ X

induziert also nach Definition zu jeder offenen Teilmenge U ⊆ X einen Ring-
homomorphismus

ψ̃ : Γ(U,O) −→ Γ(ψ−1(U),O) .
Insbesondere gibt es einen globalen Ringhomomorphismus

ψ̃ : Γ(X,O) −→ Γ(Y,O) .
Sind U1 ⊆ U2 offene Teilmengen in Y , so liegt ein kommutatives Diagramm
von stetigen Abbildungen vor (wobei die senkrechten Pfeile offene Inklusionen
sind)

ψ−1(U1) −→ U1

↓ ↓
ψ−1(U2) −→ U2 ,

das wiederum zu dem kommutativen Diagramm

Γ(ψ−1(U1),O) ←− Γ(U1,O)
↑ ↑

Γ(ψ−1(U2),O) ←− Γ(U2,O)
von Ringhomomorphismen führt.

Wir fassen einige einfache Eigenschaften von Morphismen zusammen

Proposition 16.5. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper, und seien
U,X, Y, Z quasiaffine Varietäten. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Eine offene Einbettung U ⊆ X ist ein Morphismus.
(2) Sind θ : Z → Y und ψ : Y → X Morphismen, so ist auch die

Verknüpfung ψ ◦ θ ein Morphismus.
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Beweis. Das ist trivial. �

Wichtiger sind die folgenden Eigenschaften.

Satz 16.6. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und seien R und
S kommutative K-Algebren vom endlichen Typ mit zugehörigen K-Spektren
X = K−Spek (R) und Y = K−Spek (S). Dann ist die durch einen Ringho-
momorphismus ϕ : R→ S induzierte Spektrumsabbildung

ϕ∗ : Y −→ X

ein Morphismus.

Beweis. Wir wissen bereits nach Satz 12.7, das

Y = K−Spek (S) −→ X = K−Spek (R)
eine stetige Abbildung ist. Sei U ⊆ X eine offene Teilmenge und V =
(ϕ∗)−1(U) das Urbild. Sei f : U → K eine algebraische Funktion mit der
Hintereinanderschaltung f ◦ ϕ∗ : V → K. Wir haben zu zeigen, dass die-
se Abbildung ebenfalls algebraisch ist. Sei dazu P ∈ V ein Punkt mit dem
Bildpunkt Q = ϕ∗(P ). Sei Q ∈ D(H) ⊆ U und f = G/H auf D(H) mit
G,H ∈ R. Es ist

P ∈ (ϕ∗)−1(D(H)) = D(ϕ(H)) .

Wir behaupten, dass auf D(ϕ(H)) die Gleichheit f ◦ ϕ∗ = ϕ(G)
ϕ(H)

gilt. Dies

folgt für P̃ ∈ D(ϕ(H)) aus

f ◦ ϕ∗(P̃ ) = f(ϕ∗(P̃ )) =
G(ϕ∗(P̃ ))

H(ϕ∗(P̃ ))
=

(ϕ(G))(P̃ )

(ϕ(H))(P̃ )
.

�

Bemerkung 16.7. In der Situation von Satz 16.6 ist der zu U = D(f)
gehörende Ringhomorphismus die natürliche Abbildung

Γ(D(f),O) ∼= Rf −→ Γ((ϕ∗)−1(D(f)),O) = Γ(D(ϕ(f)),O) = Sϕ(f) .

Lemma 16.8. Sei U eine quasiaffine Varietät über einem algebraisch abge-
schlossenen Körper K und sei f ∈ Γ(U,O) eine algebraische Funktion. Dann
definiert f einen Morphismus

f : U −→ A1
K
∼= K .

Beweis. Sei U ⊆ K−Spek (R). Es sei V = D(t) ⊆ A1
K eine offene Teilmenge

und W = f−1(V ) ⊆ U das Urbild davon. Sei

s =
r

tn
∈ Γ(V,O) = K[T ]t

eine algebraische Funktion auf V . Wir müssen zeigen, dass die Verknüpfung
s ◦ f eine algebraische Funkion auf W ist. Sei dazu P ∈ W und sei f = G/H
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eine Beschreibung der nach Voraussetzung algebraischen Funktion f in der
Umgebung D(H) ∋ P . Dann ist

s ◦ f(P ) = s(f(P )) =
r

tn
(
G

H
(P )) =

r(G(P )/H(P ))

(t(G(P )/H(P )))n
.

Dabei ist der Nenner (t(G(P )/H(P )))n nicht null, da f(P ) ∈ D(t) ist, so
dass dies eine rationale Darstellung ist. �

Satz 16.9. Sei U eine quasiaffine Varietät über einem algebraisch abgeschlos-
senen Körper, und zwar sei U ⊆ K−Spek (R), wobei R eine kommutative
K-Algebra von endlichem Typ über einem algebraisch abgeschlossenen Körper
K sei. Dann gibt es eine natürliche Bijektion

Mor (U,A1
K) −→ Γ(U,O), ψ 7−→ ψ̃(T ) ,

wobei T die Variable in K[T ] = Γ(A1
K ,O) bezeichnet. Insbesondere sind Mor-

phismen von U nach der affinen Geraden durch den globalen Ringhomomor-
phismus

ψ̃ : Γ(A1
K ,O) = K[T ] −→ Γ(U,O)

eindeutig bestimmt.

Beweis. Die Abbildung ist wohldefiniert und surjektiv. Ist nämlich eine glo-
bale algebraische Funktion f ∈ Γ(U,O) gegeben, so ist zunächst f : U → K.
Die Variable T , die auf K = A1

K der identischen Abbildung entpricht, wird
unter (der Verknüpfung mit) f auf das Element f ∈ Γ(U,O) abgebildet.
Nach Lemma 16.8 ist f ein Morphismus.

Die Injektivität ergibt sich, da sowohl der Morphismus als auch die alge-
braische Funktion durch die zugrunde liegende stetige Abbildung eindeutig
festgelegt sind. �

Satz 16.10. Sei U eine quasiaffine Varietät, und zwar sei U ⊆ K−Spek (R),
wobei R eine kommutative K-Algebra von endlichem Typ über einem alge-
braisch abgeschlossener Körper K sei. Es sei S eine weitere kommutative
K-Algebra von endlichem Typ. Dann gibt es eine natürliche Bijektion

Mor (U,K−Spek (S)) −→ Homalg
K (S,Γ(U,O)), ψ 7−→ ψ̃ ,

wobei ψ̃ den zu ψ gehörigen globalen Ringhomomorphismus bezeichnet.

Beweis. Die Abbildung ist wohldefiniert. Aus Satz 16.9 folgt, dass die Aus-
sage für S = K[T ] richtig ist. Daraus ergibt sich, dass die Aussage für jeden
Polynomring K[T1, . . . , Tn] richtig ist, da ein Morphismus nach An

K durch
seine Komponenten und ein K-Algebra-Homomorphismus durch die Einset-
zungen für Ti gegeben ist. Sei nun S = K[T1, . . . , Tn]/a und

K−Spek (S) ∼= V (a) = V ⊆ An
K .

Zu einem Morphismus U → K−Spek (S) ist die Verknüpfung mit der abge-
schlossenen Einbettung in den affinen Raum ebenfalls ein Morphismus. D.h.
es liegt ein kommutatives Diagramm
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Mor (U,K−Spek (S)) −→ Homalg
K (S,Γ(U,O))

↓ ↓
Mor (U,An

K) −→ Homalg
K (K[T1, . . . , Tn],Γ(U,O)) ,

vor, wobei die untere Abbildung bereits als Bijektion nachgewiesen wurde.
Die vertikalen Abbildungen sind injektiv. Wir müssen daher zeigen, dass die
untere Abbildung die oberen Teilmengen ineinander überführt.

Ein Morphismus U → An
K , der (als Abbildung) durch V faktorisiert, ist

auch ein Morphismus nach V . Die Morphismuseigenschaft ist nur für offene
Mengen der Form D(H) zu überprüfen, H ∈ S. Sei H̃ ∈ K[T1, . . . , Tn] ein
Repräsentant für H. Dann ist K[T1, . . . , Tn]H̃ → SH surjektiv und damit
wird jedes Element aus SH auf eine algebraische Funktion abgebildet.

Auf der rechten Seite des Diagramms gehört eine Algebra-Homomorphismus
genau dann zur oberen Menge, wenn a zum Kern gehört. Damit folgt die
Aussage aus Aufgabe 16.3. �

Die Fasern einer Abbildung (M ist der Zielbereich, der Definitionsbereich ist die

Vereinigung aller Fasern; die Abbildung geht von oben nach unten).

Definition 16.11. Zu einem Morphismus ψ : Y → X zwischen affinen
Varietäten bezeichnet man zu einem Punkt P ∈ X das Urbild

ψ−1(P ) ⊆ Y

als die Faser über P . Als abgeschlossene Menge von Y ist sie selbst eine
affine Varietät.
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16. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 16.1. Sei X = K−Spek (R) das K-Spektrum einer endlich erzeug-
ten kommutativen K-Algebra. Dann wird ein irreduzibler Filter durch offene
Mengen der Form D(f) erzeugt.

Aufgabe 16.2. Sei U eine quasiaffine Varietät über einem algebraisch abge-
schlossenen Körper K. Zeige, dass die Einheiten in Γ(U,O) den Morphismen
von U nach A×

K = A1
K \ {0} entsprechen.

Aufgabe 16.3. Sei U eine quasiaffine Varietät über einem algebraisch ab-
geschlossenen Körper und sei

ψ : U −→ An
K

ein Morphismus. Zeige, dass ψ genau dann durch die abgeschlossene Menge
V (a) ⊆ An

K faktorisiert, wenn a im Kern des globalen Ringhomomorphismus

ψ̃ : K[T1, . . . , Tn] −→ Γ(U,O)
liegt.

Aufgabe 16.4. Sei X = K−Spek (R) eine affine Varietät und Z ⊆ X eine
abgeschlossene Teilmenge. Zeige, dass der Umgebungsfilter U(Z) von offenen
Mengen der Form D(f) erzeugt wird.

Aufgabe 16.5. Sei X ein topologischer Raum. Zeige, dass ein Ultrafilter
irreduzibel ist.

Aufgabe 16.6. Man beschreibe einen K-Algebra-Homomorphismus derart,
dass die induzierte Abbildung derK-Spektren die Addition aufK beschreibt.

Aufgabe 16.7. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper. Zeige, dass
die Addition, die Multiplikation, das Negative, das Inverse und die Division
in K sich als Morphismen realisieren lassen.

Aufgabe 16.8. SeiM ein kommutatives Monoid. Finde eine allgemeine De-
finition von Filter derart, dass einerseits die topologischen Filter und ande-
rerseits die saturierten multiplikativen Systeme sich als Spezialfälle ergeben.
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Aufgabe 16.9. Sei R ein kommutativer Ring und sei a = (f1, . . . , fn) ein
endlich erzeugtes Ideal. Es sei f ∈ R ein weiteres Element. Dann nennt man
die R-Algebra

A = R[T1, . . . , Tn]/(f1T1 + . . .+ fnTn + f)

die erzwingende Algebra zu den f1, . . . , fn, f . Zeige, dass A folgende Eigen-
schaft erfüllt: zu jedem Ringhomomorphismus ϕ : R → S in einen kom-
mutativen Ring S mit der Eigenschaft ϕ(f) ∈ aS gibt es einen R-Algebra
Homomorphismus ϑ : A −→ S. Zeige ebenso, dass dieser Homomorphismus
nicht eindeutig bestimmt ist.

Aufgabe 16.10. Sei R eine kommutative K-Algebra von endlichem Typ
über einem algebraisch abgeschlossenen Körper. Es seien f1, . . . , fn, f Ele-
mente in R und es sei

A = R[T1, . . . , Tn]/(f1T1 + . . .+ fnTn + f)

die erzwingende Algebra zu diesen Daten. Charakterisiere die Fasern des
zugehörigen Morphismus

K−Spek (A) −→ K−Spek (R)

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 16.11. (4 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und seien R und S integre
K-Algebren von endlichem Typ. Es sei ϕ : R→ S ein K-Algebra Homomor-
phismus mit zugehörigem Morphismus ϕ∗ : K−Spek (S) → K−Spek (R).
Zeige, dass folgende Aussagen äquivalent sind.

(1) ϕ ist injektiv.
(2) Das Bild von ϕ∗ ist dicht in K−Spek (R).
(3) ϕ induziert einen Ringhomomorphismus Q(R)→ Q(S).

Aufgabe 16.12. (4 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und seien R und S zwei integre
K-Algebren von endlichem Typ. Es sei ein K-Algebra Homomorphismus

ϕ : Q(R) −→ Q(S)

zwischen den Quotientenkörpern gegeben. Zeige, dass es eine offene Teilmen-
ge U ⊆ K−Spek (S) und einen Morphismus

U −→ K−Spek (R)
gibt, der ϕ induziert.
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Aufgabe 16.13. (5 Punkte)

Man gebe ein Beispiel von zwei affin-algebraischen Kurven C1 und C2 über
C und einem Morphismus

ψ : C1 −→ C2 ,

der bijektiv ist, wo aber die Umkehrabbildung nicht stetig in der metrischen
Topologie ist.

Aufgabe 16.14. (8 Punkte)

Man gebe ein Beispiel von zwei affinen Varietäten V1 und V2 und einem
Morphismus

ψ : V1 −→ V2 ,

der bijektiv ist, wo aber die Umkehrungabbildung nicht stetig (in der Zariski-
Topologie) ist.

(und daher auch kein Morphismus)

Aufgabe 16.15. (3 Punkte)

Sei U ⊆ K−Spek (R) eine quasiaffine Varietät und sei f ∈ Γ(U,O) eine alge-
braische Funktion. Es seien q = gi/hi, i = 1, . . . , n, lokale Darstellungen von
f auf D(hi) ⊆ U . Zeige, dass das Urbild f−1(0) gleich der abgeschlossenen
Menge V (h1g1, . . . , hngn) ∩ U ist.

17. Vorlesung - Monoidringe

Nachdem wir nun die Theorie hinreichend weit entwickelt haben, wenden wir
uns nun einer umfassenden Beispielsklasse zu, den Monoidringen.

Monoidringe

Definition 17.1. Sei M ein kommutatives (additiv geschriebenes) Monoid
und R ein kommutativer Ring. Dann wird der Monoidring R[M ] wie folgt
konstruiert. Als R-Modul ist

R[M ] = ⊕m∈MRem ,

d.h. R[M ] ist der freie Modul mit Basis em, m ∈M . Die Multiplikation wird
auf den Basiselementen durch

em · ek := em+k

definiert und auf ganz A distributiv fortgesetzt. Dabei definiert das neutrale
Element 0 ∈M das neutrale Element 1 = e0 der Multiplikation.
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Bemerkung 17.2. Ein Element in einem Monoidring lässt sich eindeutig
schreiben als

f =
∑

m∈M̃

amem ,

wobei M̃ ⊆ M eine endliche Teilmenge ist und am ∈ R. Addiert wird kom-
ponentenweise und die Multiplikation ist explizit gegeben durch

f · g =





∑

m∈M̃

amem





(

∑

k∈M̄

bkek

)

=
∑

ℓ∈M





∑

m+k=ℓ,m∈M̃,k∈M̄

ambk



 eℓ.

Dies ist gemeint mit distributiver Fortsetzung. Die Menge der ℓ, über die
hier summiert wird, ist endlich, und auch die inneren Summen sind jeweils
endlich.

Es ist üblich, statt em suggestiver Xm zu schreiben, wobei X ein Symbol ist,
das an eine Variable erinnern soll. Die Multiplikationsregel XmXk = Xm+k

erinnert dann an die entsprechende Regel für Polynomringe. In der Tat sind
Polynomringe Spezialfälle von Monoidringen, und diese Notation stammt von
dort. Auch ein exakter Beweis, dass in der Tat ein Ring mit assoziativer und
distributiver Multiplikaition vorliegt, funktioniert wie im Fall von Polynom-
ringen. Meistens schreibt man ein Element einfach als

∑

m∈M amX
m, wobei

fast alle am = 0 sind. Elemente der Form Xm nennt manMonome. Die Abbil-
dung M → R[M ], m 7→ Xm, ist ein Monoidhomomorphismus, wobei rechts
die multiplikative Monoidstruktur des Monoidringes genommen wird.

Ein Monoidring ist in natürlicher Weise eine R- Algebra, und zwar sind die
Elemente f aus R aufgefasst in R[M ] gleich f = f · 1 = fX0. Man nennt
daher auch R den Grundring des Monoidringes. Monoidringe sind bereits für
Grundkörper interessant.

Beispiel 17.3. Sei n eine natürliche Zahl und M = Nn das n-fache direkte
Produkt der natürlichen Zahlen. Ein Element k ∈ Nn ist also ein n-Tupel
(k1, . . . , kn) mit ki ∈ N. Dies kann man auch schreiben als

(k1, . . . , kn) = k1(1, 0, 0, . . . , 0) + k2(0, 1, 0, . . . , 0) + . . .+ kn(0, 0, 0, . . . , 1)

Damit lässt sich das zugehörige Monom Xk eindeutig schreiben als

Xk = Xk1
1 X

k2
2 · · ·Xkn

n ,

wobei wir Xi = Xei = X(0,...,0,1,0,...,0) für das Monom zum i-ten Basiselement
geschrieben haben. Das bedeutet aber, dass der Monoidring zum Monoid Nn

über R genau der Polynomring in n Variablen ist. Insbesondere ist R[N] =
R[X]. Der Monoidring zum trivialen Monoid ist der Grundring selbst.

Beispiel 17.4. Sei n eine natürliche Zahl und M = Zn das n-fache direkte
Produkt der ganzen Zahlen. M ist also die freie Gruppe vom Rang n. Jedes
Element k ∈ Zn ist ein n-Tupel (k1, . . . , kn) mit ki ∈ Z. Dies kann man auch
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schreiben als

(k1, . . . , kn) = k1(1, 0, 0, . . . , 0) + k2(0, 1, 0, . . . , 0) + . . .+ kn(0, 0, 0, . . . , 1)

und das zugehörige Monom Xk kann man eindeutig schreiben als

Xk = Xk1
1 X

k2
2 · · ·Xkn

n ,

mit ki ∈ Z, wobei wir wieder Xi = Xei geschrieben haben. Für diesen Mo-
noidring schreibt man auch

R[M ] = R[X1, . . . , Xn, X
−1
1 , . . . X−1

n ] ,

und dieser ist isomorph zur Nenneraufnahme des Polynomringes am Produkt
der Variablen, also

R[M ] = R[X1, . . . , Xn, X
−1
1 , . . . , X−1

n ] = R[X1, . . . , Xn]X1···Xn
,

Diesen Ring nennt man auch den Laurentring in n Variablen über R.

Universelle Eigenschaft der Monoidringe

Satz 17.5. Sei R ein kommutativer Ring und sei M ein kommutatives Mo-
noid. Sei B eine kommutative R-Algebra und ϕ : M → B ein Monoidho-
momorphismus (bezüglich der multiplikativen Struktur von B). Dann gibt es
einen eindeutig bestimmten R-Algebra Homomorphismus ϕ̃ : R[M ] → B
derart, dass das Diagramm

M −→ R[M ]
ց ↓

B

kommutiert.

Beweis. Ein R-Modul-Homomorphismus ϕ̃ : R[M ] → B ist festgelegt durch
die Bilder der Basiselemente Xm, m ∈M . Das Diagramm kommutiert genau
dann, wenn ϕ̃(Xm) = ϕ(m) ist. Durch diese Bedingung ist die Abbildung also
eindeutig festgelegt und ist bereits ein R-Modul-Homomorphismus. Es ist zu
zeigen, dass dieser Homomorphismus auch die Multiplikation respektiert. Es
ist ϕ̃(1) = ϕ̃(X0) = ϕ(0) = 1. Ferner ist

ϕ̃(XmXk) = ϕ̃(Xm+k) = ϕ(m+ k) = ϕ(m) · ϕ(k) = ϕ̃(Xm) · ϕ̃(Xk).

Auf der Ebene der Monome respektiert die Abbildung also die Multiplikation.
Daraus folgen für zwei Elemente f =

∑

m∈M amX
m und g =

∑

k∈M bkX
k die

Identitäten

ϕ̃

((

∑

m∈M

amX
m

)(

∑

k∈M

bkX
k

))

= ϕ̃

(

∑

ℓ∈M

(

∑

m+k=ℓ

ambk

)

Xℓ

)

=
∑

ℓ∈M

(

∑

m+k=ℓ

ambk

)

ϕ(ℓ)
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=
∑

m,k∈M

ambkϕ(m)ϕ(k)

=

(

∑

m∈M

amϕ(m)

)(

∑

k∈M

bkϕ(k)

)

= ϕ̃

(

∑

m∈M

amX
m

)

ϕ̃

(

∑

k∈M

bkX
k

)

,

so dass die Abbildung ein Ringhomomorphismus ist. �

Korollar 17.6. Sei R ein kommutativer Ring. Seien M und N kommu-
tative Monoide und sei ϕ : M → N ein Monoidhomomorphismus. Dann
induziert dies einen R-Algebra-Homomorphismus zwischen den zugehörigen
Monoidringen

ϕ̃ : R[M ]→ R[N ] durch Xm 7−→ Xϕ(m) .

Beweis. Dies folgt aus Satz 17.5 angewandt auf die R-Algebra B = R[N ] und

den zusammengesetzten Monoidhomomorphismus M
ϕ→ N → R[N ]. �

Bemerkung 17.7. Eine Familie von Elementen mi ∈ M , i ∈ I, in ei-
nem Monoid M ergibt einen Monoidhomomorphismus N(I) → M , indem
das i-te Basiselement ei auf mi geschickt wird. Dies ist insbesondere für
endliche Indexmengen I = {1, . . . , n} relevant. Der Monoidhomomorphis-
mus induziert dann nach Korollar 17.6 einen R-Algebra-Homomorphismus
R[Nn] = R[X1, . . . , Xn]→ R[M ] von der Polynomalgebra in den Monoidring.
Diese Abbildung ist der Einsetzungshomomorphismus, der durch Xi 7→ Xmi

gegeben ist.

Definition 17.8. Zu einem kommutativen Monoid M und einem kommuta-
tiven Ring R nennt man einen Monoidhomorphismus

M −→ (R, ·, 1)
auch einen R-wertigen Punkt von M .

Bemerkung 17.9. Ein R-wertiger Punkt ist äquivalent zu einem R-Algebra-
Homomorphismus von R[M ] nach R. Diese Sprechweise ist insbesondere im
Fall eines Grundkörpers K üblich. Dann haben wir also

K−Spek (K[M ]) = Homalg
K (K[M ], K)

= Mormon (M,K)
= {K − wertige Punkte von M}.

Das bedeutet, dass hier das K-Spektrum bereits auf der Ebene des Monoids
eine einfache Beschreibung besitzt, die rein multiplikativ ist. Das impliziert,
wie wir sehen werden, dass es für die K-Spektren der Monoidringe im Allge-
meinen eine viel übersichtlichere Beschreibung gibt als sonst. Man beachte
allerdings, dass zur Definition der Zariski-Topologie und der Garbe der alge-
braischen Funktionen der Monoidring unverzichtbar ist.
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Lemma 17.10. Sei R ein von null verschiedener kommutativer Ring. Seien
M und N kommutative Monoide und sei ϕ : M → N ein Monoidhomomor-
phismus. Dann ist ϕ genau dann injektiv (surjektiv), wenn der zugehörige
R-Algebra-Homomorphismus ϕ̃ : R[M ]→ R[N ] injektiv (surjektiv) ist.

Beweis. Sei ϕ injektiv, und angenommen, dass

ϕ̃(
∑

m∈M

amX
m) =

∑

m∈M

amX
ϕ(m) = 0 .

Da die ϕ(m), m ∈ M , alle verschieden sind, folgt daraus am = 0. Ist
umgekehrt ϕ nicht injektiv, sagen wir ϕ(m) = ϕ(k), m 6= k, so ist auch
ϕ̃(Xm) = ϕ̃(Xk), obwohl Xm 6= Xk ist.

Ist ϕ surjektiv, so kann man für ein beliebiges Element
∑

n∈N anX
n aus R[N ]

sofort ein Urbild angeben, nämlich
∑

n∈N anX
mn , wobei mn ein beliebiges

Urbild von n sei. Ist hingegen ϕ nicht surjektiv, so sei n ∈ N ein Element,
das nicht zum Bild gehört. Dann ist das Monom Xn von null verschieden
und kann nicht im Bild des Algebra-Homomorphismus liegen. �

Korollar 17.11. Sei R ein von null verschiedener kommutativer Ring. Sei
M ein kommutatives Monoid und mi ∈M , i ∈ I, eine Familie von Elemen-
ten aus M . Dann bilden die mi genau dann ein Monoid-Erzeugendensystem
für M , wenn die Xmi, i ∈ I, ein R-Algebra-Erzeugendensystem für den Mo-
noidring R[M ] bilden.

Beweis. Diemi, i ∈ I, bilden genau dann ein Monoid-Erzeugendensystem für
M , wenn der Monoidhomomorphismus N(I) →M surjektiv ist. Dies ist nach
Lemma 17.10 genau dann der Fall, wenn der zugehörige Homomorphismus

R[Xi, i ∈ I] −→ R[M ], Xi 7−→ Xmi ,

surjektiv ist. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn die Xmi ein R-Algebra-
Erzeugendensystem bilden. �

Korollar 17.12. Sei R ein kommutativer Ring und S eine R-Algebra. Es
sei M ein kommutatives Monoid. Dann gibt es einen natürlichen R-Algebra-
Homomorphismus

R[M ] −→ S[M ],
∑

m∈M

amX
m 7−→

∑

m∈M

amX
m ,

(die Koeffizienten aus R werden also einfach in S aufgefasst).

Beweis. Dies folgt aus Satz 17.5, angewandt auf die R-Algebra S[M ] und
den Monoidhomorphismus M → S[M ]. �
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Differenzengruppe zu einem Monoid

Wir interessieren uns nun für die Frage, wann ein Monoidring ein Integritäts-
bereich ist (was nur bei integrem Grundring sein kann) und wie man dann
den Quotientenkörper beschreiben kann. Da im Quotientenkörper jedes von
null verschiedene Element invertierbar sein muss, gilt das insbesondere für
die Monome Tm, m ∈M , und es liegt nahe, nach einer additiven Gruppe zu
suchen, die M umfasst.

Definition 17.13. Sei M ein kommutatives Monoid. Dann nennt man die
Menge der formalen Differenzen

Γ(M) = {m− n : m,n ∈M}
mit der Addition

m1 − n1 +m2 − n2 := (m1 +m2)− (n1 + n2)

und der Identifikation

m1 − n1 = m2 − n2 falls es m ∈M gibt mit m+m1 + n2 = m+m2 + n1 .

die Differenzengruppe zu M .

Wir überlassen es dem Leser als Aufgabe, zu zeigen, dass die Differenzen-
gruppe wirklich eine Gruppe ist. Die vorstehende Konstruktion ist natürlich
der Konstruktion von Quotientenkörpern bzw. Quotientenringen nachemp-
funden, man muss nur die multiplikative Schreibweise dort additiv umdeuten.
Die Konstruktion der Differenzengruppe ist eigentlich elementarer. Die Dif-
ferenzengruppe zum additiven Monoid N ist natürlich Z. Die Elemente in
einem Monoid kann man direkt im Differenzenmonoid auffassen, und zwar
durch den Monoidhomomorphismus

M −→ Γ(M), m 7−→ m− 0 ,

wobei wir statt m− 0 einfach m schreiben. Völlig unproblematisch ist dieser
Übergang aber doch nicht, da diese Abbildung im Allgemeinen nicht injektiv
sein muss. Das hat damit zu tun, dass in der obigen Definition bei der Identi-
fizierung links und rechts ein m auftreten darf (und das lässt sich auch nicht
vermeiden). Natürlich will man auch diejenigen Monoide charakterisieren,
für die man dieses Extra-m nicht braucht.

Definition 17.14. Man sagt, dass in einem kommutativen Monoid M die
Kürzungsregel gilt (oder dass M ein Monoid mit Kürzungsregel ist), wenn
aus einer Gleichung

m+ n = m+ k mit m,n, k ∈M ,

stets folgt, dass n = k ist.

Für ein solches Monoid ist die Abbildung in die Differenzengruppe injektiv,
siehe Aufgabe 17.5.
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17. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 17.1. Betrachte den Monoidhomomorphismus

N2 −→ Z, e1 7−→ 1, e2 7−→ −1 .
Beschreibe die zugehörige Abbildung zwischen den Monoidringen (für einen
Körper K) und den zugehörigen K-Spektren.

Aufgabe 17.2. Seien M ⊆ N kommutative Monoide. Zeige, dass durch

M̃ = {n ∈ N | es gibt k ∈ N+ mit kn ∈M}
ein Untermonoid von N gegeben ist, das M umfasst.

Aufgabe 17.3. Wir betrachten die kommutativen Monoide M = Nr und
N = Ns. Zeige, dass ein Monoidhomomorphismus von M nach N eindeutig
durch eine Matrix (mit r Spalten und s Zeilen) mit Einträgen aus N bestimmt
ist.

Wie sieht die zugehörige Spektrumsabbildung aus?

Aufgabe 17.4. Sei M ein kommutatives Monoid. Zeige, dass die zugehöri-
ge Differenzgruppe Γ = Γ(M) eine kommutative Gruppe ist, und dass sie
folgende universelle Eigenschaft besitzt: Zu jedem Monoidhomomorphismus

ϕ : M −→ G

in eine Gruppe G gibt es einen eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphis-
mus

ϕ̃ : Γ −→ G,

der ϕ fortsetzt.

Aufgabe 17.5. Sei M ein kommutatives Monoid mit zugehöriger Differenz-
gruppe Γ = Γ(M). Zeige, dass folgende Aussagen äquivalent sind.

(1) M ist ein Monoid mit Kürzungsregel.
(2) Die kanonische Abbildung M → Γ(M) ist injektiv.
(3) M lässt sich realisieren als Untermonoid einer Gruppe.
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Aufgabe 17.6. Sei R ein kommutativer Ring. Beweise die R-Algebra-Iso-
morphie

R[Zn] ∼= R[X1, . . . , Xn]X1···Xn

mit Hilfe der universellen Eigenschaften von Monoidringen und Nennerauf-
nahmen.

Aufgabe 17.7. Seien M,N endlich erzeugte kommutative Monoide mit den
K-Spektren K−Spek (K[M ]) = Mormon (M,K) und K−Spek (K[N ]) =
Mormon (N,K). Zeige, dass man für einen Monoidhomomorphismus ϕ :M →
N die zugehörige Spektrumsabbildung auf zwei verschiedene Weisen definie-
ren kann, die aber inhaltlich übereinstimmen.

Die nächste Aufgabe verwendet die folgende Definition.

Ein Filter F in einem kommutativen Monoid M ist ein Untermonoid, das
zusätzlich teilerstabil ist. D.h. falls f ∈ F ist und g|f gilt, so ist auch g ∈ F .

Aufgabe 17.8. Sei M ein kommutatives Monoid. Zeige, dass es in M einen
kleinsten Filter gibt und dass dieser eine Gruppe bildet.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 17.9. (6 Punkte)

Seien M ⊆ N endlich erzeugte kommutative Monoide. Zeige, dass für einen
Körper K der Ringhomomorphismus K[M ] ⊆ K[N ] genau dann endlich ist,
wenn es zu jedem n ∈ N ein k ∈ N+ gibt mit kn ∈M .

Aufgabe 17.10. (4 Punkte)

Sei M = (Q,+) die additive Gruppe der rationalen Zahlen. Bestimme Q −
Spec (Q[M ]). Wie sieht es aus, wenn man Q durch R ersetzt?

Aufgabe 17.11. (4 Punkte)

Es sei ϕ : M → N ein Homomorphismus von kommutativen Monoiden. Zei-
ge, dass die Menge aller Punkte aus K − Spec K[N ], die unter der Spek-
trumsabbildung auf den Einspunkt 1 ∈ K−Spek (K[M ]) (das ist der Punkt,
der der konstanten Abbildung M 7→ 1 entspricht) abgebildet werden, selbst
die Struktur eines K-Spektrums eines geeigneten Monoids besitzt.
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Aufgabe 17.12. (4 Punkte)

Wir betrachten Monoide der Form M = (Z/(m),+). Beschreibe K − Spek
(K[M ]) allgemein sowie für die Körper K = R,C,Z/(5). Finde die idempo-
tenten Elemente von C[Z/(3)].

Aufgabe 17.13. (4 Punkte)

Sei M ein kommutatives Monoid. Definiere eine Bijektion zwischen den fol-
genden Objekten.

(1) Filter in M .
(2) Mormon (M, ({0, 1}, 1, ·)).
(3) F2 − Spek (M)
(4) {ϕ ∈ K−Spek (K[M ])|ϕ(M) ⊆ {0, 1}}. (Dabei ist K ein Körper.)

Aufgabe 17.14. (4 Punkte)

Es sei K ein Körper und G eine Gruppe. Dann können wir den Monoidring
K[G] betrachten. Sei nun weiter M ein K[G]-Modul. Zeige, dass

(1) M nichts anderes ist als ein K-Vektorraum V zusammen mit einem
Gruppenhomomorphismus ρ : G→ AutK(V ).

(2) ein K[G]-Modulhomomorphismus ϕ : M → M eine K-lineare Ab-
bildung ist, für die zusätzlich ϕ ◦ ρ(g) = ρ(g) ◦ ϕ für alle g ∈ G
gilt.

Bemerkung: ρ heißt dann eine Darstellung von G. Solche Darstellungen sind
oft einfacher zu handhaben als G und man kann mit Hilfe von ρ oft hilfreiche
Erkenntnisse über G selbst gewinnen.

18. Vorlesung - Monomiale Kurven

Wir spezialisieren nun die Theorie der Monoidringe auf den eindimensionalen
Fall und gelangen zu denjenigen Ringen, die monomiale Kurven beschreiben.

Definition 18.1. Eine monomiale Kurve ist das Bild der affinen Geraden
A1
K unter einer Abbildung der Form

A1
K −→ An

K , t 7−→ (te1 , . . . , ten) ,

mit ei ≥ 1 für alle i.

Wir werden gleich sehen, dass das Bild einer solchen monomialen Abbildung
Zariski-abgeschlossen ist, d.h., dass eine monomiale Kurve wirklich eine al-
gebraische Kurve ist. Eine monomiale Kurve ist insbesondere eine parame-
trisierte und damit eine rationale Kurve. Manchmal bezeichnet man auch die
Abbildung selbst als monomiale Kurve. Häufig beschränkt man sich auf den
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Fall, wo die Exponenten ei insgesamt teilerfremd sind. Dies ist keine wesent-
liche Einschränkung, da man andernfalls stets schreiben kann ei = mfi mit
dem gemeinsamen Teiler m und teilerfremden Zahlen fi. Dann kann man die
Gesamtabbildung auffassen als Hintereinanderschaltung

A1
K −→ A1

K −→ An
K mit t 7−→ tm = s und s 7−→ (sf11 , . . . , s

fn
n ) ,

wobei vorne ein einfaches Potenzieren und hinten eine monomiale Kurven-
abbildung mit teilerfremden Exponenten vorliegt.

Bemerkung 18.2. Eine monomiale Abbildung t 7→ (te11 , . . . , t
en
n ) ist nichts

anderes als die zum Monoidmorphismus Nn → N, die den i-ten Basisvek-
tor auf ei schickt, gehörende Abbildung der zugehörigen K-Spektren. Diese
Monoidabbildung faktorisiert

Nn −→M −→ N ,

wobei M das von den ei erzeugte Untermonoid der natürlichen Zahlen ist.
Ein solches Untermonoid heißt numerisches Monoid. Die erste Abbildung ist
dabei eine Surjektion. Es liegen also insgesamt Ringhomomorphismen

K[Nn] = K[X1, . . . , Xn] −→ K[M ] −→ K[N] = K[T ]

und geometrisch die Spektrumsabbildungen

A1
K −→ K − Spek (K[M ]) ⊆ An

K

vor. Das Bild der affinen Geraden liegt also im K-Spektrum des Monoidrin-
ges K[M ]. Wir werden weiter unten sehen, dass die Abbildung A1

K →
K−Spek (K[M ]) stets surjektiv ist und im Fall, dass die Exponenten ei
teilerfremd sind, auch injektiv.

Beispiel 18.3. Die Neilsche Parabel C ist das Bild unter der monomialen
Abbildung

A1
K −→ A2

K , t 7−→ (t2, t3) = (x, y) .

Die zugehörige Gleichung ist y2 = x3, d.h. es ist C = V (Y 2 −X3).
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Das Besondere an monomialen Kurven ist, dass sie zwar allein durch das
Exponententupel (e1, . . . , en) bzw. das davon erzeugte numerische Monoid
gegeben sind, also durch einen sehr kleinen Betrag an (kombinatorischer) In-
formation, aber zugleich ein reichhaltiges Beispielmaterial an algebraischen
Kurven liefern (dies gilt allgemein für Monoidringe und die dadurch definier-
ten algebraischen Varietäten).

Lemma 18.4. Sei M ⊆ N ein numerisches Monoid, das von teilerfremden
natürlichen Zahlen e1, . . . , en erzeugt sei. Dann gibt es zu jedem m ∈ N eine
Darstellung

m = a1e1 + . . .+ anen mit 0 ≤ ai < ei+1 für 1 ≤ i ≤ n− 1 .

Für m hinreichend groß kann man zusätzlich noch an ≥ 0 erreichen, so dass
es dann eine Darstellung mit nichtnegativen Koeffizienten gibt.

Beweis. Wegen der Teilerfremdheit gibt es natürlich eine Darstellung

m = b1e1 + . . .+ bnen

mit ganzzahligen Koeffizienten bi. Wir werden sie schrittweise auf die ge-
wünschte Gestalt bringen. Wir schreiben b1 = c1e2 + a1 mit 0 ≤ a1 < e2
(Division mit Rest). Dies setzt man in die Gleichung für m ein und schlägt
den Term c1e2e1 zu b2e2 dazu. Ebenso bringt man den (neuen) zweiten Koef-
fizienten auf die gewünschte Form, in dem man ihn mit dem dritten Erzeuger
verarbeitet. So kann man alle ersten n− 1 Koeffizienten auf die gewünschte
Gestalt bringen.

Sei die Darstellung nun in der gewünschten Form. Dann ist die Summe der
ersten n−1 Summanden beschränkt. Wennm größer als diese Schranke ist, so
muss der letzte Summand und damit auch der letzte Koeffizient nichtnegativ
sein. �
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Zu einem von teilerfremden Elementen erzeugten Untermonoid gehören also
ab einer gewissen Stelle alle natürlichen Zahlen. Diese bekommt sogar einen
eigenen Namen.

Definition 18.5. Sei M ⊆ N ein durch teilerfremde Erzeuger definiertes
numerisches Monoid. Dann nennt man die minimale Zahl f mit N≥f ⊆ M
die Führungszahl von M .

Wir geben noch einige weitere Definitionen von numerischen Invarianten von
monomialen Kurven, die man diskret, also auf der Ebene des numerischen
Monoids berechnen kann. Wir werden später sehen, dass diese Invarianten
allgemeiner für beliebige algebraische Kurven definiert werden können, dort
aber im allgemeinen schwieriger zu berechnen sind.

Definition 18.6. SeiM ⊆ N ein durch teilerfremde Erzeuger definiertes nu-
merisches Monoid. Dann nennt man die Anzahl der Lücken, d.h. der natürli-
chen Zahlen N−M , den Singularitätsgrad von M , geschrieben δ(M).

Definition 18.7. Sei M ⊆ N ein numerisches Monoid mit teilerfremden
Erzeugern. Dann nennt man die minimale Anzahl von Elementen in einem
Erzeugendensystem für M die Einbettungsdimension von M .

Definition 18.8. Sei M ⊆ N ein durch teilerfremde Erzeuger definiertes
numerisches Monoid. Dann nennt man das minimale positive Element e ∈M ,
e ≥ 1, die Multiplizität von M , geschrieben e(M).

Beispiel 18.9. Wir betrachten das durch 5, 8 und 11 erzeugte numerische
Monoid M . M besteht also aus allen Summen 5a1 + 8a2 + 11a3 mit nichtne-
gativen Koeffizienten a1, a2, a3. Es lässt sich einfach überlegen, dass M die
folgenden Elemente enthält:

0, 5, 8, 10, 11, 13, 15, 16, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, . . . .

Da es insbesondere fünf Zahlen hintereinander enthält (von 18 bis 22), muss
jede weitere Zahl auch dazu gehören, da man ja einfach 5 ∈M dazuaddieren
kann. Damit ist die Führungszahl 18, die Multiplizität ist 5, der Singula-
ritätsgrad ist 10 und die Einbettungsdimension ist 3.

Satz 18.10. Sei M ⊆ N ein durch teilerfremde natürliche Zahlen e1, . . . , en
erzeugtes Untermonoid. Dann ist die monomiale Abbildung

A1
K −→ K−Spek (K[M ])

eine Bijektion.

Beweis. Die Abbildung kann man auffassen als die natürliche Abbildung

A1
K = Mormon (N, K) −→ Mormon (M,K) ,

die durch die Inklusion von Monoiden M ⊆ N induziert ist. Zur Injektivität
seien a, b ∈ K gegeben und sei angenommen, dass für alle m ∈ M gilt:
am = bm. Bei b = 0 folgt sofort a = 0, sei also b 6= 0. Dann gilt

(

a
b

)m
= 1 für



157

alle m ∈M . Da es für M ein teilerfremdes Erzeugendensystem gibt, gehören
nach Lemma 18.4 ab einem gewissen f alle natürlichen Zahlen zu M . Es ist
also insbesondere am = bm für alle m ≥ f . Daraus folgt aber a

b
= 1 (und

a = b): seien nämlich m und k ≥ f und teilerfremd, und sei sm = sk = 1.
Wegen der Teilerfremdheit gibt es (nach dem Lemma von Bezout) ganze
Zahlen p, q mit pk + qm = 1. Dann ist

s = spk+qm = (sk)p · (sm)q = 1.

Zur Surjektivität. Es sei ein Monoidmorphismus ϕ : M → K gegeben, und
wir müssen ihn zu einem Monoidmorphismus auf ganz N fortsetzen. Es sei
ϕ(ei) = ai ∈ K. Zwischen diesen Werten gilt die Beziehung

aeij = ϕ(ej)
ei = ϕ(eiej) = ϕ(ei)

ej = a
ej
i .

Wenn eines der ai = 0 ist, so müssen alle = 0 sein und die Nullabbildung
ist eine Fortsetzung. Wir können also annehmen, dass alle ai Einheiten sind.
Wegen der Teilerfremdheit der ei gibt es eine Darstellung der Eins, d.h. es
gibt ganze Zahlenm1, . . . ,mn mitm1e1+. . .+mnen = 1. Wir behaupten, dass
durch 1 7→ a = am1

1 · · · amn
n eine Fortsetzung auf N gegeben ist. Dazu müssen

wir zeigen, dass der durch 1 7→ a (also k 7→ ak) definierte Monoidmorphismus
mit ϕ übereinstimmt, was man nur für die ei überprüfen muss. Betrachten
wir also e1. Dann ist

ae1 = (am1
1 · · · amn

n )e1

= ae1m1
1 · ae1m2

2 · · · ae1mn

n

= a
1−

∑n
i=2miei

1 (ae1m2
2 · · · ae1mn

n )
= a1 · (a−m2e2

1 ae1m2
2 ) · · · (a−mnen

1 ae1mn

n )
= a1 · (a−e21 ae12 )m2 · · · (a−en1 ae1n )

mn

= a1,

da die Faktoren rechts in der vorletzten Zeile alle 1 nach der Vorüberlegung
(oberes Display) sind. �

Bemerkung 18.11. Den vorstehenden Satz kann man auch über die uni-
verselle Eigenschaft der Differenzgruppe beweisen. Wir skizzieren dies kurz
für die Surjektivität. Die Differenzgruppe eines numerischen Monoids mit
teilerfremden Erzeugern ist Z. Der Fall, dass ein Erzeuger auf null geht,
wird wie im Beweis abgehandelt. Dann kann man davon ausgehen, dass ein
Monoidhomomorphismus ϕ : M → K× in die Einheitengruppe des Körpers
vorliegt. Dann gibt es nach der universellen Eigenschaft der Monoidringe eine
(eindeutig bestimmte) Fortsetzung ϕ̃ : Z→ K×, die das Urbild liefert.

Die folgenden beiden Aussagen zeigen, dass es für ein numerisches Monoid ein
kanonisches Erzeugendensystem gibt und dass damit die Einbettungsdimen-
sion eine neue Interpretation erhält, die sich später auf beliebige noethersche
lokale Ringe übertragen lässt (ein Monoidring ist natürlich nicht lokal, wohl
aber die Lokalisierung an der Singularität eines numerischen Monoids).
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Lemma 18.12. Sei M ⊆ N ein numerisches Monoid mit teilerfremden Er-
zeugern, und es sei M+ = {m ∈M |m ≥ 1} und M++M+ = {m+m′|m,m′

∈M+}. Dann ist
M+ \ (M+ +M+)

ein Erzeugendensystem für M , und jedes andere Erzeugendensystem enthält
dieses.

Beweis. Ein Elementm ∈M+\(M++M+) lässt sich nicht als Summe von an-
deren Elementen darstellen, daher gehören sie zu jedem Erzeugendensystem.
Umgekehrt ist es aber schon ein Erzeugendensystem. Wäre das nicht der Fall,
so gäbe es ein minimales Element x ∈ M , das nicht von diesen Elementen
erzeugt würde. Insbesondere gehört dann x nicht zu diesen Elementen und
daher ist x = x1 + x2 mit x1, x2 ∈M+ +M+. Diese beiden Summanden sind
aber kleiner als x und deshalb gibt es für sie eine Summendarstellung aus
diesen Elementen, was sofort ein Widerspruch ist. �

Korollar 18.13. Sei M ⊆ N ein numerisches Monoid mit teilerfremden
Erzeugern, und es sei M+ = {m ∈M |m ≥ 1} und M+ +M+ = {m + m′|
m,m′ ∈ M+}. Dann ist die Einbettungsdimension von M gleich der Anzahl
von M+ \ (M+ +M+).

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 18.12. �

18. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 18.1.*

Ein Geldfälscher stellt 7−, 11−, 13− und 37−Euro-Scheine her. Wie viele
volle Eurobeträge kann er mit seinen Scheinen nicht bezahlen, und was ist
der größte Betrag, den er nicht begleichen kann? Bestimme die Multiplizität
und die Einbettungsdimension des zugehörigen numerischen Monoids.

Aufgabe 18.2.*

Bestimme für das numerische Monoid M ⊆ N, das durch 4, 7 und 17 erzeugt
wird, die Einbettungsdimension, die Multiplizität, die Führungszahl und den
Singularitätsgrad.

Aufgabe 18.3. Bestimme für das numerische MonoidM , das durch 5, 7 und
9 erzeugt wird, die Einbettungsdimension, die Multiplizität, die Führungs-
zahl und den Singularitätsgrad.
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Aufgabe 18.4. Sei M ⊆ N ein numerisches Monoid, das von teilerfremden
natürlichen Zahlen erzeugt sei. Zeige, dass die Einbettungsdimension maxi-
mal gleich der Multiplizität ist.

Aufgabe 18.5. Sei M ⊆ N ein durch teilerfremde Zahlen erzeugtes numeri-
sches Monoid, bei dem die Einbettungsdimension gleich der Multiplizität ist.
Zeige, dass dann der maximale Erzeuger aus einem minimalen Erzeugenden-
system größer oder gleich der Führungszahl ist.

Aufgabe 18.6. Man gebe ein Beispiel eines numerischen Monoids M mit
Multiplizität 3 und Einbettungsdimension 3 an, bei dem die Führungszahl
prim ist und nicht zum minimalen Erzeugendensystem gehört.

Aufgabe 18.7. Sei M ein numerisches Monoid. Bestimme die Filter in M .

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 18.8. (6 Punkte)

Es sei M ein numerisches Monoid, das durch zwei teilerfremde Elemente
d > e erzeugt werde. Bestimme die Einbettungsdimension, die Multiplizität,
die Führungszahl und den Singularitätsgrad von M .

Aufgabe 18.9. (3 Punkte)

Bestimme für das numerische Monoid M , das durch 3, 7, 9 und 11 erzeugt
wird, die Einbettungsdimension, die Multiplizität, die Führungszahl und den
Singularitätsgrad.

Aufgabe 18.10. (4 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und seien M,N numerische
Monoide mit M ⊆ N . Zeige, dass die zugehörige Spektrumsabbildung sur-
jektiv ist.

Es ist dabei hilfreich, Satz 18.10 zu verwenden.

Aufgabe 18.11. (3 Punkte)

Seien M,N numerische Monoide. Für welche der numerischen Invarianten ν
(Multiplizität, Führungszahl, Singularitätsgrad, Einbettungsdimension) folgt
aus M ⊆ N die Abschätzung ν(M) ≥ ν(N)?

(Beweis oder Gegenbeispiel)



160

Aufgabe 18.12. (3 Punkte)

Sei M ein numerisches Monoid, das nicht isomorph zu N sei, und sei K ein
Körper. Zeige, dass es im Monoidring K[M ] irreduzible Elemente gibt, die
nicht prim sind. Man gebe Elemente aus K[M ] mit zwei wesentlich verschie-
denen Zerlegungen in irreduzible Elemente an.

19. Vorlesung - Ganzheit

Restklassendarstellung für monomiale Kurven

SeiM ein numerisches Monoid, das von den teilerfremden natürlichen Zahlen
e1, . . . , en erzeugt werde. Die zugehörige Surjektion Nn → M ⊆ N führt zu
einer Surjektion

K[X1, . . . , Xn] −→ K[M ], Xi 7−→ T ei ,

und einer abgeschlossenen Einbettung C = K−Spek (K[M ]) →֒ An
K . Durch

welche Gleichungen lässt sich C beschreiben?

Satz 19.1. Sei M ⊆ N ein durch teilerfremde Elemente e1, . . . , en erzeugtes
Untermonoid und sei Nn → M die zugehörige surjektive Abbildung mit dem
zugehörigen Restklassenhomomorphismus ϕ : K[X1, . . . , Xn]→ K[M ]. Dann
wird das Kernideal durch

kerϕ =

(

∏

i∈I1

Xri
i −

∏

i∈I2

Xsi
i : I1, I2 ⊆ {1, . . . , n} disjunkt ,

∑

i∈I1

riei =
∑

i∈I2

siei

)

(mit ri, si ≥ 1) beschrieben.

Beweis. Dass die angegebenen Elemente zum Kernideal gehören folgt direkt
aus

ϕ

(

∏

i∈I1

Xri
i

)

=
∏

i∈I1

(tei)ri = t
∑

i∈I1
riei .

Für die Umkehrung sei F ∈ K[X1, . . . , Xn] ein Polynom mit ϕ(F ) = 0. Wir
schreiben

F =
∑

ν

aνX
ν

(mit ν = (ν1, . . . , νn)). Daher ist

ϕ(F ) =
∑

ν

aνt
∑n

i=1 νiei =
∑

k=0





∑

ν:
∑n

i=1 νiei=k

aν



 tk.

Da dieses Polynom gleich 0 ist müssen alle Koeffizienten 0 sein, d.h. zu jedem
k gehört auch

Fk =
∑

ν:
∑n

i=1 νiei=k

aνX
ν
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zum Kern. Wir können also annehmen, dass in F nur Monome Xν vorkom-
men mit gleichem Wert

∑n
i=1 νiei = k. Betrachten wir ein solches Monom

aus F , sagen wir Xν (mit aν 6= 0). Es muss in F mindestens noch ein weite-
res Monom, sagen wir Xµ, vorkommen, da ein einzelnes Monom nicht auf 0
abgebildet wird. Wir schreiben

F = aν(X
ν −Xµ) + (F − aνXν + aνX

µ) .

Im Summand rechts kommt Xν nicht mehr vor, und es kommt auch kein neu-
es Monom hinzu. In Xν−Xµ können wir diejenigen Variablen, die beidseitig
auftreten, so weit ausklammern, dass sich ein Ausdruck der Form

Xν −Xµ = Xb1
1 · · ·Xbn

n

(

∏

i∈I1

Xri
i −

∏

i∈I2

Xsi
i

)

mit disjunkten I1 und I2 und mit
∑

i∈I1
eiri =

∑

i∈I2
eisi ergibt. Der linke

Summand in obiger Beschreibung von F gehört also zu dem von den angege-
benen Binomen erzeugten Ideal und wir können mit dem rechten Summand,
in dem ein Monom weniger vorkommt, fortfahren. �

Die einfachsten Gleichungen sind von der Bauart (i 6= j)

X
ej/ ggT(ei,ej)
i −Xei/ ggT(ei,ej)

j .

Im Fall von ebenen monomialen Kurven ist das auch die einzige Gleichung.

Korollar 19.2. Sei C die durch t 7→ (te1 , te2) = (x, y) (mit e1, e2 teilerfremd)
gegebene monomiale ebene Kurve. Dann ist

C = V (Xe2 − Y e1) .

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 19.1. �

Bei monomialen Raumkurven lassen sich die beschreibenden Gleichungen
auch noch einigermaßen einfach bestimmen, da man immer eine Variable
isolieren kann.

Beispiel 19.3. Sei C die durch

t 7−→ (t3, t4, t5) = (x, y, z)

gegebene monomiale Kurve. Für jede der drei Variablen müssen wir schauen,
welche Potenzen davon, wenn man die t-Potenz substituiert, sich auch als
Monom in den beiden anderen Variablen ausdrücken lassen.

Zunächst haben wir die Beziehungen, in denen jeweils nur zwei Variablen
vorkommen. Das sind

Y 3 −X4, Z3 −X5, Z4 − Y 5 .

Hier kann es, wie im ebenen Fall, immer nur eine Beziehung geben.

In den Relationen, wo alle drei Variablen beteiligt sind, kommt eine der Varia-
blen allein vor. Starten wir mitX. Zunächst lassen sichX undX2 nicht durch
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die anderen Variablen ausdrücken, dafür haben wir X3 = T 9 = Y Z. Eine an-
dere Kombination ist nicht möglich. Grundsätzlich impliziert eine mehrfache
Darstellung Xk = Y iZj = Y aZb, dass man zwischen Potenzen von Y und
von Z eine Beziehung hat, da man ja die kleineren Potenzen rauskürzen kann.
Da wir alle Relationen mit nur zwei Variablen schon aufgelistet haben, liefert
eine Potenz von X immer nur maximal eine neue Relation. Wir behaupten,
dass wir für X alleinstehend schon fertig sind. Ist nämlich Xk = Y iZj , so
ist k ≥ 3. Bei i = 0 oder j = 0 haben wir die Gleichungen schon aufgelistet.
Sei also i, j ≥ 1. Dann kann man aber mittels der Gleichung X3 = Y Z die
Exponenten in der Gleichung kleiner machen (indem man den Exponenten
von X um 3 reduziert und die Exponenten von Y und von Z um 1).

Für Y hat man sofort die Gleichung Y 2 = ZX, mit der man wieder alle
anderen Gleichungen reduzieren kann.

Für Z hat man Z2 = X2Y und Z3 = XY 3. Es gibt keine kleineren Monome
in X und Y , die man als Potenz von Z ausdrücken kann. Daher kann man
jede andere Relation mittels einer von diesen auf eine frühere zurückführen.

Insgesamt haben wir also für die Kurve C die Gleichungen

C = V (Y 3−X4, Z3−X5, Z4−Y 5, X3−Y Z, Y 2−XZ,Z2−X2Y, Z3−XY 3)

Beispiel 19.4. Sei C ⊂ A3
K die

”
gedrehte Kubik“, also das Bild der mo-

nomialen Abbildung, die durch t 7→ (t, t2, t3) gegeben ist. Diese Kurve ist
isomorph zu einer affinen Geraden und insbesondere glatt. Das beschreiben-
de Ideal ist nach Satz 19.1 gleich

a = (Y −X2, Z −X3, Y 3 − Z2, Z −XY ) = (Y −X2, Z −X3).

Die zwei letzten Idealerzeuger sind dabei überflüssig, da sie sich durch die
beiden anderen ausdrücken lassen. Insgesamt ist also

C = V (Y −X2, Z −X3) .
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Die Bilder von C unter den drei verschiedenen Projektion sind

C1 = V (Z2 − Y 3), C2 = V (Z −X3), C3 = V (Y −X2) .

Dabei sind C2 und C3 isomorph zur affinen Geraden (als Graph einer Abbil-
dung), während C1 die singuläre Neilsche Parabel ist.

Ganzheit

Der Koordinatenring zur Neilschen Parabel ist

R = K[t2, t3, t4, . . .] ⊆ S = K[t] .

Das Element t gehört nicht zu R, allerdings gehört das Quadrat t2 dazu. Man
sagt, dass t eine Ganzheitsgleichung über dem Unterring R erfüllt.

Definition 19.5. Seien R und S kommutative Ringe und R ⊆ S eine Rin-
gerweiterung. Für ein Element x ∈ S heißt eine Gleichung der Form

xn + rn−1x
n−1 + rn−2x

n−2 + . . .+ r1x+ r0 = 0,

wobei die Koeffizienten ri, i = 0, . . . , n − 1, zu R gehören, eine Ganzheits-
gleichung für x.

Definition 19.6. Seien R und S kommutative Ringe und R ⊆ S eine Rin-
gerweiterung. Ein Element x ∈ S heißt ganz, wenn x eine Ganzheitsgleichung
mit Koeffizienten aus R erfüllt.

Definition 19.7. Seien R und S kommutative Ringe und R ⊆ S eine Rin-
gerweiterung. Dann nennt man die Menge der Elemente x ∈ S, die ganz über
R sind, den ganzen Abschluss von R in S.

Definition 19.8. Seien R und S kommutative Ringe und R ⊆ S eine Rin-
gerweiterung. Dann heißt S ganz über R, wenn jedes Element x ∈ S ganz
über R ist.

S ist genau dann ganz über R, wenn der ganze Abschluss von R in S gleich
S ist.

Lemma 19.9. Seien R und S kommutative Ringe und R ⊆ S eine Ringer-
weiterung. Für ein Element x ∈ S sind folgende Aussagen äquivalent.

(1) x ist ganz über R.
(2) Es gibt eine R-Unteralgebra T von S mit x ∈ T und die ein endlicher

R-Modul ist.
(3) Es gibt einen endlichen R-Untermodul M von S, der einen Nicht-

nullteiler aus S enthält, mit xM ⊆M .

Beweis. (1) ⇒ (2). Wir betrachten die von den Potenzen von x erzeugte R-
Unteralgebra R[x] von S, die aus allen polynomialen Ausdrücken in x mit
Koeffizienten aus R besteht. Aus einer Ganzheitsgleichung

xn + rn−1x
n−1 + rn−2x

n−2 + . . .+ r1x+ r0 = 0
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ergibt sich
xn = −rn−1x

n−1 − rn−2x
n−2 − . . .− r1x− r0 .

Man kann also xn durch einen polynomialen Ausdruck von einem kleineren
Grad ausdrücken. Durch Multiplikation dieser letzten Gleichung mit xi kann
man jede Potenz von x mit einem Exponenten ≥ n durch einen polynomialen
Ausdruck von einem kleineren Grad ersetzen. Insgesamt kann man dann aber
all diese Potenzen durch polynomiale Ausdrücke vom Grad ≤ n−1 ersetzen.
Damit ist

R[x] = R +Rx+Rx2 + . . .+Rxn−2 +Rxn−1

und die Potenzen x0 = 1, x1, x2, . . . , xn−1 bilden ein endliches Erzeugenden-
system von T = R[x].

(2) ⇒ (3). Sei x ∈ T ⊆ S, T eine R-Unteralgebra, die als R-Modul endlich
erzeugt sei. Dann ist xT ⊆ T , und T enthält den Nichtnullteiler 1.

(3) ⇒ (1). Sei M ⊆ S ein endlich erzeugter R-Untermodul mit xM ⊆ M .
Seien y1, . . . , yn erzeugende Elemente von M . Dann ist insbesondere xyi für
jedes i eine R-Linearkombination der yj, j = 1, . . . , n. Dies bedeutet

xyi =
n
∑

j=1

rijyj

mit rij ∈ R oder als Matrix geschrieben

x













y1
y2
.
.
yn













=













r1,1 r1,2 . . r1,n
r2,1 r2,2 . . r2,n
. . . . .
. . . . .
rn,1 rn,2 . . rn,n













·













y1
y2
.
.
yn













.

Dies schreiben wir als

0 =













x− r1,1 −r1,2 . . −r1,n
−r2,1 x− r2,2 . . −r2,n
. . . . .
. . . . .
−rn,1 −rn,2 . . x− rn,n













·













y1
y2
.
.
yn













.

Nennen wir diese Matrix A (die Einträge sind aus S), und sei Aadj die adjun-
gierte Matrix. Dann giltAadjAy = 0 (y bezeichne den Vektor (y1, . . . , yn)) und
nach der Cramerschen Regel ist AadjA = (detA)En, also gilt ((detA)En)y =
0. Es ist also (detA)yj = 0 für alle j und damit (detA)z = 0 für alle z ∈M .
DaM nach Voraussetzung einen Nichtnullteiler enthält, muss detA = 0 sein.
Die Determinante ist aber ein normierter polynomialer Ausdruck in x vom
Grad n, sodass eine Ganzheitsgleichung vorliegt. �

Korollar 19.10. Seien R und S kommutative Ringe und R ⊆ S eine Rin-
gerweiterung. Dann ist der ganze Abschluss von R in S eine R-Unteralgebra
von S.
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Beweis. Die Ganzheitsgleichungen X − r, r ∈ R, zeigen, dass jedes Element
aus R ganz über R ist. Seien x1 ∈ S und x2 ∈ S ganz über R. Nach der
Charakterisierung der Ganzheit gibt es endliche R-Unteralgebren T1, T2 ⊆ S
mit x1 ∈ T1 und x2 ∈ T2. Sei y1, . . . , yn ein R-Erzeugendensystem von T1 und
z1, . . . , zm ein R-Erzeugendensystem von T2. Wir können annehmen, dass
y1 = z1 = 1 ist. Betrachte den endlich erzeugten R-Modul

T = T1 · T2 = 〈yizj, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m〉,
der offensichtlich x1 + x2 und x1x2 (und 1) enthält. Dieser R-Modul T ist
auch wieder eine R-Algebra, da für zwei beliebige Elemente gilt

(

∑

rijyizj

)(

∑

sklykzl

)

=
∑

rijsklyiykzjzl ,

und für die Produkte gilt yiyk ∈ T1 und zjzl ∈ T2, sodass diese Linear-
kombination zu T gehört. Dies zeigt, dass die Summe und das Produkt von
zwei ganzen Elementen wieder ganz ist. Deshalb ist der ganze Abschluss ein
Unterring von S, der R enthält. Also liegt eine R-Unteralgebra vor. �

Definition 19.11. Seien R und S kommutative Ringe und R ⊆ S eine
Ringerweiterung. Man nennt R ganz-abgeschlossen in S, wenn der ganze
Abschluss von R in S gleich R ist.

19. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 19.1. Sei M ⊆ N ein numerisches Monoid, das von teilerfremden
Elementen erzeugt werde. Es sei vorausgesetzt, dass die Multiplizität von
M mit der Führungszahl von M übereinstimmt. Bestimme ein minimales
Erzeugendensystem und die Einbettungsdimension von M .

Aufgabe 19.2. Sei M ein kommutatives Monoid und R ein kommutativer
Ring. Charakterisiere für welche Teilmengen I ⊆M die Teilmenge

R[I] =
⊕

m∈I

Tm ⊆ R[M ]

ein Ideal in R[M ] ist.

Aufgabe 19.3. SeiK ein Körper. Finde ein kommutatives MonoidM derart,
dass eine Isomorphie

K[M ] ∼= K[X, Y, U, V ]/(UX − V Y )

vorliegt.



166

Aufgabe 19.4. Sei R ⊆ S eine ganze Erweiterung von Integritätsbereichen
und sei F ⊆ R ein multiplikatives System. Zeige, dass dann auch die zu-
gehörige Erweiterung RF ⊆ SF ganz ist.

Aufgabe 19.5.*

Seien R und S Integritätsbereiche und sei R ⊆ S eine ganze Ringerweiterung.
Es sei f ∈ R ein Element, das in S eine Einheit ist. Zeige, dass f dann schon
in R eine Einheit ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 19.6. (4 Punkte)

Sei M ⊂ N das durch 3, 5, 7 erzeugte numerische Untermonoid. Bestimme
eine Restklassendarstellung des zugehörigen Monoidringes.

Aufgabe 19.7. (4 Punkte)

Klassifiziere sämtliche numerische MonoideM (mit teilerfremden Erzeugern)
mit Führungszahl f(M) ≤ 6. Man gebe jeweils die Einbettungsdimension,
die Multiplizität und den Singularitätsgrad an.

Aufgabe 19.8. (3 Punkte)

Sei M ⊆ N ein numerisches Monoid und K ein Körper. Definiere

M+ =M ∩ N+ und nM+ = {m ∈M | es gibt eine Darstellung

m = m1 + . . .+mn mit mi ∈M+} .
Zeige, dass nM+ ”

Ideale“ in M sind, dass zu M+ ein maximales Ideal m in
K[M ] gehört, und dass das zu nM+ gehörige Ideal gleich mn ist.

Aufgabe 19.9. (3 Punkte)

Seien M und N kommutative Monoide und sei K ein Körper. In welcher Be-
ziehung steht K−Spek (K[M×N ]) zu K−Spek (K[M ]) und K−Spek (K[N ])?

Aufgabe 19.10. (3 Punkte)

Seien R, S, T kommutative Ringe und seien ϕ : R → S und ψ : S → T
Ringhomomorphismen derart, dass S ganz über R und T ganz über S ist.
Zeige, dass dann auch T ganz über R ist.

(Vergleiche Aufgabe 10.10).
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20. Vorlesung - Normalisierung

Normale Ringe und Normalisierung

Definition 20.1. Ein Integritätsbereich heißt normal, wenn er ganz-abge-
schlossen in seinem Quotientenkörper ist.

Definition 20.2. Sei R ein Integritätsbereich und Q(R) sein Quotientenkör-
per. Dann nennt man den ganzen Abschluss von R in Q(R) die Normalisie-
rung von R.

Es ist eine nichttriviale Tatsache, dass falls R von endlichem Typ ist, dann
auch die Normalisierung davon von endlichem Typ ist.

Wichtige Beispiele für normale Ringe werden durch faktorielle Ringe geliefert.

Satz 20.3. Sei R ein faktorieller Integritätsbereich. Dann ist R normal.

Beweis. Sei K = Q(R) der Quotientenkörper von R und q ∈ K ein Element,
das die Ganzheitsgleichung

qn + rn−1q
n−1 + rn−2q

n−2 + . . .+ r1q + r0 = 0

mit ri ∈ R erfüllt. Wir schreiben q = a/b mit a, b ∈ R , wobei wir annehmen
können, dass die Darstellung gekürzt ist, dass also a und b ∈ R keinen
gemeinsamen Primteiler besitzen. Wir haben zu zeigen, dass b eine Einheit
in R ist, da dann q = ab−1 zu R gehört.

Wir multiplizieren obige Ganzheitsgleichung mit bn und erhalten in R

an + (rn−1b)a
n−1 + (rn−2b

2)an−2 + . . .+ (r1b
n−1)a+ (r0b

n) = 0 .

Wenn b keine Einheit ist, dann gibt es einen Primteiler p von b. Dieser teilt
alle Summanden (rn−ib

i)an−i für i ≥ 1 und daher auch den ersten, also an.
Das bedeutet aber, dass a selbst ein Vielfaches von p ist im Widerspruch zur
vorausgesetzten Teilerfremdheit. �

Satz 20.4. Sei R ein normaler Integritätsbereich und sei S ⊆ R ein multi-
plikatives System. Dann ist auch die Nenneraufnahme RS normal.

Beweis. Siehe Aufgabe 20.5. �

Normalisierung von Monoidringen

Wir wollen besprechen, wann Monoidringe normal sind und wie gegebenen-
falls die Normalisierung eines Monoidrings aussieht. Hierzu brauchen wir
zunächst Bedingungen, die sicherstellen, dass ein Monoidring über einem In-
tegritätsbereich wieder integer ist.

Definition 20.5. Ein kommutatives Monoid M heißt torsionsfrei, wenn für
m,n ∈M aus rm = rn für eine positive Zahl r ∈ N+ stets m = n folgt.
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Satz 20.6. Sei R ein Integritätsbereich und sei M ein torsionsfreies kom-
mutatives Monoid, das die Kürzungsregel erfüllt. Dann ist der Monoidring
R[M ] ein Integritätsbereich.

Beweis. Zunächst ist M ⊆ Γ(M), wobei Γ(M) die Differenzengruppe zu M
bezeichnet. Damit ist R[M ] ⊆ R[Γ(M)] ein Unterring, und es genügt die
Aussage für R[Γ(M)] zu beweisen. Da M torsionsfrei ist, ist nach Aufga-
be 20.6 auch Γ(M) torsionsfrei. Wir können also annehmen, dass M eine
torsionsfreie kommutative Gruppe ist. Sei nun

∑

n∈M

anX
n ·
∑

n∈M

bnX
n = 0 .

Da hier fast alle Koeffizienten null sind, spielt sich dies in einer endlich erzeug-
ten Untergruppe U der torsionsfreien Gruppe M ab. Nach dem Hauptsatz
über endlich erzeugte torsionsfreie kommutative Gruppen ist dann U ∼= Zn.
Wir können also sogar M = Zn annehmen. Dann ist aber R[M ] eine Nen-
neraufnahme eines Polynomringes über einem Integritätsbereich und damit
integer. �

Für ein Monoid ohne Kürzungsregel kann der zugehörige Monoidring über
einem Integritätsbereich Nullteiler besitzen.

Beispiel 20.7. Sei M ein Monoid, in dem es zwei verschiedene Elemente m
und n gebe mit m + n = n + n. Daraus folgt ohne die Kürzungsregel eben
nicht m = n. Im Monoidring über einem beliebigen Integritätsbereich R ist
Xm −Xn 6= 0 und Xn 6= 0 , aber

(Xm −Xn)Xn = Xm+n −Xn+n = X2n −X2n = 0.

Definition 20.8. Sei M ein torsionsfreies kommutatives Monoid mit Kür-
zungsregel und mit zugehöriger Differenzengruppe Γ(M). Dann heißt das
Untermonoid

M̃ = {m ∈ Γ(M)| es gibt r ∈ N+ mit rm ∈M}
die Normalisierung von M .

Satz 20.9. SeiM ein torsionsfreies kommutatives Monoid mit Kürzungsregel
und mit zugehöriger Differenzengruppe Γ(M) und mit Normalisierung M̃ ,
M ⊆ M̃ ⊆ Γ(M). Sei R ein normaler Ring. Dann ist die Normalisierung des
Monoidringes R[M ] der Monoidring R[M̃ ]. Insbesondere ist der Monoidring
zu einem normalen Monoid über einem normalen Ring selbst wieder normal.

Beweis. Zunächst ist

R[M ] ⊆ R[M̃ ] ⊆ R[Γ(M)] ⊆ Q(R)[Γ(M)] ⊆ Q(R[M ]).

Sei m ∈ M̃ mit m = n− k, n, k ∈M , und mit rm = m+m+ . . .+m ∈M
(r mal). Damit ist Tm = T n/T k ein Element im Quotientenkörper und nach
der zweiten Eigenschaft ist (Tm)r ∈ R[M ]. Dies bedeutet, dass eine (reine)
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Ganzheitsgleichung für Tm vorliegt und damit Tm zur Normalisierung von
R[M ] gehört.

Für die Umkehrung kann man M durch M̃ ersetzen und sich somit auf den
Fall beschränken, wo M normal ist. Man beweist zuerst, dass für eine tor-
sionsfreie Gruppe G der Gruppenring R[G] normal ist, was daraus folgt,
dass der Polynomring über einem normalen Bereich wieder normal ist. Dann
muss man zeigen, dass R[M ] in R[Γ(M)] ganz-abgeschlossen ist. Ein Ele-
ment q ∈ R(Γ(M)) und eine Ganzheitsgleichung dafür lebt im Monoidring
zu einer endlich erzeugten Untergruppe U ⊆ Γ(M), sodass man Γ(M) = Zn

annehmen darf.

Hier kommt nun etwas konvexe Geometrie ins Spiel, was wir nicht ausführen.
Jedenfalls lässt sich ein normales Untermonoid M ⊆ Zn darstellen als der
Durchschnitt (innerhalb von Qn oder Rn) von Zn und einem polyhedrischen
Kegel. Ein solcher Kegel ist selbst wiederum der Durchschnitt von endlich
vielen Halbräumen Hi (Lemma von Gordan). Dabei ist ein Halbraum H
gegeben durch eine lineare Abbildung p : V = Rn −→ R mit H = p−1(R+).
Daraus folgt, dass M ein endlicher Durchschnitt M =

⋂

i∈IMi ist mit Mi =

p−1
i (N). Daraus ergibt sich, dass die Mi eine Form Mi

∼= N × Zn−1 haben.
Damit ist R[M ] =

⋂

i∈I R[Mi] nach Aufgabe 20.1 normal, da die einzelnen
R[Mi] ∼= R[N× Zn−1] normal sind. �

Beispiel 20.10. Wir betrachten die algebraische Fläche, die durch die Glei-
chung

X2Z = Y 2

gegeben ist. Wir wollen sie als die Fläche zu einem Monoidring verstehen.
Dazu sei

M = 〈(1, 0), (1, 1), (0, 2)〉 ⊂ N2

Wegen (1, 1) − (1, 0) = (0, 1) ist Z2 das Quotientengitter (Differenzgruppe).
Da 2(0, 1) = (0, 2) ∈ M ist, muss N2 die Normalisierung von M sein. Die
drei Erzeuger ergeben einen surjektiven Monoidhomomorphismus

N3 −→M, ei 7−→ mi , i = 1, 2, 3 .

Diese monomiale Abbildung N3 −→ M ⊂ N2 bedeutet geometrisch die Ab-
bildung

A2
K −→ K−Spek (K[M ]) →֒ A3

K , (s, t) 7−→ (s, st, t2) .

Dabei gehen (monomial gesehen) 2e1 + e3 und 2e2 beide auf das Element
(1, 1), und das liefert die Gleichung X2Z = Y 2, die man natürlich auch
direkt ablesen kann.

Man kann die definierende Gleichung auch als Z =
(

Y
X

)2
ansehen. Von

K[X, Y ] ausgehend wird also ein Quadrat zu Y
X

adjungiert.
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Beispiel 20.11. Wir betrachten das durch (1, 0), (−1, 2) und (0, 1) er-
zeugte Untermonoid M ⊆ Z2. Für den zugehörigen Monoidring gilt K[M ] ∼=
K[X, Y, Z]/(Z2 − XY ). Wir behaupten, dass das Monoid normal ist, also
mit seiner Normalisierung übereinstimmt. Die beiden Erzeuger (1, 0) und
(−1, 2) definieren je eine Gerade in R2, und das Monoid besteht aus allen
Gitterpunkten (Punkte im Z2) innerhalb des durch diese Geraden definierten
Kegels. Dies sieht man so: Die Gitterpunkte in diesem Kegel sind gegeben
durch die zwei Bedingungen

{

(s, t) ∈ Z2| t ≥ 0 und t ≥ −2s
}

.

Ein Punkt daraus mit s ≥ 0 gehört offensichtlich zu M . Sei also (s, t) ein
Punkt daraus mit s < 0. Wegen der zweiten linearen Bedingung kann man

(s, t) = −s(−1, 2) + (t− 2s)(0, 1)

schreiben, was wegen t− 2s ≥ 0 zu M gehört.

Mit den zwei Geraden lässt sichM auch sofort alsM = H1∩H2 beschreiben,
mit H1 = {(s, t)| t ≥ 0} ∼= Z×N und H1 = {(s, t)| t ≥ −2s} ∼= Z×N, wobei
die zweite Identifizierung von der Z-Basis (−1, 2), (0, 1) herrührt. Aus dieser
expliziten Beschreibung folgt, dass der zugehörige Monoidring normal ist.

Monomiale Kurven und Normalisierung

Wir werden später sehen, dass eine algebraische Kurve genau dann normal
ist, wenn sie nichtsingulär ist. Im Fall einer monomilaen Kurve lässt sich die
Normalisierung einfach beschreiben.

Satz 20.12. SeiM ⊆ N ein durch teilerfremde e1, . . . , en erzeugtes Untermo-
noid, und K[M ] ⊆ K[T ] die zugehörige Ringerweiterung von Monoidringen.
Dann ist K[T ] die Normalisierung von K[M ]. Mit anderen Worten: Die mo-
nomiale Abbildung

A1
K −→ K−Spek (K[M ])

ist eine Normalisierung.
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Beweis. Wir haben K[M ] = K[T e1 , . . . , T en ] ⊆ K[T ]. Da die Exponenten
teilerfremd sind, erzeugen sie die Eins und das bedeutet (multiplikativ be-
trachtet), dass es ein Monom in diesen Potenzen (auch mit negativen Expo-
nenten) gibt, das gleich T ist. D.h. T ist ein Quotient von Elementen aus
K[M ] und daher sind die Quotientenkörper gleich. Andererseits erfüllt T ei-
ne Ganzheitsgleichung über K[M ], beispielsweise T e1 − T e1 = 0. Da K[T ]
normal ist (sogar faktoriell, da es ja ein Hauptidealbereich ist), muss es sich
um die Normalisierung handeln. �

Monomiale Kurven liefern also eine Vielzahl an Beispielen, wo die Normali-
sierung auf der Ebene derK-Spektren eine Bijektion ist. Es handelt sich auch
um eine Homöomorphie bezüglich der Zariski-Topologie, die ja im Kurven-
fall sehr einfach ist. Dennoch wäre es falsch, die beiden Kurven als identisch
anzusehen. Die Normalisierung ist (bei ei 6= 1 für alle i) auf der Ringebe-
ne keine Bijektion, und in der algebraischen Geometrie darf man nicht nur
die mengentheoretische oder topologische Gestalt des Nullstellengebildes an-
schauen, man darf die Ringe (und die Gleichungen selbst) im Hintergrund
nicht völlig vergessen. Den Unterschied sieht man auch in der eingebetteten
Situation, wo die Neilsche Parabel eine Spitze besitzt.

Mit der Normalisierung bekommt der Singularitätsgrad einer monomialen
Kurve eine neue Interpretation.

Lemma 20.13. Sei M ⊆ N ein durch teilerfremde Erzeuger definiertes
numerisches Monoid. Es sei R = K[M ] der zugehörige Monoidring und
Rnorm = K[T ] die Normalisierung davon. Dann gilt für den Singularitäts-
grad von M die Gleichung

δ(M) = dimK(R
norm/R) .

Beweis. Die Normalisierung besitzt die K-Basis Tm, m ∈ N, und der Mo-
noidring K[M ] besitzt die K-Basis Tm, m ∈M . Daher besitzt der Restraum
K[T ]/K[M ] die K-Basis Tm, m ∈ N \M . Die Dimension des Restraumes
ist die Anzahl der Elemente einer Basis, und diese Anzahl ist die Anzahl der
Lücken, also der Singularitätsgrad von M . �

20. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 20.1. Sei K ein Körper und sei Ri ⊆ K, i ∈ I, eine Familie von
normalen Unterringen. Zeige, dass auch der Durchschnitt

⋂

i∈I Ri normal ist.

Aufgabe 20.2. Sei R ein Integritätsbereich. Zeige, dass R genau dann nor-
mal ist, wenn er mit seiner Normalisierung übereinstimmt.
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Aufgabe 20.3. Sei R ein Integritätsbereich. Sei angenommen, dass die Nor-
malisierung von R gleich dem Quotientenkörper Q(R) ist. Zeige, dass dann
R selbst schon ein Körper ist.

Aufgabe 20.4.*

Sei R ein normaler Integritätsbereich und f ∈ R, f 6= 0. Zeige, dass die
Nenneraufnahme Rf ebenfalls normal ist.

Aufgabe 20.5. Sei R ein normaler Integritätsbereich und sei S ⊆ R ein mul-
tiplikatives System. Zeige, dass dann auch die Nenneraufnahme RS normal
ist.

Aufgabe 20.6. Sei M ein torsionsfreies Monoid. Zeige, dass dann auch die
Differenzgruppe Γ(M) torsionsfrei ist.

Aufgabe 20.7. (3 Punkte)

SeiM ein kommutative Gruppe. Zeige, dass die Torsionsfreiheit vonM äqui-
valent zu folgender Eigenschaft ist: Aus m ∈M und rm = 0 für ein positives
r ∈ N folgt stets m = 0. Zeige ferner, dass diese Äquivalenz für ein Monoid
nicht gelten muss.

Aufgabe 20.8. Sei R ein Integritätsbereich mit NormalisierungRnorm. Zeige,
dass durch

f = {g ∈ R| gRnorm ⊆ R}
ein Ideal in R gegeben ist.

Aufgabe 20.9. Sei M ⊆ N ein numerisches Monoid, das von teilerfrem-
den natürlichen Zahlen erzeugt werde. Zeige, dass für das Führungsideal des
zugehörigen Monoidrings K[M ] die Beziehung

f = (M≥f )

besteht, wobei f die Führungszahl des Monoids bezeichnet.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 20.10. (3 Punkte)

Sei R ein normaler Integritätsbereich und R ⊆ S eine ganze Ringerweiterung.
Sei f ∈ R. Zeige, dass für das von f erzeugte Hauptideal gilt:

R ∩ (f)S = (f)R .
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Aufgabe 20.11. (6 Punkte)

Sei R ein normaler Integritätsbereich. Zeige, dass dann auch der Polynomring
R[X] normal ist.

Aufgabe 20.12. (5 Punkte)

Sei R ein normaler Integritätsbereich und a ∈ R. Es sei vorausgesetzt, dass
a keine Quadratwurzel in R besitzt. Zeige, dass das Polynom X2− a prim in
R[X] ist. Tipp: Verwende den Quotientenkörper Q(R). Warnung: prim muss
hier nicht äquivalent zu irreduzibel sein.

Aufgabe 20.13. (4 Punkte)

Sei R ein Integritätsbereich. Zeige, dass die folgenden Eigenschaften äquiva-
lent sind.

(1) R ist normal
(2) Für jedes Primideal p ist die Lokalisierung Rp normal.
(3) Für jedes maximale Ideal m ist die Lokalisierung Rm normal.

(Man sagt daher, dass normal eine lokale Eigenschaft ist.)

Aufgabe 20.14. (2 Punkte)

Sei M ⊆ Γ(M) ∼= Zn ein Monoid und betrachte die Menge

M∗ = {ϕ : Γ(M) −→ Z|ϕ(M) ⊆ N} .

Zeige, dass M∗ ein normales Untermonoid von Hom (Zn,Z) ist.

(Dieses Monoid nennt man das duale Monoid zu M .)

Aufgabe 20.15. (3 Punkte)

Betrachte Beispiel 20.11. Welchen Wert haben die drei Erzeuger unter den
dort angegebenen Monoidhomomorphismen ϕ1, ϕ2 nach Z, durch die das Mo-
noid beschrieben werden kann. Bestimme den Kokern des Gruppenhomomor-
phismus

Γ(M) −→ Z2, m 7−→ (ϕ1(m), ϕ2(m)) .

(Diesen Kokern nennt man die Divisorenklassengruppe des Monoidringes.)
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21. Vorlesung - Diskrete Bewertungsringe

Diskrete Bewertungsringe

Wir setzen nun die lokale Untersuchung von algebraischen Kurven fort und
werden im weiteren Verlauf verschiedene Charakterisierungen dafür finden,
dass ein Punkt einer Kurve nichtsingulär (oder glatt) ist. Zu dem Punkt P
auf der Kurve gehört der lokale Ring in P , der die Lokalisierung des affinen
Koordinatenringes der Kurve am maximalen Ideal ist, das zu P gehört. Wenn
P = (a, b) ∈ C = V (F ) ⊂ A2

K ist, so lässt sich der lokale Ring in doppelter
Weise beschreiben, nämlich als

K[X, Y ](X−a,Y−b)/(F ) ∼= (K[X, Y ]/(F ))m

(dabei ist m das maximale Ideal aufgefasst im Restklassenring). Dieser Ring
beschreibt die wesentlichen algebraischen Eigenschaften des Punktes auf der
Kurve. Wichtig ist zunächst der Begriff des diskreten Bewertungsringes.

Definition 21.1. Ein diskreter Bewertungsring R ist ein Hauptidealbereich
mit der Eigenschaft, dass es bis auf Assoziiertheit genau ein Primelement in
R gibt.

Lemma 21.2. Ein diskreter Bewertungsring ist ein lokaler, noetherscher
Hauptidealbereich mit genau zwei Primidealen, nämlich 0 und dem maxima-
len Ideal m.

Beweis. Ein diskreter Bewertungsring ist kein Körper. In einem Hauptideal-
bereich, der kein Körper ist, wird jedes maximale Ideal von einen Primele-
ment erzeugt, und die Primerzeuger zu verschiedenen maximalen Idealen
können nicht assoziiert sein. Also gibt es genau ein maximales Ideal. Ebenso
wird jedes von null verschiedene Primideal durch ein Primelement erzeugt,
so dass es neben dem maximalen Ideal nur noch das Nullideal gibt. �

Beispiel 21.3. Es sei A ein Hauptidealbereich und m ⊆ A ein maximales
Ideal. Dieses ist ein Hauptideal und wird durch ein Primelement, sagen wir
m = (p), erzeugt. Die Lokalisierung

R = Am =

{

f

g
| f ∈ A, g 6∈ m

}

ist nach Satz 15.4 ein lokaler Ring mit dem maximalen Ideal mAm, das eben-
falls von p erzeugt wird. Alle Primelemente q ∈ A, die nicht zu p assoziiert
sind, werden in der Lokalisierung zu Einheiten. Daher gibt es in der Loka-
lisierung bis auf Assoziiertheit genau ein Primelement, und somit liegt ein
diskreter Bewertungsring vor. Für A = Z und eine Primzahl p ist Z(p) ⊆ Q

der Unterring der rationalen Zahlen, deren Nenner kein Vielfaches von p sind.

Definition 21.4. Zu einem Element f ∈ R, f 6= 0, in einem diskreten
Bewertungsring mit Primelement p heißt die Zahl n ∈ N mit der Eigenschaft
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f = upn, wobei u eine Einheit bezeichne, die Ordnung von f . Sie wird mit
ord(f) bezeichnet.

Die Ordnung ist also nichts anderes als der Exponent zum (bis auf Assozi-
iertheit) einzigen Primelement in der Primfaktorzerlegung. Sie hat folgende
Eigenschaften.

Lemma 21.5. Sei R ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal m =
(p). Dann hat die Ordnung

R \ {0} −→ N, f 7−→ ord(f),

folgende Eigenschaften.

(1) ord(fg) = ord(f) + ord(g).
(2) ord(f + g) ≥ min{ord(f), ord(g)}.
(3) f ∈ m genau dann, wenn ord(f) ≥ 1.
(4) f ∈ R× genau dann, wenn ord(f) = 0.

Beweis. Siehe Aufgabe 21.3. �

Wir wollen eine wichtige Charakterisierung für diskrete Bewertungsringe be-
weisen, die insbesondere beinhaltet, dass ein normaler lokaler Integritätsbe-
reich mit genau zwei Primidealen bereits ein diskreter Bewertungsring ist.
Dazu benötigen wir einige Vorbereitungen.

Lemma 21.6. Sei R ein kommutativer Ring und sei f ∈ R nicht nilpotent.
Dann gibt es ein Primideal p in R mit f 6∈ p.

Beweis. Wir betrachten die Menge der Ideale

M = {a Ideal | f r 6∈ a für alle r} .
Diese Menge ist nicht leer, da sie das Nullideal enthält. Ferner ist sie induk-
tiv geordnet (bezüglich der Inklusion). Ist nämlich ai eine total geordnete
Teilmenge, so ist deren Vereinigung ebenfalls ein Ideal, das keine Potenz von
f enthält. Nach dem Lemma von Zorn gibt es daher maximale Elemente in
M .

Wir behaupten, dass ein solches maximales Element p ein Primideal ist. Sei
dazu g, h ∈ R und gh ∈ p, und sei g, h 6∈ p angenommen. Dann hat man
echte Inklusionen

p ⊂ p+ (g), p+ (h) .

Wegen der Maximalität können die beiden Ideale rechts nicht zu M gehören,
und das bedeutet, dass es Exponenten r, s ∈ N gibt mit

f r ∈ p+ (g) und f s ∈ p+ (h) .

Dann ergibt sich der Widerspruch

f rf s ∈ p+ (gh) ⊆ p .

�
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Lemma 21.7. Sei R ein noetherscher lokaler kommutativer Ring. Es sei
vorausgesetzt, dass das maximale Ideal m das einzige Primideal von R ist.
Dann gibt es einen Exponenten n ∈ N mit

mn = 0 .

Beweis. Wir behaupten zunächst, dass jedes Element in R eine Einheit oder
nilpotent ist. Sei hierzu f ∈ R keine Einheit. Dann ist f ∈ m. Angenommen,
f ist nicht nilpotent. Dann gibt es nach Lemma 21.6 ein Primideal p mit
f 6∈ p. Damit ergibt sich der Widerspruch p 6= m.

Es ist also jedes Element im maximalen Ideal nilpotent. Insbesondere gibt
es für ein endliches Erzeugendensystem f1, . . . , fk von m eine natürliche Zahl
m mit fmi = 0 für alle i = 1, . . . , k . Sei n = km. Dann ist ein beliebiges
Element aus mn von der Gestalt

(

k
∑

i=1

ai1fi

)(

k
∑

i=1

ai2fi

)

· · ·
(

k
∑

i=1

ainfi

)

.

Ausmultiplizieren ergibt eine Linearkombination mit Monomen f r11 · · · f rkk
und

∑k
i=1 ri = n , so dass ein fi mit einem Exponenten ≥ n/k = m vor-

kommt. Daher ist das Produkt 0. �

Satz 21.8. Sei R ein noetherscher lokaler Integritätsbereich mit der Eigen-
schaft, dass es genau zwei Primideale 0 ⊂ m gibt. Dann sind folgende Aus-
sagen äquivalent.

(1) R ist ein diskreter Bewertungsring.
(2) R ist ein Hauptidealbereich.
(3) R ist faktoriell.
(4) R ist normal.
(5) m ist ein Hauptideal.

Beweis. (1)⇒ (2) folgt direkt aus der Definition.

(2) ⇒ (3) folgt aus der allgemeinen Aussage, dass jeder Hauptidealbereich
faktoriell ist.

(3)⇒ (4) folgt aus Satz 20.3.

(4) ⇒ (5). Sei f ∈ m, f 6= 0. Dann ist R/(f) ein noetherscher lokaler Ring
mit nur einem Primideal (nämlich m̃ = mR/(f)). Daher gibt es nach Satz
21.7 ein n ∈ N mit m̃n = 0. Zurückübersetzt nach R heißt das, dass mn ⊆ (f)
gilt. Wir wählen n minimal mit den Eigenschaften

mn ⊆ (f) und mn−1 6⊆ (f) .

Wähle g ∈ mn−1 mit g 6∈ (f) und betrachte

h :=
f

g
∈ Q(R)(es ist g 6= 0) .
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Das Inverse, also h−1 = g
f
, gehört nicht zu R, sonst wäre g ∈ (f). Da R nach

Voraussetzung normal ist, ist h−1 auch nicht ganz über R. Nach dem Modul-
kriterium Lemma 19.9 für die Ganzheit gilt insbesondere für das maximale
Ideal m ⊂ R die Beziehung

h−1m 6⊆ m

ist. Nach Wahl von g ist aber auch

h−1m =
g

f
m ⊆ mn

f
⊆ R .

Daher ist h−1m ein Ideal in R, das nicht im maximalen Ideal enthalten ist.
Also ist h−1m = R. Das heißt einerseits h ∈ m und andererseits gilt für ein
beliebiges x ∈ m die Beziehung h−1x ∈ R, also x = h(h−1x), also x ∈ (h)
und somit (h) = m.

(5) ⇒ (1). Sei m = (π). Dann ist π ein Primelement und zwar bis auf
Assoziiertheit das einzige. Sei f ∈ R, f 6= 0 keine Einheit. Dann ist f ∈ m

und daher f = πg1. Dann ist g1 eine Einheit oder g1 ∈ m. Im zweiten Fall ist
wieder g1 = πg2 und f = π2g2.

Wir behaupten, dass man f = πku mit einer Einheit u schreiben kann.
Andernfalls könnte man f = πngn mit beliebig großem n schreiben. Nach
Satz 21.7 gibt es ein m ∈ N mit (πm) = mm ⊆ (f). Bei n ≥ m+1 ergibt sich
πm = af = aπm+1b und der Widerspruch 1 = abπ.

Es lässt sich also jede Nichteinheit 6= 0 als Produkt einer Potenz des Prim-
elements mit einer Einheit schreiben. Insbesondere ist R faktoriell. Für ein
beliebiges Ideal a = (f1, . . . , fs) ist fi = πniui mit Einheiten ui. Dann sieht
man leicht, dass a = (πn) ist mit n = mini{ni}. �

Das Lemma von Nakayama

Nach dem vorangehenden Überlegungen liegt ein diskreter Bewertungsring
genau dann vor, wenn der lokale Integritätsbereich die Eigenschaft hat, dass
das maximale Ideal durch ein Element erzeugt wird. Es ist von daher nahelie-
gend, generell die lokalen Ringe zu Punkten auf einer algebraischen Kurve da-
hingehend zu studieren, wie viele Erzeuger das maximale Ideal benötigt. Dies
führt zum Begriff der Einbettungsdimension, den wir schon im Zusammen-
hang mit monomialen Kurven erwähnt haben. Diese Einbettungsdimension
ist auch die Dimension des R/m-Vektorraumes m/m2, für diesen Zusammen-
hang brauchen wir aber einige Vorbereitungen und insbesondere das Lemma
von Nakayama.

Im Lemma von Nakayama wird folgende Konstruktion betrachtet: Zu einem
R-Modul V , einem Untermodul U ⊆ V und einem Ideal I ⊆ R bezeichnet
man mit IU den R-Untermodul von V , der von allen Elementen der Form
fv, f ∈ I, v ∈ U , erzeugt wird (dies ist auch ein R-Untermodul von U). Ist U
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ebenfalls ein Ideal (also ein R-Untermodul von R)so fällt dieses Konzept mit
dem Produkt von Idealen zusammen. Der Restklassenmodul V/IV ist dabei
in natürlicher Weise nicht nur ein R-Modul, sondern auch ein R/I-Modul.
Wenn I ein maximales Ideal ist, so bedeutet dies, dass der Restklassenmodul
sogar ein Vektorraum über dem Restklassenkörper ist.

Lemma 21.9. Sei (R,m) ein lokaler Ring und sei V ein endlich erzeugter
R-Modul. Es sei mV = V vorausgesetzt. Dann ist V = 0.

Beweis. Sei v1, . . . , vn ein Erzeugendensystem von V . Nach Voraussetzung
gibt es wegen vi ∈ mV zu jedem vi eine Darstellung

vi = ai1v1 + . . .+ ainvn

mit aij ∈ m. Daraus ergibt sich für jedes i eine Darstellung

(1− aii)vi = ai1v1 + . . .+ ai,i−1vi−1 + ai,i+1vi+1 + ainvn .

Da aii ∈ m ist, ist der Koeffizient 1 − aii eine Einheit. Dies bedeutet aber,
dass man nach vi auflösen kann, so dass also vi überflüssig ist. So kann man
sukzessive auf alle Erzeuger verzichten, was bedeutet, dass der Nullmodul
vorliegen muss. �

21. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 21.1. Sei R ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkörper
Q. Zeige, dass es keinen echten Zwischenring zwischen R und Q gibt.

Aufgabe 21.2. Sei R ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkörper
Q. Charakterisiere die endlich erzeugten R-Untermoduln von Q. Auf welche
Form kann man ein Erzeugendensystem bringen?

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 21.3. (4 Punkte)

Beweise für einen diskreten Bewertungsring die Eigenschaften der Ordnung,
die in Lemma 21.5 formuliert sind.
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Aufgabe 21.4. (3 Punkte)

Sei R ein diskreter Bewertungsring. Definiere zu einem Element q ∈ Q(R),
q 6= 0, die Ordnung

ord(q) ∈ Z .

Dabei soll die Definition mit der Ordnung für Elemente aus R übereinstim-
men und einen Gruppenhomomorphismus Q(R) \ {0} → Z definieren. Was
ist der Kern dieses Homomorphismus?

Aufgabe 21.5. (4 Punkte)

Sei K ein Körper und K(T ) der Körper der rationalen Funktionen über K.
Finde einen diskreten Bewertungsring R ⊂ K(T ) mit Q(R) = K(T ) und mit
R ∩K[T ] = K.

Aufgabe 21.6. (4 Punkte)

SeiK ein Körper. Eine Potenzreihe in einer Variablen überK ist ein formaler
Ausdruck der Form

a0 + a1T + a2T
2 + a3T

3 + . . . mit ai ∈ K .

Es kann hier also unendlich viele von null verschiedene Koeffizienten ai ge-
ben. Definiere eine Ringstruktur auf der Menge aller Potenzreihen, die die
Ringstruktur auf dem Polynomring in einer Variablen fortsetzt. Zeige, dass
dieser Ring ein diskreter Bewertungsring ist.

Aufgabe 21.7. (4 Punkte)

Es sei R ein Integritätsbereich mit folgender Eigenschaft: zu je zwei Elemen-
ten f, g ∈ R gelte, dass f ein Teiler von g ist oder dass g ein Teiler von
f ist. Es sei R noethersch, aber kein Körper. Zeige, dass R ein diskreter
Bewertungsring ist.

Aufgabe 21.8. (5 Punkte)

Zeige, dass ein noetherscher abstrakter Bewertungsring schon diskret ist.

Aufgabe 21.9. (3 Punkte)

Zeige, dass in K[X, Y ](X,Y )/(X
2 − Y 3) jedes Ideal durch maximal zwei Er-

zeuger gegeben ist.

Aufgabe 21.10. (4 Punkte)

Man gebe ein Beispiel einer ebenen monomialen Kurve und eines Ideals im
zugehörigen lokalen Ring der Singularität, das nicht von zwei Elementen
erzeugt werden kann.
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22. Vorlesung - Glattheit

Die Einbettungsdimension

Definition 22.1. Es sei R ein lokaler kommutativer noetherscher Ring mit
maximalem Ideal m. Dann heißt die minimale Idealerzeugendenzahl für m

die Einbettungsdimension von R, geschrieben

embdim (R) .

Ein noetherscher lokaler Integritätsbereich der Dimension eins (d.h. die ein-
zigen Primideale sind das Nullideal und das maximale Ideal) ist genau dann
ein diskreter Bewertungsring, wenn seine Einbettungsdimension 1 ist. Wir
erwähnen, dass die Einbettungsdimension immer zumindest so groß ist wie
die Dimension eines lokalen Ringes. Die Ringe, bei denen Gleichheit gilt,
spielen eine besondere Rolle und heißen reguläre Ringe. Wir sind der Einbet-
tungsdimension schon im Fall von monomialen Kurven begegnet und müssen
zeigen, dass die dortige Definition (Definition ) mit der neuen verträglich ist.

Wir beweisen zunächst eine andere Charakterisierung, die sich aus dem Lem-
ma von Nakayama ergibt.

Lemma 22.2. Sei (R,m, K) ein lokaler Ring und sei V ein endlich erzeugter
R-Modul. Dann stimmt die minimale Erzeugendenzahl µ(V ) mit der Dimen-
sion des K-Vektorraums V/mV überein.

Beweis. Wir zeigen etwas allgemeiner, dass Elemente v1, . . . , vn ∈ V ge-
nau dann ein R-Erzeugendensystem für V bilden, wenn deren Restklassen
in V/mV ein R/m-Erzeugendensystem von V/mV bilden. Dabei ist die eine
Richtung trivial, seien also Elemente v1, . . . , vn ∈ V gegeben, die modulo
m ein Erzeugendensystem sind. Es sei U ⊆ V der von den vi erzeugte R-
Untermodul von V . Die Voraussetzung übersetzt sich zu V = U +mV . Wir
betrachten den Restklassenmodul V/U . Dort gilt dann (V/U)m = V/U , wor-
aus nach dem Lemma von Nakayama die Gleichheit V/U = 0 und V = U
folgt. �

Korollar 22.3. Sei (R,m, K) ein noetherscher lokaler Ring. Dann ist die
Einbettungsdimension gleich

µ(m) = dimK (m/m2) .

Beweis. Dies folgt sofort aus Lemma 22.2 angewandt auf das Ideal m und
den endlich erzeugten R-Modul m. �

Den in der vorstehenden Aussage auftretenden R-Modul m/m2, der ein Vek-
torraum über dem Restklassenkörper R/m ist, nennt man auch den Kotan-
gentialraum des lokalen Ringes.
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Lemma 22.4. Sei R ein noetherscher kommutativer Ring und n ein maxi-
males Ideal. Es sei S = Rn die Lokalisierung an n mit dem maximalen Ideal
m = nRn. Dann ist

m/m2 ∼= n/n2 .

Insbesondere ist die Einbettungsdimension der Lokalisierung gleich dimR/n

(n/n2).

Beweis. Bekanntlich ist R/n ∼= Rn/m, so dass der gleiche Restklassenkörper
vorliegt. Der natürliche R-Modul-Homomorphismus n → m induziert einen
K-Vektorraum-Homomorphismus

n/n2 −→ m/m2 ,

der surjektiv ist, da R-Modul-Erzeuger von n auf Rn-Erzeuger von m abbil-
den, und diese modulo m2 ein K-Vektorraum-Erzeugendensystem ergeben.

Zum Beweis der Injektivität sei f ∈ n ein Element, das rechts auf 0 abgebildet
wird. D.h. es gilt f ∈ m2 in der Lokalisierung Rn. Dies bedeutet, dass es
Elemente g1, . . . , gn ∈ n und h1, . . . , hn ∈ n und Elemente qi =

ai
si
∈ Rn

(also mit si 6∈ n und ai ∈ R) gibt mit

f =
a1
s1
g1h1 + . . .+

an
sn
gnhn.

Dies bedeutet zurückübersetzt nach R, dass es ein Element s 6∈ n gibt mit

sf = b1g1h1 + . . .+ bngnhn

für gewisse bi ∈ R. Da s nicht zum maximalen Ideal n gehört, gibt es r ∈ R
und g ∈ n mit g+ rs = 1. Wir multiplizieren die obige Gleichung mit r und
erhalten

(1− g)f = r(b1g1h1 + . . .+ bngnhn)

bzw.
f = r(b1g1h1 + . . .+ bngnhn) + gf .

Dabei gehört die rechte Seite offensichtlich zu n2, und damit definiert f das
Nullelement in n/n2. �

Lemma 22.5. Sei K ein Körper und M ein numerisches Monoid, das von
teilerfremden natürlichen Zahlen erzeugt sei. Es sei R = K[M ] der zugehöri-
ge Monoidring mit dem maximalen Ideal n = (M+) und der Lokalisierung
Rn. Dann ist die numerische Einbettungsdimension von M (bzw. K[M ])
gleich der Einbettungsdimension des lokalen Rings Rn.

Beweis. Es ist n = (M+) =
⊕

m∈M+
K Tm und n2 = (2M+) =

⊕

m∈2M+
K

Tm. Der Restklassenraum ist daher

n/n2 =
⊕

m∈M+\2M+

K Tm .

Dessen K-Dimension ist also gleich der Anzahl der Elemente aus M+ \ 2M+.
Nach Korollar 18.13 ist M+ \ 2M+ das minimale Monoiderzeugendensystem
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von M , so dass die Dimension gleich der numerischen Einbettungsdimension
ist.

Andererseits ist nach Lemma 22.4 die Dimension von n/n2 gleich der Einbet-
tungsdimension des zugehörigen lokalen Rings Rn. �

Glatte und singuläre Punkte

Sei K ein Körper und F ∈ K[X, Y ], F 6= 0, ein Polynom ohne mehrfache
Faktoren (da wir uns nur für die zugehörige Kurve interessieren, ist dies bei
einem algebraisch abgeschlossenen Körper aufgrund des Hilbertschen Null-
stellensatzes keine Einschränkung). Für jeden Punkt (a, b) ∈ A2

K , kann man
zu den Variablen X − a und Y − b übergehen. Das bedeutet, dass man
den Punkt in den Ursprung verschiebt. Für das Verhalten eines Polynoms an
einem Punkt kann man sich also stets auf den Ursprungspunkt beschränken.

Sei also P = (0, 0). Wir schreiben F mit homogenen Komponenten als

F = Fd + Fd−1 + . . .+ F1 + F0 .

Hier sind die Fi homogen vom Grad i. Was kann man an den einzelnen
homogenen Komponenten ablesen? Zunächst gilt trivialerweise die Beziehung

P ∈ V (F ) genau dann, wenn F0 = 0 .

Wenn man die Koordinaten von P , also (0, 0), in F einsetzt, so werden ja alle
höheren Komponenten zu null gemacht, und lediglich die konstante Kompo-
nente F0 bleibt übrig. Da wir uns hauptsächlich für das Verhalten der Kurve
in einem Kurvenpunkt interessieren, werden wir uns häufig auf die Situation
F0 = 0 beschränken. Was ist dann die erste homogene Komponente Fi, die
nicht null ist? Welche Rolle spielt dieses i und welche Rolle spielen dessen
Linearfaktoren?

Nehmen wir zunächst an, dass F0 = 0 und F1 = aX + bY ist. Diese
Linearform (die null sein kann) lässt sich auch mit partiellen Ableitungen
charakterisieren, es ist nämlich

∂F

∂x
(P ) = a und

∂F

∂y
(P ) = b .
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Hier und im Folgenden werden Polynome einfach formal abgeleitet. Damit ist
auch F1 = 0 genau dann, wenn ∂F

∂x
(P ) = ∂F

∂y
(P ) = 0 ist. Wenn dies nicht

der Fall ist, so ist es naheliegend, die durch die Gleichung F1(X, Y ) = 0
definierte Gerade als Tangente an die Kurve im Punkt P anzusehen. Ein
erstes Indiz dafür ist, dass im linearen Fall F = F1 die Gerade mit ihrer
Tangente zusammenfallen soll.

Definition 22.6. Sei K ein Körper und F ∈ K[X, Y ] ein von null verschie-
denes Polynom. Es sei P ∈ C = V (F ) ⊂ A2

K ein Punkt der zugehörigen
affinen ebenen Kurve. Dann heißt P ein glatter Punkt von C, wenn gilt

∂F

∂X
(P ) 6= 0 oder

∂F

∂Y
(P ) 6= 0 .

Andernfalls heißt der Punkt singulär.

Definition 22.7. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und sei F ∈
K[X, Y ] ein von null verschiedenes Polynom. Es sei P ∈ C = V (F ) ⊂ A2

K

ein Punkt der zugehörigen affinen ebenen Kurve, der (nach linearer Varia-
blentransformation) der Nullpunkt sei. Es sei

F = Fd + Fd−1 + . . .+ Fm

die homogene Zerlegung von F mit Fd 6= 0 und Fm 6= 0 , d ≥ m. Dann heißt
m die Multiplizität der Kurve im Punkt P . Sei Fm = G1 · · ·Gm die Zerlegung
in lineare Faktoren. Dann nennt man jede Gerade V (Gi), i = 1, . . . ,m, eine
Tangente an C im Punkt P . Die Vielfachheit von Gi in Fm nennt man auch
die Multiplizität der Tangente.

Der Punkt ist genau dann glatt, wenn die Multiplizität eins ist. In diesem
Fall gibt es genau eine Tangente durch den Punkt, deren Steigung man über
die partiellen Ableitungen berechnen kann.

Geraden, die sich im Punkt (0, 1) schneiden

Beispiel 22.8. Seien d verschiedene Geraden L1, . . . , Ld in der affinen Ebene
gegeben, die alle durch den Nullpunkt laufen mögen. Es seien aiX + biY =
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0, i = 1, . . . , d, die zugehörigen Gleichungen (die nur bis auf einen Skalar
definiert sind). Die Vereinigung dieser Geraden wird dann durch das Produkt

F = (a1X + b1Y ) · · · (adX + bdY )

beschrieben. Insbesondere ist F = Fd homogen vom Grad d. Hier definiert
jeder Linearfaktor eine Tangente durch den Nullpunkt.

Bemerkung 22.9. Für einen glatten Punkt P ∈ C = V (F ) einer ebenen
algebraischen Kurve ist die Multiplizität m = 1. Bei P = (0, 0) ist also der
lineare Term der Kurvengleichung F1 = uX + vY 6= 0 und es ist

∂F

∂X
(P ) = u und

∂F

∂Y
(P ) = v

(da die höheren homogenen Komponenten von F keinen Beitrag zu den par-
tiellen Ableitungen im Nullpunkt leisten). Diese lineare Gleichung ist also die
Tangentengleichung. Auch für einen beliebigen glatten Punkt P = (a, b) ∈ C
kann man aus den partiellen Ableitungen von F in P direkt die Tangenten-
gleichung ablesen, und zwar ist die Tangente gegeben durch

∂F

∂X
(P )(X − a) + ∂F

∂Y
(P )(Y − b) = 0 .

Bemerkung 22.10. Sei F ∈ K[X, Y ] mit zugehöriger ebener algebraischer
Kurve C und sei P ∈ C = V (F ) ein glatter Punkt der Kurve. Zu

F : A2
K −→ A1

K

und dem Punkt P gehört die durch die partiellen Ableitungen definierte li-
neare Tangentialabbildung (das totale Differential) zwischen den zugehörigen
Tangentialräumen, also

TPF =

(

∂F

∂X
(P ),

∂F

∂Y
(P )

)

: TPA
2
K
∼= A2

K −→ TF (P )A
1
K = T0A

1
K
∼= A1

K

mit (s, t) 7−→ ∂F

∂X
(P )s+

∂F

∂Y
(P )t

Da P ein glatter Punkt ist, ist diese lineare Abbildung nicht die Nullabbil-
dung. Die (Richtung der) Tangente von C an P ist der Kern dieser Tangen-
tialabbildung (wobei man bei der Identifizierung der Tangentialebene in P
mit der umgebenden affinen Ebene den Punkt P mit dem Nullpunkt identi-
fizieren muss. Die Tangente muss ja durch den Punkt gehen, der Kern gibt
nur eine lineare Richtung vor).
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Bei einer algebraischen Kurve sind die Schnittpunkte von irreduziblen

Komponenten niemals glatt.

Die folgenden beiden Ausssagen zeigen, dass ein Kreuzungspunkt zweier ir-
reduzibler Komponenten niemals glatt sein kann.

Lemma 22.11. Sei C = V (F ) eine ebene algebraische Kurve und F =
F1 · · ·Fn die Zerlegung in verschiedene Primfaktoren. Es sei P ∈ C ein glat-
ter Punkt der Kurve. Dann liegt P auf nur einer Komponente Ci = V (Fi)
der Kurve.

Beweis. Siehe Aufgabe 22.3. �

Korollar 22.12. Sei C ⊆ A2
K eine (Zariski)-zusammenhängende ebene glatte

algebraische Kurve über einem algebraisch abgeschlossenen Körper. Dann ist
C irreduzibel.

Beweis. Aufgrund von Lemma 22.11 sind die irreduziblen Komponenten der
Kurve disjunkt. Dies sind dann aber auch die Zusammenhangskomponenten
der Kurve. Also gibt es nur eine irreduzible Komponente und daher ist die
Kurve irreduzibel. �

Zum Schluss geben wir noch einen Hinweis, warum man den Restklassenmo-
dul m/m2 als Kotangentialraum bezeichnet.

Satz 22.13. Sei K ein Körper und R eine K-Algebra von endlichem Typ,
und sei P ∈ K−Spek (R) ein Punkt mit zugehörigem maximalen Ideal m.
Dann ist die Abbildung

d : R −→ m/m2, f 7−→ df := f − f(P ),
eine Derivation, d.h. d ist K-linear und es gilt d(fg) = fdg + gdf .

Beweis. Es liegt eine kanonische Isomorphie K → R/m zwischen dem
Grundkörper und dem Restekörper vor. Die Abbildung ist wohldefiniert, da
wegen (f−f(P ))(P ) = 0 die Funktion f−f(P ) zum maximalen Ideal gehört.
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Die K-Linearität ist trivial. Die Produktregel folgt aus (im dritten Schritt
wird ein Element aus m2 addiert)

fg − (fg)(P ) = fg − f(P )g(P )
= fg − f(P )g(P ) + (f − f(P ))(g − g(P ))
= 2fg − f · g(P )− g · f(P )
= f(g − g(P )) + g(f − f(P ))
= fdg + gdf.

�

22. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 22.1. Sei K ein Körper der positiven Charakteristik p > 0. Be-
stimme die Menge der Polynome F ∈ K[T ] mit formaler Ableitung F ′ = 0.

Aufgabe 22.2. Sei K ein Körper und F ∈ K[X, Y ] ein nichtkonstantes
Polynom mit einfachen Primfaktoren und mit zugehöriger ebener Kurve C =
V (F ). Zeige, dass C nur endlich viele singuläre Punkte besitzt.

Aufgabe 22.3. Beweise Lemma 22.11.

Aufgabe 22.4. Zeige, dass der Einheitskreis über einem Körper der Cha-
rakteristik 6= 2 glatt ist und bestimme für jeden Punkt die Gleichung der
Tangente.
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Aufgabe 22.5. Sei K ein Körper.

a) Zeige, dass der Graph eines Polynoms F ∈ K[X] eine glatte algebraische
Kurve ist.

b) Seien F,G ∈ K[X] Polynome ohne gemeinsame Nullstelle. Zeige, dass der
Graph der rationalen Funktion F/G ebenfalls eine glatte algebraische Kurve
ist.

Aufgabe 22.6.*

Bestimme die singulären Punkte der ebenen algebraischen Kurve

V

(

−2X3 + 3X2Y − Y +
2

3

√

1

3

)

⊂ A2
C .

Aufgabe 22.7.*

Es sei P ∈ C = V (F ) ⊂ A2
K ein glatter Punkt einer ebenen irreduziblen

Kurve. Zeige, dass der zugehörige lokale Ring ein diskreter Bewertungsring
ist.

Aufgabe 22.8. Bestimme für die in Beispiel 8.5 berechnete Trajektorie die
Koordinaten der Punkte, wo die Kurve singulär ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 22.9. (3 Punkte)

SeiK ein Körper der Charakteristik p ≥ 0. Man charakterisiere die Polynome
F ∈ K[X, Y ] mit der Eigenschaft, dass

(1) die erste partielle Ableitung
(2) die zweite partielle Ableitung
(3) beide partiellen Ableitungen

null sind.

Aufgabe 22.10. (3 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und seien G,H ∈ K[X, Y ]
Polynome mit G(P ) = H(P ) = 0 für einen bestimmten Punkt P ∈ A2

K . Es
sei F = GH. Zeige, dass jede Tangente von G in P und jede Tangente von
H in P auch eine Tangente von F in P ist.
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Aufgabe 22.11. (6 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper. Betrachte die Kurve

C = V (x3 + 5x2y − 6xy2 − x2 − xy + 4y2) .

(1) Bestimme die Tangenten im Nullpunkt.
(2) Zeige, dass P = (1, 2) ein Punkt der Kurve ist, und berechne die

Tangente(n) von C in P über die Ableitung.
(3) Führe eine Variablentransformation durch derart, dass P in den neuen

Variablen der Nullpunkt ist, und bestimme die Tangente(n) in P aus
der transformierten Kurvengleichung.

Aufgabe 22.12. (4 Punkte)

Bestimme für die algebraische Kurve

C = V (9y4 + 10x2y2 + x4 − 12y3 − 12x2y + 4y2)

die Singularitäten sowie deren Multiplizität und Tangenten.

(Vergleiche dazu Beispiel 8.5.)

23. Vorlesung - Multiplizität

Beispiel 23.1. Das Kartesische Blatt wird durch die Gleichung F = X3 +
Y 3 − 3XY = 0 beschrieben (die 3 ist dabei nicht wichtig, und könnte durch
eine andere Zahl 6= 0 ersetzt werden). Die homogenen Bestandteile der Kur-
vengleichung sind F3 = X3+Y 3 und F2 = −3XY . Damit hat der Nullpunkt
des Kartesischen Blattes die Multiplizität zwei und ist singulär, und sowohl
die X- als auch die Y -Achse sind Tangenten (mit einfacher Multiplizität).
An den übrigen Punkten ist die Kurve glatt (der Grundkörper habe nicht
die Charakteristik 3): aus

∂F

∂X
= 3X2 − 3Y = 0 und

∂F

∂Y
= 3Y 2 − 3X = 0

folgt Y = X2 und X = Y 2 , also auch Y = Y 4 (ebenso für X). Dann ist
Y = X = 0 oder X und Y sind beide eine dritte Einheitswurzel (und zwar
sind beide 1 oder es sind die beiden anderen dritten Einheitswurzeln). An
diesen anderen Verschwindungsstellen der beiden partiellen Ableitungen hat
aber F den Wert −1, diese sind also keine Punkte der Kurve.
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Rene Descartes (1596-1650)

Glatte und normale Punkte

Wir wollen zeigen, dass ein Punkt auf einer ebenen algebraischen Kurve ge-
nau dann glatt ist, wenn der zugehörige lokale Ring ein diskreter Bewertungs-
ring ist. Dabei ist die Glattheit in einem Punkt extrinsisch unter Bezug auf
die umgebende Ebene definiert worden, während die Eigenschaft, ein diskre-
ter Bewertungsring zu sein, nur vom Koordinatenring der Kurve abhängt.
Das folgende Lemma erledigt die eine Richtung, für die andere Richtung
müssen wir zuerst eine intrinsische Multiplizität für einen lokalen Ring ent-
wickeln.

Lemma 23.2. Sei K ein Körper, F ∈ K[X, Y ] ein Polynom 6= 0 ohne
mehrfache Faktoren und sei P ∈ C = V (F ) ein glatter Punkt der Kurve.
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Es sei R der lokale Ring der Kurve im Punkt P . Dann ist R ein diskreter
Bewertungsring.

Beweis. Zunächst ist R ein noetherscher lokaler Ring, der aufgrund von Lem-
ma 22.11 ein Integritätsbereich ist. Daher sind die einzigen Primideale das
Nullideal und das maximale Ideal mP . Wir werden zeigen, dass das maximale
Ideal ein Hauptideal ist.

Wir können annehmen, dass P der Nullpunkt ist, und schreiben F als

F = Fd + . . .+ F1

mit F1 6= 0. Da P glatt ist, liegt eine solche Gestalt vor. Durch eine Varia-
blentransformation können wir erreichen, dass F1 = Y ist. Wir können in F
die isoliert stehenden Potenzen von X (die Monome, wo kein Y vorkommt)
zusammenfassen und bei den anderen Y ausklammern. Dann lässt sich die
Gleichung F = 0 schreiben als

Y (1 +G) = XH(X) ,

wobei G ∈ (X, Y ) ist. Es ist 1 + G eine Einheit in K[X, Y ](X,Y ) und erst
recht im lokalen Ring R = K[X, Y ](X,Y )/(F ) der Kurve. Daher gilt in R die
Beziehung

Y =
H

1 +G
X .

Also wird das maximale Ideal im lokalen Ring R von X allein erzeugt, sodass
nach Satz 21.8 ein diskreter Bewertungring vorliegt. �

Die Hilbert-Samuel Multiplizität

Lemma 23.3. Sei R ein noetherscher lokaler Ring mit maximalem Ideal
m und Restklassenkörper K = R/m. Dann besitzen die Restklassenmoduln
mn/mn+1 endliche Dimension über K. Wenn R einen Körper K enthält,
der isomorph auf den Restklassenkörper abgebildet wird, so sind auch die
Restklassenringe R/mn von endlicher Dimension über K.

Beweis. Wir schreiben den Restklassenmodul mn/mn+1 als

mn/mn+1 ∼= mn/(mn)m .

Damit sind wir in der Situation von Lemma 22.2. Da mn ein endlich erzeugtes
Ideal ist, folgt, dass dieser Restklassenmodul endliche Dimension über dem
Restklassenkörper besitzt.

Für die Restklassenringe betrachten wir die kurze exakte Sequenz von R-
Moduln,

0 −→ mn/mn+1 −→ R/mn+1 −→ R/mn −→ 0 .

Dies ist nach unserer Voraussetzung auch eine kurze exakte Sequenz von K-
Vektorräumen, so dass sich die K-Dimensionen addieren. Nach dem bereits
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bewiesenen steht links ein endlichdimensionaler Raum. Die Aussage folgt
nun durch Induktion über n aus dieser Sequenz, wobei der Induktionsanfang
durch R/m = K gesichert ist. �

Im Fall einer ebenen algebraischen Kurve V = V (F ) ⊂ A2
K und einem Punkt

P = (a, b) ∈ V ist der lokale Ring gegeben durch K[X, Y ](X−a,Y−b)/(F ).
Der Restklassenkörper dieses lokalen Ringes ist K selbst. Daher sind die
Voraussetzungen, die im vorstehenden Lemma auftauchen, alle erfüllt, und
alle Dimensionen sind Dimensionen über dem Grundkörper.

Satz 23.4. Sei P ∈ V = V (F ) ⊂ A2
K ein Punkt auf einer ebenen affinen

Kurve. Es sei R = OV,P der zugehörige lokale Ring mit maximalem Ideal m.
Dann gilt für die Multiplizität mP von P die Gleichung

mP = dimK (mn/mn+1) für n hinreichend groß .

Beweis. Wir betrachten die kurze exakte Sequenz

0 −→ mn/mn+1 −→ R/mn+1 −→ R/mn −→ 0

von K-Vektorräumen. Nach Lemma 23.3 sind die Dimensionen endlich. Dass
die Dimensionen von mn/mn+1 konstant gleich der Multipizität sind (für n
hinreichend groß) ist äquivalent dazu, dass die Differenz zwischen den Di-
mensionen von R/mn+1 und R/mn konstant gleich der Multiplizität ist für n
hinreichend groß. Dies ist durch Induktion äquivalent dazu, dass

dim(R/mn) = nmP + c

gilt für eine Konstante c und n hinreichend groß. Wir können durch Ver-
schieben der Situation annehmen, dass P der Nullpunkt in der Ebene ist.
Sei a = (X, Y ) das zugehörige maximale Ideal in S = K[X, Y ]. Dann ist
K[X, Y ]/(an + (F )) = R/mn, so dass die Aussage dafür zu zeigen ist.

Nach Voraussetzung hat F die Gestalt F = Fm + Fm+1 . . . mit m = mP .
Damit ist insbesondere F ∈ am. Für ein weiteres Polynom G ∈ an−m (mit
n ≥ m) ist GF ∈ an. Daher liegt eine kurze exakte Sequenz

0 −→ S/an−m
F−→ S/an −→ S/(an, F ) = R/mn −→ 0

vor. Dabei folgt die Injektivität links aus einer direkten Gradbetrachtung.
Bekanntlich ist die Dimension von S/an gleich n(n+ 1)/2. Daher ergibt sich
für n ≥ m die Gleichheit

dim(R/mn) =
n(n+ 1)

2
− (n−m)(n−m+ 1)

2

=
n2 + n− (n−m)2 − n+m

2

=
2nm−m2 +m

2

= nm− m(m− 1)

2
.
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Dies ist die Behauptung. �

Bemerkung 23.5. Satz 23.4 besagt insbesondere, dass die Multiplizität ei-
nes Punktes auf einer ebenen Kurve eine Invariante des lokalen Ringes der
Kurve in dem Punkt ist, und damit insbesondere nur von intrinsischen Eigen-
schaften der Kurve abhängt, nicht von der Realisierung in einer umgebenden
Ebene. Es gibt für jeden noetherschen lokalen Ring die sogenannte Hilbert-
Samuel Multiplizität, die über die R/m-Dimensionen der Restklassenmoduln
mn/mn+1 definiert wird. Im eindimensionalen Fall ist sie definiert als

limn→∞

(

dimR/m(m
n/mn+1)

)

,

wobei diese Funktion konstant wird (was nicht trivial ist). Wenn R einen
Körper K enthält, der isomorph zum Restekörper ist (was bei lokalen Ringen
zu einer Kurve der Fall ist), so ist diese Zahl auch gleich

limn→∞
dimK(R/m

n)

n
.

Satz 23.6. Sei K ein Körper und sei F ∈ K[X, Y ] nichtkonstant ohne
mehrfachen Faktor mit zugehöriger algebraischer Kurve C = V (F ). Es sei
P = (a, b) ∈ C ein Punkt der Kurve mit maximalem Ideal m = (X−a, Y −b)
und mit lokalem Ring R = (K[X, Y ]m)/(F ). Dann sind folgende Aussagen
äquivalent.

(1) P ist ein glatter Punkt der Kurve.
(2) R ist ein diskreter Bewertungsring.
(3) R ist ein normaler Integritätsbereich.
(4) Die Multiplizität von P ist eins.

Beweis. Die Implikation (1)⇒ (2) wurde in Lemma 23.2 bewiesen. Die Äqui-
valenz (2) ⇔ (3) wurde in Satz 21.8 bewiesen. Die Äquivalenz (1) ⇔ (4)
folgt aus der Definition der Multiplizität. Es bleibt also (2)⇒ (4) zu zeigen,
wobei wir unter Verwendung von Satz 23.4 mit der Hilbert-Samuel Multipli-
zität arbeiten können. Es genügt also zu zeigen, dass für einen lokalen Ring
einer ebenen algebraischen Kurve, der ein diskreter Bewertungsring ist, die
Restklassenmoduln mn/mn+1 ∼= mn/mnm alle eindimensional über dem Rest-
klassenkörper R/m ∼= K sind. Dies folgt aber wegen mn = (πn) direkt aus
dem Lemma von Nakayama. �

Monomiale Kurven und Multiplizität

Zu einem numerischen Monoid M ⊆ N das von teilerfremden natürlichen
Zahlen e1 < e2 < . . . < er erzeugt werde, wird der minimale Erzeuger, also
e1, auch als Multiplizität bezeichnet. Es ist zu zeigen, dass dies die richtige
Multiplizität ergibt. Dazu sei

M+ = {m ∈M |m ≥ 1}
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und

nM+ = {m ∈M | es gibt eine Darstellung m = m1 + . . .+mn mit mi ∈M+}
Dies sind offensichtlich Monoid-Ideale von M . Es folgt, dass die zugehörigen
Mengen K[nM+] =

⊕

m∈nM+
K Tm Ideale im Monoidring sind. Und zwar

ist m = K[M+] ein maximales Ideal, und die Potenzen davon sind mn =
K[nM+].

Lemma 23.7. Sei M ⊆ N ein numerisches Monoid mit (numerischer) Mul-
tiplizität e1 und sei ℓ eine Zahl mit N≥ℓ ⊆M . Dann gelten für die Mächtigkeit
der Differenzmenge M − nM+ die Abschätzungen

ne1 − ℓ ≤ #(M − nM+) ≤ (n− 1)e1 + ℓ.

Beweis. Die Abschätzung nach unten folgt daraus, dass die kleinste Zahl
in nM+ genau ne1 ist, die natürlichen Zahlen 0, 1, . . . , ne1 − 1 liegen also
außerhalb davon. Dabei liegen die Zahlen ≥ ℓ in M , so dass von diesen ne1
Zahlen mindestens ne1 − ℓ zu M , aber nicht zu nM+ gehören.

Zur Abschätzung nach oben behaupten wir, dass alle Zahlen ≥ (n− 1)e1 + ℓ
zu nM+ gehören. Sei x ≥ (n − 1)e1 + ℓ. Dann ist x = (n − 1)e1 + ℓ′ mit
ℓ′ ≥ ℓ und daher ist ℓ′ ∈ M . Also liegt direkt eine Zerlegung von x in n
Summanden aus M vor. �

Korollar 23.8. Es sei M ⊆ N ein von teilerfremden Zahlen erzeugtes nu-
merisches Monoid mit numerischer Multiplizität e1. Es sei m = (M+) das
maximale Ideal des Monoidringes K[M ], das dem Nullpunkt entspricht. Dann
gilt

lim
n→∞

dimK (K[M ]/mn)

n
= e1 .

Das heißt, dass die numerische Multiplizität mit der Hilbert-Samuel Multi-
plizität übereinstimmt.

Beweis. Der Restklassenring K[M ]/mn = K[M ]/(nM+) hat die Elemente
aus M \ nM+ als K-Basis. Deren Anzahl ist also die Dimension davon. Auf-
grund der in Lemma 23.7 bewiesenen Abschätzungen konvergiert der Aus-

druck #(M\nM+)
n

für n 7→ ∞ gegen e1. Daher gilt diese Konvergenz auch für
die Dimensionen. �
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23. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 23.1. Sei R ein kommutativer Ring und sei N ein R-Modul mit
R-Untermoduln L ⊆ M ⊆ N . Zeige, dass die Restklassenmoduln durch die
kurze exakte Sequenz

0 −→M/L −→ N/L −→ N/M −→ 0

miteinander in Beziehung stehen.

Aufgabe 23.2. Sei R ein kommutativer Ring und P = R[X1, . . . , Xm] der
Polynomring darüber in m Variablen. Es sei m = (X1, . . . , Xm) das von den
Variablen erzeugte Ideal. Zeige, dass mn = P≥n ist, wobei P≥n das Ideal in
P bezeichnet, das von allen homogenen Polynomen vom Grad ≥ n erzeugt
wird.

Aufgabe 23.3. Sei R ein kommutativer Ring mit zwei Idealen a, b ⊆ R. Es
sei S = R/b und ã = aS das Bildideal. Zeige, dass anS = ãn ist.

Aufgabe 23.4.*

Bestimme die Primfaktorzerlegung des Polynoms

X3 +XY 2 ∈ C[X, Y ]

und bestimme die Singularitäten der zugehörigen affinen Kurve samt ihren
Multiplizitäten und Tangenten.

Aufgabe 23.5.*

Bestimme die Multiplizität und die Tangenten im Nullpunkt (0, 0) der ebenen
algebraischen Kurve

C = V (Y 4 +X3 + 3XY 2 + 2X2Y ) ⊆ A2
C .

Aufgabe 23.6.*

Bestimme über die partiellen Ableitungen für das durch das Polynom

V 3 + U2V − 2UV + 2U2 − 4U − 2V

gegebene Nullstellengebilde einen singulären Punkt. Führe eine Koordina-
tentransformation durch, die diesen Punkt in den Nullpunkt überführt. Be-
stimme die Multiplizität und die Tangenten in diesem Punkt.
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Aufgabe 23.7. Bestimme die Singularitäten (mit Multiplizitäten und Tan-
genten) der durch

V ((X2 + Y 2)2 − 2X(X2 + Y 2)− Y 2)

gegebenen Kardioide.

Aufgabe 23.8. Berechne für das durch die Erzeuger 4 und 9 gegebene Mo-
noid M die in den Abschätzungen von Lemma 23.7 auftretenden Ausdrücke
bis n ≤ 6.

In einigen Aufgaben wird die Krull-Dimension eines kommutativen Ringes
verwendet. Da wir uns hauptsächlich für Kurven interessieren, denen eindi-
mensionale Ringe entsprechen, werden wir keine systematische Dimensions-
theorie entwickeln.

Sei R ein kommutativer Ring. Eine Kette aus Primidealen

p0 ⊂ p1 ⊂ . . . ⊂ pn

nennt man Primidealkette der Länge n (es wird also die Anzahl der Inklu-
sionen gezählt, nicht die Anzahl der beteiligten Primideale). Die Dimension
(oder Krulldimension) von R ist das Supremum über alle Längen von Prim-
idealketten.

Aufgabe 23.9. Sei R ein Hauptidealbereich, der kein Körper sei. Zeige, dass
die Krulldimension von R eins ist.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 23.10. (4 Punkte)

Berechne für das durch die Erzeuger 5, 8, 11 gegebene Monoid M die in den
Abschätzungen von Lemma 23.7 auftretenden Ausdrücke bis n ≤ 5.

Aufgabe 23.11. (3 Punkte)

Sei a ⊂ R ein Ideal in einem kommutativen Ring, das in genau einem ma-
ximalen Ideal m als einzigem Primoberideal enthalten sei. Zeige, dass dann
R/a ∼= Rm/aRm ist. Folgere daraus, dass für ein maximales Ideal m in ei-
nem noetherschen kommutativen Ring die Isomorphie R/mn ∼= Rm/m

nRm

für jedes n gilt.

Aufgabe 23.12. (5 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und sei R = K[X, Y ] der Po-
lynomring in zwei Variablen. Zeige, dass R die Krulldimension zwei besitzt.

Aufgabe 23.13. (4 Punkte)

Sei R ein noetherscher kommutativer Ring. Zeige, dass folgende Aussagen
äquivalent sind.

(1) R hat Krulldimension null.
(2) R ist ein artinscher Ring.
(3) R besitzt endlich viele Primideale, die alle maximal sind.
(4) Es gibt eine natürliche Zahl n mit mn = 0 für jedes maximale Ideal

m.
(5) Die Reduktion von R ist ein Produkt von Körpern.

Aufgabe 23.14. (3 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring von endlicher Krulldimension d. Zeige, dass die
Krulldimension des Polynomrings R[X] mindestens d+ 1 ist.

(Bemerkung: über einem noetherschen Grundring erhöht sich die Dimension
beim Übergang zum Polynomring genau um eins, dies ist aber schwieriger
zu beweisen.)
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24. Vorlesung - Potenzreihenringe I

Tangenten bei Parametrisierungen

Satz 24.1. Es sei K ein unendlicher Körper und

ϕ : A1
K −→ An

K

eine durch n Polynome ϕ = (ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) in einer Variablen gegebene
Abbildung, deren Bild in der Kurve C = V (F1, . . . , Fm) liege. Es sei P =
ϕ(Q) ∈ C. Dann liegt der (Ableitungs)-Vektor

(

∂ϕ1

∂t
(Q), . . . , ∂ϕn

∂t
(Q)
)

im Kern
der durch die Jacobi-Matrix

(

∂Fi
∂Xj

(P )

)

ij

definierten linearen Tangentialabbildung

(TF )P : An
K −→ Am

K .

Ist n = 2 und verschwinden nicht beide Ableitungen von ϕ und ist P ein
glatter Punkt von C, so definiert der Vektor

(

∂ϕ1

∂t
(Q), ∂ϕ2

∂t
(Q)
)

die Richtung
der Tangente von C in P .

Beweis. Wegen ϕ(A1
K) ⊆ V (F1, . . . , Fm) ist die Hintereinanderschaltung F ◦ϕ

die konstante Abbildung auf den Nullpunkt. Über einem unendlichen Körper
sind dann auch die beschreibenden Komponentenpolynome null. Daher ist
auch

0 = (T (F ◦ ϕ))Q = (TF )P ◦ (Tϕ)Q,
und das ist die Behauptung. Daraus folgt auch der Zusatz, da unter den ange-
gebenen Bedingungen der Kern der Jacobi-Matrix und das Bild der Tangen-
tialabbildung eindimensional sind, also wegen der Inklusion übereinstimmen
müssen. �

Beispiel 24.2. Es sei K der endliche Körper mit q = pe Elementen, wobei
p eine Primzahl und e ≥ 1 ist. Die Abbildung

A1
K −→ A2

K , t 7−→ (tq − t, tq − t)
besitzt den einzigen Bildpunkt (0, 0). Der formale Ableitungsvektor dieser
Parametrisierung ist aber

(−1,−1) .
Eine geometrisch konstante Kurve kann also in positiver Charakteristik ei-
ne nicht-verschwindende Ableitung besitzen. Der Nullpunkt ist ein glatter
Punkt auf sämtlichen Geraden C = V (aX + bY ). Die Tangente stimmt mit
der Geradengleichung überein, diese annulliert aber nur bei a = −b den
Vektor (−1,−1). In Satz 24.1 kann man also nicht auf die Unendlichkeits-
voraussetzung verzichten.
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Beispiel 24.3. Wir knüpfen an Beispiel 6.3 an, d.h. wir betrachten die Kurve
V (y2 − x2 − x3) mit der Parametrisierung

(ϕ(t), ψ(t)) = (t2 − 1, t(t2 − 1)) = (x, y).

Die partiellen Ableitungen von F sind

∂F

∂x
= −2x− 3x2 und

∂F

∂y
= 2y .

Die Jacobimatrix der Parametrisierung ist
(

∂ϕ

∂t
,
∂ψ

∂t

)

= (2t, 3t2 − 1).

Damit ist in der Tat (mit P = (ϕ(t), ψ(t)))
(

∂F

∂x
(P ),

∂F

∂y
(P )

)(

2t
3t2 − 1

)

=
(

−2(t2 − 1)− 3(t2 − 1)2, 2(t3 − t)
)

(

2t
3t2 − 1

)

=−4t(t2 − 1)− 6t(t2 − 1)2 + 2(t3 − t)(3t2 − 1)
=−4t3 + 4t− 6t5 + 12t3 − 6t+ 6t5 − 2t3 − 6t3 + 2t
=0.

Für t = 2 ergibt sich beispielsweise der Bildpunkt P = (3, 6). Für diesen
Wert ist der Ableitungsvektor gleich (4, 11). Die partiellen Ableitungen an
P ergeben den Gradienten (−33, 12), der senkrecht zum Tangentialvektor
steht. Die Tangente selbst wird durch

{(3, 6) + s(4, 11)| s ∈ K} oder als V (−11x+ 4y + 9)

beschrieben.

Tangenten bei Raumkurven

Wir beschränken uns zwar hauptsächlich auf den Fall von ebenen Kurven,
dennoch kann man auch für Kurven in einer höherdimensionalen Umge-
bung und überhaupt für beliebige Varietäten mit der Hilfe von Ableitun-
gen die Begriffe glatt und singulär definieren. Wir demonstrieren dies kurz
für Raumkurven, die durch zwei Polynome F,G ∈ K[X, Y, Z] in drei Varia-
blen ohne gemeinsame Komponenten gegeben seien (nicht jede Raumkurve
lässt sich so beschreiben). In diesem Fall betrachtet man zu einem Punkt
P ∈ C = V (F,G) wieder die Jacobi-Matrix







∂F

∂x

∂F

∂y

∂F

∂z
∂G

∂x

∂G

∂y

∂G

∂z







P

: A3
K −→ A2

K .

Dann ist P ein glatter Punkt der Kurve genau dann, wenn diese Matrix den
Rang zwei hat. Der eindimensionale Kern definiert dann die Tangente.
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Beispiel 24.4. Wir knüpfen an Beispiel 4.6 an, also den Schnitt C der beiden
Zylinder, die durch

F = x2 + y2 − 1 und G = x2 + z2 − 1

gegeben sind. Die partiellen Ableitungen sind

∂F = (2x, 2y, 0) und ∂G = (0, 2y, 2z) .

Ein singulärer Punkt liegt vor, wenn diese durch die Jacobi-Matrix definierte
Abbildung einen Rang ≤ 1 hat, und dies ist genau dann der Fall, wenn die
beiden partiellen Ableitungstupel linear abhängig sind (und es ein Punkt der
zugehörigen Varietät ist). Wegen den beiden Nullen kann lineare Abhängig-
keit nur bei x = z = 0 vorliegen, und dort liegt sie für beliebiges y auch vor.
Bei x = z = 0 ergibt allerdings nur y = ±1 ein Punkt der Kurve, und das
sind die zwei singulären Punkte von C. Dies sind natürlich genau die bei-
den Schnittpunkte der beiden Kreise, die nach Beispiel 4.6 die irreduziblen
Komponenten von C sind.

Wenn die Radien der beiden Zylinder nicht gleich groß sind, sagen wir r1 6= r2,
so funktioniert die Bestimmung der singulären Punkte zunächst genau gleich,
und man gelangt zur Bedingung y2 = r1 und y

2 = r2, die nicht beide zugleich
erfüllt sein können. Bei unterschiedlichen Radien ist die Schnittkurve also
glatt.

Potenzreihenringe

Definition 24.5. Sei R ein kommutativer Ring und T1, . . . , Tn eine Menge
von Variablen. Eine formale Potenzreihe ist ein Ausdruck der Form

F =
∑

ν

aνT
ν =

∑

ν

aνT
ν1
1 · · ·T νnn .

wobei aν ∈ R ist für alle ν = (ν1, . . . , νn) ∈ Nn.

Man addiert zwei Potenzreihen komponentenweise und multipliziert sie in
der gleichen Weise wie Polynome. In einer Variablen hat man

F ·G =
(

∑∞

i=0
aiT

i
)(

∑∞

j=0
bjT

j
)

=
∑∞

k=0
ckT

k

mit ck =
∑k

i=0 aibk−i.

Definition 24.6. Sei R ein kommutativer Ring. Dann bezeichnet man mit

R[[X1, . . . , Xn]]

den Potenzreihenring in n Variablen (oder den Ring der formalen Potenz-
reihen in n Variablen).
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Wir interessieren uns hauptsächlich für den Potenzreihenring K[[T ]] in ei-
ner Variablen über einem Körper K. Mit Hilfe von Potenzreihenringen kann
man

”
formale Parametrisierungen“ für beliebige algebraische Kurven in je-

dem Punkt finden, was wir in der nächsten Vorlesung behandeln werden.
Zunächst müssen wir einige grundlegende Eigenschaften der Potenzreihen-
ringe verstehen.

Satz 24.7. Sei K ein Körper und sei K[[T ]] der Ring der formalen Potenz-
reihen in einer Variablen. Dann ist eine formale Potenzreihe F =

∑∞
n=0anT

n

genau dann eine Einheit, wenn der konstante Term a0 6= 0 ist.

Beweis. Die angegebene Bedingung ist notwendig, da die Abbildung

K[[T ]] −→ K, T 7−→ 0,

die eine Potenzreihe auf den konstanten Term schickt, ein Ringhomomor-
phismus ist. Für die Umkehrung müssen wir eine Potenzreihe G =

∑∞
j=0bjT

j

mit

FG =
(

∑∞

i=0
aiT

i
)(

∑∞

j=0
bjT

j
)

= 1

angeben. Für b0 ergibt sich daraus die Bedingung a0b0 = 1, die wegen a0 6=
0 eine eindeutige Lösung besitzt, nämlich b0 = a−1

0 . Nehmen wir induktiv
an, dass die Koeffizienten bj für j < n schon konstruiert seien derart, dass
sämtliche Koeffizienten ck, 1 ≤ k < n, der Produktreihe FG gleich null sind.
Für den n-ten Koeffizienten ergibt sich die Bedingung

0 = cn = a0bn + a1bn−1 + . . .+ an−1b1 + anb0.

Dabei sind bis auf bn alle Werte festgelegt, und wegen a0 6= 0 ergibt sich eine
eindeutige Lösung für bn. �

Korollar 24.8. Sei K ein Körper und R = K[[T ]] der Potenzreihenring in
einer Variablen. Dann ist R ein diskreter Bewertungsring.

Beweis. Zunächst ist R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m = (T ).
Wenn nämlich eine Potenzreihe F keine Einheit ist, so muss nach Satz 24.7
der konstante Term von F null sein. Dann kann man aber F = T F̃ mit der
umindizierten Potenzreihe F̃ schreiben. Die Nullteilerfreiheit folgt durch Be-
trachten der Anfangsterme: Sind F und G von 0 verschiedene Potenzreihen,
so ist

F = akT
k + ak+1T

k+1 + . . .

und

G = bℓT
ℓ + aℓ+1T

ℓ+1 + . . .

mit ak, bℓ 6= 0. Für die Produktreihe ist dann der Koeffizient

ck+ℓ = akbℓ 6= 0,

da die kleineren Koeffizienten alle null sind. Es bleibt also noch noethersch
zu zeigen. Es ergibt sich aber direkt, dass ein Hauptidealbereich vorliegt, und
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zwar wird jedes Ideal 6= 0 von T j erzeugt, wobei j das Minimum über alle
Indizes von Koeffizienten 6= 0 von Potenzreihen in dem Ideal ist. �

Man kann Potenzreihen nicht nur addieren und multiplizieren, sondern auch,
unter gewissen Zusatzbedingungen, Potenzreihen in andere Potenzreihen ein-
setzen. Diese Operation entspricht der Hintereinanderschaltung von Abbil-
dungen.

Definition 24.9. Es sei K ein Körper und F =
∑∞

i=0aiT
i ∈ K[[T ]] eine

Potenzreihe. Es sei G =
∑∞

j=0bjT
j eine weitere Potenzreihe mit konstantem

Term null. Dann nennt man die Potenzreihe

F (G) = a0 + a1(
∑∞

j=0
bjT

j) + a2

(

∑∞

j=0
bjT

j
)2

+ a3

(

∑∞

j=0
bjT

j
)3

+ . . .

=
∑∞

k=0
ckT

k

die eingesetzte Potenzreihe. Ihre Koffizienten sind durch

ck =
k
∑

s=0

as

(

∑

j1+...+js=k

bj1 · · · bjs

)

festgelegt. Hierbei wird über alle geordneten s-Tupel (j1, . . . , js) ∈ Ns
+ sum-

miert.

Man beachte in der vorstehenden Definition, dass wegen b0 = 0 nur über
j ≥ 1 summiert wird, so dass alle beteiligten Summen endlich sind. Die
Formeln für das Einsetzen sind derart, dass sie bei Polynomen das übliche
Einsetzen von Polynomen in Polynome ergeben. Einsetzen von Potenzrei-
hen in Potenzreihen liefert wieder einen Einsetzungshomomorphismus der
Potenzreihenringe.

Lemma 24.10. Sei K ein Körper mit dem Potenzreihenring K[[T ]]. Es sei
G ∈ K[[S]] eine Potenzreihe mit konstantem Term null. Dann definiert G
durch Einsetzen einen K-Algebra-Homomorphismus

K[[T ]] −→ K[[S]], F 7−→ F (G).

Beweis. Die Abbildung ist wohldefiniert. Um zu zeigen, dass ein Ringhomo-
morphismus vorliegt, muss man lediglich gewisse Koeffizienten vergleichen.
Diese hängen immer nur von endlich vielen Koeffizienten der beteiligten Po-
tenzreihen an, so dass sich diese Aussage aus dem polynomialen Fall ergibt.

�

Lemma 24.11. Sei K ein Körper, K[[T ]] der Potenzreihenring über K und
G =

∑∞
j=0bjT

j mit b0 = 0 und b1 6= 0 . Dann definiert der durch T 7→
G definierte Einsetzungshomomorpismus einen K-Algebra-Automorphismus
auf K[[T ]].
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Beweis. Wir zeigen zunächst, dass es eine Potenzreihe F =
∑∞

i=0aiT
i gibt

mit F (G) = T . Dabei muss a0 = 0 und a1 = b−1
1 sein. Sei nun die Potenreihe

F mit der gewünschten Eigenschaft bis zum (k − 1)-Koeffizienten bereits
konstruiert. Für den Koeffizienten ck hat man nach die Bedingung

0 = ck

=
k
∑

s=0

as

(

∑

j1+...+js=k

bj1 · · · bjs

)

=
k−1
∑

s=0

as

(

∑

j1+...+js=k

bj1 · · · bjs

)

+ akb
k
1.

Daraus ergibt sich eine eindeutig lösbare Bedingung an ak.

Wir betrachten nun die Hintereinanderschaltung

K[[T ]]
T 7→F−→ K[[T ]]

T 7→G−→ K[[T ]] .

Dabei ist die Gesamtabbildung der Einsetzungshomomorphismus T 7→ T ,
und das ist die Identität. Insbesondere ist die hintere Abbildung surjektiv.
Da K[[T ]] nach Korollar 24.8 ein diskreter Bewertungsring, sind die Ideale
darin bekannt, und nur das Nullideal kommt als Kern der Abbildung in Frage.
Die Abbildung ist also auch injektiv und damit bijektiv. �

24. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 24.1. Beschreibe ein Beispiel einer glatten Kurve C ⊂ A2
K mit

einer Parametrisierung, deren Differential an mindestens einem Punkt ver-
schwindet.

Aufgabe 24.2. Betrachte das Achsenkreuz V (xy) ⊂ A2
K und den zum Null-

punkt gehörigen lokalen Ring R mit maximalem Ideal m. Beschreibe explizit
eine K-Basis für die Restklassenringe R/mn und bestimme die Dimensionen
davon.

Aufgabe 24.3. Sei K ein Körper und K[[T ]] der Potenzreihenring. Gebe
die inverse Potenzreihe zu 1− T an.
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Aufgabe 24.4. Sei K ein Körper, m = (T ) ⊂ K[T ] das zum Nullpunkt
gehörige maximale Ideal mit der Lokalisierung R = K[T ]m. Definiere einen
K-Algebra-Homomorphismus

ϕ : R −→ K[[T ]]

mit ϕ(T ) = T , wobei K[[T ]] den Ring der formalen Potenzreihen bezeichnet.

Aufgabe 24.5. Berechne die ersten fünf Glieder (bis einschließlich c4) der
eingesetzten Potenzreihe F (G) im Sinne von Definition.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 24.6. (5 Punkte)

Man gebe ein Beispiel für ein irreduzibles reelles Polynom F ∈ R[X, Y ] der-
art, dass beide partiellen Ableitungen übereinstimmen und nicht konstant
sind. Zeige, dass dies über C nicht möglich ist.

Aufgabe 24.7. (3 Punkte)

Betrachte die Kurve C = V (X2−Y 2−Y 3) mit der in Beispiel 24.3 besproche-
nen Parametrisierung. Bestimme die singulären Punkte der Kurve zusammen
mit den Multiplizitäten und Tangenten. Berechne ebenfalls die Bildpunkte
und die Tangenten für die Parameterwerte t = −1, 0, 1.

Aufgabe 24.8. (3 Punkte)

Beschreibe eine formale Potenzreihe über C, die in keiner Umgebung des
Nullpunktes konvergiert.

Aufgabe 24.9. (3 Punkte)

Sei K ein Körper. Vergleiche die beiden Ringe

(K[X])[[Y ]] und (K[[Y ]])[X] .

Aufgabe 24.10. (6 Punkte)

Sei R ein noetherscher kommutativer Ring. Man zeige, dass R[[T1, . . . , Tn]]
noethersch ist.

Hinweis: Lassen Sie sich vom Beweis des Hilbertschen Basissatzes inspirieren!
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25. Vorlesung - Potenzreihenringe II

Lösung in Potenzreihen für algebraische Kurven

Sei F 6= 0 ein Polynom, das die ebene algebraische Kurve C beschreibe, und
sei P = (0, 0) ∈ C vorausgesetzt (was keine Einschränkung ist, und durch
Verschiebung immer erreicht werden kann). Wie kann man die Kurve im
Nullpunkt mittels Potenzreihen beschreiben, wann gibt es also einen durch
nichtkonstante Potenzreihen G und H mit konstantem Term 0 definierten
Ringhomomorphismen

K[X, Y ] −→ K[[T ]] mit X 7−→ G und Y 7−→ H

mit F (G,H) = 0 (also einen Ringhomomorphismus K[X, Y ]/(F )→ K[[T ]]).
Es geht also um Lösungen der Gleichung

F (X, Y ) = 0

in Potenzreihen, die das Verhalten der Kurve um die Punktlösung 0 herum
genauer beschreiben.

Der grundsätzliche Ansatz ist hier ein Potenzreihenansatz, wie er beispiels-
weise auch in der Theorie der Differentialgleichungen verwendet wird. Man
setzt

G =
∑∞

k=0
akT

k und H =
∑∞

ℓ=0
bℓT

ℓ

mit zunächst unbestimmten Koeffizienten ak und bℓ an. Das direkte Ein-
setzen in die beschreibende Gleichung F = 0 und Ausmultiplizieren ergibt
dann einen prinzipiell unendlichen Ausdruck. Allerdings ist für jedes T k der
zugehörige Ausdruck für den Koeffizienten nur durch endlich viele Daten be-
stimmt, und zwar sind dafür nur die Koeffizenten von F,G und H unterhalb
des Grades k relevant. Da F (G,H) = 0 sein soll, müssen die Koeffizienten
von F,G,H so sein, dass sich als Koeffizient zu T k stets null ergibt.

Man sucht dann nach Bedingungen, wann es dafür Lösungen gibt, wie sie
aussehen und ob sie eindeutig sind. Die Bedingung a0 = b0 = 0 ist dabei
eine Anfangsbedingung, die widergibt, dass die Potenzreihenlösung durch den
Nullpunkt gehen soll.

Es ergibt sich schnell eine Bedingung an die linearen Terme der Potenzreihen
(also an a1 und b1), die man als eine weitere Rechtfertigung dafür ansehen
kann, dass wir die Linearfaktoren des ersten homogenen Bestandteiles Fm
in der homogenen Zerlegung von F als Tangentengleichungen interpretiert
haben.

Lemma 25.1. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und sei F ∈
K[X, Y ] ein Polynom mit homogener Zerlegung F = Fd + . . . + Fm mit
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d ≥ m ≥ 1 und Fm 6= 0. Es sei

Fm =
m
∏

λ=1

(uλX + vλY )

die Faktorzerlegung in Linearfaktoren (diese Linearfaktoren definieren also
die Tangenten von C = V (F ) an P = (0, 0)). Es seien

G =
∞
∑

n=0

anT
n und H =

∞
∑

ℓ=0

bℓT
ℓ ∈ K[[T ]]

Potenzreihen, die eine Lösung der Kurvengleichung F = 0 durch den Null-
punkt beschreiben (d.h. a0 = b0 = 0). Dann ist uλa1+vλb1 = 0 für ein λ, d.h.
der lineare Term der Potenzreihen ist durch eine der Tangenten vorgegeben.

Beweis. Wir setzen

G = a1T + a2T
2 + . . . und H = b1T + b2T

2 + . . .

in F ein. In einem homogenen Bestandteil Fk, der ja eine Summe von Aus-
drücken der Form cijX

iY j mit i+ j = k ist, kann man sofort T k ausklam-
mern, und zwar ergibt sich ein Ausdruck der Form

Fk(G,H)=

(

∑

i+j=k

cija
i
1b
j
1

)

T k

+

(

∑

i+j=k

cij
(

iai−1
1 a2b

j
1 + jai1b

j−1
1 b2

)

)

T k+1 + . . . .

In den Koeffizient von T k gehen also a1, b1 in einer übersichtlichen Form über
Fk ein, aber auch kompliziertere Terme, die von Fℓ, ℓ < k, herrühren. Auf
Fm angewandt, wo ja keine kleineren homogenen Komponenten mitberück-
sichtigt werden müssen, heißt dies, dass

∑

i+j=m

cija
i
1b
j
1 = 0

die entscheidende Gleichung für a1 und b1 ist. Dies ist aber nichts anderes
als die Bedingung Fm(a1, b1) = 0. Da Fm ein Produkt von Linearfaktoren
ist, muss (a1, b1) einen der Linearfaktoren annullieren, was die behauptete
Aussage ist. �

Man beachte, dass im vorstehenden Lemma die Möglichkeit a1 = b1 = 0 nicht
ausgeschlossen ist. In der Tat gibt es nur unter zusätzlichen Bedingungen eine
Realisierung einer Kurve mittels Potenzreihen entlang einer vorgegebenen
Tangente, siehe Satz 25.2 und die Beispiele weiter unten.

Der Rechenaufwand zur Bestimmung einer Potenzreihenlösung lässt sich we-
sentlich verringern, wenn man sich auf

”
Graphlösungen“ beschränkt, wo die
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eine Potenzreihe einfach ein lineares Polynom ist (und zwar eines, das durch
eine Tangente gegeben ist), und die zweite eine zu bestimmende Potenzreihe.
Das ist häufig keine wesentliche Einschränkung, wie aus Lemma 24.11 folgt.
Mit diesem Lemma können wir nämlich die Potenzreihen G,H ∈ K[[T ]] ein-
fach transformieren, wenn nicht beide lineare Terme verschwinden. Sei hierzu
G = a1T + . . ., a1 6= 0 angenommen. Mit einer geeigneten Potenzreihe U(T )
ist U(G(T )) = T und U(H(T )) = H̃(T ). Man schaltet also einen Potenzrei-
henautomorphismus dahinter, damit die Hintereinanderschaltung

K[X, Y ]
X 7→G,Y 7→H−→ K[[T ]]

T 7→U(T )−→ K[[T ]]

die besonders einfache Gestalt X 7→ T , Y 7→ H̃ bekommt. Dies bedeutet,
dass man die Kurve als Graph zu einer formalen Funktion in einer Variablen
realisieren möchte.

Satz 25.2. Sei K ein Körper und sei F ∈ K[X, Y ] ein Polynom 6= 0 mit
(0, 0) ∈ C = V (F ) und sei F = Fd + . . . + Fm die homogene Zerlegung von
F mit d ≥ m und mit Fm 6= 0. Es sei uX + vY ein einfacher Linearfaktor
von Fm (also ein lineares Polynom, das eine Tangente mit Multiplizität 1
definiert). Dann gibt es Potenzreihen

G =
∞
∑

n=0

anT
n, H =

∞
∑

ℓ=0

bℓT
ℓ ∈ K[[T ]]

mit F (G,H) = 0 und mit konstantem Term a0, b0 = 0 und mit a1u+b1v = 0.
Dabei kann eine der Potenzreihen als ein lineares Polynom gewählt werden.

Beweis. Durch eine lineare Variablentransformation können wir annehmen,
dass uX+vY = Y ist. Wir zeigen, dass es dann eine Potenzreihenlösung mit
G = T und mit (zu konstruierendem) H = b2T

2 + b3T
3 + . . . gibt. Wegen

a1 = 1 und b1 = 0 erfüllt das die angegebene lineare (Tangenten)Bedingung.

Sei F =
∑

i,j cijX
iY j. Es ist cm,0 = 0, da andernfalls Y kein Linearfaktor

von Fm sein könnte, und es ist cm−1,1 6= 0, da sonst Y ein Linearfaktor mit
einer Multiplizität ≥ 2 wäre.

Wir zeigen, dass es bei diesen Anfangsdaten eine eindeutig bestimmte Po-
tenzreihe H = b2T

2 + b3T
3 + . . . gibt. Einsetzen von G und H in F ergibt

für jedes k eine Bedingung, da der resultierende Koeffizient zu T k gleich null
sein muss. Der k-te Koeffizient ist eine Summe von Ausdrücken der Form

cijbℓ1 · · · bℓj mit i+

j
∑

ρ=1

ℓρ = k

(diese Ausdrücke kommen mehrfach mit einem gewissen Multinomialkoeffi-
zienten vor). Da ℓρ ≥ 2 ist, kommt für k < m+ ℓ− 1 der Term bℓ nicht vor.
Der Term bℓ kommt erstmalig im k = (m+ ℓ− 1)-ten Koeffizienten vor, und
zwar in der einzigen Weise

cm−1,1bℓ .
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Ansonsten kommen in diesem Koeffizienten nur die cij und br mit r < ℓ vor.
Da nach Voraussetzung cm−1,1 6= 0 ist, ist dadurch der Wert von bℓ eindeutig
festgelegt. Die Koeffizienten bℓ werden also induktiv konstruiert, wobei die
Werte jeweils eindeutig durch die Bedingung an die Koeffizienten festgelegt
sind. �

Beispiel 25.3. Wir betrachten die ebene affine Kurve vom Grad drei, die
durch die Gleichung F = X3 + XY + Y = 0 gegeben ist. Die partiellen
Ableitungen sind

∂F

∂X
= 3X2 + Y und

∂F

∂Y
= X + 1 .

Die zweite Ableitung ist nur bei X = −1 null, dort hat aber F den Wert −1,
d.h. die Kurve ist glatt. Im Nullpunkt haben die partiellen Ableitungen den
Wert (0, 1). Die zugehörige Tangente ist also die X-Achse, was dazu passt,
dass der lineare Term der Kurvengleichung Y ist.

Wir berechnen die Potenzreihe Y = H(T ) =
∑∞

ℓ=0bℓT
ℓ, die die Kurve im

Nullpunkt als Graph beschreibt (es ist X = T ). Die Anfangsbedingungen
sind b0 = b1 = 0. Für die folgenden Koeffizienten von H müssen wir aus der
Gleichung

F (T,H) = T 3 + TH +H = 0,

also
T 3 + T (b2T

2 + b3T
3 + . . .) + (b2T

2 + b3T
3 + . . .) = 0

über die Koeffizienten der T k die Bedingungen an bℓ herauslesen.

b2. Der zweite Koeffizient liefert sofort b2 = 0.

b3. Der dritte Koeffizient liefert die Bedingung 1 + b3 = 0, woraus b3 = −1
folgt.

Die folgenden Koeffizienten liefern die Bedingung bℓ−1 + bℓ = 0, so dass also
die folgenden bℓ abwechselnd 1 und −1 sind. Man hat also eine einfache
Rekursionsformel und es ist

H = −T 3 + T 4 − T 5 + T 6 − T 7 + . . . .

Die Umformung der Kurvengleichung in

Y =
−X3

1 +X

zeigt, dass hier der Graph einer rationalen Funktion (mit einem Pol bei X =
−1) vorliegt. Die angegebene Potenzreihe beschreibt also den Graph einer
rationalen Funktion als Graph einer formal-analytischen Funktion.

Beispiel 25.4. Wir betrachten das Kartesische Blatt, das durch X3 + Y 3−
3XY = 0 gegeben ist, im Nullpunkt und bezüglich der durch Y = 0 ge-
gebenen Tangente und wollen die Potenzreihe bestimmen, mit der sich der

”
Zweig“ der Kurve, der diese Tangente definiert, als Graph beschreiben lässt.
Wir setzen also X = T und H = b2T

2 + b3T
3 + b4T

4 + . . . an und haben
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diese Koeffizienten zu bestimmen (die Charakteristik von K sei nicht 3). Die
Koeffizienten bℓ sind durch die Bedingung

0 = T 3 +H3 − 3TH
= T 3 + (b2T

2 + b3T
3 + . . .)3 − 3T (b2T

2 + b3T
3 + . . .)

festgelegt. Das Einsetzen bzw. Ausmultiplizieren dieser Potenzreihe liefert
zum ersten Mal für k = 3 eine Bedingung. Der Summand X3 (bzw. T 3)
muss überhaupt nur einmal berücksichtigt werden, nämlich für k = 3. Der
Summand Y 3 muss erst ab k ≥ 6 berücksichtigt werden, da ja Y = H ein
Vielfaches von T 2 ist. Der Summand XY muss ab k = 3 berücksichtigt
werden.

b2. Hier hat man die Bedingung

1− 3b2 = 0 ,

woraus sich b2 =
1
3
ergibt.

b3. Dies taucht erstmals in der Bedingung für den vierten Koeffizienten auf.
Dort steht es aber isoliert, so dass b3 = 0 sein muss.

b4. Aus dem gleichen Grund ist b4 = 0.

b5. Hierfür ist der sechste Koeffizient entscheidend, und dabei ist jetzt auch
Y 3 zu berücksichtigen. Es ergibt sich die Bedingung

b32 − 3b5 = 0 ,

also b5 =
1
81
.

b6, b7, b8. Der Summand

Y 3 =
(

b2T
2 + b5T

5 + . . .
) (

b2T
2 + b5T

5 + . . .
) (

b2T
2 + b5T

5 + . . .
)

leistet erstmalig wieder für den neunten Koeffizienten einen Beitrag, und
zwar ist dieser 3b22b5. Dies bedeutet, dass b6 und b7 isoliert stehen und daher
null sein müssen. Für b8 ergibt sich die Bedingung

3b22b5 − 3b8 = 0

und daher ist b8 =
1

729
.

Die Anfangsglieder der Potenzreihe H, die den einen Kurvenzweig im Null-
punkt als Graph beschreibt, ist also

H =
1

3
T 2 +

1

81
T 5 +

1

729
T 8 + . . . .

Beispiel 25.5. Wir betrachten die durch X3−Y 2 = 0 definierte Neilsche Pa-
rabel. Hier ist der Nullpunkt singulär, und es gibt nur eine Tangente, nämlich
Y = 0, diese hat aber die Multiplizität zwei, d.h. Satz 25.2 ist hier nicht an-
wendbar. Wir werden zeigen, dass es überhaupt keine Potenzreihenlösung im
Nullpunkt mit nicht verschwindendem linearen Term gibt.

Seien dazu X = G = a1T+a2T
2+ · · · und Y = H = b1T+b2T

2+ · · · Potenz-
reihen, die die Kurvengleichung erfüllen. Wir setzen in die Kurvengleichung
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ein und erhalten für den zweiten Koeffizient die Bedingung −b21 = 0, woraus
b1 = 0 folgt. Für den dritten Koeffizienten ergibt sich hingegen a31 = 0, also
wieder a1 = 0.

Dennoch gibt es Potenzreihenlösungen für die Neilsche Parabel durch den
Nullpunkt. Hierzu kann man einfach die monomiale Lösung G = T 2 und
H = T 3 nehmen (die ja sogar eine Bijektion zwischen der affinen Geraden
und der Neilschen Parabel stiftet). Der lineare Term davon ist freilich null.

Bemerkung 25.6. Sei K = R oder = C und F ∈ K[X, Y ]. Bei
(

∂F

∂x
(P ),

∂F

∂y
(P )

)

6= (0, 0) ,

wenn also P ein regulärer Punkt der Funktion F ist (oder, äquivalent, ein
glatter Punkt von C = V (F − F (P ))), so sichert der Satz über implizite
Funktionen, dass sich die Kurve in einer (metrischen) Umgebung des Punktes
als Graph einer differenzierbaren Funktion darstellen lässt.

25. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 25.1.*

Bestimme für die ebene algebraische Kurve

V (X3 + Y 2 −XY +X)

eine nichtkonstante Potenzreihenlösung X = F (Y ) im Nullpunkt bis zum
sechsten Glied.

Aufgabe 25.2.*

Bestimme für die ebene algebraische Kurve

V (X2Y +X2 + Y 2 − 5XY + Y )

eine nicht-konstante Potenzreihenlösung Y = F (X) im Nullpunkt bis zur
fünften Ordnung.

Die folgenden Aufgaben beschäftigen sich mit der Komplettierung eines lo-
kalen Ringes.
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Aufgabe 25.3. Betrachte zu einem lokalen Ring R mit maximalem Ideal m
das Diagramm

−→ R/m4 −→ R/m3 −→ R/m2 −→ R/m .

Dabei sind die Abbildungen die kanonischen Projektionen ϕn : R/mn+1 →
R/mn, die durch die Idealinklusionen mn+1 ⊆ mn induziert werden. Eine
Folge von Elementen

an ∈ R/mn

heißt verträglich, wenn ϕn(an+1) = an gilt für alle n. Definiere eine Ringstruk-
tur auf der Menge aller verträglichen Elemente (diesen Ring nennt man die
Komplettierung von R.) Zeige ferner, dass es einen kanonischen Ringhomo-
morphismus von R in die Komplettierung gibt.

Aufgabe 25.4. Sei R ein eindimensionaler lokaler noetherscher kommutati-
ver Ring. Zeige, dass die kanonische Abbildung von R in die Komplettierung
von R injektiv ist.

Bemerkung: Die Injektivität gilt für jeden noetherschen lokalen Ring, ist aber
schwieriger zu beweisen.

Aufgabe 25.5. Sei R ein kommutativer Ring und I ein Ideal. Zeigen Sie,
dass durch

{x+ In |n ∈ N} (x ∈ R)
Umgebungsbasen definiert werden. Zeigen Sie außerdem, dass die auf R in-
duzierte Topologie genau dann hausdorffsch ist, wenn

⋂

n I
n = {0}.

Bemerkung: Die Komplettierung eines lokalen Ringes bezüglich seines ma-
ximalen Ideals entspricht dann genau der (topologischen) Komplettierung
bezüglich dieser Topologie.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 25.6. (4 Punkte)

Betrachte die Kardioide

V ((X2 + Y 2)2 − 2X(X2 + Y 2)− Y 2)

im Punkt (2, 0). Bestimme eine formale Parametrisierung (bis zum fünften
Term) der Kurve in diesem Punkt in Abhängigkeit von einem Tangentenpa-
rameter.
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Aufgabe 25.7. (4 Punkte)

Betrachte den Einheitskreis X2+Y 2 = 1 im Punkt (1, 0). Bestimme Potenz-
reihen G und H ∈ K[[T ]] mit den Anfangsbedingungen a0 = 1, a1 = 0, b0 =
0, b1 = 1 und mit G(T )2 +H(T )2 = 1.

Aufgabe 25.8. (4 Punkte)

Betrachte die Neilsche Parabel C = V (Y 3 − X2) im Punkt (1, 1). Finde
eine Parametrisierung der Kurve in diesem Punkt mit Potenzeihen (bis zum
fünften Glied) derart, dass eine Potenzreihe davon ein lineares Polynom ist.

Aufgabe 25.9. (3 Punkte)

Sei K ein Körper. Eine formale Laurentreihe ist eine unendliche Summe der
Form

F =
∞
∑

n=k

anT
n mit an ∈ K und k ∈ Z .

Zeige, dass der Ring der formalen Laurentreihen (mit geeigneten Ringopera-
tionen) isomorph zum Quotientenkörper des Potenzreihenringes K[[T ]] ist.

Aufgabe 25.10. (4 Punkte)

Sei K ein Körper und sei K[T ] der Polynomring in einer Variablen. Es sei
R die Lokalisierung von K[T ] am maximalen Ideal m = (T ). Zeige, dass die
Komplettierung von R isomorph zum Potenzreihenring K[[T ]] ist.

Aufgabe 25.11. (4 Punkte)

Sei K ein Körper und R = K[[T ]] der Potenzreihenring. Zeige, dass es in
R keine Quadratwurzel für T gibt. Zeige ferner, dass für K = Z/(7) das
Element T + 2 eine Quadratwurzel in R besitzt, und gebe die ersten fünf
Koeffizienten von einer Quadratwurzel davon an.

Aufgabe 25.12. (5 Punkte)

Sei F ∈ K[X, Y ] ein irreduzibles Polynom und R = K[X, Y ]/(F ) der integre
Koordinatenring der ebenen Kurve C = V (F ). Es sei R → S = Rnorm die
Normalisierung von R und es sei R → K[[T ]] der Ringhomomorphismus zu
einer nichtkonstanten formalen Potenzreihenlösung der Kurve. Zeige, dass es
einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus S → K[[T ]] gibt derart,
dass das Diagramm

R −→ S
ց ↓

K[[T ]]

kommutiert.
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Aufgabe zum Hochladen

Aufgabe 25.13. (4 Punkte)

Zeichne mittels eines geeigneten Programms eine der Beispielkurven der Vor-
lesung sowie die verschiedenen dort berechneten polynomialen Approxima-
tionen.

26. Vorlesung - Schnittmultiplizität

Es seien zwei ebene algebraische Kurven C,D ⊂ A2
K gegeben, die keine Kom-

ponente gemeinsam haben. Dann besteht der Durchschnitt C ∩D nach Satz
4.8 nur aus endlich vielen Punkten. Wir wollen das Schnittverhalten der bei-
den Kurven in einem Punkt P ∈ C∩D quantitativ erfassen. Dabei empfiehlt
es sich, eine etwas allgemeinere Situation zu betrachten, und zwar schreiben
wir C = V (F ) und D = V (G) und berücksichtigen, dass in F und in
G Primfaktoren (jeweils) mehrfach vorkommen können. D.h. wir unterschei-
den von nun an zwischen den Kurven V (F ) und V (F n) , obwohl es sich
geometrisch um das gleiche Objekt handelt.

Lemma 26.1. Sei K ein Körper und seien F,G ∈ K[X, Y ] Polynome ohne
gemeinsamen Primteiler. Es sei P ∈ V (F,G) und R = K[X, Y ]mP

die zu-
gehörige Lokalisierung. Dann besitzt der Restklassenring R/(F,G) eine end-
liche K-Dimension.

Beweis. Sei m das maximale Ideal in R. Da F und G keinen gemeinsamen
Teiler haben, gibt es in R zwischen (F,G) und m kein weiteres Primide-
al. Daher ist in R/(F,G) jede Nichteinheit nilpotent. Daher gilt in R die
Beziehung ms ⊆ (F,G) ⊆ m für ein s. Es liegt daher eine Surjektion

R/ms −→ R/(F,G)

vor. Nach Lemma 23.3 besitzt der Restklassenring links eine endliche K-
Dimension, so dass dies auch für den Restklassenring rechts gilt. �

Aufgrund von diesem Lemma ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition 26.2. Sei K ein Körper und seien F,G ∈ K[X, Y ] zwei nicht-
konstante Polynome ohne gemeinsame Komponente und sei

P ∈ V (F ) ∩ V (G) = V (F,G) .

Dann nennt man die Dimension

dimK(K[X, Y ]P/(F,G))

die Schnittmultiplizität der beiden Kurven V (F ) und V (G) im Punkt P . Sie
wird mit

multP (F,G) oder mit multP (V (F ), V (G))

bezeichnet.
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Beispiel 26.3. Sei C = V (F ) und eine Gerade G = V (cX + dY ) in der
affinen Ebene A2

K gegeben, die keine Komponente von C sei. Es sei P =
(a, b) ∈ C ∩G ein Punkt des Durchschnitts. Den Restklassenring

K[X, Y ]P/(F, cX + dY )

berechnet man, indem man mittels des linearen Terms nach einer der Va-
riablen X oder Y auflöst. Damit kann man eine Variable eliminieren und
der Restklassenring ist isomorph zu K[X]P/(F̃ ), wobei man F̃ erhält, indem
man in F die Variable Y durch − c

d
X ersetzt. Dies kann man auch so sehen,

dass man zuerst K[X]/(F̃ ) berechnet und dann an dem Punkt lokalisiert.
Das Polynom F̃ hat in K[X] eine Faktorisierung in Linearfaktoren

F̃ = (X − λ1)ν1 · · · (X − λk)νk .
Da der Punkt P eine Nullstelle ist, muss a = λi sein für ein i. Bei der
Lokalisierung werden die anderen Linearfaktoren zu Einheiten gemacht und

”
übrig“ bleibt

K[X]/(X − λi)νi .
Dieser Ring hat die Dimension νi.

Lemma 26.4. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper, sei F =
Fd + . . . + Fm ∈ K[X, Y ], d ≥ m, ein Polynom in homogener Zerlegung
und L = V (aX + bY ) eine Gerade durch den Nullpunkt P , die keine Kom-
ponente von V (F ) sei. Dann ist multP (L, V (F )) ≥ mP (F ) = m, d.h. die
Schnittmultiplizität einer Kurve mit einer Geraden ist mindestens so groß
wie die Multiplizität der Kurve im Schnittpunkt. Wenn L keine Tangente der
Kurve ist, so gilt hierbei Gleichheit.

Beweis. Wir setzen R = K[X, Y ](X,Y ) und H = aX + bY , und wir nehmen
b 6= 0 an, so dass wir Y = cX schreiben können. Es sei zunächst die Gerade
L keine Tangente von V (F ) in P , also keine Komponente von V (Fm). Es ist
dann

R/(F,H) = K[X](X)/(Fd(X, cX) + . . .+ Fm(X, cX)) .

Hierbei ist Fm(X, cX) 6= 0 und es wirdXmumit einer Einheit u rausdividiert,
so dass der Restklassenring die Dimension m besitzt. Im allgemeinen Fall
gibt es ein minimales i, m ≤ i ≤ d, mit Fi(X, cX) 6= 0 (sonst wäre L eine
Komponente von V (F )). Dann ist mit dem gleichen Argument die Dimension
des Restklassenringes gleich i ≥ m. �

Lemma 26.5. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und seien
F,G ∈ K[X, Y ] Polynome ohne gemeinsame Komponente und sei P ∈ A2

K

ein Punkt. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Es ist multP (F,G) = 0 genau dann, wenn P 6∈ V (F,G) ist.
(2) Es ist multP (F,G) = multP (G,F ).
(3) Die Schnittmultiplizität ändert sich nicht bei einer affinen Variablen-

transformation.
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(4) Wenn F = F1F2 ist mit F2(P ) 6= 0, so ist multP (F,G) = multP
(F1, G).

(5) Es ist multP (F,G) = multP (F,G+HF ) für jedes H ∈ K[X, Y ].

Beweis. Das ist trivial. �

Teil (4) der letzten Aussage kann man auch so formulieren, dass die Schnitt-
multiplizität nur von den Komponenten von F und G abhängen, die durch
P gehen.

Ein transversaler und ein nichttransversaler Schnitt.

Definition 26.6. Es seien F,G ∈ K[X, Y ] und P ∈ V (F,G). Dann sagt
man, dass sich V (F ) und V (G) im Punkt P transversal schneiden, wenn
P sowohl auf V (F ) als auch auf V (G) ein glatter Punkt ist und wenn die
Tangenten der beiden Kurven im Punkt P verschieden sind.

Lemma 26.7. Sei K ein Körper und seien F,G ∈ K[X, Y ] Polynome ohne
gemeinsame Komponente. Es sei P ∈ V (F,G) ⊆ A2

K ein Schnittpunkt. Dann
schneiden sich V (F ) und V (G) in P transversal genau dann, wenn die
Schnittmultiplizität multP (V (F ), V (G)) = 1 ist.

Beweis. Es sei R = K[X, Y ]m der lokale Ring zum (Null-)Punkt P in der
Ebene. Sei zunächst der Schnitt als transversal vorausgesetzt. Dann sind
insbesondere beide Kurven in P glatt, und B = R/(F ) ist ein diskreter Be-
wertungsring nach Lemma 23.2. Da die Tangenten verschieden sind, können
wir annehmen, dass die Tangente an V (F ) durch V (Y ) und die Tangente
an V (G) durch V (X) gegeben ist. Nach dem Beweis zu Lemma 23.2 ist
dann X eine Ortsuniformisierende von B. Da G die Form hat G = X + H
mit H ∈ m2 ist G ebenfalls eine Ortsuniformisierende in B und daher ist
B/(G) = K. Daher ist die Schnittmultiplizität eins.

Für die Rückrichtung folgt aus Lemma 26.4, dass die Multiplizität der beiden
Kurven in P eins sein muss und daher beide Kurven in P glatt sind. Nehmen



215

wir an, dass die Tangenten übereinstimmen. Dann können wir annehmen,
dass sowohl F als auch G die Form Y+ Terme von größerem Grad besitzen.
Man kann die Idealerzeuger (F,G) durch (F, F −G) ersetzen, und dabei ist
F − G ∈ m2. Dann erzeugt aber F − G in B = R/(F ) nicht das maximale
Ideal, und die Schnittmultiplizität kann nicht eins sein. �

Satz 26.8. Seien F,G ∈ K[X, Y ] Polynome ohne gemeinsamen Primteiler
mit Faktorzerlegungen

F =
m
∏

i=1

F νi
i und G =

n
∏

j=1

G
µj
j

Dann ist

multP (F,G) =
∑

i,j

νiµj multP (Fi, Gj) .

Beweis. Diese Aussage folgt durch Induktion aus dem Spezialfall F = F1F2

(und G = G) Sei R = K[X, Y ]P . Wegen (F1F2, G) ⊆ (F2, G) hat man
eine surjektive Abbildung R/(F1F2, G)→ R/(F2, G). Andererseits induziert
die Multiplikation mit F2 einen R-Modul-Homomorphismus R/(F1, G) →
R/(F1F2, G). Wir behaupten, dass eine kurze exakte Sequenz

0 −→ R/(F1, G)
·F2−→ R/(F1F2, G) −→ R/(F2, G) −→ 0

vorliegt. Dabei ist die Surjektivität klar und ebenso, dass die hintereinander
geschalteten Abbildungen die Nullabbildung sind. Sei z ∈ R/(F1F2, G) ein
Element, das rechts auf null abgebildet wird. Dann kann man in R schreiben:
z = AF2 + BG. Dann wird AF2 ∈ R/(F1F2, G) ebenfalls auf diese Klasse
abgebildet, und dieses kommt von links. Sei nun w ∈ R/(F1, G), dass durch
Multiplikation mit F2 auf 0 abgebildet wird, also wF2 = CF1F2 +DG. Wir
schreiben dies als (w − CF1)F2 = DG. Da F und G keinen gemeinsamen
Primteiler besitzen, gilt dies erst recht für F2 und G. Also muss F2 ein Teiler
von D sein und es ergibt sich eine Beziehung (w−CF1) = D̃G, woraus folgt,
dass bereits w = 0 ist.

Aus der Additivitätseigenschaft von kurzen exakten Sequenzen folgt die ge-
wünschte Identität

multP (F1F2, G) = dimK (R/(F1F2, G)
= dimK (R/(F1F2, G))
= dimK (R/(F1, G)) + dimK (R/(F2, G)).

�

Satz 26.9. Sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit nur endlich vielen
Primdealen m1, . . . ,mn, die alle maximal seien. Dann gibt es eine kanonische
Isomorphie

R ∼= Rm1 × · · · × Rmn
.
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Beweis. Die maximalen Ideale sind zugleich die minimalen Primideale. Daher
besteht der Durchschnitt a =

⋂

imi aller maximaler Ideale nur aus nilpoten-
ten Elementen. Da der Ring noethersch ist, gibt es dann auch ein smit as = 0.
Zu jedem maximalen Ideal mi betrachten wir die Lokalisierung R → Rmi

.
Wir behaupten, dass diese Lokalisierung isomorph zum Restklassenring

R/ai mit ai := ms
i

ist. Wegen
∏

mi ⊆
⋂

mi ist (
∏

mi)
s ⊆ (

⋂

mi)
s und daher ist auch a1 · · · an =

0. Sei i = 1. Zu jedem j 6= 1 gibt es ein gj ∈ mj mit gj 6∈ m1 . Daher gilt
für jedes Element f ∈ a1 die Beziehung

fgs2 · · · gsn = 0 .

Wegen gs2 · · · gsn 6∈ m1 bedeutet dies, dass f unter der Lokalisierungsabbildung
auf null geht. Wir erhalten also einen Ringhomomorphismus

R/a1 −→ Rm1 .

Damit ist die Lokalisierung rechts auch eine Lokalisierung des Restklassen-
ringes links. Die maximalen Ideale erzeugen paarweise das Einheitsideal. Dies
gilt dann auch für beliebige Potenzen davon. Daraus folgt zunächst, dass das
Ideal a1 nur in m1 enthalten ist. Daher ist der Restklassenring links selbst
ein lokaler Ring. Also muss die Abbildung ein Isomorphismus sein.

Die gegebene Abbildung kann man also auch schreiben als

R −→
n
∏

i=1

R/ai.

Hierbei erzeugen die ai paarweise das Einheitsideal, so dass nach einer Form
des Chinesischen Restsatzes eine Isomorphie vorliegt. �

Korollar 26.10. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und seien
F,G ∈ K[X, Y ] Polynome ohne gemeinsamen Primteiler. Es seien P1, . . . , Pn
∈ A2

K die endlich vielen Punkte aus V (F,G) mit den zugehörigen maximalen
Idealen m1, . . . ,mn in K[X, Y ]. Dann gibt es eine kanonische Isomorphie

K[X, Y ]/(F,G) ∼= (K[X, Y ]m1)/(F,G)× · · · × (K[X, Y ]mn
)/(F,G) .

Beweis. Da F und G keinen gemeinsamen Primteiler haben, umfasst das
Ideal (F,G) nur endlich viele Primideale, die alle maximal sind. Daher erfüllt
Der Restklassenring R/(F,G) die Bedingungen aus Satz 26.9. Da der Körper
algebraisch abgeschlossen ist, entsprechen die maximalen Ideale eindeutig
den Punkten im Schnitt der beiden zugehörigen Kurven V (F ) und V (G) ,
so dass sich die Aussage ergibt. �

Satz 26.11. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und seien F,G ∈
K[X, Y ] Polynome ohne gemeinsamen Primteiler. Dann ist

dimK (K[X, Y ]/(F,G)) =
∑

P

multP (F,G) .
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Beweis. Dies folgt direkt aus der in Korollar 26.10 bewiesenen Isomorphie.
�

Wir erwähnen noch abschließend ohne Beweis folgenden Satz, der eine Ab-
schätzung zwischen der Schnittmultiplizität und den Multiplizitäten der bei-
den Kurven angibt.

Satz 26.12. Es seien F,G ∈ K[X, Y ] und P ∈ V (F,G). Dann gilt die
Abschätzung

multP (F,G) ≥ mP (F ) ·mP (G) .

Beweis. Siehe Fulton, Algebraic Curves, Chapter III.3.

�

26. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 26.1. Man gebe für jedes n ein Beispiel von zwei aus der Schule
bekannten ebenen algebraischen Kurven, die sich in genau einem Punkt mit
Schnittmultiplizität n schneiden.

Aufgabe 26.2. Betrachte die durch y = 2x4 + 3x2 − x+ 1 gegebene Kurve
mit dem Punkt P = (1, 5). Finde eine Koordinatentransformation derart,
dass P zum Punkt (0, 0) wird und die Tangente an P zur x-Achse.

Aufgabe 26.3. (3 Punkte)

Es sei eine monomiale ebene Kurven C = V (Xd − Y e) (mit d, e teilerfremd)
gegeben. Berechne die Schnittmultiplizität der Kurve mit einer jeden Gera-
den G durch den Nullpunkt.

Aufgabe 26.4.*

Bestimme die Schnittmultiplizität im Nullpunkt des Kartesischen Blattes

C = V (X3 + Y 3 − 3XY )

mit jeder affinen Geraden der affinen Ebene.

Man setze voraus, dass die Charakteristik des Körpers nicht 3 ist.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 26.5. (4 Punkte)

Berechne die Schnittmultiplizität der beiden monomialen Kurven

C = V (X5 − Y 2) und D = V (X7 − Y 3)

im Nullpunkt.

Aufgabe 26.6. (4 Punkte)

Sei K ein Körper und seien C = V (F ) und D = V (G) ebene algebrai-
sche Kurven. Es sei P ∈ C ein glatter Punkt, so dass der lokale Ring
R = (K[X, Y ]m)/(F ) ein diskreter Bewertungsring ist. Zeige, dass die Be-
ziehung

multP (F,G) = ord (G)

gilt, wobei ord die Ordnung im Bewertungsring R bezeichnet.

Aufgabe 26.7. (4 Punkte)

Betrachte die Parabel C = V (Y −X2) und den KreisD mit Mittelpunkt (0, r)
und Radius r. Bestimme die Schnittpunkte von C und D und die jeweiligen
Schnittmultiplizitäten.

Aufgabe 26.8. (4 Punkte)

Bestimme für den Restklassenring C[X, Y ]/(XY − 1, X2+Y 2− a) (für jedes
a ∈ C) eine Beschreibung als Produktring von lokalen Ringen. Man gebe
dabei die C-Dimensionen der beteiligten Ringe an.

Aufgabe 26.9. (4 Punkte)

Bestimme für die Kurve V (X3 + Y 3− 3XY +1) die singulären Punkte über
R und über C. Man gebe jeweils die Multiplizität und die Tangenten an.

Aufgabe 26.10. (3 Punkte)

Betrachte die durch y = 2x4+3x2−x+1 gegebene Kurve im Punkt P = (1, 5)
in den in Aufgabe 26.2 gefundenen Koordinaten. Bestimme die Potenzreihe
für die Kurve in P entlang der Tangente.

Die folgende Aufgabe ist vermutlich schwieriger.
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Aufgabe 26.11. (8 Punkte)

Es seien zwei verschiedene monomiale ebene Kurven C = V (Xd − Y e) und
D = V (Xr−Y s) gegeben (mit d, e und r, s teilerfremd). Berechne die Schnitt-
multiplizität der beiden Kurven im Nullpunkt.

27. Vorlesung - Der projektive Raum

Die Geraden durch einen Punkt

Definition 27.1. Sei K ein Körper. Der projektive n-dimensionale Raum
PnK besteht aus allen Geraden des An+1

K durch den Nullpunkt, wobei diese
Geraden als Punkte aufgefasst werden. Ein solcher Punkt wird repräsentiert
durch homogene Koordinaten (a0, a1, . . . , an), wobei nicht alle ai = 0 sein
dürfen, und wobei zwei solche Koordinatentupel genau dann den gleichen
Punkt repräsentieren, wenn sie durch Multiplikation mit einem Skalar λ ∈
K× ineinander übergehen.

Wir werden den projektiven Raum nach und nach mit zusätzlichen Struktu-
ren versehen.

Satz 27.2. Sei K ein Körper und sei PnK ein projektiver Raum. Sei i ∈
{0, 1, . . . , n} fixiert. Dann gibt es eine natürliche Abbildung

ϕi : An
K −→ PnK , (u1, . . . , un) 7−→ (u1, . . . , ui, 1, ui+1, . . . , un)

Diese Abbildung ist injektiv und induziert eine Bijektion zu denjenigen Punk-
ten des projektiven Raumes, bei denen die i-te homogene Koordinate nicht
null ist. Die Umkehrabbildung wird gegeben durch

PnK ⊃ D+(Xi) := {(x0, x1, . . . , xn)| xi 6= 0} −→ An
K , (x0, x1, . . . , xn) 7−→

(

x0
xi
,
x1
xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xn
xi

)

.

Der projektive Raum wird überdeckt von diesen n + 1 affinen Räumen. Das
Komplement eines solchen affinen Raumes An

K
∼= D+(Xi) ⊂ PnK ist ein (n−

1)-dimensionaler projektiver Raum.
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Beweis. Die Abbildung ist offensichtlich wohldefiniert, da die 1 sicher stellt,
dass mindestens eine homogene Koordinate nicht null ist. Die Abbildung ist
injektiv, da aus einer Gleichung der Form (für homogene Koordinaten)

(u1, . . . , ui, 1, ui+1, . . . , un) = λ(v1, . . . , vi, 1, vi+1, . . . , vn)

sofort λ = 1 folgt wegen der 1. Die Umkehrabbildung ist auf der angegebenen
Teilmenge wohldefiniert, und ist invers zu der Abbildung. Die Überdeckungs-
eigenschaft ist klar, da für jeden Punkt des projektiven Raumes mindestens
eine homogene Koordinate nicht null ist. Das Komplement zu D+(Xi) ist

V+(Xi) = {(x0, x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn)| xj ∈ K}
mit keinerlei Einschränkung an die übrigen n Variablen und mit der Identi-
fizierung von zwei solchen Tupeln, wenn sie durch Multiplikation mit einem
Skalar ineinander übergehen. �
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Beispiel 27.3. Die projektive Gerade P1
K ist gegeben als die Menge der

Geraden durch den Nullpunkt in der affinen Ebene A2
K . Eine solche Gerade ist

entweder die x-Achse oder aber eine Gerade, die die Gerade V (y−1) (also die
zur x-Achse parallele Gerade durch (0, 1)) in genau einem Punkt schneidet.
Umgekehrt liefert jeder Punkt P ∈ V (y− 1) ∼= A1

K eine eindeutig bestimmte
Gerade durch den Nullpunkt. D.h. die projektive Gerade besteht aus einer
affinen Gerade und einem weiteren Punkt, den man den

”
unendlich fernen“

Punkt nennt. Wichtig ist dabei aber, dass dieser unendlich ferne Punkt nicht
wesensverschieden von den anderen Punkten ist. Wenn man eine beliebige
Gerade G durch den Nullpunkt nimmt sowie eine dazu parallele Gerade L 6=
G, so übernimmt L die Rolle der affinen Geraden, und G repräsentriert dann
einen (von dieser affinen Geraden aus gesehen) unendlich fernen Punkt.
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Beispiel 27.4. Die Punkte in der projektiven Ebene P2
K entsprechen den

Geraden durch den Nullpunkt im affinen Raum A3
K . Jeder Punkt der pro-

jektiven Ebene wird repräsentiert durch ein Tupel (x, y, z), wobei nicht alle
x, y, z gleichzeitig null sein dürfen und wobei zwei Koordinatentupel identi-
fiziert werden, wenn sie durch Multiplikation mit einem Skalar λ 6= 0 inein-
ander überführt werden können. Die projektive Ebene wird überdeckt durch
drei affine Ebenen, nämlich

D+(X), D+(Y ) und D+(Z) .

Dabei besteht D+(Z) aus allen Punkten wo die dritte Koordinate nicht null
ist. Durch Multiplikation mit z−1 kann man diese Punkte identifizieren mit

(x/z, y/z, z/z) = (u, v, 1) ,

so dass wirklich eine affine Ebene vorliegt. Das Komplement der affinen Ebene
D+(Z) ist die Menge V+(Z) der Punkte, wo die dritte Komponente null ist.
Da man nach wie vor Punkte identifiziert, die durch Multiplikation mit einem
Skalar ineinander überführbar sind, ist V+(Z) eine projektive Gerade. Ein
Punkt (x, y, 0) auf dieser Geraden und der Nullpunkt (0, 0, 1) von D+(Z)
definieren die Gerade durch den Nullpunkt mit dem Richtungsvektor (x, y)
(und der homogenen Geradengleichung yX − xY = 0 bzw. V+(yX − xY ) ).
Man kann sich also die projektive Ebene gut vorstellen als eine affine Ebene,
in der jede Gerade durch den Nullpunkt noch einen zusätzlichen (

”
unendlich

fernen“) Punkt definiert.
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Nullstellen von homogenen Polynomen

Für ein beliebiges Polynom F ∈ K[X0, . . . , Xn] macht es keinen Sinn zu
sagen, ob ein Punkt P ∈ PnK eine Nullstelle davon ist, da diese Eigenschaft
nicht invariant unter der Multiplikation mit einem Skalar ist und daher vom
Repräsentanten von P abhängt. Für homogene Polynome sieht das anders
aus.

Lemma 27.5. Sei K ein Körper und sei F ∈ K[X0, . . . , Xn] ein homoge-
nes Polynom vom Grad d. Dann gilt für einen Punkt (x0, . . . , xn) und einen
Skalar λ die Beziehung

F (λx0, . . . , λxn) = λdF (x0, . . . , xn).

Insbesondere verschwindet F in (x0, . . . , xn) genau dann, wenn F für ein
beliebiges λ 6= 0 in λ(x0, . . . , xn) verschwindet.

Beweis. Dies kann man auf den Fall eines Monoms vom Grad d zurückführen.
Für Xd0

0 · · ·Xdn
n mit

∑n
i=0 di = d und λ ∈ K gilt

(λX0)
d0 · · · (λXn)

dn = (λd0Xd0
0 ) · · · (λdnXdn

n ) = λd(Xd0
0 · · ·Xdn

n ).

�

Man beachte, dass es durch diese Aussage zwar wohldefiniert ist, ob ein
homogenes Polynom an einem projektiven Punkt verschwindet oder nicht,
dass es aber keinen Sinn macht, einem homogenen Polynom einen Wert an
jedem Punkt des projektiven Raumes zuzuordnen. Ein homogenes Polynom
definiert keine Funktion auf dem projektiven Raum.

Definition 27.6. Sei K ein Körper. Zu einem homogenen Polynom F ∈
K[X0, X1, . . . , Xn] bezeichnet man die Menge

V+(F ) = {P = (x0, . . . , xn) ∈ PnK |F (x0, . . . , xn) = 0}
als die projektive Nullstellenmenge zu F .

Definition 27.7. Sei K ein Körper und a ⊆ K[X1, . . . , Xn] ein Ideal. Das
Ideal heißt homogen, wenn für jedes H ∈ a mit homogener Zerlegung H =
∑

iHi auch Hi ∈ a ist für alle homogenen Bestandteile Hi.

Definition 27.8. Zu einem homogenen Ideal a ⊆ K[X0, . . . , Xn] nennt man

V+(a) = {P = (x0, . . . , xn) ∈ PnK |F (P ) = 0 für alle homogenen F ∈ a}
das projektive Nullstellengebilde oder die projektive Varietät zu a.

Definition 27.9. Der projektive Raum PnK wird mit der Zariski-Topologie
versehen, bei der die Mengen V+(a) ⊆ PnK zu einem homogenen Ideal a ⊆
K[X0, X1, . . . , Xn] als abgeschlossen erklärt werden.

Die offenen Mengen des projektiven Raumes sind demnach die Mengen der
Form D+(a) mit einem homogenen Ideal a ⊆ K[X0, . . . , Xn]. Dabei sind die
offenen Mengen D+(Xi) isomorph zu einem affinen Raum der Dimension n.
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Bemerkung 27.10. Ein Punkt P = (a0, . . . , an) ∈ PnK ist abgeschlossen,
und zwar ist P = V+(a) mit

a = (aiXj − ajXi : 0 ≤ i, j ≤ n) .

Wenn a0 6= 0 ist, so kann man dies auch schreiben als (Xj − aj
a0
X0 : j 6= 0).

Die Erzeuger aiXj − ajXi, i 6= 0, sind dann überflüssig. Dieses Ideal ist
offenbar homogenen, und P liegt in V+(a). Sei a0 6= 0 angenommen. Für
einen weiteren Punkt Q = (b0, . . . , bn) ∈ V+(a) folgt sofort bj− aj

a0
b0 = 0 bzw.

(b0, . . . , bn) =
b0
a0

(a0, . . . , an) ,

so dass es sich projektiv um den gleichen Punkt handelt.

a ist kein maximales Ideal, es ist aber maximal unter allen homogenen Idea-
len, die von (X0, . . . , Xn) verschieden sind. Der Restklassenring K[X0, . . . ,
Xn]/a ist ein Polynomring in einer Variablen.

Zwischen dem affinen Raum An+1
K und dem projektiven Raum PnK gibt es

keine natürliche Abbildung. Allerdings gibt es die natürliche Abbildung

An+1
K \ {0} −→ PnK , (x0, x1, . . . , xn) 7−→ (x0, x1, . . . , xn) .

Diese Abbildung ordnet einem Punkt 6= 0 die durch diesen Punkt (und den
Nullpunkt) bestimmte Gerade zu. Man spricht von der kanonischen Abbil-
dung oder von der Kegelabbildung. Das Urbild von D+(Xi) unter dieser Ab-
bildung ist D(Xi).

Der projektive Raum über R und über C

Wir wollen uns ein Bild über die projektiven Räume für K = R und K = C

machen. Die (reell) n-dimensionale Sphäre ist

Sn =
{

x ∈ Rn+1| ||x ||= 1
}

.

Dabei ist ||x ||=
√

x20 + . . .+ x2n die euklidische Norm.

Satz 27.11. Man kann den reell-projektiven Raum PnR repräsentieren durch
die n-dimensionale Sphäre Sn ⊂ Rn+1 modulo der Äquivalenzrelation, die
antipodale Punkte miteinander identifiziert.

Den komplex-projektiven Raum PnC kann man repräsentieren durch die (2n+
1)-dimensionale Sphäre S2n+1 ⊂ R2n+2 ∼= Cn+1 modulo der Äquivalenzre-
lation, die zwei Punkte z, w ∈ S2n+1 miteinander identifiziert, wenn man
z = λw mit einem λ ∈ S1 schreiben kann.

Beweis. Wir behandeln die beiden Fälle parallel. Jeder Punkt der Sphäre S
definiert eine (reelle oder komplexe) Gerade durch den Nullpunkt im um-
liegenden Raum Rn+1 oder Cn+1 und damit einen Punkt im projektiven
Raum. Zwei Punkte z, w ∈ S definieren genau dann die gleiche Gerade, wenn
es einen Skalar λ ∈ K gibt mit z = λw. Wegen der Multiplikativität der Norm
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ist dann auch || z ||= |λ| · ||w ||, woraus sich wegen z, w ∈ S sofort |λ| = 1
ergibt. Dies bedeutet im reellen Fall λ = ±1 und im komplexen Fall, dass
λ ∈ S1 ⊂ C ist, also zum Einheitskreis gehört. �

Wir haben insgesamt Abbildungen

Sn ⊂ Rn+1 \ {0} −→ PnR

(im reellen Fall) bzw.

S2n+1 ⊂ R2n+2 \ {0} ∼= Cn+1 \ {0} −→ PnC

(im komplexen Fall). Nach dem vorstehenden Lemma sind die Gesamtabbil-
dungen jeweils surjektiv. Man versieht die reell und die komplex-projektiven
Räume mit der Quotiententopologie zur metrischen Topologie des reel-
len Vektorraumes unter dieser Abbildung, d.h. man erklärt eine Teilmenge
U ⊆ PnK für offen, wenn das Urbild in An+1

K \ {0} offen ist (dies ist äquivalent
dazu, dass das Urbild auf der jeweiligen Sphäre offen ist). Mit dieser (me-
trischen oder natürlichen) Topologie auf dem projektiven Raum sind diese
Abbildungen stetig. Dies hat folgende Konsequenz.

Lemma 27.12. Für den reell-projektiven und den komplex-projektiven Raum
sind die Teilmengen D+(Xi) offen in der natürlichen Topologie und homöo-
morph zu Rn bzw. Cn. Insbesondere sind die reell- und komplex-projektiven
Räume topologische Mannigfaltigkeiten.

Beweis. Das Urbild von D+(Xi) unter der kanonischen Abbildung ist D(X),
also das Komplement eines n-dimensionalen Untervektorraumes und damit
offen in der natürlichen Topologie. Wir betrachten die stetigen Abbildungen

Kn ∼= V (Xi − 1) ⊂ D(Xi) −→ D+(Xi) .

Die Gesamtabbildung ist eine Bijektion und D+(Xi) trägt die Quotientento-
pologie unter der zweiten Abbildung. Wir müssen zeigen, dass die Bijektion
eine Homöomorphie ist. Dazu genügt es, die Offenheit zu zeigen. Sei also
U ⊆ V (Xi−1) ∼= Kn offen und U ′ das zugehörige Bild in D+(Xi). Die Offen-
heit von U ′ ist nach Definition der Quotiententopologie äquivalent dazu, dass
das Urbild U ′′ ⊆ D(Xi) von U

′ offen ist. Diese Menge U ′′ besteht aus allen
Punkten in D(Xi), die auf einer Geraden durch den Nullpunkt und durch
einen Punkt aus U liegen. Sei Q ein solcher Punkt, und Q = λP mit P ∈ U
und λ ∈ K×. Sei B eine offene Ballumgebung um P in V (Xi − 1). Dann ist
auch der dadurch definierte Kegel in D(Xi) offen und liegt ganz in U ′′. �
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Die projektive Gerade über C ist eine Sphäre.

Korollar 27.13. Die reell-projektiven und die komplex-projektiven Räume
sind kompakt und hausdorffsch in der natürlichen Topologie.

Beweis. Es gibt eine surjektive stetige Abbildung von einer Sphäre auf einen
jeden projektiven Raum. Die Sphäre ist eine abgeschlossene und beschränkte
Teilmenge eines reellen endlichdimensionalen Vektorraumes und daher kom-
pakt. Da unter einer stetigen Abbildung das Bild einer kompakten Menge
wieder kompakt ist, folgt, dass die projektiven Räume kompakt sind.

Für die Hausdorff-Eigenschaft seien P,Q ∈ PnK zwei verschiedene Punkte.
Man kann annehmen, dass sie beide auf einem der affinen überdeckenden
Räume D+(Xi) liegen. Damit gibt es nach Lemma 27.12 trennende Umge-
bungen. �

27. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 27.1. Definiere eine Äquivalenzrelation auf der Menge An+1
K \ {0}

derart, dass der Quotient unter der Äquivalenzrelation der projektive n-
dimensionale Raum ist.

Aufgabe 27.2. Man definiere den Begriff projektiv-linearer Unterraum eines
projektiven Raumes PnK .

Aufgabe 27.3. Sei a ⊆ K[X1, . . . , Xn] ein Ideal. Zeige, dass a genau dann
ein homogenes Ideal ist, wenn es von homogenen Elementen erzeugt wird.
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Aufgabe 27.4. Sei K = Fq ein endlicher Körper. Berechne auf zwei ver-
schiedene Arten, wie viele Elemente der projektive Raum PnK besitzt.

Die folgenden drei Aufgaben besprechen die Zariski-Topologie auf den pro-
jektiven Räumen.

Aufgabe 27.5. Zeige, dass die Zariski-Topologie auf dem projektiven Raum
wirklich eine Topologie ist.

Aufgabe 27.6. Sei K ein unendlicher Körper und PnK der projektive Raum.
Charakterisiere die homogenen Ideale a, für die D+(a) = ∅ ist.

Aufgabe 27.7. Sei K ein unendlicher Körper. Zeige, dass der projektive
Raum PnK irreduzibel ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 27.8. (3 Punkte)

Zeige, dass zwei verschiedene Punkte P und Q in der projektiven Ebene
eindeutig eine projektive Gerade definieren, auf der beide Punkte liegen.
Wie berechnet man die Geradengleichung aus den Koordinaten der Punkte?

Bestimme die homogene Geradengleichung für die beiden Punkte (2, 3, 7)
und (1, 5,−2).

Aufgabe 27.9. (3 Punkte)

Es sei PnK ein projektiver Raum der Dimension n und es seien X, Y ⊆ PnK
projektiv-lineare Unterräume der Dimension r und s. Es sei r+s ≥ n. Zeige,
dass dann X ∩ Y 6= ∅ ist.

Aufgabe 27.10. (3 Punkte)

Sei K ein unendlicher Körper und sei P1, . . . , Pm eine endliche Ansammlung
von Punkten in einem projektiven Raum PnK . Zeige: Dann gibt es eine ho-
mogene Linearform L ∈ K[X0, . . . , Xn] derart, dass all diese Punkte auf der
durch L definierten offenen Teilmenge D+(L) liegen.



228

Die nächste Aufgabe benötigt noch die folgende Definition:

Für ein homogenes Ideal I in R = A[X0, . . . , Xn] mit der Standardgraduie-
rung definiert man die Sättigung (oder Saturierung) von I als

{r ∈ R| es existiert ein n mit r · (R+)
n ⊆ I} .

Dabei ist R+ das irrelevante Ideal
⊕

d≥1Rd = (X0, . . . , Xn).

Aufgabe 27.11. (3 Punkte)

Sei A ein kommutativer Ring und R = A[X0, . . . , Xn] der Polynomring mit
der Standardgraduierung. Zeige, dass die Sättigung eines homogenen Ideals
I wieder ein homogenes Ideal ist.

28. Vorlesung - Projektive Kurven I

Projektive Varietäten

Definition 28.1. Eine projektive Varietät ist eine Zariski-abgeschlossene
Teilmenge

V+(a) ⊆ PnK ,

wobei a ein homogenes Ideal in K[X0, X1, . . . , Xn] ist.

Eine projektive Varietät Y ist also die Nullstellenmenge im projektiven Raum
einer (endlichen) Menge von homogenen Polynomen.

Über die induzierte Topologie ist eine projektive Varietät wieder mit ei-
ner Zariski-Topologie versehen. Die offenen Mengen haben wieder die Form
D+(b) zu einem homogenen Ideal b aus K[X0, X1, . . . , Xn] bzw. aus dem
Restklassenring K[X0, X1, . . . , Xn]/a, den man auch den homogenen Koor-
dinatenring zu V (a) nennt. Insbesondere definiert jedes homogene Element
F ∈ K[X0, X1, . . . , Xn] eine offene Menge D+(F ) ⊆ Y .

Lemma 28.2. Sei Y ⊆ PnK eine projektive Varietät. Dann liefern die affinen
Räume D+(Xi) ∼= An

K ⊂ PnK affine Varietäten

D+(Xi) ∩ Y ,
die Y überdecken. Insbesondere gibt es zu jedem Punkt P ∈ Y und jeder
offenen Umgebung P ∈ U affine offene Umgebungen von P innerhalb von
U .

Beweis. Es ist
D+(Xi) = D+(Xi) ∩ Y ∼= An

K ∩ Y ,
wobei links die zugehörige offene Menge in Y steht und rechts die entspre-
chende offene Teilmenge des projektiven Raumes. Daher ist D+(Xi) ∩ Y
eine abgeschlossene (siehe Aufgabe 28.2) Teilmenge des affinen Raumes
D+(Xi) ∼= An

K und als solche selbst eine affine Varietät. Da die D+(Xi),
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i = 0, . . . , n, den projektiven Raum überdecken, gilt dies auch für die Durch-
schnitte mit Y . �

Diese Aussage hat die unmittelbare Konsequenz, dass sich
”
lokale Konzepte“,

die wir für affine Varietäten entwickelt haben, sofort auf projektive Varietäten
übertragen. Für Eigenschaften, die für oder in einem Punkt gelten sollen,
kann man sich sofort auf eine offene affine Umgebung des Punktes zurück-
ziehen. Dies gilt beispielsweise für Konzepte wie Glattheit, Normalität oder
den Begriff der regulären Funktion.

Algebraische Funktionen und Morphismen

Mit dem zuletzt bewiesenen Resultat können wir auf einer projektiven Va-
rietät wieder definieren, was eine reguläre oder algebraische Funktion sein
soll.

Definition 28.3. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper, Y ⊆ PnK
eine projektive Varietät, U ⊆ Y eine offene Teilmenge und P ∈ U ein Punkt.
Dann heißt eine Funktion

f : U −→ A1
K = K

algebraisch (oder regulär oder polynomial) im Punkt P , wenn es eine offene
affine Umgebung P ∈ V ⊆ U gibt, derart, dass auf V die eingeschränkte
Funktion f |V algebraisch im Punkt P ist. f heißt algebraisch auf U , wenn f
in jedem Punkt aus U algebraisch ist.

Zu einer offenen Menge U bildet die Menge der auf U definierten regulären
Funktionen wieder eine kommutative K-Algebra, die wieder mit Γ(U,O) be-
zeichnet wird. Von nun an verstehen wir unter einer projektiven Varietät
ein projektives Nullstellengebilde zusammen mit der induzierten Zariski-
Topologie und versehen mit der Strukturgarbe O der regulären Funktionen.
Diese Konzepte übertragen sich sofort auf offene Teilmengen, was zum Begriff
der quasiprojektiven Varietät führt.

Definition 28.4. Eine offene Teilmenge einer projektiven Varietät zusam-
men mit der induzierten Zariski-Topologie und versehen mit der Strukturgar-
be der regulären Funktionen nennt man eine quasiprojektive Varietät.

Insbesondere ist eine projektive Varietät, aber auch eine affine Varietät qua-
siprojektiv. Letzteres folgt daraus, dass man eine affine Varietät Y ⊆ An

K

fortsetzen kann zu einer projektiven Varietät Ỹ ⊆ PnK , in der Y eine offene
Teilmenge ist. Auch die Definition von Morphismus lässt sich wortgleich auf
die allgemeinere Situation übertragen.

Definition 28.5. Seien X und Y zwei quasiprojektive Varietäten und sei

ψ : Y −→ X
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eine stetige Abbildung. Dann nennt man ψ einen Morphismus (von quasi-
projektiven Varietäten), wenn für jede offene Teilmenge U ⊆ X und jede
algebraische Funktion f ∈ Γ(U,O) gilt, dass die zusammengesetzte Funktion

f ◦ ψ : ψ−1(U) −→ U
f−→ A1

K

zu Γ(ψ−1(U),O) gehört.

Homogenisierung und projektiver Abschluss

Betrachten wir die Hyperbel V (XY − 1) ⊂ A2
K ⊂ P2

K . Die Hyperbel ist ab-
geschlossen in der affinen Ebene, aber nicht in der projektiven Ebene. Dies
sieht man, wenn man die affine Ebene als V (Z−1) in den dreidimensionalen
Raum einbettet und die durch die Punkte auf der Hyperbel definierten Gera-
den durch den Nullpunkt betrachtet. Diese Geraden neigen sich zunehmend
stärker, und scheinen gegen die x-Achse und gegen die y-Achse zu konver-
gieren. Dies ist in der Tat der Fall, was auch die algebraische Berechnung
ergibt.

Definition 28.6. Zu einem Ideal a ⊆ K[X1, . . . , Xn] heißt das Ideal in
K[X1, . . . , Xn, Z], das von allen Homogenisierungen von Elementen aus a

erzeugt wird, die Homogenisierung ah des Ideals a.

Man beachte, dass es hier im Allgemeinen nicht ausreicht, nur die Homoge-
nisierungen aus einem Ideal-Erzeugendensystem aus a zu betrachten.

Definition 28.7. Zu einer affinen Varietät V (a) ⊂ An
K ⊂ PnK heißt der

Zariski-Abschluss von V (a) in PnK der projektive Abschluss von V (a).

Satz 28.8. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und sei V =
V (a) ⊆ An

K
∼= D+(X0) eine affine Varietät. Dann wird der projektive Ab-

schluss durch V+(b) beschrieben, wobei b die Homogenisierung von a in
K[X0, X1, . . . , Xn] bezeichnet.

Beweis. Ein Punkt P = (x1, . . . , xn) in An
K definiert den Punkt P̂ = (1, x1,

. . . , xn) in PnK . Für ein Polynom F ∈ K[X1, . . . , Xn] und P gilt F (P ) = F̂ (P̂ )

für die Homogenisierung F̂ . Daher gilt insbesondere F̂ (P̂ ) = 0 für alle Punkte
P ∈ V (a) und alle homogenen Polynome aus dem homogenisierten Ideal b.
Es ist also V (a) ⊆ V+(b). Damit liegt insgesamt das kommutative Diagramm

V (a) −→ V+(b)
↓ ↓
An
K −→ PnK

vor (wobei alle Abbildungen injektiv sind). Der projektive Abschluss von
V (a) wird von einer Menge V+(c) mit einem homogenen Ideal c und mit
V (a) ⊆ V+(c) und V+(c) ⊆ V+(b) beschrieben.
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Wir haben die Inklusion V+(b) ⊆ V+(c) zu zeigen, was aus c ⊆ rad (b) folgt.
Da beides homogene Ideale sind, kann man sich auf F ∈ c homogen be-
schränken. Wir schreiben F = Xr

0G, so dass G kein Vielfaches von X0 ist.
Da F auf V (a) verschwindet und da X0 eingeschränkt auf V (a) ⊆ D+(X0)
keine Nullstelle besitzt, folgt, dass G auf V (a) verschwindet. Wir können
also annehmen, dass F kein Vielfaches von X0 ist. Dann ist die Dehomge-
nisierung F̃ = F (1, X1, . . . , Xn) die Nullfunktion auf V (a) und besitzt den
gleichen Grad wie F . Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz gehört F̃ zu a

(wir können annehmen, dass a ein Radikal ist). Dann gehört aber auch F ,
das sich aus F̃ durch Homogenisieren ergibt, zur Homogenisierung von a,
also zu b. �

Projektive ebene Kurven

Definition 28.9. Eine projektive ebene Kurve ist die Nullstellenmenge
C = V+(F ) ⊂ P2

K zu einem homogenen nicht-konstanten Polynom F ∈
K[X, Y, Z].

Zu einer ebenen affinen Kurve V (F ) ⊂ A2
K liegt insgesamt die Situation

V = V (F ) ⊂ A2
K ⊂ P2

K

vor. Den (topologischen) Abschluss von V in P2
K nennt man den projektiven

Abschluss der Kurve.

Korollar 28.10. Zu einer ebenen affinen Kurve V = V (G) ⊆ A2
K ⊆ P2

K,
G ∈ K[X, Y ], wird der Zariski-Abschluss von V in P2

K durch C = V+(H)
beschrieben, wobei H die Homogenisierung von G in K[X, Y, Z] bezeichnet.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 28.8, da die Homogenisierung eines Haupt-
ideals das durch die Homogenisierung erzeugte Hauptideal ist. �

Bemerkung 28.11. Sei G ∈ K[X, Y ] mit der Homogenisierung F ∈ K[X,
Y, Z]. Man gewinnt G aus F zurück, indem man Z durch 1 ersetzt. G be-
schreibt dann den Durchschnitt D+(Z) ∩ V+(F ). Die beiden anderen affinen
Ausschnitte, also

D+(X) ∩ V+(F ) und D+(Y ) ∩ V+(F ) ,
sind gleichberechtigt und liefern insbesondere affine Umgebungen für die
Punkte von C = V+(F ), die nicht in D+(Z) liegen.

Um beispielsweise die Glattheit in einem Punkt P ∈ C nachzuweisen wählt
man sich eine offene affine Umgebung (am besten eine der D+(L) ∩ C,
L = X, Y, Z) und überprüft dort mit dem Ableitungskriterium und der affi-
nen Gleichung die Glattheit in diesem Punkt. Dabei hängt das Ergebnis für
den Punkt nicht davon ab, mit welcher affinen Umgebung man arbeitet (es
kann aber manchmal die eine Umgebung rechnerisch geschickter sein als eine
andere).
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Von der affinen Kurve V (G) aus gesehen sind die Punkte im Unendlichen
die Punkte aus V+(F ) ∩ V+(Z). Das ist der Schnitt der projektiven Kurve
mit einer projektiven Geraden. Dies ist eine endliche Menge, es sei denn die
projektive Gerade ist eine Komponente der Kurve, was aber nicht sein kann,
wenn man mit einer affinen Kurve startet (da Z kein Teiler der Homogenisie-
rung ist). Zur Berechnung der unendlich fernen Punkte betrachtet man die
homogene Zerlegung

G = Gd + . . .+Gm mit m ≤ d

und die Homogenisierung

F = Gd +Gd−1Z + . . .+GmZ
d−m .

Zur Berechnung des Durchschnittes mit V+(Z) muss man Z = 0 setzen,
so dass man die Nullstellen des homogenen Polynoms Gd(X, Y ) (in zwei
Variablen) berechnen muss. Der Grad d gibt also sofort eine Schranke, wie
viele unendlich fernen Punkte es maximal auf der Kurve geben kann.

Beispiel 28.12. Wir betrachten den Standardkegel V (X2+Y 2−Z2) ⊂ A3
K .

Da dies durch eine homogene Gleichung gegeben ist, kann man diesen Kegel
auch sofort als eine ebene projektive Kurve (vom Grad zwei) auffassen. Die
Schnitte des Kegels mit einer beliebigen Ebene E ⊂ A3

K nennt man Kegel-
schnitte. Diese bekommen nun eine neue Interpretation. Eine Ebene E, auf
der nicht der Nullpunkt liegt, kann man in natürlicher Weise identifizieren mit
einer offenen affinen Ebene D+(L) ⊆ P2

K (wobei L eine homogene Linearform
ist). Die Schnitte mit dem Kegel sind dann verschiedene affine Ausschnitte
aus der ebenen projektiven Kurve V+(X

2 +Y 2−Z2). Insbesondere sind also
Kreis, Hyperbel und Parabel solche affinen Ausschnitte.

Die Schnitte mit einer Ebenen durch den Nullpunkt sind hingegen projektiv
verstanden die endlichen Teilmengen V+(X

2 + Y 2 − Z2) ∩ V+(L).
Definition 28.13. Sei K ein Körper und d ≥ 1. Dann heißt die ebene
projektive Kurve

V (Xd + Y d + Zd) ⊂ P2
K

die Fermat-Kurve vom Grad d.

Für d = 1 handelt es sich einfach um eine projektive Gerade.

Lemma 28.14. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakte-
ristik p ≥ 0 und sei C = V+(X

d+Y d+Zd) ⊂ P2
K die Fermat-Kurve vom Grad

d. Die Charakteristik sei kein Teiler von d. Dann ist C eine glatte Kurve.

Beweis. Da Glattheit eine lokale Eigenschaft ist, können wir mit einem be-
liebigen affinen Ausschnitt argumentieren. Da die Situation symmetrisch ist,
können wir uns auf das affine Teilstück

V (Xd + Y d + 1) ⊂ A2
K
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beschränken. Die partiellen Ableitungen sind dXd−1 und dY d−1 . Aufgrund
der Voraussetzung über die Charakteristik ist d 6= 0, so dass beide Ablei-
tungen nur bei x = y = 0 verschwinden. Dieser Punkt gehört aber nicht zur
Kurve. �

Bemerkung 28.15. Wählt man die komplexen Zahlen C als Grundkörper,
so kann man eine glatte projektive Kurve auch als eine reell zweidimen-
sionale kompakte orientierte Mannigfaltigkeit auffassen. Diese lassen sich
topologisch einfach klassifizieren, und zwar ist eine solche Mannigfaltigkeit
homöomorph zu einer Kugeloberfläche, an die g Henkel angeklebt werden.
Diese Zahl nennt man das Geschlecht der reellen Fläche und damit auch der
Kurve. Die komplex-projektive Gerade ist eine zweidimensionale Sphäre und
hat keinen Henkel, ihr Geschlecht ist also null. Eine Fläche vom Geschlecht
eins ist ein Torus (ein Autoreifen) der homöomorph zu S1×S1 ist. Projektive
Kurven, die als topologische Mannigfaltigkeit das Geschlecht eins besitzen,
nennt man elliptische Kurven.

Es gibt auch algebraische Definitionen für das Geschlecht, so dass diese Inva-
riante für glatte projektive Kurven über jedem algebraisch abgeschlossenen
Körper definiert ist. Und zwar ist das Geschlecht gleich der K-Dimension
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der ersten Kohomologiegruppe der Strukturgarbe und auch gleich der K-
Dimension der globalen Differentialformen auf der Kurve. Zu jedem g gibt es
projektive Kurven mit Geschlecht g. Insbesondere kann man jede orientier-
bare reell zweidimensionale kompakte Fläche als komplex-projektive Kurve
realisieren. Man spricht dann auch von Riemannschen Flächen.

Für eine glatte ebene Kurve C = V+(F ) ⊂ P2
K vom Grad d = deg (F ) gibt

es eine einfache Formel für das Geschlecht: es ist nämlich

g =
(d− 1)(d− 2)

2
.

Damit haben glatte projektive Kurven vom Grad eins und zwei (Geraden
und Quadriken) das Geschlecht null, es handelt sich (vom Isomorphietyp
her) in der Tat um projektive Geraden. Für d = 3 erhält man das Geschlecht
1, also elliptische Kurven. Für d = 4 erhält man schon g = 3. Dies zeigt
auch, dass sich nicht jedes Geschlecht als Geschlecht einer ebenen glatten
Kurve realisieren lässt. Es ist beispielsweise gar nicht so einfach, explizit
Gleichungen für eine Kurve vom Geschlecht 2 anzugeben.

28. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 28.1. Sei P = (a0, . . . , an) ∈ PnK ein Punkt im projektiven Raum.
Zeige, dass es eine offene affine Umgebung U ∼= An

K ⊂ PnK gibt derart, dass
P in diesem affinen Raum dem Nullpunkt entspricht.

Aufgabe 28.2. Sei D+(L) ∼= An
K ⊂ PnK , wobei L eine homogene Linear-

form im zugehörigen Polynomring K[X0, . . . , Xn] sei. Zeige, dass die Zariski-
Topologie auf dem projektiven Raum die Zariski-Topologie auf dem affinen
Raum induziert.

Aufgabe 28.3. Definiere zu jedem n ∈ Z das Potenzieren x 7→ xn als
Morphismus der projektiven Gerade auf sich selbst. Wie sehen die Fasern
unter diesem Morphismus aus?

Aufgabe 28.4. Bestimme den projektiven Abschluss der durch

V ((X2 + Y 2)2 − 2X(X2 + Y 2)− Y 2)

gegebenen Kardioide über den komplexen Zahlen und insbesondere die

”
Punkte im Unendlichen“.
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Aufgabe 28.5. Zeige, dass die Kegelabbildung

An+1
K \ {0} −→ PnK

ein Morphismus von quasiprojektiven Varietäten ist.

Aufgabe 28.6. Zeige durch ein Beispiel, dass die Kegelabbildung

An+1
K \ {0} −→ PnK

nicht abgeschlossen sein muss.

Aufgabe 28.7. Seien X und Y quasiprojektive Varietäten und sei ϕ : X →
Y eine stetige Abbildung. Es sei Y =

⋃

i∈I Ui eine offene Überdeckung.
Zeige, dass ϕ genau dann ein Morphismus ist, wenn die Einschränkungen
ϕi : ϕ

−1(Ui)→ Ui Morphismen sind für jedes i.

Aufgabe 28.8. Sei K ein Körper. Bestimme den globalen Schnittring

Γ(P1
K ,O) .

Was folgt daraus für einen Morphismus P1
K → A1

K?

Aufgabe 28.9. Man definiere und charakterisiere, wann eine irreduzible
quasiprojektive Varietät normal ist.

Aufgabe 28.10.*

Sei K ein Körper. Betrachte die affine ebene Kurve

C = V (Y −X3 +X + 2) .

Definiere einen Isomorphismus zwischen C und der affinen Geraden A1
K . Lässt

sich ein solcher Isomorphismus zu einem Isomorphismus zwischen P1
K und

dem projektiven Abschluss C̄ ⊂ P2
K fortsetzen?

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 28.11. (3 Punkte)

Sei K = R oder = C. Es seiH ⊂ Kn+1 ein n-dimensionaler affiner Unterraum,
der den Nullpunkt nicht enthält, und es sei H̃ der dazu parallele Unterraum
durch den Nullpunkt. Es sei U ⊆ H eine in H ∼= Kn offene Menge (in
der metrischen Topologie) und es sei V die Menge aller Geraden durch den
Nullpunkt und durch einen Punkt von U . Zeige, dass der Durchschnitt von
V mit Kn+1 \ H̃ offen ist.
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Aufgabe 28.12. (4 Punkte)

Bestimme für die Kegelabbildung

An+1
K \ {0} −→ PnK

den Zariski-Abschluss im PnK des Bildes einer abgeschlossenen Menge V (a)∩
An+1
K \ {0}.

Aufgabe 28.13. (3 Punkte)

Sei X eine irreduzible quasiprojekive Varietät mit Funktionenkörper L =
K(X). Es seien U und Ui, i ∈ I, offene Teilmengen mit U =

⋃

i∈I Ui. Zeige,
dass

Γ(U,O) =
⋂

i∈I

Γ(Ui,O)

ist, wobei der Durchschnitt in L genommen wird.

Aufgabe 28.14. (3 Punkte)

Sei K ein Körper und PnK der projektive Raum. Zeige, dass die Konstanten
die einzigen globalen algebraischen Funktionen sind, d.h. es gilt

Γ(PnK ,O) = K .

Bemerkung: Diese Aussage gilt für jede zusammenhängende projektive Va-
rietät über einem algebraisch abgeschlossenen Körper.

29. Vorlesung - Projektive Kurven II

Projektion weg von einem Punkt

Definition 29.1. Die Abbildung

PnK \ {(1, 0, . . . , 0)} −→ Pn−1
K , (x0, x1 . . . , xn) 7−→ (x1, . . . , xn),

heißt die Projektion weg vom Punkt (1, 0, . . . , 0).

Diese Abbildung ist ein wohldefinierter Morphismus, der außerhalb des Zen-
trums (1, 0, . . . , 0) der Projektion definiert ist. Jedem anderen Punkt wird
derjenige Punkt des Pn−1

K zugeordnet, der der Geraden durch den Punkt und
dem Zentrum entspricht. Daher ist die Abbildung surjektiv und jede Faser
ist eine projektive Gerade ohne den Zentrumspunkt, also eine affine Gerade
(es liegt ein sogenanntes Geradenbündel über dem Pn−1

K vor). Es handelt sich
um die Fortsetzung der Kegelabbildung

An
K \ {0} −→ Pn−1

K

auf den punktierten projektiven Raum. Die entsprechende Abbildung kann
man zu jedem Zentrumspunkt definieren, siehe Aufgabe 29.6.
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Abbildungen nach P1
K

Der folgende Satz liefert eine neue Version der Noetherschen Normalisierung.

Satz 29.2. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und sei C ⊂ P2
K

eine ebene projektive Kurve vom Grad d. Dann gibt es einen surjektiven
Morphismus

C −→ P1
K

derart, dass alle Fasern aus maximal d Punkten bestehen.

Beweis. Es sei P ∈ P2
K ein Punkt, der nicht auf der Kurve liegt. Einen solchen

Punkt gibt es, da der Körper insbesondere unendlich ist. Wir betrachten die
Projektion weg von P , die insgesamt einen Morphismus

C →֒ P2
K \ {P} −→ P1

K

induziert. Die Faser dieses Morphismus über einem Punkt Q ∈ P1
K (der eine

Richtung in P ∈ P2
K repräsentiert) besteht genau aus den Punkten der Kurve,

die auf der durch Q definierten Geraden

G = V+(aX + bY + cZ) ∼= P1
K ⊂ P2

K

liegen. Daher wird die Faser über Q auf G beschrieben, indem man in der
Kurvengleichung C = V+(F ) mittels der Geradengleichung eine Variable
eliminiert. Das Ergebnis ist ein homogenes Polynom F̄ in zwei Variablen vom
Grad d, das nicht null ist, denn sonst wäre P ein Punkt der Kurve. Da wir
über einem algebraisch abgeschlossenen Körper sind, besitzt dieses Polynom
F̄ mindestens eine und höchstens d Nullstellen, die alle von P verschieden
sind. Dies ergibt die Surjektivität und die Abschätzung für die Faser. �

Satz 29.3. Es sei K ein Körper und C ⊂ P2
K eine glatte irreduzible ebene

projektive Kurve. Es sei D = C∩D+(Z) ∼= K−Spek (R) ein affines Teilstück
davon. Es sei q = f/g ∈ Q(R) eine rationale Funktion (mit f, g ∈ R, g 6= 0).
Dann gibt es einen eindeutigen Morphismus

ϕ : C −→ P1
K

derart, dass das Diagramm

D(g)
f/g−→ A1

K
∼= D+(t)

↓ ↓
C

ϕ−→ P1
K

kommutiert.

Beweis. Wir definieren zunächst auf D eine Fortsetzung

ϕ : D −→ P1

der rationalen Funktion f/g. Sei hierzu P ∈ D ein Punkt der Kurve. Bei
P ∈ D(g) ist nichts zu tun, sei also g(P ) = 0. Da die Kurve glatt ist, ist der
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lokale Ring B der Kurve im Punkt P ein diskreter Bewertungsring. Daher
hat der Quotient f/g dort eine Beschreibung als

f

g
= uπn

mit u ∈ B× und n ∈ Z (π sei eine Ortsuniformisierende). Es gibt eine offene
Umgebung P ∈ D(h) ⊆ D derart, dass π und u über D(h) definiert sind und
u dort eine Einheit ist. Bei n ≥ 0 ist f/g ∈ Rh und die Undefiniertheitsstelle
ist also sogar als Abbildung nach A1

K ”
hebbar“. Bei n ≤ 0 ist der umgekehrte

Bruch g/f = u−1π−n auf D(h) definiert als eine Abbildung nach A1
K . Mittels

der
”
verdrehten Einbettung“ A1

K
∼= D+(s) →֒ P1

K erhält man eine Abbildung
nach P1

K .

Wir müssen zeigen, dass diese zwei Morphismen in die projektive Gerade
dort, wo beide definiert sind, übereinstimmen. Das sind die Punkte P mit
n = 0. Die Verträglichkeit folgt daraus, dass in einer offenen Umgebung
P ∈ U eine Abbildung

f/g : U −→ (A1
K)

× = A1
K \ {0}

vorliegt, und dass das Diagramm

(A1
K)

× i−1

−→ A1
K
∼= D+(s)

↓ ↓
A1
K
∼= D+(t) −→ P1

K

kommutiert. Dies ergibt einen wohldefinierten Morphismus auf dem affinen
Stück D.

Für einen beliebigen Punkt der projektiven Kurve C und eine affine Umge-
bung P ∈ D′ ⊂ C liegt die gleiche Situation vor, da D+(g)∩D′ 6= ∅ ist, und
somit auf einer offenen nichtleeren Menge die rationale Funktion (mit ande-
ren Zählern und Nennern) definiert ist. Damit lässt sich das vorhergehende
Argument genauso anwenden.

Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass auf jeder affinen offenen Menge P ∈ U
der Durchschnitt U ∩D+(g) nicht leer ist. Ein Morphismus auf einer integren
Varietät in die affine Gerade A1

K ist durch die rationale Funktion eindeutig
festgelegt. �

Beispiel 29.4. Die Inversenbildung

A1
K ⊃ D(z) −→ A1

K , z 7−→ z−1,

lässt sich zu einem bijektiven Morphismus

P1
K −→ P1

K , (x, y) 7−→ (y, x)

fortsetzen. Dies folgt direkt aus Satz 29.3. Dabei geht ein Punkt z 6= 0 auf
1/z und der Nullpunkt geht auf den unendlich fernen Punkt ∞.
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Parametrisierte projektive ebene Kurven

Sei eine rational parametrisierte Kurve s 7→
(

ϕ1(s)
ψ(s)

, ϕ2(s)
ψ(s)

)

gegeben. Wir haben

in Satz 6.11 gesehen, dass das Bild eine algebraische Gleichung erfüllt. Dabei
haben wir im dortigen Beweis schon die homogenisierte Parametrisierung
verwendet, die jetzt als projektive Fortsetzung wieder auftaucht.

Satz 29.5. Es sei

A1
K ⊇ D(ψ) −→ A2

K , s 7−→
(

ϕ1(s)

ψ(s)
,
ϕ2(s)

ψ(s)

)

,

eine rationale Parametrisierung in gekürzter (d.h. die ϕ1, ϕ2, ψ haben keinen
gemeinsamen Teiler) Darstellung. Es sei d der maximale Grad der beteiligten

Polynome und es seien ϕ̂1, ϕ̂2, ψ̂ die Homogenisierungen (bezüglich der neuen
Variablen t) davon. Es seien Hi die Produkte dieser Homogenisierungen mit
einer Potenz von t derart, dass H1, H2, H3 alle den Grad d besitzen. Dann
definieren die H1, H2, H3 einen Morphismus

H : P1
K −→ P2

K , (s, t) 7−→ (H1(s, t), H2(s, t), H3(s, t)) ,

derart, dass das Diagramm

A1
K ⊇ D(ψ) −→ A2

K
∼= D+(Z)

↓ ↓
P1
K

H−→ P2
K

kommutativ ist. Dabei liegt das Bild unter H auf dem projektiven Abschluss
der affinen Bildkurve.

Beweis. Die Abbildung H ist aufgrund von Aufgabe 29.5 wohldefiniert, und
zwar auf ganz P1

K , da ϕ1, ϕ2, ψ insgesamt teilerfremd sind. Zur Kommutati-
vität muss man lediglich beachten, dass s ∈ D(ψ) ⊆ A1

K einerseits über (s, 1)
auf

(H1(s, 1), H2(s, 1), H3(s, 1)) = (ϕ1(s), ϕ2(s), ψ(s))

abgebildet wird und andererseits auf
(

ϕ1(s)

ψ(s)
,
ϕ2(s)

ψ(s)
, 1

)

= (ϕ1(s), ϕ2(s), ψ(s)).

Für den Zusatz sei C der affine Abschluss des Bildes und C̄ ⊂ P2
K der projek-

tive Abschluss davon. Wir betrachten das offene Komplement U = P2
K \ C̄.

Da die Abbildung stetig ist, ist das Urbild H−1(U) offen in P1
K , und es kann

nur Punkte aus P1
K \D(ψ) enthalten. Eine endliche und offene Teilmenge der

projektiven Geraden muss aber leer sein. �

Satz 29.6. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und sei F ∈ K[X]
ein Polynom in einer Variablen vom Grad d ≥ 1. Dann wird der projektive
Abschluss C des Graphen V (Y −F (X)) durch V (Y Zd−1−F̂ (X,Z)) beschrie-
ben, wobei F̂ (X,Z) die Homogenisierung von F bezeichnet. Dabei gibt es in
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C bei d = 1 (mit F = aX + b) noch den glatten Punkt (1, a, 0) und bei d ≥ 2
noch den Punkt (0, 1, 0), der bei d ≥ 3 singulär ist. Bei d ≥ 2 besitzt der
Punkt im Unendlichen die Multiplizität d− 1.

Beweis. Die Gleichung für den projektiven Abschluss folgt direkt aus Satz
28.8. Den Schnitt von C mit der projektiven Geraden V+(Z) im Unendlichen
erhält man, wenn man in der Gleichung Z = 0 setzt. Bei d = 1 liegt insgesamt
die Geradengleichung V+(Y − aX − bZ) vor, und der Schnitt mit V+(Z) legt
den einzigen Punkt (1, a, 0) fest. Bei d ≥ 2 liegt die Kurvengleichung

V+(Y Z
d−1 − sdXd − sd−1X

d−1Z − . . .− s0Zd)

mit sd 6= 0 vor. Setzt man Z = 0, so bleibt V+(−sdXd) übrig, woraus X = 0
folgt. Dies entspricht dem einzigen unendlich fernen Punkt (0, 1, 0).

Für die Multiplizität betrachtet man die affine Gleichung der Kurve auf
D+(Y ). D.h. man setzt Y = 1 und erhält die affine Gleichung

V+(Z
d−1 − sdXd − sd−1X

d−1Z − . . .− s0Zd) ,

und der Punkt ist in diesen Koordinaten der Nullpunkt. Daher ist die Mul-
tiplizität gleich d− 1 mit der einzigen durch Z = 0 gegebenen Tangente. Bei
d ≥ 3 ist die Multiplizität ≥ 2 und daher liegt ein singulärer Punkt vor. �

Dieser Satz ist so zu verstehen, dass bei d ≥ 2 die y-Achse (dafür steht der
Punkt (0, 1, 0))

”
asymptotisch“ zum Graphen gehört (und auch die einzige

Asymptote des Graphen ist). Die unendlich ferne Gerade V+(Z) ist die (ein-
zige) Tangente an diesem Punkt. Die Normalisierung von C ist der P1

K , und
zwar ist die Normalisierungsabbildung nach Satz 29.5 gegeben durch

P1
K −→ C ⊂ P2

K , (x, t) 7−→ (xtd−1, F̂ (x, t), td).

Dabei geht der unendlich ferne Punkt (1, 0) auf (0, sd, 0) = (0, 1, 0).

Satz 29.7. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und seien G,H ∈
K[X] Polynome in einer Variablen vom Grad d, e ≥ 1 ohne gemeinsame
Nullstelle. Sei H 6= 0 und sei F (X) = G(X)/H(X) die zugehörige rationale

Funktion. Seien Ĝ(X,Z) und Ĥ(X,Z) die zugehörigen Homogenisierungen
Dann wird der projektive Abschluss C des Graphen von F (X) bei d > e durch

V+(Ĥ(X,Z)Y Zd−e−1 − Ĝ(X,Z))
und bei d ≤ e durch

V+(Ĥ(X,Z)Y − Ĝ(X,Z)Ze−d+1)

beschrieben.

Beweis. Die affine Beschreibung der Kurve ist V (Y H − G). Nach Satz 28.8
wird der projektive Abschluss durch die Homogenisierung von Y H − G be-
schrieben. Für diese ist der maximale Grad von Y H und G ausschlagge-
bend, der Summand mit kleinerem Grad muss durch eine geeignete Potenz
von Z

”
aufgefüllt“ werden. Dies ergibt die angegebenen Gleichungen. �
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Monomiale projektive Kurven

Zu einer ebenen monomialen Kurve s 7→ (se, sd) = (x, y) mit teilerfremden
Exponenten e > d gehört nach Satz 29.5 die monomiale projektive Kurve

(s, t) 7−→ (se, sdte−d, te) .

Auf der offenen Menge D+(t) ist dies die ursprüngliche Abbildung und auf
D+(s) ist dies die affine Abbildung

t 7−→ (te−d, te) .

Satz 29.8. Seien e > d teilerfremd. Für die durch

(s, t) 7−→ (se, sdte−d, te)

gegebene ebene projektive monomiale Kurve C vom Grad e gelten folgende
Aussagen.

(1) Die Kurve wird beschrieben durch die homogene Gleichung Y e =
XdZe−d vom Grad e.

(2) Die Kurve ist glatt für alle Punkte 6= (0, 0, 1) und 6= (1, 0, 0) .
(3) Die Kurve hat im Punkt (0, 0, 1) die Multiplizität d und im Punkt

(1, 0, 0) die Multiplizität e− d.
(4) Bei e ≥ 3 ist die Kurve nicht glatt.

Beweis. (1) Die affine Gleichung ist Xd − Y e, und nach Satz 28.8 wird
der projektive Abschluss durch die Homogenisierung, also durch
V (XdZe−d − Y e) beschrieben.

(2) Auf der affinen Kurve V (Xd−Y e) ⊂ A2
K ⊂ P2

K ist nach Satz 20.12 nur
der Nullpunkt, der dem projektiven Punkt (0, 0, 1) entpricht, (even-
tuell) nicht glatt. Die Punkte auf der Kurve außerhalb von D+(Z)
erhält man, indem man in der Gleichung Z = 0 setzt. Dies erzwingt
Y = 0, so dass es lediglich noch den Punkt (1, 0, 0) gibt.

(3) Die Multiplizität in einem Punkt ist eine lokale Eigenschaft. Der
Punkt (0, 0, 1) entspricht dem Nullpunkt auf der affinen monomialen
Kurve V (Xd − Y e), deren Multiplizität im Nullpunkt nach Korollar
23.8 gleich dem kleineren Exponenten, also gleich d ist. Der Punkt
(1, 0, 0) liegt auf D+(X) und dort ist V (Y e − Ze−d) die affine Glei-
chung. Die Multiplizität ist wieder der kleinere Exponent, also gleich
e− d.

(4) Folgt aus (3).

�
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29. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 29.1. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper. Zeige, dass
eine ebene projektive Kurve mit jeder projektiven Geraden in der projektiven
Ebene einen nichtleeren Durchschnitt hat.

Aufgabe 29.2.*

Sei K = Z/(5) und betrachte die beiden affinen ebenen algebraischen Kurven

C = V (X2 + Y 2 − 1) und D = V (X3 − 2Y 2 + 3) .

Bestimme den Durchschnitt C ∩ D. Bestimme ferner die unendlich fernen
Punkte der beiden Kurven (also die zusätzlichen Punkte auf dem projektiven
Abschluss C̄ bzw. D̄). Wenn man K durch einen algebraisch abgeschlossenen
Körper K ⊂ L ersetzt, wie viele Punkte besitzt dann der Durchschnitt C̄∩D̄
und wie viele davon liegen auf der unendlich fernen Geraden?

Aufgabe 29.3.*

Sei K ein Körper. Zeige, dass sämtliche lokale Ringe der projektiven Geraden
P1
K isomorph zueinander sind. Man gebe eine möglichst einfache Beschrei-

bung dieses Ringes.

Die Lemniskate von Bernoulli

Aufgabe 29.4. Bestimme für die durch V ((X2 + Y 2)2 −X2 + Y 2) gegebe-
ne Lemniskate von Bernoulli die Singularitäten sowie die unendlich fernen
Punkte in P2

C. Berechne in all diesen Punkten die Multiplizität und die Tan-
genten.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 29.5. (3 Punkte)

Seien m+1 homogene Polynome F0, . . . , Fm in n+1 Variablen gegeben, die
alle den gleichen Grad d besitzen. Zeige, dass es eine offene Menge U ⊆ PnK
gibt, auf der die Polynome einen Morphismus

PnK ⊇ U −→ PmK

definieren.

Aufgabe 29.6. (3 Punkte)

Sei P = (a0, . . . , an) ∈ PnK ein Punkt im projektiven Raum. Zeige, dass die
Projektion des PnK auf Pn−1

K mit Zentrum P durch die Matrix









−a1 a0 0 · · · 0
−a2 0 a0 · · · 0
. . . . .
−an 0 0 · · · a0









gegeben ist, also durch die Abbildung













x0
x1
·
·
xn













7−→









−a1 a0 0 · · · 0
−a2 0 a0 · · · 0
. . . . .
−an 0 0 · · · a0





















x0
x1
·
·
xn













.

Aufgabe 29.7. (3 Punkte)

Bestimme für die durch V (X3 + 3X2 − Y 2) gegebene Tschirnhausen Ku-
bik die Singularitäten unter Berücksichtigung der unendlich fernen Punkte.
Bestimme die Tangenten in den Singularitäten und in den unendlich fernen
Punkten.
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Die Tschirnhausen Kubik

Aufgabe 29.8. (3 Punkte)

Bestimme für das durch V (X3 + Y 3 − 3XY ) definierte Kartesische Blatt
die unendlich fernen Punkte in P2

C und berechne die Multiplizität und die
Tangenten in diesen Punkten.

Aufgabe 29.9. (5 Punkte)

Man gebe für die projektive Lemniskate von Bernoulli

V+((X
2 + Y 2)2 − Z2X2 + Z2Y 2) ⊂ P2

K

einen surjektiven Morphismus auf eine projektive Quadrik an. Wie viele
Punkte der Lemniskate werden dabei auf einen Punkt der Quadrik abge-
bildet?

30. Vorlesung - Satz von Bezout

Der Satz von Bezout

Wir werden in dieser Vorlesung den Satz von Bezout für die projektive Ebe-
ne beweisen, das ist die Aussage, dass für zwei projektive Kurven in der
projektiven Ebene ohne gemeinsame Komponente vom Grad m und n die
Summe über alle Schnittmultiplizitäten gleich mn ist. Unsere Darstellung
folgt weitgehend dem Aufbau in Fulton.
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Zu einem Polynomring P und einer natürlichen Zahl ℓ bezeichnet Pℓ im
Folgenden die sogenannte ℓ-te Stufe, die aus allen homogenen Polynomen
vom Grad ℓ besteht. Diese Bezeichnungsweise übernehmen wir auch für ho-
mogene Restklassenringe des Polynomrings (also einem Restklassenring des
Polynomrings nach einem homogenen Ideal). Diese Stufen werden über dem
Grundkörper K von allen Monomen vom Grad ℓ erzeugt. Insbesondere han-
delt es sich um endlichdimensionale K-Vektorräume.

Lemma 30.1. Sei K ein Körper und seien F,G ∈ K[X, Y, Z] = P zwei
homogene Polynome vom Grad m und n ohne gemeinsamen nichtkonstanten
Teiler. Dann ist

dimK(P/(F,G))ℓ = mn für ℓ hinreichend groß .

Beweis. Wir betrachten die exakte Sequenz

0 −→ P
(G,−F )−→ P × P (F,G)−→ P −→ P/(F,G) −→ 0 .

Dabei steht vorne die AbbildungH 7→ (GH,−FH), dann folgt die Abbildung
(A,B) 7→ (AF + BG) und schließlich die Restklassenbildung. All diese Ab-
bildungen sind P -Modul-Homomorphismen. Die Injektivität vorne ist klar,
da P ein Integritätsbereich ist. Die Exaktheit an den beiden hinteren Stellen
ist klar, bleibt noch die Exaktheit an der zweiten Stelle zu zeigen. Dort ist
klar, dass die Verknüpfung die Nullabbildung ist. Sei also AF + BG = 0 in
P . Da P faktoriell ist und da F und G teilerfremd sind folgt aber, dass A ein
Vielfaches von G sein muss. Dann kann man durch G teilen und erhält, dass
B ein Vielfaches von F sein muss (mit dem gleichen Faktor). Also kommt
(A,B) von links.

Da F und G homogen sind mit fixierten Graden, kann man diese Sequenz
einschränken auf homogene Stufen, und zwar ergibt sich dabei die kurze
exakte Sequenz

0 −→ Pℓ−m−n
(G,−F )−→ Pℓ−m × Pℓ−n

(F,G)−→ Pℓ −→ (P/(F,G))ℓ −→ 0

(dabei sind die Stufen für negativen Index null). Die Exaktheit bleibt er-
halten, da bei einem homogenen Homomorphismus die Stufen unabhängig
voneinander sind. Alle beteiligten Stufen sind nun endlichdimensionale Vek-
torräume. Für ℓ ≥ m + n sind alle Indizes nichtnegativ und daher gilt

dim(Pℓ) =
(ℓ+1)(ℓ+2)

2
. Wegen der Additivität der Dimension bei exakten Se-

quenzen ergibt sich

dim((P/(F,G)ℓ)) =
(ℓ+ 1)(ℓ+ 2)

2
−

(ℓ−m+ 1)(ℓ−m+ 2)

2
−

(ℓ− n+ 1)(ℓ− n+ 2)

2

+
(ℓ−m− n+ 1)(ℓ−m− n+ 2)

2

=
2− (−m+ 1)(−m+ 2)− (−n+ 1)(−n+ 2) + (−m− n+ 1)(−m− n+ 2)

2

=
2mn

2
=mn.

�
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Lemma 30.2. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und seien
F,G ∈ K[X, Y, Z] homogene Polynome ohne gemeinsame (projektive) Null-
stelle auf V+(Z) ⊂ P2

K. Es sei R = K[X, Y, Z]/(F,G) der zugehörige Rest-
klassenring. Dann ist die Abbildung

R −→ R, H 7−→ ZH,

injektiv.

Beweis. Sei H ∈ K[X, Y, Z] und vorausgesetzt, das H unter der angegebenen
Abbildung auf 0 geht. Das bedeutet, dass eine Gleichung

ZH = LF +MG

mit L,M ∈ K[X, Y, Z] vorliegt. Wir ersetzen in dieser Gleichung die Variable
Z durch 0 und erhalten die Gleichung

0 = L(X, Y, 0)F (X, Y, 0) +M(X, Y, 0)G(X, Y, 0)

in K[X, Y ]. Nach der Voraussetzung, dass es keine gemeinsame projektive
Nullstelle auf V+(Z) gibt, besitzen F (X, Y, 0) und G(X, Y, 0) in A2

K nur den
Nullpunkt (0, 0) als gemeinsame Nullstelle. Daher sind diese Polynome in
K[X, Y ] teilerfremd. Das bedeutet, dass es ein Polynom Q ∈ K[X, Y ] mit

L(X, Y, 0) = QG(X, Y, 0) und M(X, Y, 0) = −QF (X, Y, 0)

gibt. Dies wiederum heißt zurückübersetzt nach K[X, Y, Z], dass dort

L = QG(X, Y, 0) + ZL̄ und M = −QF (X, Y, 0) + ZM̄

gilt. Mit F = F (X, Y, 0) + ZF̄ und G = G(X, Y, 0) + ZḠ ergibt sich aus
der Ausgangsgleichung

ZH = LF +MG
=

(

QG(X, Y, 0) + ZL̄
)

F +
(

−QF (X, Y, 0) + ZM̄
)

G

= Q(G− ZḠ)F −Q(F − ZF̄ )G+ ZL̄F + ZM̄G
= −QZḠF +QZF̄G+ ZL̄F + ZM̄G
= Z(−QḠF +QF̄G+ L̄F + M̄G).

Aus dieser Gleichung können wir Z herauskürzen und erhalten eine Darstel-
lung für H als Linearkombination aus F und G. Damit ist die Restklasse von
H in R ebenfalls 0. �
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Satz 30.3. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und seien F,G ∈
K[X, Y, Z] zwei homogene Polynome vom Grad m und n ohne gemeinsame
Komponente mit zugehörigen Kurven C = V+(F ), D = V+(G) ⊂ P2

K. Dann
gilt

∑

P

multP (C,D) = mn .

Beweis. Der Durchschnitt C ∩ D besteht nur aus endlich vielen Punkten.
Wir können daher annehmen, dass alle Schnittpunkte in A2

K = D+(Z) ⊂ P2
K

liegen. Es seien F̃ und G̃ die inhomogenen Polynome aus K[X, Y ], die die
affinen Kurven C ∩ A2

K und D ∩ A2
K beschreiben. Damit ist

∑

P∈P2
K

multP (F,G) =
∑

P∈A2
K

multP (F̃ , G̃)

=
∑

P∈A2
K

dimK (K[X, Y ]mP
/(F̃ , G̃))

= dimK (K[X, Y ]/(F̃ , G̃)).

Dabei beruht die letzte Gleichung auf Satz 26.11. Wie wollen die Dimension
dieses inhomogenen Restklassenrings mit der Dimension einer Stufe des ho-
mogenen Restklassenrings (K[X, Y, Z]/(F,G))ℓ in Verbindung bringen. Von
letzterer wissen wir aufgrund von Lemma 30.1, dass sie für ℓ hinreichend groß
gleich mn ist.

Wir wählen eine Basis V1, . . . , Vmn von (K[X, Y, Z]/(F,G))ℓ (ℓ hinreichend
groß und fixiert) und behaupten, dass die Dehomogenisierungen vi = Vi(X,
Y, 1) eine Basis von K[X, Y ]/(F̃ , G̃) bilden. Dazu sei q ∈ K[X, Y ] beliebig
vorgegeben mit Homogenisierung Q ∈ K[X, Y, Z] vom Grad d. Sei e so
gewählt, dass d+ e ≥ ℓ ist. Aufgrund von Lemma 30.2 sind die Abbildungen
(λ ≥ 1)

(K[X, Y, Z]/(F,G))ℓ −→ (K[X, Y, Z]/(F,G))ℓ+λ, H 7−→ ZλH,
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injektiv und daher auch bijektiv, da die Dimensionen übereinstimmen. Ins-
besondere bilden die ZλVi, i = 1, . . . ,mn, eine Basis von

(K[X, Y, Z]/(F,G))ℓ+λ .

Es gibt dann also eine Darstellung ZeQ =
∑mn

i=1 aiZ
d+e−ℓVi. Durch Dehomo-

genisieren ergibt sich daraus sofort eine Darstellung für q.

Zum Nachweis der linearen Unabhängigkeit sei
mn
∑

i=1

aivi = 0

angenommen, so dass in K[X, Y ] eine Gleichung
mn
∑

i=1

aivi = ÃF̃ + B̃G̃

vorliegt. Dabei setzen wir Ã, B̃ als Dehomogenisierung von zwei homogenen
Polynomen A,B ∈ K[X, Y, Z] an. Somit liegen zwei homogene Ausdrücke -
nämlich

∑mn
i=1 aiVi und AF + BG - vor, deren Dehomogenisierungen über-

einstimmen. Durch geeignete Wahl von r, s, t können wir annehmen, dass
∑mn

i=1 aiZ
rVi und Z

sAF + ZtBG (homogen sind und) den gleichen Grad be-
sitzen. Nach Aufgabe 6.10 ist dann bereits

mn
∑

i=1

aiZ
rVi = ZsAF + ZtBG.

Diese Gleichung bedeutet
∑mn

i=1 aiZ
rVi = 0 in K[X, Y, Z]/(F,G), woraus

sich ai = 0 ergibt. �

Korollar 30.4. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und seien
C,D ⊂ P2

K zwei ebene projektive Kurven. Dann ist der Durchschnitt C ∩D
nicht leer.

Beweis. Die Aussage stimmt, wenn C und D eine gemeinsame Komponente
besitzen. Andernfalls folgt sie aus Satz 30.3. �

Korollar 30.5. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und seien
F,G ∈ K[X, Y, Z] zwei homogene Polynome vom Grad m und n ohne ge-
meinsame Komponente mit zugehörigen Kurven C = V+(F ), D = V+(G) ⊂
P2
K. Dann gibt es maximal mn Schnittpunkte von C und D.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 30.3, da jeder Schnittpunkt zumindest mit
Schnittmultiplizität 1 in die Summe eingeht. �

Beispiel 30.6. Wir betrachten die Neilsche Parabel C = V+(ZY
2 − X3)

und den Kreis mit Mittelpunkt (1, 0, 1), also D = V+((X − Z)2 + Y 2 −
Z2). Nach dem Satz von Bezout erwarten wir eine Gesamtschnittzahl von 6.
Wir berechnen die Schnittpunkte. Für Z = 0 folgt aus der ersten Gleichung
X = 0 und dann aus der zweiten Y = 0, so dass es keinen Schnittpunkt
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auf der projektiven Geraden V+(Z) gibt. Wir betrachten daher die affinen
Gleichungen Y 2 −X3 = 0 und (X − 1)2 + Y 2 − 1 = 0 . Wir berechnen die
Schnittpunkte, indem wir Y 2 = 1− (X−1)2 in die erste Gleichung einsetzen.
Dies ergibt

1− (X − 1)2 −X3 = −X3 −X2 + 2X
= X

(

−X2 −X + 2
)

= −X(X − 1)(X + 2).

Dies führt zu den Schnittpunkten

(0, 0), (1, 1), (1,−1), (−2, 2
√
2i), (−2,−2

√
2i) .

Die beiden letzten Punkte zeigen auch, dass der Satz nur über einem alge-
braisch abgeschlossenen Körper gilt. Es gibt also nur 5 Schnittpunkte. Da
die Neilsche Parabel im Nullpunkt eine Singularität besitzt und dieser ein
Schnittpunkt ist, so muss dort die Schnittmultiplizität größer als 1 sein. Um
dies zu bestätigen betrachten wir

K[X,Y ](X,Y )/
(

Y 2
−X3, Y 2

− 1 + (X − 1)2
)

= K[X,Y ](X,Y )/
(

Y 2
−X3, X(X − 1)(X + 2)

)

= K[X,Y ](X,Y )/
(

Y 2
−X3, X

)

= K[X,Y ](X,Y )/
(

Y 2, X
)

= K[Y ]/(Y 2).

Dabei haben wir die Einsetzungsrechnung von oben wiederholt und dann
ausgenutzt, dass X − 1 und X +2 Einheiten im lokalen Ring K[X, Y ](X,Y )

sind. Die Dimension ist also 2 und damit muss die Schnittmultiplizität an
allen anderen Schnittpunkten 1 sein, was man auch direkt bestätigen kann.

30. Arbeitsblatt

Aufwärmaufgaben

Aufgabe 30.1. Zeige durch ein Beispiel, dass Lemma 30.2 nicht ohne die
Voraussetzung gilt, dass der Körper algebraisch abgeschlossen ist.

Aufgabe 30.2. Zeige, dass in den in Beispiel 30.6 berechneten Schnittpunk-
ten 6= (0, 0) der beiden Kurven ein transversaler Schnitt vorliegt.

Aufgabe 30.3.*

Sei K = C. Bestimme für die beiden affinen Kurven

V (Y −X3) und V (Y 2 −X3)

ihre Schnittpunkte zusammen mit den Schnittmultiplizitäten. Betrachte auch
Schnittpunkte im P2

C und bestätige den Satz von Bezout in diesem Beispiel.
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Aufgabe 30.4.*

Sei K = C und betrachte die beiden ebenen algebraischen Kurven

C = V (X − Y 2) und D = V (Y 2 −X5) .

Bestimme die Schnittpunkte der beiden Kurven in der affinen Ebene und be-
stimme jeweils die Schnittmultiplizität. Bestimme auch die unendlich fernen
Punkte der beiden Kurven (also die zusätzlichen Punkte auf den projektiven
Abschlüssen C̄ und D̄) und überprüfe damit die Schnittpunkte im Unend-
lichen. Bestätige abschließend, dass der Satz von Bezout in diesem Beispiel
erfüllt ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 30.5. (6 Punkte)

Sei C ⊂ P2
K eine glatte Quadrik (also eine Kurve vom Grad zwei) über einem

algebraisch abgeschlossenen Körper. Zeige, dass es eine Isomorphie der Kurve
mit der projektiven Geraden P1

K gibt.

Aufgabe 30.6. (5 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und C ⊂ P2
K eine glatte Kurve

vom Grad d ≥ 2. Zeige, dass es einen Morphismus C → P1
K gibt derart, dass

jede Faser aus maximal d− 1 Punkten besteht.

Aufgabe 30.7. (5 Punkte)

Es sei C = V+(X
3+Y 3+Z3) ⊂ P2

K die Fermat-Kubik über einem algebraisch
abgeschlossenen Körper der Charakteristik 6= 3. Beschreibe explizit einen
Morphismus C → P1

K , bei dem über jedem Punkt maximal zwei Punkte
liegen.

Aufgabe 30.8. (4 Punkte)

Es sei C ⊂ P2
C der komplex-projektive Abschluss des Einheitskreises. Bestim-

me eine explizite bijektive Parametrisierung P1
C → C.

Aufgabe 30.9. (4 Punkte)

Bestätige Satz 30.3 für die beiden Kurven C = V (ZY 2 − X3) und D =
V (X2 + (Y − Z)2 − Z2).

Skizziere die Situation.
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Aufgabe 30.10. (4 Punkte)

Bestätige Satz 30.3 für die beiden Kurven C = V (ZY − X2) und D =
V (X2 + (Y − Z)2 − Z2).

Skizziere die Situation.

Aufgabe 30.11. (4 Punkte)

Bestätige Satz 30.3 für die beiden monomialen Kurven, die affin durch C =
V (X2 − Y 3) und D = V (X5 − Y 4) gegeben sind.

Aufgabe 30.12. (5 Punkte)

Es sei R ein kommutativer Ring und M,N R-Moduln. Ist

f : M −→ N

ein R- Modulhomomorphismus, so ist

f ∗ : Hom (N,R) −→ Hom (M,R), ϕ 7−→ ϕ ◦ f,
auch ein R-Modulhomomorphismus.

Sei nun 0→M → N → P → 0 eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln.

Zeige, dass dann die induzierte Sequenz

0 −→ Hom (P,R) −→ Hom (N,R) −→ Hom (M,R)

exakt ist. Man gebe auch ein Beispiel mit R = Z, das zeigt, dass der letzte
Pfeil im Allgemeinen nicht surjektiv ist.
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