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Vorlesung 5

Die Vorlesungen der néchsten Wochen beschéftigen sich mit linearer Algebra.
Dabei wird stets ein Korper K zugrunde gelegt, wobei man dabei grundsétz-
lich an die reellen Zahlen R denken kann. Da es aber zunéchst bei Fragen
der linearen Algebra nur auf die algebraischen Eigenschaften von R ankommt
und wir deren analytische Eigenschaften noch nicht besprochen haben, kann
man genauso gut an die rationalen Zahlen denken. Ab der Eigenwerttheorie
werden dann auch analytische Eigenschaften bedeutsam.

Lineare Gleichungssysteme

Wir beginnen mit drei einfiihrenden Beispielen, einem alltéglichen, einem
geometrischen und einem physikalischen, die alle zu einem linearen Glei-
chungssystem fiihren.

BEISPIEL 5.1. An einem Weihnachtsstand auf dem Weihnachtsmarkt gibt
es drei verschiedene Glithweintopfe. Alle drei beinhalten die Zutaten Zimt,
Gewiirznelken, Rotwein und Zucker, allerdings mit unterschiedlichen Antei-
len.

Die Zusammensetzung der einzelnen Glithweine ist

1 2 3
2 2 1
Gi=111]C=]12] %=9
2 3 7

Jeder Glithwein wird also repréasentiert durch ein Vierertupel, deren einzelne
Eintrdge fiir die Anteile an den Zutaten stehen. Die Menge aller (mogli-
chen) Glithweine bilden einen Vektorraum (diesen Begriff werden wir in der
néchsten Vorlesung einfithren), und die drei konkreten Glithweine sind drei
Vektoren in diesem Raum.
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Nehmen wir an, dass keiner dieser drei Glithweine genau den gewiinschten
Geschmack trifft und dass der Wunschglithwein die Zusammensetzung

1
2
20
5

hat. Gibt es eine Moglichkeit, den Wunschglithwein durch Zusammenschiitten
der vorgegebenen Glithweine zu erhalten? Gibt es also Zahlen' a,b,c € R
derart, dass

W:

1 2 3 1
a 2 +b 2 +c 1 = 2
11 12 20 20
2 3 7 5

gilt. Hinter dieser einen vektoriellen Gleichung liegen vier einzelne Gleichun-
gen in den , Variablen“ a,b,c, wobei die Gleichungen sich aus den Zeilen
ergeben. Wann gibt es eine solche Losung, wann keine, wann mehrere? Das
sind typische Fragen der linearen Algebra.

Zwei Ebenen im Raum, die sich in einer Geraden schneiden.

BEISPIEL 5.2. Im R3 seien zwei Ebenen
E = {(z,y,2) € R* 4z — 2y — 32 = 5}

und

F={(z,y,2) € R} 3z — 5y +2z =1}
gegeben.? Wie kann man die Schnittgerade G = E N F beschreiben? Ein
Punkt P = (z,y,2) liegt genau dann auf der Schnittgerade, wenn er die
beiden Gleichungen erfiillt; es muss also sowohl

4 — 2y —3z=>5alsauch 3z — by + 2z =1

ISinnvoll interpretierbar sind in diesem Beispiel nur positive Zahlen, da man schwerlich
aus einem Glithweingemisch die einzelnen verwendeten Glithweinsorten wieder herauszie-
hen kann. In der linearen Algebra spielt sich aber alles iiber einem Koérper ab, so dass wir
auch negative Zahlen zulassen.

2An dieser Stelle diskutieren wir nicht, dass solche Gleichungen Ebenen beschreiben.
Die Losungsmengen sind ,,verschobene Untervektorrdume der Dimension zwei“.
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gelten. Wir multiplizieren die erste Gleichung mit 3 und ziehen davon das
4-fache der zweiten Gleichung ab und erhalten

14y — 17z =11.

Wenn man y = 0 setzt, so muss z = —% sein und z = }—3 D.h. der Punkt

P = (1—3,(), —%) gehort zu G. Ebenso findet man, indem man z = 0 setzt,

den Punkt @ = (32, 11, 0). Damit ist die Schnittgerade die Verbindungsgerade

dieser Punkte, also

11 200 11 11
) (s, —, )|t € RY.
) e )l e R

BEISPIEL 5.3. Ein elektrisches Netzwerk (ein Gleichstrom-Netzwerk) besteht
aus mehreren miteinander verbundenen Dréhten, die in diesem Zusammen-
hang die Kanten des Netzwerks genannt werden. In jeder Kante K liegt
ein bestimmter Widerstand R; vor. Die Verbindungspunkte P,, in denen die
Kanten zusammenlaufen, nennt man die Knoten des Netzwerks. Wenn an
das Netzwerk (bzw. gewisse Kanten davon) eine Spannung angelegt wird, so
fliet in jeder Kante ein bestimmter Strom I;. Es ist sinnvoll, fiir jede Kante
eine Richtung zu fixieren, um die Fliefirichtung des Stromes in dieser Kante
unterscheiden zu kénnen (wenn der Strom in die entgegengesetze Richtung
fliet, so bekommt er ein negatives Vorzeichen). Man spricht von gerichte-
ten Kanten. In einem Knotenpunkt des Netzwerks flielen die Stréme der
verschiedenen anliegenden Kanten zusammen, ihre Summe muss 0 ergeben.
Entlang einer Kante K; kommt es zu einem Spannungsabfall Uj;, der durch
das Ohmsche Gesetz

13
G = {(1_7a07 -

Uj = R;- I

beschrieben wird.

Unter einer Masche (oder einem Zykel) des Netzwerks versteht man eine
geschlossene gerichtete Verbindung von Kanten. Fiir eine solche Masche ist
die Gesamtspannung 0, es sei denn, es wird ,,von auflen“ eine Spannung
angelegt.

Wir listen diese Kirchhoffschen Regeln nochmal auf.



(1) In jedem Knoten ist die Summe der (ein- und abflieBenden) Strome
gleich 0.

(2) In jeder Masche ist die Summe der Spannungen gleich 0.

(3) Wenn in einer Masche eine Spannung V' angelegt wird, so ist die
Summe der Spannungen gleich V.

Aus ,physikalischen Griinden® ist zu erwarten, dass bei einer angelegten
Spannung in jeder Kante ein wohlbestimmter Strom fliefit. In der Tat lasst
sich dieser aus den genannten GesetzméfBigkeiten berechnen, indem man diese
in ein lineares Gleichungssystem {iibersetzt und dieses 16st.

In dem durch das Bild angegebenen Beispiel seien die Kanten Kj,..., K5
(mit den Widersténden Ry, ..., Rs) von links nach rechts gerichtet, und die
Verbindungskante Ky von A nach C' (an die die Spannung V' angelegt sei), sei
von oben nach unten gerichtet. Die vier Knotenpunkte und die drei Maschen
(A, D, B), (D,B,C) und (A, D, C) fiithren auf das lineare Gleichungssystem

—[0 +[1 —[3 - 0
I3 +1y +15 = 0

IO —|—[2 —]4 = 0
—Il —[2 —[5 == 0

R, +Rsls —RsIs = 0

Ryl +R4y —Rsls = 0

—Riy +Ryl = V.

Dabei sind die R; und V' vorgegebene Zahlen und die I; sind gesucht.

DEFINITION 5.4. Es sei K ein Korper und a;; € K fir 1 < i < m und
1 <7 <n. Dann nennt man

1121 + a2 + ... + a1pT, =0
211 + Q929 + ...+ QopTy =0
A1 + Qoxe + ...+ Ay, = 0
ein (homogenes) lineares Gleichungungssystem in den Variablen xq, ..., x,.
Ein Tupel (&,...,&,) € K™ heifit Losung des linearen Gleichungssystems,
wenn Y7 a;;é; = 0 st fiir allei = 1,...,m.
Wenn (ci, ..., c¢n) € K™ beliebig? ist, so heift
1171 + a12T2 + ... + A1, = C1
211 + A22%T2 + ... + G2y, = Co
Am1T1 + AmaZ2 + ..o + ApnTn = C;m
ein inhomogenes lineares Gleichungssystem und ein Tupel (¢y,...,(,) € K™

heifit Losung des inhomogenen linearen Gleichungssystems, wenn 2?21 a;;Cj
= ¢; ist fiir alle 7.

3Ein solcher Vektor heiBt manchmal ein Stirvektor des Systems.
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Die Menge aller Losungen eines linearen Gleichungssystems heifit die Ld-
sungsmenge. Im homogenen Fall spricht man auch vom Lésungsraum, da es
sich in der Tat, wie wir in der nédchsten Vorlesung sehen werden, um einen
Vektorraum handelt.

Ein homogenes lineares Gleichungssystem besitzt immer die sogenannte tri-
viale Losung 0 = (0,...,0). Ein inhomogenes Gleichungssystem braucht
nicht unbedingt eine Losung haben. Zu einem inhomogenen linearen Glei-
chungssystem heifit das homogene System, das entsteht, wenn man den Stor-
vektor gleich 0 setzt, das zugehdrige homogene System.

BEISPIEL 5.5. Es sei K ein Kérper und m € N. Im K™ seien n Vektoren

a11 12 A1n
21 22 A2n,
U1 = . , Ug = . y ooy Up =
Am1 Am?2 Amn
gegeben und sei
C1
Co
w = .
Cm

ein weiterer Vektor. Wir wollen wissen, wann w sich als ,,Linearkombinati-
on“ der v; darstellen ldsst. Es geht also um die Frage, ob es n Elemente
Ay ..oy Ay € K gibt mit der Eigenschaft

a1 Q12 Q1n &1
21 22 Q2n C2
am1 Am2 Amn Cm

Die Gleichheit von Vektoren bedeutet, dass Ubereinstimmung in jeder Kom-
ponenten vorliegen muss, so dass dies zum linearen Gleichungssystem

apAL + aigAe + ...+ apN, = O
agi A1 + apAe + ...+ amA, = ¢

Am1A1 + am2>\2 +...+ amn/\n = Cm
fithrt.

Das Losen von linearen Gleichungssystemen

Lineare Gleichungssysteme werden mit dem FEliminationsverfahren gelost, bei
dem nach und nach Variablen eliminiert werden und schliefllich ein besonders
einfaches dquivalentes Gleichungssystem entsteht, das direkte gelost werden
kann (bzw. von dem gezeigt werden kann, dass es keine Losung besitzt).
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DEFINITION 5.6. Es sei K ein Korper und seien zwei (inhomogene) lineare
Gleichungssysteme zur gleichen Variablenmenge gegeben. Die Systeme heiflen
dquivalent, wenn ihre Losungsmengen iibereinstimmen.

LEMMA 5.7. Es sei K ein Korper und

a111 + 122 + ...+ ATy =
211 + 299 + ...+ A2nTn = C9
11 + GmaT2 + ... + QynTyn = Cm

ein inhomogenes lineares Gleichungssystem. Dann fiihren die folgenden Ma-
nipulationen an diesem Gleichungssystem zu einem dquivalenten Gleichungs-
system.

(1) Das Vertauschen von zwei Gleichungen.

(2) Die Multiplikation einer Gleichung mit einen Skalar A # 0.

(3) Das einfache Weglassen einer Gleichung, die doppelt vorkommit.

(4) Das Verdoppeln einer Gleichung (im Sinne von eine Gleichung zwei-
mal hinschreiben,).

(5) Das Weglassen oder Hinzufiigen von einer Nullzeile.

(6) Das Ersetzen einer Gleichung H durch diejenige Gleichung, die ent-
steht, wenn man zu H eine andere Gleichung G des Systems addiert.

Beweis. Die meisten Aussagen sind direkt klar. (2) ergibt sich einfach daraus,

dass wenn
n
E a;r; = C
i=1

gilt, dass dann auch

Z(Aai)xi = A

i=1
fiir jedes A € K gilt. Bei A # 0 kann man diesen Ubergang durch Multipli-
kation mit A7! riickgéngig machen.

(6). Es sei G die Gleichung

n
E a;r; = C
=1

und H die Gleichung

=1

Wenn ein Tupel (&, ...,&,) die beiden Gleichungen erfiillt, so erfiillt es auch
die Gleichung H' = G 4+ H. Und wenn das Tupel die beiden Gleichungen G
und H' erfiillt, so auch die Gleichung G und H = H' — G. O
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Fiir die praktische Losung eines linearen Gleichungssystems sind die beiden
Manipulationen (2) und (6) am wichtigsten, wobei man in aller Regel diese
beiden Schritte kombiniert und eine Gleichung H durch eine Gleichung der
Form H 4+ AG (mit G # H) ersetzt. Dabei wird A € K so gewihlt, dass die
neue Gleichung eine Variable weniger besitzt als die alte. Man spricht von
Elimination einer Variablen. Diese Elimination wird nicht nur fiir eine Zeile
durchgefiihrt, sondern fiir alle Zeilen mit der Ausnahme von einer (geeignet
gewihlten) , Arbeitszeile* G und mit einer fixierten ,, Arbeitsvariablen®. Das
folgende Eliminationslemma beschreibt diesen Rechenschritt.

LEMMA 5.8. Es sei K ein Korper und S ein (inhomogenes) lineares Glei-
chungssystem iiber K in den Variablen xy,...,x,. Es sei x eine Variable, die
in mindestens einer Gleichung G mit einem von null verschiedenen Koeffi-
zienten a vorkommt. Dann lisst sich jede von G verschiedene® Gleichung H
durch eine Gleichung H' ersetzen, in der x nicht mehr vorkommt, und zwar
so, dass das neue Gleichungssystem S’, das aus G und den Gleichungen H'
besteht, dquivalent zum Ausgangssystem S ist.

Beweis. Durch Umnummerieren kann man x = x; erreichen. Es sei G die
Gleichung

n
ary + E a;r; = b
i=2

(mit @ # 0) und H die Gleichung

n
cxry + g cr; =d.
i=2

Dann hat die Gleichung H' = H — £G die Gestalt

c c
E i — —a;)r; =d— —b,
(c aa)x "

=2

in der z; nicht mehr vorkommt. Wegen H = H' + <G gilt, dass die Glei-
chungssysteme &dquivalent sind. U

4Mit verschieden ist hier gemeint, dass die beiden Gleichungen einen unterschiedlichen
Index im System haben. Es ist also sogar der Fall erlaubt, dass G und H dieselbe, aber
doppelt aufgefithrte Gleichung ist.
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SATZ 5.9. Jedes (inhomogene) lineare Gleichungssystem tiber einem Korper
K ldsst sich durch die in Lemma 5.7 beschriebenen elementaren Umformun-
gen, durch Variablenumnummenrierung und durch das Weglassen von 1iber-
fliissigen Gleichungen in ein dquivalentes lineares Gleichungssystem der Drei-
ecksform

by +biaye ... FbinYm  FbimiiYmer oo Fby, = di
0 b22y2 e ce e Ce —I—bgnyn = dQ
0 o o 0 0 o 0 = dpi1

tberfiihren, bei dem alle Diagonalelemente von 0 verschieden sind. Dabei ist
bei dyp1 = 0 die letzte Zeile diberflissig und bei dp,yq # 0 besitzt das System
keine Losung.

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Eliminationslemma, das man solange an-
wenden kann, solange es noch nicht verarbeitete Zeilen mit von 0 verschie-
denen Koeffizienten gibt. Wenn dabei mehrere Gleichungen in der Form der
letzten Gleichung iibrig bleiben, und diese nicht alle die Nullgleichung sind,
so besitzt das System keine Losung. O

LEMMA 5.10. Es sei ein inhomogenes lineares Gleichungssystem tiber einem
Korper K in Dreiecksgestalt

a11r1 +apre ... +aipmTym ... +Fa1,T, =
0 a922T9 . .. oo taopr, = €
0 o 0  ammTm .- FOpnTn = Cm

gegeben, wobei vorne die Diagonalelemente alle ungleich 0 seien. Dann stehen
die Losungen (X1,...,Tm,Tme1,-.-,Ty) 0 Bijektion zu den Tupeln
(Timg1y -y @n) € K", D.h. die hinteren n —m Variablen sind frei wéihlbar
und legen eine eindeutige Losung fest, und jede Losung wird dabei erfasst.

Beweis. Dies ist klar, da bei gegebenem (2,41, ..., x,) die Zeilen von unten
nach oben sukzessive die anderen Variablen eindeutig festlegen. U

Bei m = n gibt es keine freien Variablen und es ist K° = 0 und das Glei-
chungssystem besitzt genau eine Losung.

BEISPIEL 5.11. Wir wollen das inhomogene lineare Gleichungssystem

2z +5y +2z v = 3
3xr —4dy +u +2v = 1
4x -2z +2u = 7.

iiber R 16sen. Wir eliminieren zuerst x, indem wir die erste Zeile I beibehal-
ten, die zweite Zeile II durch I1— %I und die dritte Zeile I11 durch I11—21



ersetzen. Das ergibt

2v 45y 42z —v =
—%y -3z +u —i—%v = ’77
—10y —62z 4+2u +2v = 1.

Wir kénnten jetzt aus der (neuen) dritten Zeile mit Hilfe der zweiten Zeile y
eliminieren. Wegen der Briiche eliminieren wir aber lieber z (dies eliminiert
gleichzeitig u). Wir belassen also die erste und zweite Zeile und ersetzen die
dritte Zeile 111 durch I11 — 211. Dies ergibt, wobei wir das System in einer
neuen Reihenfolge® aufschreiben, das System

2r +2z +5y —v = 3
7. _ =T

-3z +u -y +Iv =
13y —bv = 8.

Wir kénnen uns nun v beliebig (oder ,frei“) vorgeben. Die dritte Zeile legt
dann y eindeutig fest, es muss néamlich

8 n 5
=—4+—v
RS ERIT
gelten. In der zweiten Gleichung kénnen wir wieder u beliebig vorgeben, was

dann z eindeutig festlegt, ndmlich

B _1(_7_ 7 +23(8+5 )
A A N L E
B 1( g g 92+115>
T T3l T TR T T e Y
B 1(93 L2 )
— T3l% YT 13Y
_ BT
- 78 T3" T 3"
Die erste Zeile legt dann x fest, ndmlich
1
r = 5(3—22—5y+v)
i 93 1 12 8 5
= S3o2— p syt o522
pB—2-g tgu—ggu) =St vty
B 1(30 2 %y )
~ 9\13 3¢ 13¢
5°1° 2
pr— ———u__
13 3" 13

Daher kann man die Gesamtlosungsmenge als

{(151 2 8+5 93+1 12 ) R}
— ——U— —V, =+ =V, ——= + U — —V,U,V)| U,V
13 3 13713 137 78 3 39 77 ’

SEine solche Umstellung ist ungefiihrlich, wenn man den Namen der Variablen mit-
schleppt. Wenn man dagegen das System in Matrizenschreibweise auffithrt, also die Va-
riablennamen einfach weglésst, so muss man sich diese Spaltenvertauschungen merken.
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schreiben. Eine besonders einfache Losung ergibt sich, wenn man die freien
Variablen v und v gleich 0 setzt. Dies fiihrt auf die spezielle Losung
15 8 93
=(—,—=,—=—,0,0).
(x7y7z7u7v) (13’ 137 787 9 )
In der allgemeinen Losung kann man u und v als Koeffizienten rausziehen
und dann die Losungsmenge auch als

15 8 93 1 1 2 5 19
22 Py _20.-.1.0 _Z2 2 2o cR
(337 00 +u=30,3, L0 +v(=3, 73, - 35 0. Dlw,v € R}
schreiben. Dabei ist
1 1 2 5 12
0. -1 _Z 2 o R
{u< 370’37 70)+U( 137137 39707 )|,LL7/l}e }

eine Beschreibung der allgemeinen Losung des zugehorigen homogenen linea-
ren Gleichungssystems.
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