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AUFGABE 1. Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

(1) Ein Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum V.
(2) Eine stetige Abbildung zwischen zwei metrischen Rédumen M und N.
(3) Eine differenzierbare Kurve
v:I — R"
auf einem reellen Intervall I C R.
(4) Der Eigenraum zu A € K und einer K-linearen Abbildung
p:V—V.

(5) Eine trigonalisierbare lineare Abbildung ¢ :V — V (V ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum).
(6) Ein homogenes lineares Differentialgleichungssystem mit konstanten
Koeffizienten.
(7) Die Jacobi-Matriz zu einer partiell differenzierbaren Abbildung
¢ :R" — R™
in einem Punkt P € R".

(8) Das totale Differential in einem Punkt P € V einer in diesem Punkt
total differenzierbaren Abbildung

o V—W

(dabei seien V' und W endlichdimensionale reelle Vektorraume).

(1) Ein Skalarprodukt auf V ist eine Abbildung
VxV—R, (v,w)— (v,w),
mit folgenden Figenschaften:
(a) Es ist
(M1 + Aowa, y) = Ai(z1,y) + Aa(22,9)

fiir alle A\j, A2 € R, 21,29,y € V und ebenso in der zweiten
Komponente.
(b) Es ist
<U7 U)> = <w7 U>
fiir alle v,w € V.
(c) Esist (v,v) > 0 fiir alle v € V und (v, v) = 0 genau dann, wenn
v = 0 ist.
(2) Eine Abbildung
f:M— N
heifit stetig, wenn fiir jedes x € M und fiir jedes € > 0 ein § > 0
existiert, sodass

fU(x,6)) CU(f(z),¢€)



gilt.
(3) Eine Abbildung
v:I — R"
heifit eine differenzierbare Kurve, wenn fiir jedes t € I der Limes
V(t+h) — (1)
h

limy, o

existiert.
(4) Der Eigenraum zu A € K und ¢ ist durch

Eig, () :={v € V]p(v) = Av}
definiert.
(5) Eine lineare Abbildung ¢ : V' — V heifit trigonalisierbar, wenn sie
beziiglich einer geeigneten Basis durch eine obere Dreiecksmatrix
beschrieben wird.

(6) Ein homogenes lineares gewohnliches Differentialgleichungssystem
miut konstanten Koeffizienten ist eine Differentialgleichung der Form

/
v' = Muv,
wobei
a1 Qa2 ... Qip
21 Q22 ... Q2
M = .
Ap1 Ap2 ... Qpp

eine Matrix mit Eintrdgen a;; € C ist.
(7) Die Matrix

g—j;;(P) %(P)
Jak(@)P = : .. :
Gem(p) ... Zem(p)

heilt die Jacobi-Matriz zu ¢ im Punkt P.
(8) Die lineare Abbildung L mit der Eigenschaft

p(P+v) = @o(P) + L(v)+ [[v]] r(v)

(wobei 7 :U (0,5) — W eine in 0 stetige Abbildung mit 7(0) = 0
ist) heiBt das totale Differential von ¢ an der Stelle P.
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AUFGABE 2. Formuliere die folgenden Sétze bzw. Formeln.

(1) Die Formel fiir die Léange einer stetig differenzierbaren Kurve
v :|a,b] — R™.

(2) Der Satz iiber die Beziehung von algebraischer und geometrischer
Vielfachheit zu einer linearen Abbildung

p:V—V
auf einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V.

(3) Der Satz iiber den Zusammenhang von totaler Differenzierbarkeit
und Richtungsableitung fiir eine Abbildung

¢ :R*" — R™
in einem Punkt P € R™.
(4) Die Kettenregel zu zwei total differenzierbaren Abbildungen
f:R" — R™
und
g:R™ — RF
in einem Punkt P € R™.

Losung:

(1) Fiir die Kurvenlénge gilt

L) = [ sl d.

(2) Es sei A € K. Dann besteht zwischen der geometrischen und der
algebraischen Vielfachheit die Beziehung

dim (Eigy(¢)) < pa(e) -

(3) Sei p :R™ — R™ im Punkt P € R"™ total differenzierbar mit dem
totalen Differential (D¢g)p. Dann ist ¢ in P in jede Richtung v € R"
differenzierbar, und es gilt

(Dup)(P) = (D) p (v) -
(4) Die zusammengesetzte Abbildung go f :R® — R¥ ist ebenfalls to-
tal differenzierbar, und zwischen den totalen Differentialen in einem
Punkt P € R" besteht die Beziehung

(D(go f))p=(Dg)swryo(Df)p.
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AUFGABE 3. Wende das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren auf die
Basis

0 1 1
11,0}, 11
1 1 0
des R3 an.
Losung:
0
Der Vektor | 1 | besitzt die Norm \/5, somit ist
1
0
1
Uy = ?ﬁ
-
der zugehorige normierte Vektor. Der zweite Vektor muss senkrecht zu w4
0 1
sein und zusammen mit u; den Untervektorraum (| 1 |, | 0 |) aufspannen.
1 1
Dies fithrt zum Ansatz
0 0 1 0 A
O=([1],(1]+Ax[{0}))=(|1], 1 ) = 1+1+ X,
1 1 1 1 1+ A
sodass
A= =2
-2
und wy = | 1 | ist. Der normierte Vektor dazu ist
—1
2
Vo
Ug = 76
1
G
Der dritte Vektor muss senkrecht auf u; und us stehen. Ein solcher Vektor
-1
ist offenbar | —1 |. Daher kann man
1
_ 1
v
uz= | —3
1
V3

als dritten Vektor der Orthonormalbasis nehmen.
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AUFGABE 4. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Zeige, dass jede endliche Teil-
menge 1" C M abgeschlossen ist.

Losung:

Die endliche Punktmenge sei P, ..., P, € M. Wir miissen zeigen, dass das
Komplement U = M \ {Pi,..., P,} dieser Punktmenge offen ist. D.h. wir
miissen zeigen, dass es zu jedem Punkt Q € M, Q # Pi,..., P,, eine offene
Ballumgebung U (Q, €) gibt, die ganz in U liegt. Wegen @) # P, ist d(Q, P;) =

-----

keinen der Punkte.



AUFGABE 5. Wir betrachten die differenzierbare Kurve
f:0,7] — R% t +— (¢, sin t).
a) Skizziere das Bild dieser Kurve und den Streckenzug, der sich ergibt, wenn
man das Definitionsintervall in vier gleichlange Teilintervalle unterteilt.
b) Berechne die Gesamtlidnge des in a) beschriebenen Streckenzugs.

c) Zeige, dass fiir die Linge L dieser Kurve die Abschéitzung

Lgx/éﬂ

gilt.

Losung:

b) Die Unterteilungspunkte sind

T om 3T
0,—, =, —,m.
Y 4 ) 2 Y 4 ) m
Der Sinus hat dabei folgende Werte:
T 1 s 3T
sin0) =0, sin — = —, sin — =1, sin — = —, sin7m =0.
4 V2 2 4 V2
Dabei ergibt sich die zweite Gleichung aus sin 7 = cos 7 und der Kreis-

gleichung sin? z + cos? = 1. Die dritte Gleichung folgt daraus aus der
Symmetrie des Sinus.

Die erste Teilstrecke des Streckenzugs verbindet die beiden Punkte (0, 0) und
(% \%), deren Linge ist also

4
T Ly _ 1
™2 8
- Ve e
NG
= -V
4

Die zweite Teilstrecke des Streckenzugs verbindet die beiden Punkte (7, \%)
und (7, 1), deren Lénge ist also

T, L, 2 \/5—12
\/(Z)+(1__) = E+(T)
T 2+41-2V2

42+ 2

\/ﬁ 24 — 1612

Yol 42




1
= Z—l\/7r2+24— 16v/2.

Die dritte Teilstrecke ist gleichlang zur zweiten und die vierte Teilstrecke ist
gleichlang zur ersten. Daher ist die Gesamtlange dieses Streckenzugs insge-
samt gleich

1

S(Vr?+8+ \/w‘z +24 - 16V2).
¢) Da die Kurve stetig differenzierbar ist, ist sie auch rektifizierbar, und ihre
Lénge ist gleich

L:/ V14 cos? t dt.
0

Wegen —1 < cost < 1ist cos®t <1 und daher ist 1 + cos? t < 2. Wegen
der Monotonie der Quadratwurzel folgt

V14 cos?t < V2.
Also ist

/\/1+cos2tdt§/ V2dt = 2.
0 0



AUFGABE 6. Es sei
v :la,b] — R"
eine stetig differenzierbare Kurve und sei
p:R" — R"
eine lineare Isometrie. Beweise die Langengleichheit
L(v) = L(¢o7).

Losung:
Fiir eine stetig differenzierbare Kurve
v :la, b — R
gilt
b
Lo = [ Il .

Die Kurve ¢ oy ist ebenfalls stetig differenzierbar, und nach der Kettenregel
gilt

(0 07)'(t) = (De)yny(Y (1)) = ('(1),
da ¢ linear ist. Da ¢ eine Isometrie ist, stimmt die Norm von ~/(¢) mit der
Norm von ¢(7/(t)) iiberein. Daher ist

b b
wawz/HWowmnw:/Wwwuwzuw
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AUFGABE 7. Sei
viEL1 = R e (- + 1t

gegeben. Berechne das Wegintegral ldngs dieses Weges zum Vektorfeld
F(z,y,2) = (y° — vz, 2yz,50°2 — yz) .

Losung:
Es ist

/sz

/

t2 +1)? 2t
= ( —t2 + 1 | =2t |)dt
5t° —t —¢* + 1) 1
—2t2+1 2t
= ( —t5 + 3 | =2t |)dt
5t0 4+ 3 —t 1
= 2t(t4 — 2% + 1) — 2t(—t° + 7)) + 5t° +* — tdt

25 — ot A3 2+ 240 — ot L 5 3 — e

28 710 — A4tt — 383 + tdt

2 7 4 3 1
= (e Fps 2 T2

(7 G 50 1 T =
Fiir die geraden Exponenten heben sich die Summanden zu 1 und —1 weg, zu

ungeraden Exponenten verdoppeln sie sich. Daher ist dieses Integral gleich
2 4 10 — 28 —18 36
2( ) _ o

7 5

35 735 35
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AUFGABE 8. Lose das Anfangswertproblem
y" = 3yy’ +y* mit y(0) = 0 und 3'(0) = 2

durch einen Potenzreihenansatz bis zur vierten Ordnung.

Losung:

Wir machen den Ansatz .
y=) aut",
n=0

aufgrund der Anfangswertbedingungen ist ag = 0 und a; = 2. Es ist ¢/ =
S0 napt™ !t und v =307, n(n — 1)a,t™ 2. Aus der Gleichung

in(n —Da,t"?* =3 (i ant”> . (i nantn_l> + <i ant“>

lassen sich die Koeffizienten a; bestimmen.
Koeffizientenvergleich zu t° ergibt
2a0 = 3apaq —|—a(2) = 0,
also ist ag = 0.
Koeffizientenvergleich zu t! ergibt
6as = 3(aja1 + 2apaz) + 2apa; = 12,

also ist az = 2.
Koeffizientenvergleich zu t? ergibt

12a4 = 3 (asa; + 2aias + 3agas) + 2apay + a2 = a® = 4,
also ist as = 3.
Daher ist

2t + 2t° + %t‘*

die Losung des Anfangswertproblems bis zur Ordnung 4.
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AUFGABE 9. Bestimme die Eigenwerte und die Eigenrdume der durch die
Matrix

2 0 5
M=10 -1 0
8 0 5

gegebenen linearen Abbildung

0 :R* — R* v+— Mo.

Losung:

Das charakteristische Polynom ist

T —2 0 )
xu = det 0 zz+4+1 0
-8 0 x-95
= (z—-2)(x+1)(z—5) —40(z + 1)
— &+ 1)((z - 2)(x - 5) — 40)
= (z+1)(2* — 72 — 30).

Dies ergibt zunéichst den Eigenwert —1. Durch quadratisches Ergénzen (oder
direkt) sieht man fiir den quadratischen Term die Nullstellen —3 und 10, die
die weiteren Eigenwerte sind. Da es drei verschiedene Eigenwerte gibt ist
klar, dass zu jedem Eigenwert der Eigenraum eindimensional ist.

Eigenraum zu —1

Man muss die Lésungsmenge von

-3 0 =5 x 0
0 0 0 yl =10
-8 0 —6 z 0
0
bestimmen. Eine Losung ist offenbar der Spaltenvektor | 1 |, so dass der
0
0
Eigenraum zu —1 gleich A | 1 ] ist.
0

Eigenraum zu —3

Man muss die Losungsmenge von
-5 0 -5 x 0
0 -2 0 yl =10
-8 0 -8 z 0
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1
bestimmen. Eine Losung ist offenbar der Spaltenvektor | 0 |, so dass der
-1
1
Eigenraum zu —3 gleich A | 0 | ist.
-1
Eigenraum zu 10
Man muss die Losungsmenge von
8 0 =5 x 0
0 11 0 y|l =10
-8 0 5 z 0
5
bestimmen. Fine Losung ist offenbar der Spaltenvektor | 0 |, so dass der
8
5

Eigenraum zu 10 gleich A | 0 | ist.
8
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AUFGABE 10. Wir betrachten die lineare Abbildung

0 C — C?,
die beziiglich der Standardbasis durch die Matrix
2 1 -2+
A=10 ¢ 142
00 —1+2

beschrieben wird.
a) Bestimme das charakteristische Polynom und die Eigenwerte von A.
b) Berechne zu jedem Eigenwert einen Eigenvektor.

c) Stelle die Matrix fiir ¢ beziiglich einer Basis aus Eigenvektoren auf.

Losung:
a) Das charakteristische Polynom ist
r—2 -1 2—1
xXa = det 0 z—1t —-1-1
0 0 o+1-2
= (x—=2)(x—i)(x+1—2)
= 2% — (1 +3d)2” + (20 — 2(1 — 2i) — i(1 — 2i))z + 2i(1 — 24)
= 2% — (14 3i)2® + (=4 + 5i)z + 4 + 2i
und die Eigenwerte von A sind 2,7, —1 + 2i.
b) Wir bestimmen fiir jeden Eigenwert einen Eigenvektor.
r =2

Wir miissen ein nichttriviales Element im Kern von

0 -1 2—3
0 2—4¢ —1—1
0 O 3—2
1
bestimmen. Da gehort | 0 | dazu.
0

T =1
Dies fiihrt auf
2417 =1 2—1 a 0
0 0 —-1—1 bl =10
0 0 1—1 c 0
Wir wahlen ¢ = 0 und @ = 1 und erhalten b = —2 + 4, also ist
1

—241
0
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ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.
r=—1+4 21
Dies fiihrt auf

—-3+2t -1 2—1 a 0
0 —1+4+7 —1—1 bl =10
0 0 0 0

Mit ¢ = —144 und b = 1+ ist die mittlere Zeile erfillt. Die erste Zeile wird
dann zu
(=3+2i)a—1—i+(2—1i)(—-1+14)=0
und daher ist
(=3+2i)a=14+i—2—-4)(-1+i) =14+i—-2i+2—-1—17=2—2i.
Dabher ist

-3—-2 —10+ 2¢
= (2—-2))(=34+2))"t = (2—2i = .
a = ( i)(—3 + 2i) ( i) 3 3

Somit ist ,
—1042i
13
1414
—1+1

ein Eigenvektor zum Eigenwert —1 + 2.

c¢) Beziiglich einer Basis aus Eigenvektoren besitzt die beschreibende Matrix
die Gestalt

2 0 0

0 1 0

00 —1+2
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AUFGABE 11. Lose das lineare Anfangswertproblem
v\ (3 —4\ (v (0 _ (5
v) — N0 2 ) \wy) ™ \n0)) T 1)

Aus der zweiten Zeile folgt sofort
vy (t) = ae?,
wobei die Anfangsbedingung v,(0) = 1 durch a = 1 erfiillt wird. Fiir v; ergibt
sich daraus die inhomogene lineare Differentialgleichung in einer Variablen,
v = 3v; — 4e* mit v;(0) =5.
Die zugehorige homogene lineare Gleichung besitzt die Losungen ce3'. Mittels

Variation der Konstanten, also dem Ansatz v,(t) = c(t)e*, ergibt sich die
Bedingung

Losung:

d(t) = —4e* e = —4et.
Also ist ¢(t) = 4e™" + b mit einer Konstanten b € R. Aus
(4e® +b)e’ = 5
folgt b = 1. Die Losung ist also

(s = (*75%7)
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AUFGABE 12. a) Bestimme den Losungsraum des linearen Differentialglei-

chungssystems
x ,_ 2 1\ (=
y) 3 4)\y)"

b) Lose das Anfangswertproblem

()= D0
mit der Anfangsbedingung (”583) _ (3)

Losung:

a) Wir berechnen die Eigenwerte der Matrix. Das charakteristische Polynom
davon ist

det (A__; A__14) — (A—2)(A—4)—3 = A2—6A+5 = (A—1)(A—5).

Daher sind 1 und 5 die Eigenwerte, und daher ist die Matrix diagonalisierbar.

Zur Bestimmung eines Eigenvektors zum Eigenwert 1 berechnen wir den Kern
von

-1 -1

-3 =3/
Dies ergibt den Eigenvektor (_11> zum Eigenwert 1 und damit die erste

o (1),

Zur Bestimmung eines Eigenvektors zum Eigenwert 5 berechnen wir den Kern
von

3 -1

-3 1 /)
Dies ergibt den Eigenvektor (zl))) zum EBigenwert 5 und damit die zweite

(1)

Die allgemeine Losung hat demnach die Form

e (1 s (1) _ [ ae' +be”
ae (_1) be 3] = _aet + 305t ,a,beR.

b) Um das Anfangsproblem zu 16sen miissen wir a und b so bestimmen, dass

()= ()

Fundamentallosung

Fundamentallosung
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ist. Dies ist ein lineares Gleichungssystem, Addition fiihrt auf
4 =9,

und daher a = —}l. Die Losung des Anfangswertproblems ist also

L1, 95 (1

9

also b = I



AUFGABE 13. Bestimme zur Funktion
fR—R, t—t%
die Richtungsableitung in Richtung 3 fiir jeden Punkt.

Losung:
Es ist
(D3f)(t) = 3(Dyf)(t) = 3f'(t) = 3-2t = 6t.

19
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AUFGABE 14. Bestimme die Jacobi-Matrix der Abbildung

fR*\{(0,0)} — R? (2,9) —> (

in jedem Punkt.

sin x %y
m2+y4’ $2+y2’

In (2% + y2)>

Losung:
Die partiellen Ableitungen sind
ofi (22 4+ y*) cos ¥ — 2z sin x

Oz (% + y*)? ’
ofy  —4ysinw
dy (@ yh)?
Ofy  2wy(a®+y?) —2?y(2x)  2ay’
or (22 4 12)? - (22 4+ 42)2’
ofy 2@ +y°) —2%y(2y)  zt —a?y
Oy (22 + y2)2 (22 + y2)2’
dfs 2«
r 2+
und
ofs 2y
% " Fg
Somit ist die Jacobi-Matrix in einem Punkt (z,y) gleich
(x24y*) cos x —2x sinx  —4y3 sin x
s’ Gy
@y @1
2z 2y

x2+y2 x2 +y2
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AUFGABE 15. Bestétige die Kettenregel fiir g o f fiir die beiden differenzier-
baren Abbildungen
f:R— R tr— (t* —t,—1t?),
und
g:R* — R, (z,y) — vy +x+9.
Losung:
Die zusammengesetzte Abbildung g o f ist durch

g(f(t) = g(t® —t,—1%)
= (B —t)(-t)+t -t -+
= P+ 42—t
A

gegeben, ihre Ableitung ist
5t +6t% — 2t — 1.
Die Jacobi-Matrix zu f ist

Jak(f), = (3ti2_t 1)

und die Jacobi-Matrix zu g ist
Jak(g)oy = (4 + 1, 2 +1) .
Dabher ist die Jacobi-Matrix zu ¢ in einem Punkt f(¢) gleich
Jak(9) (s, 1200y = (=7 + 1, £ =t +1) .
Das zu bildende Matrixprodukt dieser beiden Matrizen ist

(=" +1, t3—t+1)o<3ti2_tl) = (—P+D)EE -1+ —t+1)(-2t)

= 3t 442 —1 -2 + 26> — 2
—5t* + 612 — 2t — 1.

Dies stimmt natiirlich mit der direkt bestimmten Ableitung {iberein.



