Totale Differenzierbarkeit und partielle Ableitungen

Im Folgenden wollen wir den Zusammenhang zwischen Richtungsableitun-
gen, partiellen Ableitungen und dem totalen Differential verstehen.

Totale Differenzierbarkeit impliziert richtungsweise Differenzierbarkeit.

PrROPOSITION 45.1. Seien V' und W endlichdimensionale K-Vektorriume,
G C V eine offene Teilmenge, und ¢ :G — W eine im Punkt P € G diffe-
renzierbare Abbildung. Dann ist ¢ in P in jede Richtung v differenzierbar,
und es gilt

(Dyp)p = (Dp)p(v).

Beweis. Da (Dy)p eine lineare Abbildung von V' nach W ist, liefert die An-
wendung dieser Abbildung auf einen Vektor v € V einen Vektor in (D) p(v) €
W. Nach Voraussetzung haben wir

p(P +v) = o(P) + (Dg)p(v)+ [|v]] -r(v)

(mit den iiblichen Bedingungen an r). Insbesondere gilt fiir (hinreichend
kleines) s € K

p(P + sv) = @(P) + s(Dp)p(v)+ |s] - [[v]] -r(sv).

Also gilt
P — (P D . .
gy CPEN=GP) L S(D)po) [s] o] (o)
s
: s
~ o (D9)r(0) + 2L 1o] )
= (De)p(v),
da limg_¢ r(sv) = 0 und der Ausdruck % ||v|| beschrénkt ist. O

Vor dem Beweis der néchsten Aussage erinnern wir an den Mittelwertsatz
fir Kurven: Sei h :[a,b] — K" differenzierbar. Dann existiert ein ¢ € [a, b
mit

[17(b) = h(a) ||< (b —a) [[W(c)]] -

SATZ 45.2. Sei G C K" offen und ¢ : G — K™ eine Abbildung. Seien x;, i =
1,...,n, die Koordinaten von K™ und P € G ein Punkt. Es sei angenommen,
dass alle partiellen Ableitungen in einer offenen Umgebung von P existieren
und in P stetig sind. Dann ist  in P (total) differenzierbar. Ist die Abbildung
@ beziiglich einer Basis des K™ durch die Koordinatenfunktionen fi,..., fm
gegeben, so wird unter diesen Bedingungen das totale Differential in P durch

die Jacobi-Matrix
of;
(o)
Li 1<i<n,1<j<m

S0 >

beschrieben.
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Beweis. Indem wir GG durch eine eventuell kleinere offene Umgebung von P
ersetzen, konnen wir annehmen, dass auf G die Richtungsableitungen

@ — (D)@ = (Duplo = (FR(Q)... F2(Q) e xer

existieren und in P stetig sind. Daher ist nach Fakt ** die lineare Abbildung

K" — K™ v=(v1,...,0,) — zn:vi(D ©)(P)

der einzige Kandidat fiir das totale Differential. Daher miissen wir zeigen,
dass diese lineare Abbildung die definierenden Eigenschaft des totalen Dif-
ferentials besitzt. Setze P, = P + vie; + ... + v;e; (abhéngig von v). Dann
gelten mit dem Ansatz

r(v) = p(P +v) = o(P) = YL vi(Di(9))(P)

(fiir v hinreichend klein) die Abschétzungen
p(P +v) —p(P) = 3L vi(Di(p)) (P
iy = LetP+e) = o(P) = St uDi(P

[|]|
_ I (e(B) — e(Pir) — vi(Di(9))(P)) ||
1l
< Z”: || o () SO(PZ-G)UH vi(Di(#))(P) ]|
_ XZ; e (Pi-1 + vies) — 90|(|];z|—|1) vi(Di(9))(P) ||

Wir betrachten jeden Summanden einzeln. Fiir fixiertes ¢ ist die Abbildung
(die auf dem Einheitsintervall definiert ist)

hi : s — @(Pi_1 + svie;) — svi(D;i(p))(P)

differenzierbar (aufgrund der Existenz der partiellen Ableitungen auf GG) mit
dem Differential

s — 0i(Di(9))(Pi—1 + svie;) — v;(Dy(0)) (P) .

Nach dem Mittelwertsatz existiert eine reelle Zahl 0 < ¢; < 1, so dass (dies
ist die Norm von h;(1) — h;(0))

lp(Picy + viei) — o(Pica) — vi(Di(@))(P) ] [[0i(Di()) (Pia + civies) — vi(Di(9))(P) ||
| o] - [| (D)) (Pica + civies) — (D)) (P) ||

o]l [ (Di()) (Pie1 + civies) — (Di(9))(P) ]|

gilt. Aufsummieren liefert also, dass unser Ausdruck || 7(v) || nach oben
beschrénkt ist durch

Z||v|| | (Di(@))(Pi—1 + civie;) — (Di(9))(P) ]| < TLZH Pi_i + civie;) — (Di(@))(P) ||

]
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Da die partiellen Ableitungen D;(¢p) stetig in P sind, wird die Summe rechts
mit v beliebig klein. Also ist der Grenzwert fiir v — 0 gleich 0. U

KOROLLAR 45.3. Polynomfunktionen sind total differenzierbar.

Beweis. Dies folgt aus Satz 44.10 und daraus, dass die partiellen Ableitungen
von Polynomfunktionen wieder Polynomfunktionen und daher stetig sind.
OJ

Zu einer reellwertigen Funktion
f:G—R

interessieren wir uns wie schon bei einem eindimensionalen Definitionsbereich
fiir die Extrema, also Maxima und Minima, der Funktion, und inwiefern man
dies anhand der Ableitungen (falls diese existieren) erkennen kann. Wenn
eine solche Funktion total differenzierbar ist, so ist das totale Differential
i neinem Punkt eine lineare Abbildung von V' nach K. Fiir solche linearen
Abbildungen gibt es einen eigenen Namen.

DEFINITION 45.4. Sei K ein Korper und sei V' ein K-Vektorraum. Eine
lineare Abbildung
V — K

heifit auch eine Linearform auf V.

DEFINITION 45.5. Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Dann heifit
der Homomorphismenraum

V* = Homg (V, K)

der Dualraum zu V.

Wenn G C K" ist, so bilden die partiellen Ableitungen in einem Punkt
P € G eine Matrix mit einer einzigen Zeile, die bei stetigen partiellen Ab-
leitungen das totale Differential représentiert. Eine solche Matrix kann man
aber ebenso auch als ein n-Tupel in K und damit als einen Vektor in K™ auf-
fassen. Dieser Zusammenhang zwischen Vektoren und Linearformen beruht
auf dem Standardskalarprodukt des K", und lésst sich konzeptioneller mit
Hilfe von Bilinearformen erfassen. Bilinearformen haben wir in Zusammen-
hang mit multilinearen Abbildungen und Skalarprodukten kennengelernt, sie
sind spezielle multilineare Abbildungen.

DEFINITION 45.6. Sei K ein Korper und sei V' ein K-Vektorraum. Eine
Abbildung
VxV—K, (v,w) — (v,w),
heilt Bilinearform, wenn fiir alle v € V' die induzierten Abbildungen
V— K, w+— (v,w),
und fiir alle w € V' die induzierten Abbildungen

V— K, v— (v,w),
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K-linear sind.

Eine wichtige Eigenschaft von Bilinearformen, die Skalarprodukte erfiillen,
wird in der néchsten Definition formuliert.

DEFINITION 45.7. Sei K ein Korper und sei V' ein K-Vektorraum. Eine
Bilinearform

VxV—K, (v,w) — (v,w),

heilt nicht ausgeartet, wenn fiir alle v € V, v # 0, die induzierten Abbildun-
gen

V— K, w+— (v,w),

und fiir alle w € V, w # 0, die induzierten Abbildungen
V— K, v— (v,w),

nicht die Nullabbildung sind.

In der néchsten Vorlesung werden wir fiir Vektorrdaume, auf denen eine nicht-
ausgeartete Bilinearform gegeben ist, eine bijektive Beziehung zwischen Vek-
toren und Linearformen beweisen und damit einen Zusammenhang zwischen
dem totalen Differential zu einer Funktion in einem Punkt und einem Vektor,
dem sogenannten Gradienten der Funktion in diesem Punkt, herstellen.

DEFINITION 45.8. Zu einer Funktion

f:G—K,

wobei G ein metrischer Raum sei, nennt man zu ¢ € K die Menge

Ne={z e G| f(z) = c}

die Nweaumenge zu f zum Wert c.
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