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Aufwirmaufgaben

AUFGABE 31.1. Sei V ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt (—, —)
und sei U C V ein Untervektorraum. Zeige, dass die Einschrankung des Ska-
larproduktes auf U ebenfalls ein Skalarprodukt ist.

AUFGABE 31.2. Sei V ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt (—, —)
und sei U C V ein Untervektorraum. Zeige, dass das orthogonale Komple-
ment ebenfalls ein Untervektorraum von V' ist.

AUFGABE 31.3. Sei V ein Vektorraum iiber R mit einem Skalarprodukt
(—, —) und der zugehorigen Norm || —||. Zeige, dass die Beziehung

1
(v, w) = S(lv+wlP =[] = [Jw|P)

gilt.

AUFGABE 31.4. Sei V ein Vektorraum iiber R mit einem Skalarprodukt
(—,—) und der zugehorigen Norm || — ||. Zeige, dass die sogenannte Par-
allelogrammgleichung

v+ wlf® +]lv—w|]’=2]|v]]* +2]|w]
gilt.

AUFGABE 31.5. Sei V ein Vektorraum iiber R mit einem Skalarprodukt
(—,—). Zeige, dass der zugehorige Abstand die folgenden Eigenschaften be-
sitzt (dabei sind u, v, w € V).

(1) Es ist d(v,w) > 0.

(2) Esist d(v,w) = 0 genau dann, wenn v = w.
(3) Esist d(v,w) = d(w,v).

(4) Es ist

d(u,w) < d(u,v) + d(v,w).
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AUFGABE 31.6. Der R3 sei mit dem Standardskalarprodukt versehen. Es sei
U C R? der Kern der linearen Abbildung

R® — R, (2,9,2) — 3z +y + 72,

versehen mit dem eingeschrénkten Skalarprodukt. Man bestimme eine Or-
thonormalbasis fiir U.

AUFGABE 31.7. Sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension n. Zeige,
dass eine Vektorfamilie uy,...,u, € V genau dann eine Orthonormalbasis
von V ist, wenn die zugehorige lineare Abbildung

R" — V, e; — u,

eine Isometrie zwischen R™ und V ist.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 31.8. (2 Punkte)

Sei V' ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt (—, —). Beweise den
Satz des Pythagoras: Fiir zwei Vektoren v, w € V, die senkrecht aufeinander
stehen, gilt die Beziehung

1o +wlP=[[v|* + [Jw]* .

AUFGABE 31.9. (3 Punkte)

Wende das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren auf die Basis

~1 2 7
2|, [-4],1(3
3 5 1

des R3, versehen mit dem Standardskalarprodukt, an.

AUFGABE 31.10. (4 Punkte)

Der R* sei mit dem Standardskalarprodukt versehen. Es sei U C R* der Kern
der linearen Abbildung

R* — R, (2,9, z,w) — 42 — 3y + 22 — 5w,

versehen mit dem eingeschrénkten Skalarprodukt. Man bestimme eine Or-
thonormalbasis fiir U.



AUFGABE 31.11. (3 Punkte)

Sei V ein euklidischer Vektorraum und sei uq, ..., u, € V eine Orthonormal-
basis von V. Zeige, dass fiir jeden Vektor v € V' die Beziehung

n

v = Z(v,ui>ui

i=1
gilt.

AUFGABE 31.12. (6 Punkte)
Sei V' ein euklidischer Vektorraum und sei
p:V—V
eine lineare Abbildung. Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind.

(1) @ ist eine Isometrie.
(2) Fiir jeden Vektor v mit ||v]||=1 ist auch ||¢(v)||= 1.

(3) Fiir jede Orthonormalbasis u;,i = 1,...,n,ist auch p(u;),i = 1,...,n,
eine Orthonormalbasis.

(4) Es gibt eine Orthonormalbasis u;,i = 1,...,n, derart, dass auch
o(u;),i =1,...,n, eine Orthonormalbasis ist.

AUFGABE 31.13. (3 Punkte)
Man gebe ein Beispiel einer bijektiven linearen Abbildung
0 R — R
an, die keine Isometrie ist, fiir die aber fiir alle u,v € V' die Beziehung
(u,v) = 0 genau dann, wenn (p(u), ¢(v)) =0
gilt.



