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Einfiihrung in die Algebra
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Konstruierbare und algebraische Zahlen

Wir wollen nun die konstruierbaren Zahlen algebraisch mittels quadrati-
scher Korpererweiterungen charakterisieren. Unter einer reell-quadratischen
Korpererweiterung eines Korpers K C R verstehen wir eine quadratische
Korpererweiterung K C K’ mit K’ C R, die sich also innerhalb der reellen
Zahlen abspielt. Eine solche Korpererweiterung ist immer gegeben durch die
Adjunktion einer Quadratwurel einer positiven reellen Zahl /¢ mit ¢ € K,
Ve & K. Es gilt die Isomorphie

K[ve] = K[X]/(X* = ).

LEMMA 1. Sei K C R ein Korper. Es sei P € C ein Punkt, der sich aus K?
in einem Schritt konstruieren ldsst. Dann liegen die Koordinaten von P in
einer reell-quadratischen Korpererweiterung von K.

Beweis. Wir gehen die drei Moglichkeiten durch, einen Punkt aus K? in
einem Schritt zu konstruieren. Es sei P der Schnittpunkt von zwei ver-
schiedenen Geraden (G; und G, die iiber K definiert sind. Es sei also
G ={(z,y) : ez + by +c1 =0} und Go = {(z,y) : asx + bod + 5 = 0}
mit a,, b1, c1, ag, by, co € K. Dann gehort der Schnittpunkt zu K? und seine
Koordinaten gehoéren zu K. Sei G eine iiber K definierte Gerade und C'
ein iiber K definierter Kreis. Dann ist G = {(z,y) : az + by + ¢ = 0}
und C = {(z,y) : (x —71)*+ (y — ) = d} mit a,b,c,r,s,d € K. Wir
kénnen annehmen, dass b # 0 ist, so dass die Geradengleichung auf die Form
y = uxr + v gebracht werden kann. Einsetzen von dieser Gleichung in die
Kreisgleichung ergibt eine quadratische Gleichung fiir = iiber K. Die reellen
Koordinaten der Loésungen davon liegen in einer quadratischen Erweiterung
von K. Das gilt dann auch fiir die zugehorigen Losungen fiir y. Seien nun C
und Cy zwei iiber K definierte verschiedene Kreise. Es seien C7 = {(z,v) :
(x—r1)?+(y—s1)—a; =0} und Cy = {(x,y) : (x—712)*+(y—s2)? —az =0}
die Kreisgleichungen. Ein Schnittpunkt der beiden Kreise muss auch jede Li-
nearkombination der beiden Gleichungen erfiillen. Wir betrachten die Diffe-
renz der beiden Gleichungen, die die Gestalt

2(=2ry + 2r9) + 17 — 15 + y(—2s1 + 283) + 51 — 55 —a; +ag =0

besitzt. D.h. dies ist eine Geradengleichung, und die Schnittpunkte der beiden
Kreise stimmen mit den Schnittpunkten eines Kreises mit dieser Geraden
iiberein. Wir sind also wieder im zweiten Fall. U



BEIspIEL 2. Wir betrachten die beiden Kreise mit den Kreisgleichungen
22+ y*=1und (z —2)% 44> = 3.
Die Differenz der beiden Gleichungen ist
v —(r—-2)2+2=0

bzw.

1
4r =2 und x = 7"
Die Schnittpunkte der beiden Kreise miissen also auch auf der durch x =
gegebenen Gearden liegen. Setzt man diese Geradenbedingung in die erst
Kreisgleichung ein, so erhélt man
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SATZ 3. Es sei P € C eine komplexe Zahl. Dann ist P eine konstruierbare
Zahl genau dann, wenn es eine Kette von reell-quadratischen Korpererweite-
rungen

QCcK,CcKyC...CK,
qibt derart, dass die Koordinaten von P zu K, gehdren.

Beweis. Es sei P € C eine konstruierbare komplexe Zahl. D.h. es gibt eine
Folge von Punkten Py, ..., P, = P derart, dass P;;; aus den Vorgéngerpunk-
ten {0,1, Py,..., P;} in einem Schritt konstruierbar ist. Es sei P, = (a;,b;)
und es sei
K; = Q(ay, by, ..., a;,b;)

der von den Koordinaten der Punkte erzeugte Unterkoérper von R. Nach
Lemma 25.1 liegt K;;; in einer reell-quadratischen Korpererweiterung von
K; (und zwar ist K,y = K; oder K; 1 ist eine reell-quadratische Korperer-
weiterung von K;). Die Koordinaten von P liegen also in K,,, und K, ist das
Endglied in einer Folge von quadratischen Korpererweiterungen von Q. Sei
umgekehrt angenommen, dass die Koordinaten eines Punktes P = (a,b) in
einer Kette von reell-quadratischen Koérpererweiterungen von Q liegen. Wir
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zeigen durch Induktion iiber die Lange der Korperkette, dass die Zahlen in ei-
ner solchen Kette aus quadratischen Korpererweiterungen konstruierbar sind.
Bei n = 0 ist Ky = Q, und diese Zahlen sind konstruierbar. Sei also schon
gezeigt, dass alle Zahlen aus K, konstruierbar sind, und sei K,, C K, eine
reell-quadratische Korpererweiterung. Nach Lemma 22.10 ist K,, 11 = K,[\/c]
mit einer positiven reellen Zahl ¢ € K,,. Nach Induktionsvoraussetzung ist c
konstruierbar und nach Lemma 24.10 ist y/c konstruierbar. Daher ist auch
jede Zahl u + vy/c mit u,v € K,, konstruierbar. Damit sind die Koordi-
naten von P konstruierbar und somit ist nach Lemma 24.7 auch P selbst
konstruierbar. O

Man kann ebenfalls zeigen, dass eine komplex-algebraische Zahl z genau dann
konstruierbar ist, wenn der Grad des Zerfiallungskorpers des Minimalpoly-
noms von z eine Potenz von 2 ist. Dies erfordert jedoch die Galoistheorie.
Fiir viele Anwendungen ist allerdings schon die oben vorgestellte Charakte-
risierung bzw. die folgenden Korollare ausreichend.

KOROLLAR 4. Eine mit Zirkel und Lineal konstruierbare Zahl ist algebra-
isch.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 25.3, aus Satz 23.1 und aus Satz 22.1. [
KOROLLAR 5. Sei z € C eine konstruierbare Zahl. Dann ist der Grad des

Minimalpolynoms von z eine Potenz von zwei.

Beweis. Die Koordinaten der konstruierbaren Zahl z liegen nach Satz 25.3
in einer Folge von reell-quadratischen Korpererweiterungen

QCcKiCKyC...CK,.

Diese Kette kann man um die komplex-quadratische Korpererweiterung K, C
K, [i] = L ergéinzen mit z € L. Dabei ist Q(z) = Q[z] C L ein Unterkorper
und daher ist nach Satz 23.1 der Grad von Q[z] iiber Q ein Teiler von 2",
also selbst eine Potenz von 2. U

Das Delische Problem

Wir kommen zur ersten Konsequenz von unserer systematischen Untersu-
chung der konstruierbaren Zahlen auf die klassischen Konstruktionsproble-
me.



Die Bewohner der Insel Delos befragten
wéhrend einer Pestepidemie 430 v. Chr. das
Orakel von Delphi. Sie wurden aufgefordert, den
wiirfelformigen Altar des Apollon zu verdop-
peln.

KOROLLAR 6. Die Wiirfelverdopplung mit Zirkel und Lineal ist nicht méglich.

Beweis. Wir betrachten einen Wiirfel mit der Kantenldnge 1 und dem Volu-
men 1. Die Konstruktion eines Wiirfels mit dem doppelten Volumen wiirde
bedeuten, dass man die neue Kantenlinge, also 2'/% mit Zirkel und Lineal
konstruieren konnte. Das Minimalpolynom von 2'/3 ist X? — 2, da dieses of-
fenbar 2'/3 annulliert und nach Satz 22.13 irreduzibel ist. Nach Korollar 25.5
ist 2/% nicht konstruierbar, da 3 keine Zweierpotenz ist. O

Die Quadratur des Kreises

SATZ 7. Es ist nicht méglich, zu einem vorgegebenen Kreis ein flichengleiches
Quadrat mit Zirkel und Lineal zu konstruieren.

Beweis. Wenn es ein Konstruktionsverfahren géibe, so konnte man insbeson-
dere den Einheitskreis mit dem Radius 1 quadrieren, d.h. man koénnte ein
Quadrat mit der Seitenldnge /7 mit Zirkel und Lineal konstruieren. Nach
Korollar 25.4 muss aber eine konstruierbare Zahl auch algebraisch sein. Nach
dem Satz von Lindemann ist aber 7 und damit auch /7 transzendent. [J

Es gibt natiirlich einige geometrische Methoden die Zahl 7 zu erhalten, z.B.
die Abrollmethode und die Schwimmbadmethode.
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