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Mathematik fiir Anwender 1

Vorlesung 6

Der zentrale Begriff der linearen Algebra ist der Vektorraum.

Vektorraume

DEFINITION 6.1. Es sei K ein Koérper und V' eine Menge mit einem ausge-
zeichneten Element 0 € V' und mit zwei Abbildungen

+:VxV —V, (u,v) — u+w,

und
KxV —V, (r,v)—rv=r-u.

Dann nennt man V' einen K- Vektorraum (oder einen Vektorraum iiber K),
wenn die folgenden Axiome erfiillt sind! (dabei seien r, s € K und u,v,w € V
beliebig) 2

(1) u+v="0v+u,
(2) (u+v)+w=u+ (v+w),

(3) v+0=u,

(4) Zu jedem v gibt es ein z mit v + z = 0.
(5) r(su) = (rs)u,

(6) r(u+v) =ru+rv,

(7) (r+ s)u = ru + su,

(8) 1-u=u.

Die Verkniipfung in V' nennt man (Vektor)-Addition und die Operation
K xV — V nennt man Skalarmultiplikation. Die Elemente in einem Vek-
torraum nennt man Vektoren, und die Elemente r € K heiflen Skalare. Das
Nullelement 0 € V wird auch als Nullvektor bezeichnet, und zu v € V
heifit das inverse Element das Negative zu v und wird mit —v bezeichnet.
Den Korper, der im Vektorraumbegriff vorausgesetzt ist, nennt man auch
den Grundkorper. Alle Begriffe der linearen Algebra beziehen sich auf einen
solchen Grundkorper, er darf also nie vergessen werden, auch wenn er manch-
mal nicht explizit aufgefithrt wird. Bei K = R spricht man von reellen Vek-
torrdumen und bei K = C von komplexen Vektorrdumen. Bei reellen und

IDie ersten vier Axiome, die unabhingig von K sind, bedeuten, dass (V,0,+) eine
kommutative Gruppe ist.

2 Auch fiir Vektorriume gilt die Klammerkonvention, dass Punktrechnung stéirker bin-
det als Strichrechnung.
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komplexen Vektorrdumen gibt es zusétzliche Strukturen wie Langen, Win-
kel, Skalarprodukt. Zunéchst entwickeln wir aber die algebraische Theorie
der Vektorrdume iiber einem beliebigen Korper.

BEISPIEL 6.2. Es sei K ein Korper und n € N,. Dann ist die Produktmenge

K'=Kx---xK={(x1,...,2,)| z; € K}
—_—

n—mal

mit der komponentenweisen Addition und der durch
Mz, .oy xn) = ATy, .00, Axy,)

definierten Skalarmultiplikation ein Vektorraum. Man nennt ihn den n-di-
mensionalen Standardraum. Insbesondere ist K! = K selbst ein Vektorraum.

Der Nullraum 0, der aus dem einzigen Element 0 besteht, ist ebenfalls ein
Vektorraum. Man kann ihn auch als K° = 0 auffassen.

BEISPIEL 6.3. Die komplexen Zahlen C bilden einen Koérper und daher bil-
den sie einen Vektorraum iiber sich selbst. Andererseits sind die komplexen
Zahlen als additive Struktur gleich R?. Die Multiplikation einer komplexen
Zahl a + bi mit einer reellen Zahl A = (A, 0) geschieht komponentenweise,
d.h. diese Multiplikation stimmt mit der skalaren Multiplikation auf R? iibe-
rein. Daher sind die komplexen Zahlen auch ein reeller Vektorraum. Unter
Verwendung einer spéteren Terminologie kann man sagen, dass C ein ein-
dimensionaler komplexer Vektorraum ist und dass C ein zweidimensionaler
reeller Vektorraum ist mit der reellen Basis 1 und «.

BEISPIEL 6.4. Sei R = K[X] die Menge aller Polynome in einer Variablen
iiber dem Korper K. Man definiert eine Addition auf R, indem man zu zwei
Polynomen

P= En:aixi und @ = zm:bz-xi
i=0 i=0
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folgendermaflen vorgeht. Es sei n = max (n,m). Man kann dann @ als eine
Summe schreiben, die bis n lduft, indem man die dazu benétigten Koeffizi-
enten b;, © > m, gleich null setzt. Damit definiert man die Summe kompo-

nentenweise, also
n n
P+Q = E a;x" + g b;x'.
i=0 i=0

Des Weiteren kann man ein Polynom P = )"  a;x’ mit einem Skalar A € K
multiplizieren, indem man

AP = i(Aai)X
i=0

setzt. Man kann einfach nachpriifen, dass mit diesen Operationen ein Vek-
torraum vorliegt.

LEMMA 6.5. Es set K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Dann gelten
die folgenden Figenschaften (dabei seiv € V und X\ € K ).

(1) Esist v =0.3

(2) Esist N0 = 0.

(3) Esist (—1)v = —v.

(4) Aus X # 0 und v # 0 folgt v # 0.

Kokokokok ]

Beweis. Siehe Aufgabe

Erzeugendensysteme und Untervektorridume

DEFINITION 6.6. Es sei K ein Koérper und V' ein K-Vektorraum. Eine Teil-
menge U C V heit Untervektorraum, wenn gilt

(1) 0eU.
(2) Mit u,v € U ist auch u +v € U.
(3) Mit w € U und X € K ist auch A\u € U.

Auf einem solchen Untervektorraum kann man die Addition und die skalare
Multiplikation einschrénken. Daher ist ein Untervektorraum selbst ein Vek-
torraum, siehe Aufgabe ***** Die einfachsten Untervektorraume in einem
Vektorraum V' sind der Nullraum 0 und der gesamte Vektorraum V.

LEMMA 6.7. Es sei K ein Korper und

a1 + a12T2 + ... + a1y =0
a1 X1 + A0Zo + ...+ aspx, = 0
A1 + Qoo + ...+ Ay, = 0

3Man mache sich hier und im Folgenden klar, wann die 0 in K und wann sie in V zu
verstehen ist.
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ein lineares Gleichungssystem diber K.  Dann ist die Menge aller Lésungen
des Gleichungssystems ein Untervektorraum des K™ (mit komponentenweiser
Addition und Skalarmultiplikation).

Beweis. Siehe Aufgabe *****, O

Man spricht daher auch vom Ldosungsraum des Gleichungssystems. Insbeson-
dere addiert man zwei lineare Gleichungen, indem man die zu einer Variablen
gehorenden Koeffizienten jeweils miteinander addiert. Die Losungsmenge ei-
nes inhomogenen Gleichungssystems ist kein Vektorraum. Dennoch gibt es
auch dafiir eine sinnvolle Addition, wobei man wieder die Koeffizienten zu
den Variablen, aber auch die inhomogenen Koeffizienten miteinander addie-
ren muss.

BEISPIEL 6.8. Wir kniipfen an die homogene Version von Fakt ***** an_d.h.
wir berachten das homogene lineare Gleichungssystem

2z +5y +2z —v = 0
3r —4dy +u +2v = 0
4x —2z 42u = 0.

iiber R. Aufgrund von Fakt ***** ist die Losungsmenge L ein Untervektor-
raum von R®. Wir haben ihn in Fakt ***** explizit als
1 1 2 5 12

{u(=5:0.3. L0+ (=55 350 551
beschrieben, woraus ebenfalls erkennbar ist, dass dieser Losungsraum ein
Vektorraum ist. In dieser Schreibweise wird klar, dass L in Bijektion zu R?
steht, und zwar respektiert diese Bijektion sowohl die Addition als auch die
Skalarmultiplikation (der Losungsraum L' des inhomogenen Systems steht
ebenfalls in Bijektion zu R?, allerdings gibt es keine sinnvolle Addition und
Skalarmultiplikation auf L’). Allerdings hingt diese Bijektion wesentlich von
den gwéhlten ,Basislosungen® (—%,0, %, 1,0) und (—%, %, —%,O, 1) ab, die
u.A. von der gewédhlten Eliminationsreihenfolge abhéngen. Es gibt fiir L an-
dere gleichberechtigte Basislosungen.

0,1)|u,v € R}

An diesem Beispiel kann man sich Folgendes klar machen: Der Losungsraum
eines linearen Gleichungssystems ist ,,in natiirlicher Weise®, d.h. unabhéngig
von jeder Auswahl, ein Untervektorraum des R"™ (wenn n die Anzahl der
Variablen ist). Der Losungsraum kann auch stets in eine ,lineare Bijektion*
(eine ,, Isomorphie*) mit dem R™™™~! gebracht werden, doch gibt es dafiir
keine natiirliche Wahl. Dies ist einer der Hauptgriinde dafiir, mit dem ab-
strakten Vektorraumbegriff zu arbeiten anstatt lediglich mit dem K™.

DEFINITION 6.9. Es sei K ein Kérper und V ein K-Vektorraum. Es sei
vy, ..., U, eine Familie von Vektoren in V. Dann heifit der Vektor

a1V + agVg + ... + ayv, mit a; € K

eine Linearkombination dieser Vektoren (zum Koeffiziententupel (aq, ..., a,)).
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Zwei unterschiedliche Koeffiziententupel konnen denselben Vektor definieren.

DEFINITION 6.10. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Dann heifit
eine Familie v; € V| ¢ € I, ein Erzeugendensystem von V', wenn man jeden
Vektor v € V darstellen kann als?

v = Z)‘jvj

jeJ
mit einer endlichen Teilfamilie J C I und mit \; € K.

DEFINITION 6.11. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Zu einer
Familie v;, © € I, setzt man

(v,,iel)= {Z civi| ¢; € K, J C I endliche Teilmenge}
icJ
und nennt dies den von der Familie erzeugten oder aufgespannten Untervek-
torraum.

Der von der leeren Menge erzeugte Unterraum ist der Nullraum.® Dieser wird
ebenso von der 0 erzeugt. Zu einem einzigen Vektor v besteht der aufgespann-
te Raum aus Kv = {\| X € K}. Bei v # 0 ist dies eine Gerade, was wir im
Rahmen der Dimensionstheorie noch prézisieren werden. Bei zwei Vektoren
v und w héngt die ,,Gestalt® des aufgespannten Raumes davon ab, wie die
beiden Vektoren sich zueinander verhalten. Wenn sie beide auf einer Geraden
liegen, d.h. wenn gilt w = Av, so ist w iiberfliissig und der von den beiden
Vektoren erzeugte Unterraum stimmt mit dem von v erzeugten Unterraum
tiberein. Wenn dies nicht der Fall ist (und v und w nicht 0 sind), so erzeugen
die beiden Vektoren eine ,,Ebene*.

Wir fassen einige einfache Eigenschaften fiir Erzeugendensysteme und Un-
terrdume zusammen.

LEMMA 6.12. Es set K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Sei U;, j € J, eine Familie von Untervektorrdumen. Dann ist auch

der Durchschnitt®
U=(\U;

jeJ
e Untervektorraum.

“Es bedeutet keinen Verstandnisverlust, wenn man hier nur endliche Familien be-
trachtet. Das Summenzeichen {iber eine endliche Indexmenge bedeutet einfach, dass alle
Elemente der Familie aufzusummieren sind.

®Dies kann man als Definition nehmen oder aber aus der Definition ableiten, wenn
man die Konvention beriicksichtigt, dass die leere Summe gleich 0 ist.

6Der Durchschnitt ﬂje ;T zu einer beliebigen Indexmenge J und einer durch J in-
dizierten Familie T}, j € J, von Teilmengen einer festen Obermenge M besteht aus allem
Elementen aus M, die in mindestens einer der Mengen T; enthalten sind.



(2) Zu einer Familie v;, i € I, von Elementen in V ist der erzeugte
Unterraum ein Unterraum” von V. Er stimmt mit dem Durchschnitt

N U

UCV Untervektorraum, v, €U fiir alle i€l

liberein.
(3) Die Familie v;, i € I, ist genau dann ein Erzeugendensystem von V,
wenn
<Ui, 1€ [> =V
15t.
Beweis. Siehe Aufgabe ***¥%, O

In der Bezeichnung ,erzeugter Unterraum® wurde diese Eigenschaft schon vorweg
genommen.
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