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Einfiihrung in die Algebra
Vorlesung 12

Ringe

Wir beginnen einen neuen Abschnitt dieser Vorlesung, in dem es um Ringe
geht.

DEFINITION 12.1. Ein Ring R ist eine Menge mit zwei Verkniipfungen +
und - und mit zwei ausgezeichneten Elementen 0 und 1 derart, dass folgende
Bedingungen erfiillt sind:

(1) (R,+,0) ist eine abelsche Gruppe.

(2) (R,-,1) ist ein Monoid.

(3) Es gelten die Distributivgesetze, also a - (b+¢) = (a-b) + (a-¢) und
(b+c)-a=(b-a)+ (c-a) fir alle a,b,c € R.

DEeFINITION 12.2. Ein Ring R heifit kommutativ, wenn die Multiplikation
kommutativ ist.

In einem kommutativen Ring muss man nicht zwischen den beiden Formen
des Distributivgesetzes unterscheiden. Das Basismodell fiir einen (kommu-
tativen) Ring bildet die Menge der ganzen Zahlen Z mit der natiirlichen
Addition und Multiplikation. Die 0 ist das neutrale Element der Addition
und die 1 ist das neutrale Element der Multiplikation. Der Nachweis, dass Z
die Axiome eines Ringes, also die oben aufgelisteten Eigenschaften, erfiillt,
beruht letztlich auf den Peano-Axiomen fiir die natiirlichen Zahlen N und
ist ziemlich formal. Darauf wollen wir verzichten und stattdessen diese seit
langem vertrauten GesetzméfBigkeiten akzeptieren (im Arbeitsblatt zu den
Peano-Axiomen stehen die wichtigsten Beweisschritte). Die natiirlichen Zah-
len bilden keinen Ring, da sie noch nicht einmal eine additive Gruppe bilden.
Die Zahlbereiche Q, R, C sind ebenfalls kommutative Ringe, wobei der Nach-
weis der Eigenschaften dadurch geschieht, dass man die Konstruktion dieser
Zahlbereiche aus den ,vorhergehenden“ betrachtet (etwa R aus Q) und die
Giiltigkeit (in R) auf die Giiltigkeit im ,, Vorgéanger® (Q) zurtickfiihrt.

Wir benutzen allgemein die Klammerkonvention, dass Punktrechnung starker
bindet als Strichrechnung, d.h. wir schreiben einfach ab+cd statt (ab) + (cd).
Das Inverse zu a € R bzgl. der Addition, das es ja immer gibt, schreiben wir
als —a und nennen es das Negative von a. Statt a + (—b) schreiben wir a — b.
An weiteren Notationen verwenden wir fiir ein Ringelement a € R und eine
natiirliche Zahl n € N die Schreibweisen na = a + ... + a (n Summanden)
und a" = a---a (n Faktoren). Bei negativen n € Z ist na = (—n)(—a) zu
interpretieren (dagegen macht a™ mit negativen Exponenten im Allgemeinen
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keinen Sinn). Statt nl = nlg schreiben wir einfach n (bzw. manchmal ng),
d.h. jede ganze Zahl findet sich in jedem Ring wieder.

BEISPIEL 12.3. Die einelementige Menge R = {0} kann man zu einem Ring
machen, indem man sowohl die Addition als auch die Multiplikation auf die
einzig mogliche Weise erklart, ndmlich durch 0 +0 = 0 und 0-0 = 0. In
diesem Fall ist 1 = 0, dies ist also ausdriicklich erlaubt. Diesen Ring nennt
man den Nullring.

Nach dem Nullring ist der folgende Ring der zweitkleinste Ring.

BEISPIEL 12.4. Wir suchen nach einer Ringstruktur auf der Menge {0, 1}.
Wenn 0 das neutrale Element einer Addition und 1 das neutrale Element der
Multiplikation sein soll, so ist dadurch schon alles festgelegt, da 1 +1 =0
sein muss. Die Operationstafeln sehen also wie folgt aus.

Kl I

010
11

1
0

und
<01 ]
011010
11011

Durch etwas aufwéndiges Nachrechnen stellt man fest, dass es sich in der Tat
um einen kommutativen Ring handelt (sogar um einen Korper).

LEMMA 12.5. Sei R ein Ring und seien a,b,c,a;, by, Elemente aus R. Dann
gelten folgende Aussagen

(1) 0a = a0 = 0 (Annullationsregel ),

)

) (—a)(—b) = ab (Vorzeichenregel ),

) a(b—c) =ab—ac und (b — c)a = ba — ca,

) Ooi_ a) O be) = > i<i<r 1<k<s Gibr (allgemeines Distributivge-
setz ).

Proof. Wir beweisen im nicht kommutativen Fall je nur eine Hélfte.

(1) Esist a0 = a(0 +0) = a0+ a0. Durch beidseitiges Abziehen von
a0 ergibt sich die Behauptung.

(2)

(—a)b+ab = (—a+a)b =00 =0

nach Teil (1). Daher ist (—a)b das (eindeutig bestimmte) Negative
von ab.

(3) Nach (2) ist (—a)(—b) = (—(—a))b und wegen —(—a) = a (dies gilt
in jeder Gruppe) folgt die Behauptung.



(4) Dies folgt auch aus dem bisher Bewiesenen.
(5) Dies folgt aus einer einfachen Doppelinduktion.

Die Binomialkoeffizienten
DEFINITION 12.6. Es seien k und n natiirliche Zahlen mit & < n. Dann nennt
man
n\ n!
(k) N kl(n — k)!
den Binomialkoeffizienten ,,n iiber k“.

Wenn k > n ist oder wenn k negativ ist so setzt man den Binomialkoeffizi-
enten gleich null.

SATZ 12.7. ( Binomischer Lehrsatz )

Es sei R ein kommutativer Ring und a,b € R. Ferner sei n eine natiirliche

Zahl. Dann gilt
(a+b)" = Z (Z) akbrk

k=0

Proof. Wir fithren Induktion nach n. Fiir n = 0 steht einerseits (a + )" = 1
und andererseits a0 = 1. Bei n = 1 hat man einerseits (a + b)! = a + b
und andererseits a'b® 4+ a’b! = a + b. Sei die Aussage bereits fiir n bewiesen.
Dann ist

(a+b)"" = (a+b)(a+b)"

k=0

- S (Do (Do
k=0 k=0

_ — (n k+lpn—k — (n kpn—k+1

= k) a" b + Z k)a b



n+1 n n+1 n
— kin—k+1 kin—k+1
Z(k—l)ab +Z(k>ab
k=0 k=0
<= n AN kpnt+l-k
— n+1—
k=0
n+1

1
- Z (nZ )akbn-i-l—k‘
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(a+b)' =
a’+3a®b+3ab’ +b’

Nichtnullteiler und Integrititsbereiche

DEFINITION 12.8. Ein Element a in einem kommutativen Ring R heift
Nullteiler, wenn es ein von null verschiedenes Element b gibt mit ab = 0.
Andernfalls heifit es ein Nichtnullteiler.

Im nicht kommutativen Fall hat man zwischen Links- und Rechtsnullteilern
zu unterscheiden. Die Eins ist stets ein Nichtnullteiler, da aus 1o = 0 sofort
b = 0 folgt. Andererseits ist das Nullelement stets ein Nullteiler, es sei denn,
der Nullring liegt vor.

LEMMA 12.9. Es sei R ein kommutativer Ring und sei f € R ein Nichtnull-
teiler. Dann folgt aus einer Gleichung

fz=fy,

dass x =y sein muss.

Proof. Man kann die Gleichung umschreiben als

0= fr—fy=flz—y).
Da f ein Nichtnullteiler ist, ist © —y = 0, also z = y. U

Ein Ring, bei dem es aufler der Null keine Nullteiler gibt, heifit nullteilerfres.
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DEFINITION 12.10. Ein kommutativer, nullteilerfreier, von null verschiedener
Ring heif3t Integritdtsbereich.

Die Eigenschaft, dass jedes Element # 0 ein Nichtnullteiler ist, kann man
auch so ausdriicken, dass aus ab = 0 stets a = 0 oder b = 0 folgt, bzw., dass

mit a # 0 und b # 0 auch ab # 0 ist.

Unterringe

DEFINITION 12.11. Eine Teilmenge S C R eines Ringes nennt man einen
Unterring, wenn sowohl (S,+,0) eine Untergruppe von (R,+,0) als auch
(S,-,1) ein Untermonoid von (R, -, 1) ist.

Diese Bedingung besagt insbesondere, dass sich die Addition und die Multi-
plikation von R auf S einschréanken ldsst. Ein Unterring ist selbst ein Ring.
Zum Nachweis, dass eine gegebene Teilmenge S C R ein Unterring ist, hat
man Folgendes zu zeigen.

(1) 0,1€ S
(2) S ist abgeschlossen unter der Addition und der Multiplikation.
(3) Mit f € Sist auch —f € S.

Die natiirlichen Zahlen N erfiillen in Z die ersten beiden Bedingungen, aber
nicht die dritte. Die Menge aller geraden Zahlen erfiillen alle Bedingungen
auBer der, dass 1 dazugehort. Ebenso ist {0} kein Unterring, da darin die 1
fehlt (obwohl im Nullring fiir sich betrachtet 0 = 1 ist, das ist aber nicht die
1 von Z). Die Menge {—1,0, 1} erfiillt die erste und die dritte Bedingung und
ist abgeschlossen unter der Multiplikation, aber nicht unter der Addition. Die
ganzen Zahlen Z haben {iberhaupt nur sich selbst als Unterring. Wir haben
die Kette von Unterringen

ZCQCRCcCC.

Endomorphismenringe

DEFINITION 12.12. Es sei (G, 0,+) eine kommutative Gruppe. Dann nennt
man

End G = {¢ : G — G| ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus}
den Endomorphismenring zu G. Er wird mit der Addition
(o + ) (x) = p(z) + ¥ (z)
und der Hintereinanderschaltung als Multiplikation
= o

versehen.
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Der Endomorphismenring zu einer Gruppe ist mit den angegebenen Ver-
kniipfungen in der Tat ein Ring. Dabei folgt die kommutative Gruppen-
struktur fiir die Addition aus einer direkten Rechnung. Die Hintereinander-
schaltung von zwei Gruppenhomomorphismen ergibt nach Lemma 5.3 wie-
der einen Gruppenhomomorphismus. Die Assoziativitat der Multiplikation
und dass die Identitdt das neutrale Element ist, gilt allgemeiner fiir die Ver-
kniipfung von Abbildungen. Fiir die Distributivitit seien Gruppenhomomor-
phismen ¢, 1, 6 gegeben. Dann gilt fiir jedes x € G

(Y +0)op)(z) = (v+0)(p(x)) = Y(p(x))+0(p(x)) = (Yop)(x)+(fop)(x).

BEeIspiEL 12.13. Es sei R ein kommutativer Ring und n € N. Wie aus der
linearen Algebra bekannt (zumindest fiir den Fall R = R) beschreiben n x n-
Matrizen lineare Abbildungen von R™ nach R". Die Matrizenverkniipfung
(geméB der Regel ,Zeile mal Spalte“) definiert dabei die Hintereinander-
schaltung von linearen Abbildungen. Die Addition von Matrizen, die kompo-
nentenweise fiir jeden Eintrag erklart ist, beschreibt die Summe von linearen
Abbildungen. Mit diesen zwei Verkniipfungen und mit der Nullmatrix als
Nullelement und der Einheitsmatrix als Einselement bildet die Menge der
Matrizen einen (nicht-kommutativen) Ring, den sogenannten Matrizenring
tiber R. Er wird mit Mat,,(R) bezeichnet.

Zu einem (sagen wir reellen) Vektorraum V' der Dimension n héngen der
Endomorphismenring zur additiven Gruppe (V,+,0) und der Matrizenring
Mat,, (R) in folgender Weise zusammen. Nach Wahl einer Basis von V' ent-
sprechen die R-linearen Endomorphismen V' — V den Matrizen, wobei sich
die Additionen entsprechen und die Matrizenmultiplikation der Hinterein-
anderschaltung von linearen Abbildungen entspricht. Andererseits ist jede
lineare Abbildung insbesondere ein Gruppenhomomorphismus von V' nach
V', so dass sich die Situation

Matn(]R) = EHdR,hn(V) Q EHd(V)

ergibt, wobei hier ein Unterring vorliegt.
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