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Vorlesung 7

Lineare Unabhingigkeit

DEFINITION 7.1. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Dann heif3t
eine Familie von Vektoren v;, i € I, (mit einer beliebigen endlichen Index-
menge ) linear unabhdngig, wenn eine Gleichung

Zaivi =0mit q; € K
iel
nur bei a; = 0 fiir alle ¢ moglich ist.

Wenn eine Familie nicht linear unabhingig ist, so nennt man sie linear
abhdngig. Man nennt {ibrigens eine Linearkombination ), ;a;v; = 0 eine
Darstellung des Nullvektors. Sie heif3t die triviale Darstellung, wenn alle Ko-
effizienten a; null sind, andernfalls, wenn also mindestens ein Koeffizient nicht
null ist, spricht man von einer nichttrivialen Darstellung der Null. Eine Fa-
milie von Vektoren ist genau dann linear unabhéngig, wenn man mit ihnen
nur auf die triviale Art den Nullvektor darstellen kann. Dies ist auch aqui-
valent dazu, dass man keinen Vektor aus der Familie als Linearkombination
der anderen ausdriicken kann.

LEMMA 7.2. Sei K ein Kérper, V ein K-Vektorraum und v;, © € I, eine
Familie von Vektoren in V. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Wenn die Familie linear unabhingig ist, so ist auch zu jeder Teil-
menge J C I die Familie v; , i € J, linear unabhdngig.

(2) Die leere Familie ist linear unabhingig.

(3) Wenn die Familie den Nullvektor enthilt, so ist sie nicht linear un-
abhdngig.

(4) Wenn in der Familie ein Vektor mehrfach vorkommt, so ist sie nicht
linear unabhdngig.

(5) Ein Vektor v ist genau dann linear unabhdingig, wenn v # 0 ist.

(6) Zwei Vektoren v und u sind genau dann linear unabhdingig, wenn
weder u ein skalares Vielfaches von v ist noch umgekehrt.

Beweis. Siehe Aufgabe ***#%, O

DEFINITION 7.3. Es sei K ein Korper und n € N. Dann nennt man zu
i€ {l,...,n} den Vektor

e; =(0,...,0,1,0,...,0) € K",

wobei 1 an der ¢-ten Stelle steht, den i-ten Standardvektor.
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BEISPIEL 7.4. Die Standardvektoren im K™ sind linear unabhéngig. Eine

Darstellung
Zaie,- = O
i=1

bedeutet ja einfach

1 0 0 0
0 1 0 0
ap | .| tazf. +...+ta =11
0 0 1 0
woraus sich aus der i-ten Zeile direkt a; = 0 ergibt.
3 0 4
BEISPIEL 7.5. Die drei Vektoren | 3], | 4 | und [ 8 | sind linear abhéngig.
3 ) 9
Es ist ndmlich
3 0 4 0
4131 +314]1-3(8]=10
3 5 9 0
eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors.
aii QA1n
BEMERKUNG 7.6. Die Vektoren v; = : ey Uy = : e K™ sind
am1 Qmn

genau dann linear abhéngig, wenn das homogene lineare Gleichungssystem

a1121 + a12T2 + ... + a1pnTy =0
(911 + Q999 + ... + AonTn = 0
A1 + Qoo + ... + Ay, = 0

eine nichttriviale (d.h. von 0 verschiedene Losung) besitzt.

Basen

DEFINITION 7.7. Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Dann heifit
ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem v; € V', ¢ € I, von V eine Basis
von V.

BeispiEL 7.8. Die Standardvektoren im K™ bilden eine Basis. Die lineare
Unabhéngigkeit wurde in Fakt ***** gezeigt. Um zu zeigen, dass auch ein
b

by
Erzeugendensystem vorliegt, seiv = | | | € K" ein beliebiger Vektor. Dann

bn



ist aber direkt .
v = Z blez
i=1

Also liegt eine Basis vor, die man die Standardbasis des K™ nennt.

SATZ 7.9. Fs sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Es sei vy, ..., v, €
V' eine Familie von Vektoren. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) Die Familie ist eine Basis von V.

(2) Die Familie ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. sobald man
einen Vektor v; wegldsst, liegt kein FErzeugendensystem mehr vor.

(3) Fiir jeden Vektor uw € V' gibt es genau eine Darstellung

U=CU+...+Cyun.

(4) Die Familie ist mazimal linear unabhdngig, d.h. sobald man irgendei-
nen Vektor dazunimmdt, ist die Familie nicht mehr linear unabhdingig.

Beweis. Wir fithren einen Ringschluss durch. (1) = (2). Die Familie ist ein
Erzeugendensystem. Nehmen wir einen Vektor, sagen wir vy, aus der Familie
heraus. Wir miissen zeigen, dass dann die verbleibende Familie, also vs, ..., v,
kein Erzeugendensystem mehr ist. Wenn sie ein Erzeugendensystem wére, so
wére insbesondere v; als Linearkombination der Vektoren darstellbar, d.h.

man hétte
v = Z )\i'UZ' .

=2

v — i )\ﬂ}i =0
=2

eine nichttriviale Darstellung der 0, im Widerspruch zur linearen Unabhéngig-
keit der Familie. (2) = (3). Nach Voraussetzung ist die Familie ein Erzeugen-
densystem, so dass sich jeder Vektor als Linearkombination darstellen lasst.
Angenommen, es gibt fiir ein u € V' eine mehrfache Darstellung, d.h.

n n
U = E Aiv; = E HiUi,
i=1 i=1

wobei mindestens ein Koeffizient verschieden sei. Ohne Einschrankung sei
A1 # py. Dann erhélt man die Beziehung

Dann ist aber

(A1 =)oy = Z(Mz’ — Ai)vi .
=2
Wegen A\ — 1 # 0 kann man durch diese Zahl dividieren und erhélt eine
Darstellung von v; durch die anderen Vektoren, d.h. nach Aufgabe *****
ist auch die Familie ohne v; ein Erzeugendensystem von V', im Widerspruch
zur Minimalitét. (3) = (4). Wegen der eindeutigen Darstellbarkeit besitzt
insbesondere der Nullvektor nur die triviale Darstellung, d.h. die Vektoren
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sind linear unabhéngig. Nimmt man einen Vektor u hinzu, so besitzt dieser

eine Darstellung
u = Z /\ivi
i=1

und daher ist .
O =u— Z )\Z"UZ'
i=1

eine nichttriviale Darstellung der 0, so dass die verlangerte Familie u, vy, ..., v,
nicht linear unabhéngig ist. (4) = (1). Die Familie ist linear unabhéngig, wir

miissen zeigen, dass sie auch ein Erzeugendensystem bildet. Sei dazu u € V.

Nach Voraussetzung ist die Familie u, vy, . .., v, nicht linear unabhéngig, d.h.

es gibt eine nichttriviale Darstellung

0= u+ Y Av;.
i=1
Dabei ist A # 0, da andernfalls dies eine nichttriviale Darstellung der 0 allein
mit den linear unabhéngigen Vektoren vy, ..., v, wire. Daher konnen wir

u = —zn: %UZ’
=1

schreiben, so dass eine Darstellung von u moglich ist. U

SATZ 7.10. Es sei K ein Kérper und V' ein K-Vektorraum mait einem endli-
chen FErzeugendensystem. — Dann besitzt V' eine endliche Basis.

Beweis. Es sei v;, 1 € I, ein Erzeugendensystem von V' mit einer endlichen
Indexmenge /. Wir wollen mit der Charakterisierung aus Fakt **#&* (2)
argumentieren. Falls die Familie schon minimal ist, so liegt eine Basis vor.
Andernfalls gibt es ein k € I derart, dass die um v reduzierte Familie, also
v;, 1 € I\ {k}, ebenfalls ein Erzeugendensystem ist. In diesem Fall kann man
mit der kleineren Indexmenge weiterargumentieren. Mit diesem Verfahren
gelangt man letztlich zu einer Teilmenge J C [ derart, dass v;, ¢ € J, ein
minimales Erzeugendensystem, also eine Basis ist. U



