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Einfiihrung in die Algebra
Vorlesung 17

Wir wollen fiir den Polynomring in einer Variablen iiber einem Kérper zeigen,
dass dort viele wichtige Sétze, die fiir den Ring der ganzen Zahlen gelten,
ebenfalls Giiltigkeit haben. Dass ein Hauptidealbereich vorliegt, haben wir
schon gesehen. Es gilt aber auch wieder der euklidische Algorithmus und die
eindeutige Primfaktorzerlegung. Um diese addquat formulieren zu konnen,
brauchen wir einige Vorbereitungen zur allgemeinen Teilbarkeitslehre.

Teilbarkeitsbegriffe

DEFINITION 1. Sei R ein kommutativer Ring, und a,b Elemente in R. Man
sagt, dass a das Element b teilt (oder dass b von a geteilt wird, oder dass b
ein Vielfaches von a ist), wenn es ein ¢ € R gibt derart, dass b = ¢ - a ist.
Man schreibt dafiir auch alb.

LEMMA 2. (Teilbarkeitsregeln) In einem kommutativen Ring R gelten fol-
gende Teilbarkeitsbeziehungen.

(1) Fiir jedes Element a gilt 1|a und a|a.

(2) Fiir jedes Element a gilt a|0.

(3) Gilt a|b und b|c, so gilt auch a|c.

(4) Gilt a|b und c|d, so gilt auch ac|bd.

(5) Gilt a|b, so gilt auch ac|be fiir jedes ¢ € R.

(6) Gilt a|b und alc, so gilt auch a|rb + sc fir beliebige Elemente
r,s € R.

Beweis. Siehe Aufgabe 17.5. O

Mit dem Idealbegriff lassen sich Teilbarkeitsbeziehungen ausdriicken.

LEMMA 3. Sei R ein kommutativer Ring und a,b € R. Dann gelten folgende
Aussagen.

(1) Das Element a ist ein Teiler von b (also alb), genau dann, wenn
®) < ().

(2) a ist eine Einheit genau dann, wenn (a) = R = (1).

(3) Jede Einheit teilt jedes Element.

(4) Teilt a eine Einheit, so ist a selbst eine Finheit.

Beweis. Das ist trivial. O

DEFINITION 4. Zwei Elemente a und b eines kommutativen Ringes R heiflen
assoziiert, wenn es eine Einheit u € R gibt derart, dass a = ub ist.
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Die Assoziiertheit ist eine Aquivalenzrelation, siche Aufgabe 17.2. In R = Z
sind zwei Zahlen genau dann zueinander assoziiert, wenn ihr Betrag iiberein-
stimmt. Bei R = K[X] sind zwei Polynome zueinander assoziiert, wenn sie
durch Multiplikation mit einem Skalar A € K, A # 0, ineinander iibergehen.
Durch diese Operation kann man erreichen, dass der Leitkoeffizient eins wird.
Jedes Polynom ist also assoziiert zu einen normierten Polynom.

Das folgende Lemma besagt, dass es fiir die Teilbarkeitsrelation nicht auf
Einheiten und Assoziiertheit ankommt.

LEMMA 5. (Assoziiertheit und Ideale) In einem kommutativen Ring R gelten
folgende Teilbarkeitsbeziehungen.

(1) Sind a und b assoziiert, so gilt a|c genau dann, wenn blc.
(2) Ist R ein Integrititsbereich, so gilt (a) = (b) genau dann, wenn a
und b assozitert sind.

Beweis. Siehe Aufgabe 17.6 O

DEFINITION 6. Sei R ein kommutativer Ring und ay, ..., a; € R. Dann heif3t
ein Element t € R gemeinsamer Teiler der aq,...,ag, wenn t jedes a; teilt
(1t = 1,...,k). Ein Element g € R heifit grifiter gemeinsamer Teiler der
ai,...,a, wenn g ein gemeinsamer Teiler ist und wenn jeder gemeinsame
Teiler ¢ dieses g teilt.

Die Elemente aq, ..., a; heiflen teilerfremd, wenn 1 ihr grofiter gemeinsamer
Teiler ist.

BEMERKUNG 7. (Gemeinsamer Teiler) Eine Einheit ist immer ein gemein-
samer Teiler fiir jede Auswahl von Elementen. Ein groiter gemeinsamer Tei-
ler muss nicht existieren im Allgemeinen. Ist ¢ ein gemeinsamer Teiler der
ai,...,ar und uw eine Einheit, so ist auch ut ein gemeinsamer Teiler der
ai,...,ag. Die Elemente aq,...,a; sind teilerfremd genau dann, wenn jeder
gemeinsame Teiler davon eine Einheit ist (es gibt noch andere Definitionen
von teilerfremd, die nicht immer inhaltlich mit dieser iibereinstimmen).

LEMMA 8. Sei R ein kommutativer Ring, ai,...,ar € R und a = (ay,...,ax)
das davon erzeugte Ideal. Fin Element t € R ist ein gemeinsamer Teiler
von ai,...,ar € R genau dann, wenn a C (t) ist, und t ist ein grifiter

gemeinsamer Teiler genau dann, wenn fir jedes s € R mit a C (s) folgt,
dass (t) C (s) ist. Fin grofiter gemeinsamer Teiler erzeugt also ein minimales
Hauptoberideal von a.

Beweis. Aus a = (aq,...,a;) C (t) folgt sofort (a;) C (¢) firi = 1,...,k,
was gerade bedeutet, dass t diese Elemente teilt, also ein gemeinsamer Teiler
ist. Sei umgekehrt ¢ ein gemeinsamer Teiler. Dann ist a; € (¢) und da a =
(ay,...,a;) das kleinste Ideal ist, das alle a; enthélt, muss a C (¢) gelten.
Der zweite Teil folgt sofort aus dem ersten. U



Irreduzibel und prim

Fiir Teilbarkeitsuntersuchungen sind die beiden folgenden Begriffe fundamen-
tal. Unter bestimmten Voraussetzungen, etwa wenn ein Hauptidealbereich
vorliegt, sind sie dquivalent.

DEFINITION 9. Eine Nichteinheit p in einem kommutativen Ring heif3t ¢rre-
duzibel (oder unzerlegbar), wenn eine Faktorisierung p = ab nur dann méoglich
ist, wenn einer der Faktoren eine Einheit ist.

Diese Begriffshildung orientiert sich offenbar an den Primzahlen. Dagegen
taucht das Wort ,,prim“ in der folgenden Definition auf.

DEFINITION 10. Eine Nichteinheit p # 0 in einem kommutativen Ring heifit
prim (oder ein Primelement), wenn folgendes gilt: Teilt p ein Produkt ab mit
a,b € R, so teilt es einen der Faktoren.

Eine Einheit ist also nach Definition nie ein Primelement. Dies ist eine Ver-
allgemeinerung des Standpunktes, dass 1 keine Primzahl ist. Dabei ist die 1
nicht deshalb keine Primzahl, weil sie ,,zu schlecht® ist, sondern weil sie ,,zu
gut® ist. Fiir die ganzen Zahlen und fiir viele weitere Ringe fallen die beiden
Begriffe zusammen. Im Allgemeinen ist irreduzibel einfacher nachzuweisen,
und prim ist der stiarkere Begriff, jedenfalls fiir Integritatsbereiche.

LEMMA 11. In einem Integrititsbereich ist ein Primelement stets irreduzibel.

Beweis. Angenommen, wir haben eine Zerlegung p = ab. Wegen der Primei-
genschaft teilt p einen Faktor, sagen wir a = ps. Dann ist p = psb bzw.
p(1—sb) = 0. Da p kein Nullteiler ist, folgt 1 = sb, so dass also b eine Einheit
ist. U

Teilbarkeitslehre in Hauptidealbereichen

SATZ 12. (Lemma von Bezout) Sei R ein Hauptidealring. Dann gilt:

Elemente ay, ..., a, besitzen stets einen grofiten gemeinsamen Teiler d, und
dieser lisst sich als Linearkombination der aq, ..., a, darstellen, d.h. es gibt
Elemente ry,...,r, € R mit ria; + roas + ... + 10, = d.

Insbesondere besitzen teilerfremde Elemente ay, . . ., a, eine Darstellung der 1.

Beweis. Sei I = (ay,...,a,) das von den Elementen erzeugte Ideal. Da wir
in einem Hauptidealring sind, handelt es sich um ein Hauptideal; es gibt also
ein Element d mit I = (d). Wir behaupten, dass d ein groBter gemeinsamer
Teiler der aq,...,a, ist. Die Inklusionen (a;) C I = (d) zeigen, dass es sich
um einen gemeinsamen Teiler handelt. Sei e ein weiterer gemeinsamer Teiler
der ay,...,a,. Dann ist wieder (d) = I C (e), was wiederum e|d bedeutet.
Die Darstellungsaussage folgt unmittelbar aus d € I = (ay, ..., a,).
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Im teilerfremden Fall ist I = (ay,...,a,) = R. O

BEMERKUNG 13. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber
K. Dies ist ein Hauptidealbereich und daher gibt es zu gegebenen Poly-
nomen Py, P, ..., P, einen grofiten gemeinsamen Teiler, und diesen kann
man darstellen als Linearkombination der gegebenen Polynome. Es gibt so-
gar ein effektives Verfahren, eine solche Darstellung explizit zu finden, das
man (wie bei den ganzen Zahlen Z) den euklidischen Algorithmus nennt. Wir
beschréanken uns auf den Fall von zwei Polynomen F' und G. Man fithrt nun
sukzessive eine Division mit Rest durch und erhélt zundchst

F=Qi1G+R,.
Dann erhalt man
G = Q2R + Ry, Ry = Q3R + Rs,

usw., bis schliefSlich der Rest Ry = 0 ist. Dieser Fall muss letztlich eintreten,
da sich bei jedem Divisionsschritt der Grad der Reste reduziert. Der vorletzte
Rest ist dann der grofite gemeinsame Teiler, und man kann durch Zuriick-
rechnen entlang der Gleichungen eine Darstellung dieses ggTs mit F' und G
finden.

LEMMA 14. (von Euklid) Sei R ein Hauptidealbereich und a,b,c € R. Es
seien a und b teilerfremd und a teile das Produkt be. Dann teilt a den Faktor c.

Beweis. Da a und b teilerfremd sind, gibt es nach Lemma 17.12 Elemente
r,s € R mit ra + sb = 1. Die Voraussetzung, dass a das Produkt bc teilt,
schreiben wir als bec = da. Damit gilt

c=cl=c(ra + sb)=cra + csb=a(cr + ds),
was zeigt, dass ¢ ein Vielfaches von a ist. U

SATZ 15. Sei R ein Hauptidealbereich. Dann ist ein Element genau dann
prim, wenn es irreduzibel ist.

Beweis. Ein Primelement in einem Integritidtsbereich ist nach Lemma 17.11
stets irreduzibel. Sei also umgekehrt p irreduzibel, und nehmen wir an, dass p
das Produkt ab teilt, sagen wir pc = ab. Nehmen wir an, dass a kein Vielfaches
von p ist. Dann sind aber a und p teilerfremd, da eine echte Inklusionskette
(p) C (p,a) = (d) C R der Irreduzibilitidt von p widerspricht. Damit teilt p
nach Lemma 17.14) den anderen Faktor b. d

LEMMA 16. In einem Hauptidealbereich ldsst sich jede Nichteinheit a # 0
darstellen als Produkt von irreduziblen Elementen.

Beweis. Angenommen, jede Zerlegung a = p; - - - px enthalte nicht irreduzible
Elemente. Dann gibt es in jedem solchen Produkt einen Faktor, der eben-
falls keine Zerlegung in irreduzible Faktoren besitzt. Wir erhalten also eine
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unendliche Kette a; = a,as,as, ..., wobei a,,; ein nicht-trivialer Teiler von
a, ist. Somit haben wir eine echt aufsteigende Idealkette

((11) C (CLQ) C (ag) C ...

Die Vereinigung dieser Ideale ist aber ebenfalls ein Ideal und nach Voraus-
setzung ein Hauptideal. Dies ist ein Widerspruch. U



