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Der Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie

Wir beweisen nun, dass sich jede natiirliche Zahl in eindeutiger Weise als
Produkt von Primzahlen darstellen lésst.

SATZ 1. (Lemma von Euklid) Es sei p eine Primzahl und p teile ein Produkt
ab von natiirlichen Zahlen a,b € N. Dann teilt p einen der Faktoren.

Beweis. Die Voraussetzung bedeutet, dass
ab=0=0

ist in Z/(p). Da p eine Primzahl ist, ist dieser Restklassenring nach Satz
14.13 ein Korper, so dass ein Faktor null sein muss. Sagen wir @ = 0. Dies
bedeutet aber zuriickiibersetzt nach Z, dass a ein Vielfaches von p ist. [

SATZ 2. (Der Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie) Jede natiirliche
Zahln € N, n > 2, besitzt eine Zerlegung in Primfaktoren.

D.h. es gibt eine Darstellung
n=p1--Pr

mait Primzahlen p;. Dabei sind die Primfaktoren bis auf ihre Rethenfolge ein-
deutig bestimmd.

Beweis. Wir beweisen die Existenz und die Eindeutigkeit jeweils durch In-
duktion. Fiir n = 2 liegt eine Primzahl vor. Bei n > 3 ist entweder n eine
Primzahl, und diese bildet die Primfaktorzerlegung, oder aber n ist keine
Primzahl. In diesem Fall gibt es eine nichttriviale Zerlegung n = ab mit
kleineren Zahlen a,b < n. Fiir diese Zahlen gibt es nach der Induktionsvor-
aussetzung eine Zerlegung in Primfaktoren, und diese setzen sich zu einer
Primfaktorzerlegung fiir n zusammen. Zur Existenz. Bei n = 2 ist die Aus-
sage klar. Im Allgemeinen seien zwei Zerlegungen in Primfaktoren gegeben,
sagen wir
n=pircPr = s

Insbesondere teilt die Primzahl p; dann das Produkt rechts, und damit nach
Satz 15.1 einen der Faktoren. Nach Umordnung kénnen wir annehmen, dass
¢1 von py geteilt wird. Da ¢; selbst eine Primzahl ist, folgt, dass p; = ¢; sein
muss. Da Z nullteilerfrei ist, kann man beidseitig durch p; = ¢ dividieren
und erhilt die Gleichung

/

n' =Py Pr= o Gs -
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Da n' < n ist, kénnen wir die Induktionsvoraussetzung der Eindeutigkeit auf
n' anwenden. m

Zu einer Primzahl p und einer positiven ganzen Zahl n ist der Ezponent, also
die Vielfachheit, mit der p als Primfaktor in n auftritt, eindeutich festgelegt.
Dieser Exponent wird mit v,(n) bezeichnet. Die eindeutige Primfaktorzerle-
gung kann man auch als
n = H p”p(n)
P

schreiben, wobei das Produkt in Wirklichkeit endlich ist, da in der Primfak-
torzerlegung nur endlich viele Primfaktoren mit einem positiven Exponenten
vorkommen.

LEMMA 3. Es seien n und k positive natiirliche Zahlen. Dann wird n von k
genau dann geteilt, wenn fiir jede Primzahl p die Beziehung

vp(n) = vp(k)
qgilt.

Beweis. (1) = (2). Aus der Beziehung n = kt folgt in Verbindung mit der
eindeutigen Primfaktorzerlegung (Satz 14.2), dass die Primfaktoren von k
mit mindestens ihrer Vielfachheit auch in n vorkommen miissen. (2) = (1).
Wenn die Exponentenbedingung erfiillt ist, so ist ¢ = ][, P =ve(k) eine
natiirliche Zahl mit n = kt. U

KOROLLAR 4. Es seien n und m positive natiirliche Zahlen mit den Prim-
faktorzerlegungen n =[], pr™ und m = 1L, p*(™ - Dann ist

kgV(n, m) = J] p™= e e(m)
p

und |
geT(n,m) = [ p™» trlm-rrlm)
p

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 15.3. O

Produktringe

Um die Restklassenringe von 7Z besser verstehen zu konnen, insbesondere
dann, wenn man n als Produkt von kleineren Zahlen schreiben kann - z.B.,
wenn die Primfaktorzerlegung bekannt ist - , braucht man den Begriff des
Produktringes.

DEFINITION 5. Seien Ry, ..., R, kommutative Ringe. Dann heifit das Pro-
dukt

Ry x---xR,,
versehen mit komponentenweiser Addition und Multiplikation, der Produk-
tring der R;, i1 =1,...,n.
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Eng verwandt mit dem Begriff des Produktringes ist das Konzept der idem-
potenten Elemente.

DEFINITION 6. Ein Element e eines kommutativen Ringes heifit idempotent,
wenn e? = e gilt.

Die Elemente 0 und 1 sind trivialerweise idempotent, man nennt sie die tri-
vialen idempotenten Elemente. In einem Produktring sind auch diejenigen
Elemente, die in allen Komponenten nur den Wert 0 oder 1 besitzen, idem-
potent, also bspw. (1,0). In einem Integrititsbereich gibt es nur die beiden
trivialen idempotenten Elemente: Ein idempotentes Element e besitzt die
Eigenschaft

2

e(l —e)=e — e*=e — e=0.

Im nullteilerfreien Fall folgt daraus e = 1 oder e = 0.

LEMMA 7. Es sei R = Ry X --- X R,, ein Produkt aus kommutativen Ringen.
Dann gilt fir die Einheitengruppe von R die Beziehung

R*=R{x---XR)

Beweis. Dies ist klar, da ein Element genau dann eine Einheit ist, wenn es
in jeder Komponente eine Einheit ist. 0

Der Chinesische Restsatz fiir Z

SATZ 8. (Der Chinesische Restsatz) Sein eine positive natirliche Zahl mit
kanonischer Primfaktorzerleqgungn = pi*-py?- - -pik (die p; seien also verschie-
den und r; > 1). Dann induzieren die kanonischen Ringhomomorphismen
Z/(n) — Z/(p*) einen Isomorphismus

Z)(n) = Z/(p1") X L) (p5*) X -+ X L[ (p}") -

Zu einer gegebenen ganzen Zahl (ay, as, .. ., ax) gibt es also genau eine natirli-
che Zahl a < n, die die simultanen Kongruenzen

a=a; modpl', a=ay modp2, ..., a=a; mod pt

lost.

Beweis. Da die Ringe links und rechts beide endlich sind und die gleiche
Anzahl von Elementen haben, namlich n, geniigt es, die Injektivitéit zu zeigen.
Sei x eine natiirliche Zahl, die im Produktring (rechts) zu null wird, also
modulo p;* den Rest null hat fiir alle i = 1,2, ..., k. Dann ist x ein Vielfaches
von p;* fiir alle i = 1,2, ...k, d.h., es ist ein gemeinsames Vielfaches dieser
Potenzen. Daraus folgt aufgrund von Lemma 15.3, dass z ein Vielfaches des
Produktes sein muss, also ein Vielfaches von n. Damit ist z = 0 in Z/(n)
und die Abbildung ist injektiv. O
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BEISPIEL 9. Aufgabe:

(a) Bestimme fiir die Zahlen 3, 5 und 7 modulare Basislosungen, finde also
die kleinsten positiven Zahlen, die in

Z](3) X Z/(5) x Z/(7)
die Restetupel (1,0,0), (0,1,0) und (0,0, 1). reprisentieren

(b) Finde mit den Basislosungen die kleinste positive Losung a der simultanen
Kongruenzen

a=2 mod3, a=4 modb und a =3 mod 7.

Losung:

(a) (1,0,0): alle Vielfachen von 5-7 = 35 haben modulo 5 und modulo 7 den
Rest 0. Unter diesen Vielfachen muss also die Losung liegen. 35 hat modulo
3 den Rest 2, somit hat 70 modulo 3 den Rest 1. Also repréasentiert 70 das
Restetupel (1,0,0).

(0,1,0): hier schaut man die Vielfachen von 21 an, und 21 hat modulo 5 den
Rest 1. Also reprisentiert 21 das Restetupel (0, 1,0).

(0,0,1): hier schaut man die Vielfachen von 15 an, und 15 hat modulo 7 den
Rest 1. Also reprasentiert 15 das Restetupel (0,0, 1).

(b) Man schreibt (in Z/(3) x Z/(5) x Z/(7))
(2,4,3) =2(1,0,0) +4(0,1,0) + 3(0,0,1) .
Die Losung ist dann
2:-7044-2143-15=140+84 445 = 269.
Die minimale Losung ist dann 269 — 2 - 105 = 59.

KOROLLAR 10. Sei n eine positive natiirliche Zahl mit kanonischer Prim-
faktorzerlegung n = pi* - py* - - - pi* (die p; seien also verschieden und r; > 1).
Dann gibt es einen kanonischen Gruppenisomorphismus

(Z/(n))* = (Z/(pr))" > -+ x (2] (p))" -

Insbesondere ist eine Zahl a genau dann eine Finheit modulo n, wenn sie
eine Einheit modulo p;' ist firi=1,... k.

Beweis. Dies folgt aus dem Chinesischen Restsatz (Satz 15.8) und Lemma
15.7. O
Die Eulersche ¢-Funktion

SATZ 11. (Einheiten modulo n) Genau dann ist a € Z eine Einheit modulo
n (d.h. a reprasentiert eine Einheit in Z/(n)) wenn a und n teilerfremd sind.
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Beweis. Sind a und n teilerfremd, so gibt es nach dem Lemma von Bezout
(Satz 4.1) eine Darstellung der 1, es gibt also natiirliche Zahlen r, s mit
ra+ sn = 1. Betrachtet man diese Gleichung modulo n, so ergibt sich ra =1

in Z/(n). Damit ist a eine Einheit mit Inversem a~! = r.

Ist umgekehrt a eine Einheit in Z/(n), so gibt es ein r € Z/(n) mit ar = 1
in Z/(n). Das bedeutet aber, dass ar — 1 ein Vielfaches von n ist, so dass
also ar — 1 = sn gilt. Dann ist aber wieder ar — sn = 1 und a und n sind
teilerfremd. O

Leonhard Euler (1707-1783)

DEFINITION 12. Zu einer natiirlichen Zahl n bezeichnet ¢(n) die Anzahl der
Elemente von (Z/(n))*. Man nennt ¢(n) die Eulersche Funktion.

BEMERKUNG 13. Die Eulersche Funktion ¢(n) gibt also (nach dem Lemma
zu modularen Einheiten (Satz 15.10)) an, wie viele Zahlen r, 0 < r < n, zu
n teilerfremd sind.

Fiir eine Primzahl ist ¢(n) = p — 1. Eine Verallgemeinerung des kleinen
Fermat ist der folgende Satz von Euler.

SATZ 14. (Satz von Euler) Sein eine natirliche Zahl. Dann gilt fir jede
zu n teilerfremde Zahl a die Beziehung

a?™ =1 mod n.
Beweis. Das Element a gehort zur Einheitengruppe (Z/(n))*, die p(n) Ele-

mente besitzt. Nach dem Satz von Lagrange (Satz 7.4 bzw. Korollar 7.5) ist
aber die Gruppenordnung ein Vielfaches der Ordnung des Elementes. ]

Wir geben abschlieBend Formeln an, wie man die Eulersche p-Funktion be-
rechnet, wenn die Primfaktorzerlegung bekannt ist.

LEMMA 15. Es sei p eine Primzahl und p” eine Potenz davon. Dann ist

o) =pp-1).
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Beweis. FEine Zahl a ist genau dann teilerfremd zu einer Primzahlpotenz p",
wenn sie teilerfremd zu p selbst ist, und dies ist genau dann der Fall, wenn
sie kein Vielfaches von p ist. Unter den natiirlichen Zahlen < p" sind genau
die Zahlen

0,p,2p,3p,...,(p" ' = 1)p
Vielfache von p. Das sind p"~! Stiick, und daher gibt es

‘A

P = (e - 1)
Einheiten in Z/(p"). Also ist ¢(p") = p"1(p — 1). O

KOROLLAR 16. Sei n eine positive natiirliche Zahl mit kanonischer Primfak-
torzerlegung n = pi*- - -p (die p; seien also verschieden und r; > 1). Dann
15t

T’k—l.

e(n)=p(pi)- - op)=(pr — Dp " (pe — Dp

Beweis. Die erste Gleichung folgt aus Korollar 15.10 und die zweite aus Lem-
ma 15.15. [
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