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Invariantentheorie

Vorlesung 19

Die Hilbert-Reihe und die Formel von Molien

DEFINITION 19.1. Es sei K ein Korper und R eine positiv-graduierte kom-
mutative K-Algebra mit der Eigenschaft, dass fiir jedes d € N die Stufe Ry
endlichdimensional ist. Dann nennt man die Potenzreihe

Z dimg (Rg) 2°
d=0
die Hilbert-Reihe von R.

Die lineare Operation von einer endlichen Gruppe G auf einem K-Vektorraum
V bzw. auf dem zueghorigen Polynomring K[V] induziert eine K-lineare Ope-
ration Ry — Ry in jeder Stufe und der Invariantentring ist selbst graduiert.
Dies ermoglicht folgende Definition.

DEFINITION 19.2. Die endliche Gruppe G operiere linear auf dem Polynom-
ring R = K[X3,...,X,]. Dann nennt man die Potenzreihe

bg(z) = ZdimK (RY) 2
d=0
die Hilbert-Reihe (oder Molien-Reihe) zu dieser Operation.

Die Dimensionen der homogenen Stufen sind endlich und daher ist diese
Defintion sinnvoll. Die Hilberreihe ist eine Potenzreihe in einer (komplexen)
Variablen z.

Die Dimension des Fixraumes zu einer linearen Operation kann man iiber
die Spur der einzelnen Automorphismen berechnen. Wir erinnern an die De-
finition der Spur einer Matrix und eines Endomorphismus.

DEFINITION 19.3. Es sei K ein Kérper und sei M = (a;;);; eine n x n-Matrix
iber K. Dann heifit

Spur (M) := Zaii
i=1
die Spur von M.

DEFINITION 19.4. Es sei K ein Korper und sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei ¢: V' — V eine lineare Abbildung, die beziiglich einer
Basis durch die Matrix M beschrieben werde. Dann nennt man Spur (M) die
Spur von ¢, geschrieben Spur (¢).
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Diese Definition ist unabhéngig von der gewihlten Basis, siehe Aufgabe
*oHF K

LEMMA 19.5. Es set K ein Kérper und V' ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum, auf dem eine endliche Gruppe G linear operiere. Die Grup-
penordnung sei kein Vielfaches der Charakteristik von K. Dann besitzt der
Fizraum der Operation (also der gemeinsame Eigenraum zum Figenwert 1)
die Dimension

dimg (V) = é Z Spur (o) .

ceG

Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung

1
™ = @(TGZGO'.

Zuw €V ist m(w) G-invariant und fiir v € V¢ ist w(v) = v. Daher ist 7 eine
lineare Projektion

vV — VE
Eine lineare Projektion wird in einer geeigneten Basis durch eine Diagonal-

matrix beschrieben, in der m = dimg (V') Einsen und sonst Nullen stehen.
Die Behauptung folgt daraus, dass die Spur additiv ist. O

Der folgende Satz berechnet die Hilbert-Reihe (Formel von Molien).

SATZ 19.6. FEs sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteri-
stik 0. Die endliche Gruppe G operiere linear auf einem endlichdimensionalen
K-Vektorraum V. Dann ist

1 1
) = — E—
6(2) |G| UGZG det (Id —zo)

Beweis. Der lineare Automorphismus o ist nach Satz 3.19 diagonalisierbar,
da er endliche Ordnung hat. In einer geeigneten Basis besitzt die duale Ab-
bildung ¢* die Gestalt

Auf der d-ten Stufe induziert dies den linearen Automorphismus

@ K[V]y — K[V]4

mit X” — £”X". Die Eigenvektoren von o?® sind die (”+j_1

Monome

) verschiedenen

V1 “ e Un
Xl Xn

mit vy + ... + v, = d mit den Eigenwerten £/ ---£%». Die Spur von ¢(? ist

daher
Spur (a(d)) = Z &,
|

v|=d



Nach Fakt ***** ergibt sich

dimy ( Vd = ZSpur

O’EG
mit
Spur (O'(d)) = Z PRI S
vi+...+vp=d

Damit ist (mit n = |G|) unter Verwendung der geometrischen Reihe

Du(z) = Z (% ZSpur (O'(d))> 2%

d=0 ceG

. Z (Z Z on - 53’%) 2!

d=0 \o€Guvi+...4+v,=d

_ 141 1Z v1+...4v,

- E § E fa,l ce a,n'n,z "
[e%S) o0

_ l 51’1 v ... Un oVn

- n U,lz U,nz

g

Die Formel besagt insbesondere, dass diese Potenzreihe eine rationale Funk-
tion (also ein Quotient aus zwei Polynomen) ist und daher nur endlich viele
Polstellen hat.

Die Hilbert-Reihe eines Polynomringes, wobei die Variablen positiven Grad
besitzen, hat folgende Gestalt.

LEMMA 19.7. Es sei K ein Korper und es sei R = K[X;,...,X,] der Po-
lynomring tber K, wobei die X; den positiven Grad d; € N, haben mdgen.
Dann st die Hilbert-Reihe dieses Ringes gleich

1

H(R,z) = A=) (=)

Beweis. Die Monome X{" --- X"* vom Gesamtgrad d = 2?21 v; bilden eine
K-Basis von R,. Die Dimension der d-ten Stufe R, ist also die Anzahl der
Elemente in der Menge

Ay = {(l/l,...,l/n>GNn|V1d1+~~-+Vndn:d}'
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Die Behauptung folgt somit aus

1 1 S viai S UnGn
e = (£ ()

v1=0 vn=0

-y ¥ o

d=0 (V1,...,I/n)€Ad

o9]
= ) |Ad 2"
d=0

Der Satz von Chevalley-Shephard-Todd

Wir wenden uns nun der Charakterisierung derjenigen linearen Operationen
auf dem Polynomring zu, die zu einem Invariantenring fithren, der selbst ein
Polynomring ist.

DEFINITION 19.8. Ein linearer Automorphismus auf einem endlichdimensio-
nalen K-Vektorraum heifit Pseudoreflektion (oder Pseudospiegelung), wenn
er in einer geeigneten Basis durch eine Matrix der Form

1 0 - --- 0
o 1 0 --- 0
O --- 0 1 0
0 -« -+ 0 ¢

wobei ¢ # 1 eine Einheitswurzel ist, beschrieben werden kann.

Eine Pseudoreflektion besitzt also eine Hyperebene (einen (n—1)-dimensiona-
len Untervektorraum), auf der sie fix ist (der Eigenraum zum Eigenwert 1)
und einen weiteren dazu linear unabhéngigen Eigenvektor zum Eigenwert (.
Die Ordnung der Einheitswurzel ¢ bestimmt auch die Ordnung der Pseudore-
flektion. Das Inverse einer Pseudoreflektion ist wieder eine Pseudoreflektion.

DEFINITION 19.9. Eine endliche Untergruppe G C GL,, (K) heifit Reflekti-
onsgruppe (oder Spiegelungsgruppe), wenn sie durch Pseudoreflektionen er-
zeugt wird.

Dies ist eine Eigenschaft der Untergruppe, also der Darstellung der Gruppe,
nicht der abstrakten Gruppe G. In einer Reflektionsgruppe kann man jedes
Element 7 als ein Produkt 7 = oy - - - 0, mit Pseudoreflektionen o schreiben.

Die Bedeutung von Reflektionsgruppen in der Invariantentheorie kommt im
folgenden wichigen Satz, dem Satz von Chevalley-Shephard-Todd, zum Aus-
druck.
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SATZ 19.10. Es sei K ein algebaisch abgeschlossener Kérper der Charak-
teristik null. Die endliche Gruppe G operiere linear und treu auf dem K-
Vektorraum V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) G C GL, (K) ist eine Reflektionsgruppe.
(2) Der Invariantenring K[V¢ ist (isomorph zu einem) ein Polynom-
Ting.

Der Beweis benutzt verschiedene Lemmata und verwendet die Theorie der
Hilbert-Reihen. Hierbei werden verschiedene elementare Hilfsmittel aus der
Funktionentheorie verwendet.

LEMMA 19.11. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und o &€
GL, (K) eine Pseudoreflektion. Es sei H, der Fizraum zu o und L, eine
Linearform # 0, die auf H, verschwindet. Dann ist L, fir jedes Polynom
f e K[Xy,...,X,] ein Teiler von fo — f.

Beweis. Fur v € H, ist

(fo =) = flov) = f(v) = flv) = f(v) = 0.

Das Polynom fo— f verschwindet also auf der Nullstellenmenge von L,. Nach
dem Hilbertschen Nullstellensatz ist eine Potenz von fo — f ein Vielfaches
von L,. Da die Linearform ein irreduzibles Polynom ist, muss fo — f selbst
ein Vielfaches von L, sein. O

LEMMA 19.12. Es set K ein algebraisch abgeschlossener Korper und G C
GL, (K) eine Reflektionsgruppe. Es sei I das Ideal in K[X,...,X,], das
durch die homogenen Invarianten von einem positiven Grad erzeugt wird. Es
gelte

g1h1++gmhm :O,

wobei die hy, ..., hy, € K[Xq,...,X,] homogene Polynome und die g1, . .., gm
€ K[X1,...,X,]% invariante Polynome seien. Dann ist hy € Ig oder g, €

(927"'agm)'

Beweis. Wir fithren Induktion iiber den Grad von h;. Bei hy = 0 gehort
natiirlich hy zu Ig. Fiir hy # 0 und grad (h;) = 1ist g1 € (g2,...,gm). Sei
also grad (h;) > 1 deg(h;) > 1 und die Aussage fiir kleineren Grad bewiesen.
Essei g1 ¢ (g2, ..., gm) vorausgesetzt und es sei o € G eine Pseudoreflektion.

Dann ist
Zgi - (hio) = (ZgihZ) o =00 = 0.
i=1 i=1

Nach Fakt ***** kann man

hiO' = hz—f—LUﬁZ
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schreiben, wobei L, eine beschreibende Linearform des Eigenraumes zu o ist
und h; einen kleineren Grad als h; besitzt. Wir schreiben die obige Gleichung

als . .

0= Zgi (hi + La%i) = Lo Zgzﬁz
Dabher ist die Summe rechts gleich 0 und nach Induktlonsvoraussetzung ist
h € Ig, also auch hio — hy = h;L, € 1.

Sei nun 7 = oy - - - 0 € G ein Produkt von Pseudoreflektionen. Dann ist

h17’—h1 ==

hioi- o — hioity - o%)

hlai - hl) (Ui+1 tee O'k) .

k
> (
i=1

k
> (
=1
Da hyo; — hy zu I gehort und I unter G invariant ist, gehort auch hy7 — hy
zu Ig.

Mit dem Reynolds—Operator p und der Gruppenordnung n = #(G) ist

p(hy) —hy = Zhﬂ'—hl = lZ(lm—hl).

TGG TeG
Dies gehort zu I und wegen p(hy) € I ist auch hy € Ig. O
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