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VORWORT

Dieses Skript gibt die Vorlesung Mathematik fiir Anwender I wieder, die ich
im Wintersemester 2011/2012 an der Universitdt Osnabriick gehalten habe.
Ich habe diese Veranstaltung in dieser Form zum ersten Mal durchgefiihrt, bei
einem zweiten Durchlauf wiirden sicher noch viele Korrekturen und Anderun-
gen dazukommen. Dies bitte ich bei einer kritischen Durchsicht wohlwollend
zu beriicksichtigen.

Der Text wurde auf Wikiversity geschrieben und steht unter der Creative-
Commons-Attribution-ShareAlike 3.0. Die Bilder wurden von Commons
iibernommen und unterliegen den dortigen freien Lizenzen. In einem Anhang
werden die einzelnen Bilder mit ihren Autoren und Lizenzen aufgefiihrt. Die
CC-BY-SA 3.0 Lizenz ermoglicht es, dass das Skript in seinen Einzelteilen
verwendet, verdndert und weiterentwickelt werden darf. Ich bedanke mich
bei der Wikimedia-Gemeinschaft und insbesondere bei Benutzer Exxu fiir
die wichtigen Beitrdge im Projekt semantische Vorlagen, die eine weitgehend
automatische Erstellung des Latexcodes ermdoglichen.

Ich bedanke mich bei Herrn Daniel Brinkmann fiir Korrekturen und die Ko-
ordination des Ubungsbetriebs, ferner bei den Ubungsgruppenleitern Georg
Biedermann, Daniel Brinkmann, Alessio Caminata, Julio Moyano und bei
den Tutoren Danny Gomez-Ramirez, Linda Kock, Henning Mahr, Attila
Meeflen, Michael Robben, Kristina Volk, Sebastian Vof3 fiir die hervorragen-
de Mitarbeit bei der Veranstaltung. Bei Frau Marianne Gausmann bedanke
ich mich fiir die Erstellung der Pdf-Files und bei den Studierenden fiir einzel-
ne Korrekturen. Bei Jonathan Steinbuch bedanke ich mich fiir Verlinkungen
und Korrekturen.

Holger Brenner



31. VORLESUNG - EUKLIDISCHE VEKTORRAUME

Im Anschauungsraum kann man nicht nur Vektoren addieren und skalieren,
sondern ein Vektor hat auch eine Lénge, und die Lagebeziehung von zwei Vek-
toren zueinander wird durch den Winkel zwischen ihnen ausgedriickt. Lénge
und Winkel werden beide durch den Begriff des Skalarprodukts préazisiert.
Dafiir muss ein reeller Vektorraum' vorliegen.

Definition 31.1. Sei V ein reeller Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf V' ist
eine Abbildung
VxV—R, (v,w) — (v,w),

mit folgenden Eigenschaften:

(1) Es ist
(Mx1 + Ao, y) = Mi(x1, ) + Ao(T2,9)
fiir alle A;, As € R, z1,22,y € V und ebenso in der zweiten Kompo-
nente.
(2) Es ist
<U7 U)> = <w7 U)
fiir alle v,w € V.
(3) Es ist (v,v) > 0 fiir alle v € V und (v,v) = 0 genau dann, wenn
v =0 ist.

Die dabei auftretenden Eigenschaften heiflen Bilinearitit (das ist nur eine
andere Bezeichnung fiir multilinear, wenn der Definitionsbereich das Produkt
von zwei Vektorraumen ist), Symmetrie und positive Definitheit.

Beispiel 31.2. Auf dem R" ist die Abbildung
R" x R" — R, (v,w) = ((v1,...,0n), (W1,...,w0,)) —> Zviwi,
i=1

ein Skalarprodukt, das man das Standardskalarprodukt nennt. Eine einfache
Rechnung zeigt, dass dies in der Tat ein Skalarprodukt ist.

Beispielsweise ist im R? mit dem Standardskalarprodukt

3 ~1
(|-5].1l4])=3(-1)—5-442-6 = —11.
2 6

Definition 31.3. Ein reeller, endlichdimensionaler Vektorraum, der mit ei-
nem Skalarprodukt versehen ist, heifit euklidischer Vektorraum.

L Auch fiir komplexe Vektorriume gibt es Skalarprodukte, was wir aber nicht behandeln
werden.
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Zu einem euklidischen Vektorraum V' ist jeder Untervektorraum U C V
selbst wieder ein euklidischer Vektorraum, da man das Skalarprodukt auf U
einschrinken kann und dabei die definierenden FEigenschaften erhalten blei-
ben.

Norm und Abstand

Mit einem Skalarprodukt kann man die Lénge eines Vektors und damit auch
den Abstand zwischen zwei Vektoren erkldren.

Definition 31.4. Sei V' ein Vektorraum iiber R mit einem Skalarprodukt
(—, —). Dann nennt man zu einem Vektor v € V' die reelle Zahl

[v]|= v/ ({v,v)
die Norm von v.

Satz 31.5. Sei V' ein Vektorraum iber R mit einem Skalarprodukt (—, —) und
der zugehorigen Norm || — ||. Dann gilt die Cauchy-Schwarzsche Abschét-
zung, ndamlich

fiir alle v,w € V.

Beweis. Bei w = 0 ist die Aussage richtig. Sei also w # 0 und damit auch
||w]|# 0. Damit hat man die Abschitzungen

0 S o e e
w w

(v, w) (v, w) (v, w){v, w)

- <U,U>— <w7v>_—< J >+ <w7w>
LVUHiz | w][? [[w]]*
v, W

= (v,v) — ——.
[ w][?

Multiplikation mit ||w||? und Wurzelziehen ergibt das Resultat. O

Bemerkung 31.6. Fiir zwei von null verschiedene Vektoren v und w in
einem euklidischen Vektorraum V' folgt aus der Ungleichung von Cauchy-
Schwarz, dass

ist. Damit kann man mit Hilfe der trigonometrischen Funktion Kosinus bzw.
der Umkehrfunktion den Winkel zwischen den beiden Vektoren definieren,
namlich durch

Z(v,w) = arccos _{vw) :
o]l - [[w]]
Lemma 31.7. Sei V' ein Vektorraum diber R mit einem Skalarprodukt (—, —).

Dann gelten fiir die zugehérige Norm folgende Eigenschaften.



(1) [[v][=0,
(2) ||v]|= 0 genau dann, wenn v = 0 ist.
(3) Fir Ne R undv €V gilt

[Xvol|= Al o] -
(4) Firv,w eV gilt
lv+wl[<[[v]] + [lw]] .
Beweis. Die ersten beiden Eigenschaften folgen direkt aus der Definition des
Skalarprodukts. Die Multiplikativitat folgt aus
[Mo[]*= (Ao, dv) = Mo, dv) = N{v,0) = N ||v]*.
Zum Beweis der Dreiecksungleichung schreiben wir

l|lv+wl|]*? = (v+w,v+w)
o]? + [[w]]® +2(v, w)

A

< Il + Jwll* +2 v, w)l
Aufgrund von Satz 31.5 ist dies < (|| v || + || w ||)?. Diese Abschitzung
iibertragt sich auf die Quadratwurzeln. O
Lemma 31.8. Sei V' ein Vektorraum tiber R mit einem Skalarprodukt (—, —)
und der zugehorigen Norm || —||. Dann gilt die Beziehung

1
(v, w) =5 (lo+wll’ = [lo]P* = [[w]P) -

Beweis. Siehe Aufgabe 31.2. O
Definition 31.9. Sei V' ein Vektorraum iiber R mit einem Skalarprodukt
(—,—). Zu zwei Vektoren v, w € V nennt man

d(v, w) :=|[v —wl]

den Abstand zwischen v und w.

Lemma 31.10. Sei V' ein Vektorraum tiber R mit einem Skalarprodukt
(—,—). Dann besitzt der zugehorige Abstand die folgenden Eigenschaften (da-
bei sind u,v,w € V).

(1) Esist d(v,w) > 0.
(2) Esist d(v,w) =0 genau dann, wenn v = w.
(3) Es ist d(v,w) = d(w,v).
(4) Es ist
d(u, w) < d(u,v) + d(v,w).

Beweis. Siehe Aufgabe 31.4. O

Damit ist ein euklidischer Raum insbesondere ein metrischer Raum, womit
wir uns in den néchsten Vorlesungen beschéftigen werden.



Orthogonalitét

Mit dem Skalarprodukt kann man die Eigenschaft zweier Vektoren, aufein-
ander senkrecht zu stehen, ausdriicken.

Definition 31.11. Sei V ein Vektorraum iiber R mit einem Skalarprodukt
(—,—). Man nennt zwei Vektoren v,w € V orthogonal zueinander (oder
senkrecht), wenn
(v,wy=0

ist.
Definition 31.12. Sei V ein euklidischer Vektorraum und U C V ein Un-
tervektorraum. Dann heif3t

Ut = {v € V|{v,u) =0 fiir alle u € U}
das orthogonale Komplement von U.

Beispiel 31.13. Sei V' = R” versehen mit dem Standardskalarprodukt. Zum
eindimensionalen Untervektorraum Re; zum Standardvektor e; besteht das

x
Ti—1
orthogonale Komplement aus allen Vektoren 0 |, deren i-ter Eintrag 0
Li+1
Tn
ist. Zum eindimensionalen Untervektorraum Rv zu einem Vektor
a1
¢5)
v=| .| #0
G

kann man das orthogonale Komplement bestimmen, indem man die Lésungs-
menge der linearen Gleichung

axr1+...+a,x, =0
bestimmt. Zu einem Untervektorraum U C R", der durch eine Basis v; =
aj
, 7 =1,...,k, gegeben ist, bestimmt man das orthogonale Komple-

a .
an
ment als Losungsraum des linearen Gleichungssystems

T
Al | =0,
Tn

wobei A = (aj;) die aus den v; gebildete Matrix ist.



9

Definition 31.14. Sei V ein euklidischer Vektorraum. Eine Basis vy, ..., v,
von V' heifit Orthonormalbasis, wenn gilt

(v;,v;) = 1 fiir alle ¢ und (v;,v;) =0 fiir i # 5.

Die Elemente in einer Orthonormalbasis haben alle die Norm 1 und sie stehen
senkrecht aufeinander. Im R"™ ist die Standardbasis eine Orthonormalbasis.
Das folgende Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren erlaubt es, ausge-
hend von einer Basis eine Orthonormalbasis zu konstruieren.

Satz 31.15. Es sei V' ein euklidischer Vektorraum und es sei vy, v, ..., 0,
eine Basis von V. Dann g¢ibt es eine Orthonormalbasis uy, us, ..., u, von V
mit?

<U1,1)2, e ,’Ui> = <U1,U,2, e ,Ui>
fir allei =1,...,n.

Beweis. Die Aussage wird durch Induktion iiber 7 bewiesen, d.h. es wird suk-
zessive eine Familie von orthonormalen Vektoren konstruiert, die jeweils den
gleichen Unterraum aufspannen. Fiir ¢ = 1 muss man lediglich v; normieren,
also durch u; = ﬁ ersetzen. Sei die Aussage fiir 7 schon bewiesen und sei eine

Familie von orthonormalen Vektoren wy, ..., u; mit (uy, ..., u;) = (v1,...,v;)
bereits konstruiert. Wir setzen

Wit1 = Viy1 — <Ui+17U1>U1 . <Uz‘+17ui>ui .
Dieser Vektor steht senkrecht auf allen uq, ..., u; und offenbar ist (uq,. .., u;,
wir1) = (v1,..., 0, v;11). Durch Normieren von w;y; erhdlt man u;. O

Beispiel 31.16. Es sei V' der Kern der linearen Abbildung
R?* — R, (2,9,2) — 22 + 3y — 2.

Als Unterraum des R3 trigt V ein Skalarprodukt. Wir mochten eine Ortho-

normalbasis von V' bestimmen. Dazu betrachten wir die Basis bestehend aus
den Vektoren

1 0

vy=10] undovy =11

2 3

Es ist ||v1 || = v/5 und somit ist

1
U1 \65
2
V5

2Hier bezeichnet () den von den Vektoren erzeugten Untervektorraum, nicht das
Skalarprodukt.
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der zugehorige normierte Vektor. Gemifl dem?® Schmidtschen Orthonormali-
sierungsverfahren setzen wir

Wy = 112—<1)2,U1>U1
1 1
0 /5 /5
= —< 11,10 > 0
3 2 2
NG NG

I
WHLR O WH, O W~k oOo
|
o
(@)}
N——— N—
ook

6
5
= —|o0
12
5
_6
5
= |1
3
5
Es ist .
faali=i | 1) 1= /21 2 = R
AL T Vs 25 V25 B
5
und daher ist .
6 —_——
UQ_—\/B 1 = ﬁ
V14 \ 3 3
5 ﬁ

der zweite Vektor der Orthonormalbasis.

Isometrien

Definition 31.17. Es seien V und W zwei euklidische Vektorrdume und sei
o: V—W
eine lineare Abbildung. Dann heift ¢ eine Isometrie, wenn fiir alle v,w € V
gilt:
(p(v), o(w)) = (v,w).
Lemma 31.18. Es seien V und W zwei euklidische Vektorriume und sei
o V—W

eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent

(1) ¢ ist eine Isometrie.
(2) Fir alle u,v € V ist d(¢(u), ¢(v)) = d(u,v).

3Hiufig ist es numerisch geschickter, zuerst nur zu orthogonalisieren und die Normierung
erst zum Schluss durchzufiihren, siehe Beispiel Anhang 1.1.
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(3) Fiir alle v € V ist ||p(v)]||=]|v]]

Beweis. Die Richtungen (1) = (2) und (2) = (3) sind Einschrénkungen und
(3) = (1) folgt aus Lemma 31.8. O

31. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 31.1. Sei V ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt
(—,—) und sei U C V ein Untervektorraum. Zeige, dass die Einschrankung
des Skalarproduktes auf U ebenfalls ein Skalarprodukt ist.

Aufgabe 31.2. Sei V ein Vektorraum iiber R mit einem Skalarprodukt
(—, —) und der zugehérigen Norm || —||. Zeige, dass die Beziehung

1
(v, w) =5 (lv+w|P = llo|P* = [lw]l’)

gilt.

Aufgabe 31.3. Sei V' ein Vektorraum iiber R mit einem Skalarprodukt
(—,—) und der zugehorigen Norm || — ||. Zeige, dass die sogenannte Par-
allelogrammgleichung

lo+wlf? +]lv—w|]’=2]|v]]* +2||w]?
gilt.

Aufgabe 31.4. Sei V ein Vektorraum iiber R mit einem Skalarprodukt
(—,—). Zeige, dass der zugehorige Abstand die folgenden Eigenschaften be-
sitzt (dabei sind u, v, w € V).

t
(1) Esist d(v,w) > 0.

(2) Esist d(v,w) = 0 genau dann, wenn v = w.
(3) Esist d(v,w) = d(w,v).

(4) Es ist

d(u,w) < d(u,v) + d(v,w).

Aufgabe 31.5. Sei V ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt
(—,—) und sei U C V ein Untervektorraum. Zeige, dass das orthogonale
Komplement ebenfalls ein Untervektorraum von V' ist.
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-2
Aufgabe 31.6. Bestimme das orthogonale Komplement zu dem von | 8
9

erzeugten Untervektorraum im R3.

Aufgabe 31.7. Der R? sei mit dem Standardskalarprodukt versehen. Es sei
U C R? der Kern der linearen Abbildung

R® — R, (2,9,2) — 3z +y + 72,

versehen mit dem eingeschrinkten Skalarprodukt. Man bestimme eine Or-
thonormalbasis fiir U.

Aufgabe 31.8. Sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension n. Zeige,
dass eine Vektorfamilie uq,...,u, € V genau dann eine Orthonormalbasis
von V ist, wenn die zugehorige lineare Abbildung

R”—)V,ep—)u,-,

eine Isometrie zwischen R™ und V ist.

Aufgabe 31.9. Man gebe ein Beispiel einer bijektiven linearen Abbildung
¢: R — R?
an, die keine Isometrie ist, fiir die aber fiir alle u,v € V' die Beziehung
(u,v) = 0 genau dann, wenn (p(u), ¢(v)) =0
gilt.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 31.10. (2 Punkte)

Sei V' ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt (—, —). Beweise den
Satz des Pythagoras: Fiir zwei Vektoren v, w € V', die senkrecht aufeinander
stehen, gilt die Beziehung

v +wlP=[v]|* + [Jw] .

Aufgabe 31.11. (4 Punkte)

5 6
Bestimme das orthogonale Komplement zu dem von _83 und (2) er-
9 3

zeugten Untervektorraum im R*.
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Aufgabe 31.12. (3 Punkte)

Sei V' ein euklidischer Vektorraum und sei uq, ..., u, € V eine Orthonormal-
basis von V. Zeige, dass fiir jeden Vektor v € V' die Beziehung

n

v = Z(U,u,)ui

=1

gilt.

Aufgabe 31.13. (3 Punkte)

Wende das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren auf die Basis

1 p 7
2 |, [-4], (3
3 5 1

des R3, versehen mit dem Standardskalarprodukt, an.

Aufgabe 31.14. (4 Punkte)
Der R* sei mit dem Standardskalarprodukt versehen. Es sei U C R* der Kern
der linearen Abbildung

R* — R, (2,9, 2z, w) — 4o — 3y + 2z — 5w,

versehen mit dem eingeschrinkten Skalarprodukt. Man bestimme eine Or-
thonormalbasis fiir U.

Aufgabe 31.15. (6 Punkte)

Sei V' ein euklidischer Vektorraum und sei
p: V—V
eine lineare Abbildung. Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind.

(1) ¢ ist eine Isometrie.

(2) Fiir jeden Vektor v mit ||v]||=1 ist auch ||¢(v)||= 1.

(3) Fiir jede Orthonormalbasis u;,i = 1,...,n, ist auch ¢(u;),7 =
1,...,n, eine Orthonormalbasis.

(4) Es gibt eine Orthonormalbasis u;,i = 1,...,n, derart, dass auch
o(u;),i =1,...,n, eine Orthonormalbasis ist.
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32. VORLESUNG - METRISCHE RAUME

Euklidische Rdume besitzen nach Definition ein Skalarprodukt. Darauf auf-
bauend kann man einfach die Norm eines Vektors und den Abstand zwischen
zwei Vektoren definieren. Die wichtigsten Eigenschaften dieses euklidischen
Abstandes werden im Begriff der Metrik bzw. des metrischen Raumes axio-
matisiert.

Definition 32.1. Sei M eine Menge. Eine Abbildung d: M x M — R heifit
Metrik (oder Distanzfunktion), wenn fiir alle z,y,z € X die folgenden Be-
dingungen erfiillt sind:

(1) d(z,y) = 0 <= = = y (Definitheit),
(2) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie), und
(3) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung).

Ein metrischer Raum ist ein Paar (M, d), wobei M eine Menge und d: M X
M — R eine Metrik ist.

Man kann leicht aus den Bedingungen folgern, dass eine Metrik nur nichtne-
gative Werte annimmt. Der Wert d(z, y) gibt den Abstand der Punkte x und
y beziiglich d an. Oft wird die Metrik nicht in der Notation erwéhnt, obwohl
es Situationen gibt, in denen verschiedene Metriken auf ein- und derselben
Menge betrachtet werden.

Beispiel 32.2. Es sei V' ein euklidischer Vektorraum und
d(v,w) =||v —wl|:== /(v —w,v —w)

der zugehorige Abstand. Dieser besitzt nach Lemma 31.10 die Eigenschaften
einer Metrik. Insbesondere ist im R™ der durch

dz,y) = V(@1 —y1)? + (@2 — 12)2 + .. + (T — Yn)?

gegebene euklidische Abstand eine Metrik.

Wenn wir nichts anderes sagen, so versehen wir den R™ und den C" = R?"
stets mit dem euklidischen Abstand. Insbesondere sind die reellen Zahlen und
die komplexen Zahlen C = R? mit der durch den Betrag definierten Metrik
ein metrischer Raum.

Beispiel 32.3. Auf dem R" ist

n

da,y) = 3 Jai — i

=1

eine Metrik, die man die Summenmetrik nennt.
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%

Die Summenmetrik heifit auch Tazi-Metrik. Die griine Linie reprisentiert den
euklidischen Abstand, die anderen den Summenabstand.

Beispiel 32.4. Auf dem R” ist
d(z,y) =max (|x; —y;|,i=1,...,n)
eine Metrik, die man die Mazimumsmetrik nennt.

Beispiel 32.5. Sei (M, d) ein metrischer Raum und 7" C M eine Teilmenge.
Dann ist T" ebenfalls ein metrischer Raum, wenn man

dr(z,y) = d(z,y) fir alle x,y € T
setzt. Diese Metrik heif3t die induzierte Metrik.

Beispiel 32.6. Zu einer beliebigen Menge M kann man durch

0 beiz=y
d = ’
() {1 bei x # y,

eine Metrik definieren, die die diskrete Metrik heifit.

Definition 32.7. Sei (M,d) ein metrischer Raum, x € M und € > 0 eine
positive reelle Zahl. Es ist

Ulx,e) ={y e M|d(z,y) < €}
die offene und
B(z,€) = {y € M|d(z,y) < e}

die abgeschlossene e- Kugel um x.

Natiirlich miissen Kugeln nicht unbedingt kugelférmig aussehen, aber sie tun
es in der euklidischen Metrik. Fiir x € R ist U (z,€) einfach das beidseitig
offene Intervall |z — €,z + €[.
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Die Gestalt der Kugelumgebungen hingt von der Metrik ab.

Offene Teilmengen

ik

Eine Teilmenge ist offen, wenn jeder Punkt darin mit einer vollen
Kugelumgebung drin liegt. Bei einer solchen Menge ist es entscheidend, ob die
Randpunkte dazu gehdren oder nicht.
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Definition 32.8. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U C M
heifit offen (in (M, d)), wenn fiir jedes € U ein € > 0 existiert mit

Ulx,e) CU.

Definition 32.9. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C M
heifit abgeschlossen, wenn das Komplement M \ A offen ist.

Achtung! Abgeschlossen ist nicht das ,,Gegenteil“ von offen. Die , allermei-
sten® Teilmengen eines metrischen Raumes sind weder offen noch abgeschlos-
sen, es gibt aber auch Teilmengen, die sowohl offen als auch abgeschlossen
sind, z.B. die leere Teilmenge und die Gesamtmenge.

Lemma 32.10. Es sei M ein metrischer Raum und x € M ein Punkt. Dann
sind die offenen Kugeln U (x,€) offen und die abgeschlossenen Kugeln B(x,¢)
abgeschlossen.

Beweis. Seiy € U (z,¢), d.h. esist d(z,y) < e. Wir setzen a = e—d(z,y) >0
und behaupten, dass U (y,a) C U (z,€) ist. Dazu sei z € U (y,a). Dann ist
aufgrund der Dreiecksungleichung

d(z,z) < d(z,y)+dy,z) < d(z,y)+a < €
und somit z € U (x,¢). Fiir die zweite Behauptung siehe Aufgabe 32.21. [

Lemma 32.11. Sei (M,d) ein metrischer Raum. Dann gelten folgende FEi-
genschaften.

(1) Die leere Menge O und die Gesamtmenge M sind offen.
(2) Es seil eine beliebige Indexmenge und seien U;, i € I, offene Mengen.
Dann ist auch die Vereinigung

Ju
i€l

offen.
(3) Esseil eine endliche Indezmenge und seien U;, i € I, offene Mengen.
Dann ist auch der Durchschnitt

N

i€l
offen.
Beweis. Siehe Aufgabe 32.7. O

Folgen in metrischen Raumen

Wir besprechen die Konvergenz einer Folge in einem metrischen Raum. Eine
Folge im R? ist beispielsweise durch

Ty, =(cosn,sinn), neN.
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Es handelt sich um eine Folge, die sich auf dem Einheitskreis bewegt, und
zwar dreht sich der Punkt um die Bogenlénge 1 (also um ca. 57,3 Grad). Die
Folgenglieder ndhern sich also nicht untereinander an, sodass keine Konver-
genz zu erwarten ist. Bei der Folge

1 1

Yn = (— cos n, —sinn),nGN,
n n

bewegen sich die Glieder auf einer ,,gedachten Spirale®. Die Punkte drehen

sich nach wie vor um den gleichen Winkel, allerdings wird der Abstand zum

Nullpunkt immer kleiner, sodass man Konvergenz gegen 0 erwarten kann.

Definition 32.12. Sei (M, d) ein metrischer Raum und sei (xy,),,o, eine Folge
in M. Man sagt, dass die Folge gegen x € M konvergiert, wenn folgende
Eigenschaft erfiillt ist.

Zu jedem € € R, € > 0, gibt es ein ng € N derart, dass fiir alle n > ny die
Beziehung

d(x,,x) <€
gilt. In diesem Fall heiffit x der Grenzwert oder der Limes der Folge. Dafiir
schreibt man auch

lim z, =z.
n—oo

Wenn die Folge einen Grenzwert besitzt, so sagt man auch, dass sie konver-
giert (ohne Bezug auf einen Grenzwert), anderfalls, dass sie divergiert.

Diese Definition stimmt natiirlich fiir M = R mit unserem bisherigen Begriff
fiir konvergente Folge iiberein.

Lemma 32.13. Der R™ sei mit der euklidischen Metrik versehen und sei
(2n)pen €ine Folge in R™ mit

Zn = (Ziny -+ s Zmm) -

Dann  konvergiert die Folge genau dann, wenn alle Komponentenfolgen
(Zin)pen 0 R konvergieren.

Beweis. Sei die Gesamtfolge konvergent gegen z = (z1, ..., 2z,,). Wir behaup-
ten, dass die i-te Komponentenfolge (zin), oy gegen z; konvergiert. Sei (ohne
Einschrankung) ¢ = 1 und € > 0 vorgegeben. Wegen der Konvergenz der
Gesamtfolge gibt es ein ng € N mit d(z,, z) < € fiir alle n > ng. Daher ist

|Zln - Z1| = (Z1n - 21)2
S \/(Zln - Zl)2 + (Z2n - Z2>2 + ...+ (Zmn - Zm)2
= d(zp,2)
< e

Seien nun alle Komponentenfolgen konvergent, wobei die i-te Folge den
Grenzwert z; besitzen moge, und sei ein € > 0 vorgegeben. Wir setzen
z = (z1,...,2mn) und behaupten, dass die Folge gegen z konvergiert. Zu €/m



19

gibt es fiir jede Komponentenfolge ein ng; derart, dass |z, — z;| < ¢/m fiir
alle n > ng; gilt. Dann gilt fiir alle

n > ny = max (ng;,i=1,...,m)

die Beziehung

d(zp,2) =

g

Insbesondere konvergiert eine Folge von komplexen Zahlen genau dann, wenn
die zugehorigen Folgen der Realteile und der Imaginérteile konvergieren.

Fiir eine konvergente reelle Folgen (x,,),eny haben wir im ersten Semester die
Eigenschaft kennengelernt, dass wenn sdmtliche Folgenglieder > a sind, dass
dann auch der Limes > a ist (fiir ,>“ gilt das nicht). Die Hinrichtung der fol-
genden Aussage ist eine wesentliche Verallgemeinerung dieses Sachverhalts.

Satz 32.14. Sei (M,d) ein metrischer Raum und T C M eine Teilmenge.
Dann ist T genau dann abgeschlossen, wenn jede Folge (xy), . € T, die in
M Ekonvergiert, bereits in T" konvergiert.

Beweis. Sei zunéchst T abgeschlossen und eine Folge (z,),cy € T gegeben,
die in M gegen x € M konvergiert. Wir miissen zeigen, dass x € T ist.
Angenommen, dies wére nicht der Fall. Dann liegt x im offenen Komplement
von T und daher gibt es ein € > 0 derart, dass der gesamte e-Ball U (z, €) im
Komplement von T liegt. Also ist

TNU (z,¢) =10.

Da die Folge aber gegen = konvergiert, gibt es ein ny derart, dass alle Folgen-
glieder x,,, n > ng, zu diesem Ball gehoren. Da sie andererseits in 7' liegen,
ist dies ein Widerspruch. Sei nun 7' nicht abgeschlossen. Wir miissen eine
Folge in T konstruieren, die in X konvergiert, deren Grenzwert aber nicht
zu T gehort. Da T nicht abgeschlossen ist, ist das Komplement U := X \ T
nicht offen. D.h. es gibt einen Punkt z € U derart, dass in jedem e-Ball von
x auch Punkte auflerhalb von U, also in 7' liegen. Insbesondere ist also fiir
jede natiirliche Zahl n € N, der Durchschnitt

TﬂU(:z:,%) #£0.
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Wir wihlen aus dieser Schnittmenge ein Element z,, und behaupten, dass die
sich ergebende Folge die gewiinschten Eigenschaften besitzt. Zunéchst liegen
nach Konstruktion alle Folgenglieder in T'. Die Folge konvergiert gegen x, da
man sich hierzu auf ¢ = 1/n beschranken kann und alle Folgenglieder z,,,
m>n,inU (:L', %) cU (a:, %) liegen. Da der Grenzwert einer Folge im Falle
der Existenz eindeutig bestimmt ist, und = ¢ T ist, konvergiert die Folge in
T nicht. U

Randpunkte

Definition 32.15. Sei (M, d) ein metrischer Raum und 7" C M eine Teil-
menge. Ein Punkt x € M heifit Randpunkt von T, wenn fiir jedes ¢ > 0 der
offene Ball

U (x,¢€)
sowohl Punkte aus T als auch Punkte aus M \ T enthilt.

Die Menge aller Randpunkte von T heifit Rand von T', geschrieben Rand (7).

Beispiel 32.16. Zu einem offenen (oder abgeschlossenen) Intervall |a, b[C R
sind @ und b die beiden Randpunkte. Zu einer offenen (oder abgeschlossenen)

Kreisscheibe
K= {(x,y) ER’ /12 +y2 < r}
S = {(fﬁ,y) € R Va2 +y2 = 7“}

ist die Kreislinie

der Rand.

Definition 32.17. Sei (M, d) ein metrischer Raum und 7" C M eine Teil-
menge. Fin Punkt a € M heif3t Berihrpunkt von T, wenn zu jedem € > 0
der Durchschnitt

TNU (a,e) #0.

Ein Punkt ist genau dann ein Randpunkt von 7', wenn er sowohl von 7' als
auch vom Komplement M \ T ein Beriithrpunkt ist.
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32. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 32.1. Zeige, dass die Summenmetrik im R" eine Metrik ist.
Aufgabe 32.2. Zeige, dass die Maximumsmetrik im R"™ eine Metrik ist.

Aufgabe 32.3. Sei (M, d) ein metrischer Raum und 7' C M eine Teilmenge.
Zeige, dass die induzierte Metrik auf 7" in der Tat eine Metrik ist.

Aufgabe 32.4. Zeige, dass auf jeder Menge M die diskrete Metrik in der
Tat eine Metrik ist.

Aufgabe 32.5.*

Es seien P = (%, —1) und QQ = (2, %) zwei Punkte im R?. Bestimme den

Abstand zwischen diesen beiden Punkten in der
a) euklidischen Metrik,

b) der Summenmetrik,

¢) und der Maximumsmetrik.

Vergleiche diese verschiedenen Abstédnde der Grofle nach.

Aufgabe 32.6. Es sei V' ein euklidischer Vektorraum, U C V ein Unter-
vektorraum und v € V' ein Vektor. Zeige, dass der Abstand d(v, u) zu einem
Vektor u € U genau in dem (eindeutig bestimmten) Punkt ug € U minimal
wird, fiir den v — uy orthogonal zu U ist.

Aufgabe 32.7. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Zeige, dass folgende Eigen-
schaften gelten.

(1) Die leere Menge () und die Gesamtmenge M sind offen.
(2) Essei [ eine beliebige Indexmenge und seien U, i € I, offene Mengen.
Dann ist auch die Vereinigung

Uu
i€l

offen.
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(3) Es sei [ eine endliche Indexmenge und seien U;, ¢ € I, offene Mengen.
Dann ist auch der Durchschnitt

N
i€l
offen.

Aufgabe 32.8. Sei (M,d) ein metrischer Raum. Zeige, dass jede endliche
Teilmenge T' C M abgeschlossen ist.

Aufgabe 32.9. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Zeige, dass in M die soge-
nannte Hausdorff-Eigenschaft gilt, d.h. zu je zwei verschiedenen Punkten x
und y gibt es offene Mengen U und V' mit

reUundyecVundUNV =0.

Aufgabe 32.10. Sei M eine Menge, die mit der diskreten Metrik versehen
sei. Zeige, dass jede Teilmenge von M sowohl offen als auch abgeschlossen
ist.

Aufgabe 32.11. Zeige, dass die Menge
S = {(:E,y) e R* 2% +9° = 1}

abgeschlossen ist.

Aufgabe 32.12. Zeige, dass die Menge der reellen Zahlen in C abgeschlossen
ist.

Aufgabe 32.13. Es seien P und Q) zwei verschiedene Punkte im R? und G
die dadurch definierte Gerade. Zeige, dass G abgeschlossen in R? ist.

Aufgabe 32.14. Zeige, dass die Menge der rationalen Zahlen @ in R weder
offen noch abgeschlossen ist.

Aufgabe 32.15. Sei z € C eine komplexe Zahl mit |z| < 1. Zeige, dass die
Folge (2"),cy gegen 0 konvergiert.

Aufgabe 32.16. Sei z € C eine komplexe Zahl mit |z| > 1. Zeige, dass die
Folge (2"),cy divergiert.
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Aufgabe 32.17. Zeige, dass eine Folge in einem metrischen Raum maximal
einen Grenzwert besitzt.

Aufgabe 32.18. Sei (M, d) ein metrischer Raum und sei (z,,),,c eine Folge
in M. Zeige, dass die Folge genau dann gegen einen Punkt x € M konvergiert,
wenn die reelle Folge d(z,,z) gegen 0 konvergiert.

Aufgabe 32.19. Sei (M, d) ein metrischer Raum und 7" C M eine Teilmen-
ge. Zeige, dass der Rand von T' abgeschlossen ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 32.20. (2 Punkte)

Es scien P = (3,5, 0) und Q = (1, —6, 2) zwei Punkte im R®. Bestimme

den Abstand zwischen diesen beiden Punkten in der
a) euklidischen Metrik,

b) der Summenmetrik,

c¢) und der Maximumsmetrik.

Vergleiche diese verschiedenen Absténde der Grofle nach.

Aufgabe 32.21. (4 Punkte)

Sei (M,d) ein metrischer Raum. Zeige, dass die abgeschlossenen Kugeln
B(z, €) abgeschlossen sind.

Aufgabe 32.22. (4 Punkte)
Entscheide, ob im R? (versehen mit der euklidischen Metrik) die Folge
. (n5—4n2 —5nt +n3—n"!  4dcos®n +6n2+5n—2)
" e 13n*—9n?+5n+6 2n2 — sin’ n

konvergiert und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 32.23. (3 Punkte)

Bestimme den minimalen Abstand von (4,1, —5) zu einem Punkt der Ebene
E, die durch die Gleichung 2x — 7y + 3z = 0 gegebenen ist.
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Aufgabe 32.24. (5 Punkte)

Fiir welche Punkte (¢,¢?) der Standardparabel wird der Abstand zum Punkt
(0,1) minimal?

Aufgabe 32.25. (5 Punkte)

Sei (M,d) ein metrischer Raum und 7" C M eine Teilmenge mit der indu-
zierten Metrik. Zeige, dass eine Teilmenge Z C T genau dann offen in 7T ist,
wenn es eine in M offene Menge U gibt mit Z =T NU.

33. VORLESUNG - STETIGE ABBILDUNGEN

Ein metrischer Raum ist dadurch ausgezeichnet, dass es in ihm eine Ab-
standsfunktion gibt, und dass dadurch zwei Punkte ,,ndher“ zueinander lie-
gen konnen als zwei andere Punkte. Bei einer Abbildung

fi L—M

zwischen zwei metrischen Rdumen kann man sich fragen, inwiefern der Ab-
stand im Werteraum M durch den Abstand im Definitionsraum L kontrollier-
bar ist. Sei z € L und y = f(x) der Bildpunkt. Man mdochte, dass fiir Punkte
x', die ,nahe“ an z sind, auch die Bildpunkte f(z’) ,nahe“ an f(x) sind.
Um diese intuitive Vorstellung zu prézisieren, sei ein € > 0 vorgegeben. Die-
ses € repréasentiert eine , gewiinschte Zielgenauigkeit“ (oder ,Zieltoleranz®).
Die Frage ist dann, ob man ein § > 0 finden kann (eine , Startgenauigkeit*
oder , Starttoleranz“) mit der Eigenschaft, dass fiir alle 2’ mit d(z,z") < §
die Beziehung d(f(x), f(z')) < € gilt. Dies fiihrt zum Begriff der stetigen
Abbildung.

Stetige Abbildungen zwischen metrischen Ridumen

Definition 33.1. Seien (L, d;) und (M, ds) metrische Raume,
fi L—M

eine Abbildung und x € L. Die Abbildung f heifit stetig in z, wenn fiir jedes
€ > 0 ein § > 0 existiert, so dass

U (2,8)) CU(f(x),€)
gilt. Die Abbildung f heifit stetig, wenn sie stetig in x ist fiir jedes x € L.

Statt mit den offenen Ballumgebungen koénnte man hier genauso gut mit
den abgeschlossenen Ballumgebungen arbeiten. Die einfachsten Beispiele fiir
stetige Abbildungen sind konstante Abbildungen, die Identitét eines metri-
schen Raumes und die Inklusion 7" C M einer mit der induzierten Metrik
versehenen Teilmenge eines metrischen Raumes. Siehe dazu die Aufgaben.
Bei L = M = R stimmt diese Definition mit der bisherigen iiberein.



25
a |

Lemma 33.2. Es sei
f: L— M, z— f(z),

eine Abbildung zwischen den metrischen Rdumen L und M und sei x € L
ein Punkt. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) f ist stetig im Punkt x.

(2) Fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0 mit der Eigenschaft, dass aus
d(x,z") <0 folgt, dass d(f(x), f(z')) < € ist.

(3) Fiir jede konvergente Folge (), oy n L mit lim, o x, = x ist auch

die Bildfolge (f(xn)), ey konvergent mit dem Grenzwert f(x).

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) ist klar. Sei nun (2) erfiillt und sei

(75,),en eine Folge in L, die gegen x konvergiert. Wir miissen zeigen, dass

lim, o f(xn) = f(2) ist. Dazu sei € > 0 gegeben. Wegen (2) gibt es ein d mit

der angegebenen Eigenschaft und wegen der Konvergenz von (), .y gegen

x gibt es eine natiirliche Zahl ngy derart, dass fiir alle n > ng gilt

d(x,,x) <4.
Nach der Wahl von ¢ ist dann
d(f(xy,), f(x)) < e fir alle n > ng,

so dass die Bildfolge gegen f(x) konvergiert. Sei (3) erfiillt und € > 0 vor-
gegeben. Wir nehmen an, dass es fiir alle 6 > 0 Elemente z € L gibt, deren
Abstand zu x maximal gleich 9 ist, deren Wert f(z) unter der Abbildung
aber zu f(z) einen Abstand grofer als e besitzt. Dies gilt dann insbesondere
fiir die Stammbriiche 6 = 1/n, n € N. D.h. fiir jede natiirliche Zahl gibt es
ein x, € L mit

d(xp,,x) < % und mit d(f(z,), f(z)) > €.

Diese so konstruierte Folge (z,,), .y konvergiert gegen x, aber die Bildfolge
konvergiert nicht gegen f(z), da der Abstand der Bildfolgenwerte zumindest
¢ ist. Dies ist ein Widerspruch zu (3). O

Satz 33.3. Es sei
fi: L— M, z+— f(z),
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eine Abbildung zwischen den metrischen Rdumen L und M. Dann sind fol-
gende Aussagen dquivalent.

(1) f ist stetig in jedem Punkt x € L.

(2) Fir jeden Punkt x € L und jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0 mit der
Figenschaft, dass aus d(x,z") < 6 folgt, dass d(f(z), f(2")) < € ist.

(3) Fiir jeden Punkt x € L und jede konvergente Folge (y,),, oy in L mit
lim, o T, = @ ist auch die Bildfolge (f(xy)),cy konvergent mit dem
Grenzwert f(x).

(4) Fiir jede offene Menge V- C M st auch das Urbild

fUV)={z e L| f(z) € V}
offen.
Beweis. Die Aquivalenz der ersten drei Formulierungen folgt direkt aus Lem-
ma 33.2. Sei (1) erfiillt und eine offene Menge V' C M gegeben mit dem Urbild
U:= f1(V). Sei z € U ein Punkt mit dem Bildpunkt y = f(z) € V. Da V

offen ist, gibt es nach Definition ein € > 0 mit U (y,€) C V. Nach (2) gibt es
ein § > 0 mit f(U(x,0)) C U (y,€). Daher ist

relU(x,0) CU

und wir haben eine offene Ballumgebung von z innerhalb des Urbilds gefun-
den. Sei (4) erfillt und # € L mit y = f(x) und € > 0 vorgegeben. Da der
offene Ball U (y, €) offen ist, ist wegen (4) auch das Urbild f~!(U (y, €)) offen.
Da x zu dieser Menge gehort, gibt es ein § > 0 mit

Ul(x,0) € [7H(U (y,6))
so dass (1) erfiillt ist. O
Lemma 33.4. Seien L, M, N metrische Riume und seien
f:L—Mundg: M — N
stetige Abbildungen. Dann ist auch die Hintereinanderschaltung
gofi L— N,z g(f()),
stetig.

Beweis. Dies folgt am einfachsten aus der Charakterisierung von stetig mit
offenen Mengen, siehe Satz 33.3. O

Verkniipfungen und stetige Abbildungen

Wir verwenden das Symbol K als gemeinsame Bezeichnung fiir R und C.
Wegen C = R? existiert auf C eine Metrik, die durch den komplexen Betrag
gegeben ist.
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Lemma 33.5. Die Negation
K—K, 2+—— —uz,
und die Inversenbildung
K\ {0} — K\ {0}, z — 27",
sind stetig.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus

=z = (=y)| = |-z +yl.
Zur zweiten Aussage sei x # 0 und ¢ > 0 vorgegeben. Sei b = |z| > 0.
Wir setzen ¢ = min <%,g> Dann gilt fiir jedes y mit |z —y| < § die
Abschétzung (wegen |y| > b/2)
‘x_l —y‘l} = ‘yx_yx < b;e//; = €
O

Lemma 33.6. Die Addition

KxK—K, (z,y) — z +v,
und die Multiplikation

KxK—K, (z,y) — z v,
sind stetig.
Beweis. Siehe Aufgabe 33.7. O
Lemma 33.7. Sei (M,d) ein metrischer Raum und seien firi=1,...,m

Funktionen
fii M — K,
gegeben mit der zusammengesetzten Abbildung
f: M —K" z+— (fi(z),..., fm(z)).
Dann ist f genau dann stetig, wenn alle Komponentenfunktionen f; stetig

sind.

Beweis. Es geniigt, diese Aussage fiir K = R zu zeigen. Dafiir folgt sie direkt
aus Satz 32.13 unter Verwendung von Lemma 33.2. O

Beispiel 33.8. Wir betrachten die trigonometrische Parametrisierung des
Einheitskreises,* also die Abbildung

f: R—R* t+— f(t) = (cost,sint).

4Bine Abbildung I — M, wobei I ein reelles Intervall ist, deren Bild gleich einer ,, Kurve“
C C M ist, nennt man eine Parametrisierung von C.
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Einer reellen Zahl ¢ (im Bogenmaf}) wird dabei der zugehorige Punkt auf
dem Einheitskreis

St={(z,y) eR*|2* +y* =1}

zugeordnet. Diese Abbildung ist periodisch mit der Periode 27. Sie ist stetig,
da die trigonometrischen Funktionen Sinus und Kosinus nach Satz 17.2 stetig
sind und daraus nach Lemma 33.7 die Stetigkeit der Gesamtabbildung folgt.

Lemma 33.9. Es ser M ein metrischer Raum und seien
f,g: M — K
stetige Funktionen. Dann sind auch die Funktionen
f+g9: M —K z— f(x)+g(x),
f—9: M — K v+ f(x) — g(),
fr9o M — K, z— f(z)-g(2),

stetig. Fiir eine Teilmenge U C M, auf der g keine Nullstelle besitzt, ist auch
die Funktion

flg: U—K, z+— f(z)/9(x),
stetig.

Beweis. Wir betrachten Abbildungsdiagramme der Form

MI%S KK S5 K.

Die Abbildung links ist stetig aufgrund von Lemma 33.7. Die rechte Abbil-
dung ist stetig aufgrund von Lemma 33.6. Daher ist wegen Lemma 33.4 auch
die Gesamtabbildung stetig. Die Gesamtabbildung ist aber die Addition der
beiden Funktionen. Fiir die Multiplikation verlauft der Beweis gleich, fiir die
Negation und die Division muss man zusétzlich Lemma 33.5 heranziehen und
(fiir die Division) das Diagramm
UM KxK -5 K
betrachten. 0

Satz 33.10. Es set K™ mit der euklidischen Metrik versehen und sei
p: K" — K™
eine lineare Abbildung. Dann ist ¢ stetig.
Beweis. Eine komplex-lineare Abbildung ist auch reell-linear, und die eukli-
dische Metrik héngt nur von der reellen Struktur ab. Wir kénnen also K = R

annehmen. Aufgrund von Lemma 33.7 konnen wir m = 1 annehmen. Die

Abbildung sei durch

n
v: R" — R, (x1,...,2,) —> Zaixi,
i=1
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mit a; € R gegeben. Die Nullabbildung ist konstant und daher stetig, also
sei a = max (Ja;|, i =1,...,n) > 0. Es sei x € R" und ein € > 0 vorgegeben.
Fiir alle y € R™ mit d(z,y) < = ist insbesondere |z; — y;| < - fiir alle 7 und
daher ist

dlp(@),0y) = D awi= ) aw,

I
i\g
8
=
8
&
S~—

A
']
E}
=
|
<

ININA

Polynome in mehreren Variablen

Wir haben schon Polynome in einer Variablen verwendet. Die folgende De-
finition verwendet eine Multiindex-Schreibweise, um Polynomfunktionen in
beliebig (endlich) vielen Variablen einzufithren. Dabei steht ein Index v fiir
ein Tupel

v=(v1,...,Vp)
und fiir Variablen x4, ..., z, verwendet man die Schreibweise

Un
n -

=z
Ein solcher Ausdruck heifit ein Monom in den Variablen x4, ..., z,.
Definition 33.11. Eine Funktion
[ K" —K (x1,...,2,) — f(z1,..., %),

die man als eine Summe der Form
— | Z vy U2 1%
flxy, ..., x,) = E a,z’ = E a,xV' Ty
vENR veENn

mit a, € K schreiben kann, wobei nur endlich viele a, # 0 sind, heifit poly-
nomiale Funktion.

Ein Polynom ist also eine endliche Summe aus mit Konstanten multiplizierten
Monomen. In den zwei Variablen x und y ist z.B.

543+ Ty + 4% — zy — 2y + 42® — 62%y + 5ay® — 11y° + 82* — 62%y* + 2y
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ein Polynom. Bei diesem Beispiel ist agg = 5, a1 = 3, ag1 = —6, ag1 = 0,
u.s.w. Ein Beispiel in den drei Variablen x,y, 2 ist
2462 —4y—3z+52%+y? — 222 —xy—dwz+3yz+ 7% + 4y —52° — 2y + 5y’
— 1122 + 42y + 8y*z + 3y2* + bayz + 1723y 2°.

Offenbar sind die Summe und die Produkte von polynomialen Funktionen
wieder polynomial. Dies gilt auch, wenn man Polynome in andere Polynome
einsetzt.

Satz 33.12. Eine polynomiale Funktion
f: K" —K
15t stetig.

Beweis. Die einzelnen Variablen x; reprisentieren die i-te lineare Projektion
(X1, ..y Tp) — T

Nach Satz 33.10 sind diese stetig. Aufgrund von Lemma 33.9 sind dann auch
die monomialen Funktionen

Un . n
ey’ K'Y — K

stetig und damit aus dem gleichen Grund {iberhaupt alle polynomialen Funk-
tionen. U

33. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 33.1. Es seien L und M metrische Raume und m € M. Zeige,
dass die konstante Abbildung

f: L — M, z+— m,

stetig ist.

Aufgabe 33.2. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Zeige, dass die Identitét
M — M, z+— x,

stetig ist.

Aufgabe 33.3. Sei (M, d) ein metrischer Raum und 7" C M eine Teilmenge
mit der induzierten Metrik. Zeige, dass die Inklusion 7' C M stetig ist.
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Aufgabe 33.4. Sei (M, d) ein metrischer Raum und seien a < b < ¢ reelle
Zahlen. Es seien
fila b)) — M
und
: byl — M
g(b). Zeige, dass dann die Abbildung
h: la,c] — M

I

stetige Abbildungen mit f(b)

mit
h(t) = f(t) fir t < bund h(t) = g(t) fur t > b
ebenfalls stetig ist.

Aufgabe 33.5. Sei (M, d) ein metrischer Raum und sei
f: X —R

eine stetige Funktion. Es sei z € X ein Punkt mit f(z) > 0. Zeige, dass dann
auch f(y) > 0 gilt fiir alle y aus einer offenen Ballumgebung von z.

Aufgabe 33.6. Es seien L und M metrische Rdume und es seien
f,g: L— M
zwei stetige Abbildungen. Zeige, dass die Menge
N ={z e L[ f(x) =g(x)}
abgeschlossen in L ist.

Aufgabe 33.7. Zeige, dass die Addition
KxK-—K, (z,y) — z +v,
und die Multiplikation
KxK—K, (z,y) — z -y,
stetig sind.

Aufgabe 33.8. Zeige, dass die Funktion
C—C,z+— |z,

stetig ist.

Aufgabe 33.9. Es sei V C R" ein Untervektorraum im euklidischen Raum
R". Zeige, dass V' abgeschlossen im R" ist.
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Aufgabe 33.10. Zeige, dass auf dem R™ die euklidische Metrik, die Sum-
menmetrik und die Maximumsmetrik dieselben offenen Mengen definieren.

Aufgabe 33.11. Wir betrachten die trigonometrische Parametrisierung des
FEinheitskreises, also die Abbildung

¢: [0,27[— R? t+— (cos t, sin t).

Zeige, dass ¢ eine Bijektion zwischen [0, 27| und dem Einheitskreis definiert,
die stetig ist, deren Umkehrabbildung aber nicht stetig ist.

Aufgabe 33.12. Es sei X = R” mit der euklidischen Metrik und ¥ = R"
mit der diskreten Metrik. Es sei

Y —X
die Identitiit. Zeige, dass f stetig ist, die Umkehrabbildung f~! aber nicht.

Aufgabe 33.13. Es sei
fir K" — K"
eine Abbildung, die in jeder Komponente polynomial sei und sei
g: K" — K
eine polynomiale Funktion. Zeige, dass dann auch die Hintereinanderschal-
tung g o f eine polynomiale Funktion ist.

Aufgabe 33.14. Sei

T R" —R
eine Polynomfunktion und vy, ..., v, eine Basis von V mit den zugehérigen
Koordinatenfunktionen z;, ¢ = 1,...,n. Zeige, dass f auch eine Polynom-

funktion in diesen Koordinaten ist.

Aufgabe 33.15. Sei n € N. Zeige, dass die Determinante
K" 2 Matyyp(K) — K, M — det M,

eine polynomiale Funktion ist.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 33.16. (4 Punkte)
Es seien a,b,r € R, r > 0, und sei
K = {(z,y) e R*[(z —a)’ + (y — b)* =}

der Kreis mit dem Mittelpunkt M = (a,b) und dem Radius r. Es sei G eine
Gerade in R? mit der Eigenschaft, dass es auf G mindestens einen Punkt P
gibt mit d(M, P) < r. Zeige, dass K NG # () ist.

Aufgabe 33.17. (5 Punkte)

Im Nullpunkt 0 € R? befinde sich die Pupille eines Auges (oder eine Linse)
und die durch # = —1 bestimmte Ebene sei die Netzhaut N 2 R? (oder eine
Fotoplatte). Bestimme die Abbildung

R, xR xR — R?

die das Sehen (oder Fotografieren) beschreibt (d.h. einem Punkt des Halb-
raumes wird durch den Lichtstrahl ein Punkt der Netzhaut zugeordnet). Ist
diese Abbildung stetig, ist sie linear?

Aufgabe 33.18. (8 Punkte)

Ein Billardtisch sei 127 cm breit und 254 cm lang, die Kugeln haben einen
Radius von 3 cm und die Ecklécher seien ein Viertelkreis® mit Radius 5 cm
um einen Eckpunkt. An den Tisch sei ein Koordinatensystem angelegt, das
parallel zu den Tischseiten verlauft und bei dem die linke untere Ecke der
Nullpunkt sei.

Berechne fiir die linke untere Ecke die Koordinaten der beiden Punkte des
Lochrandes, durch die der Mittelpunkt einer Kugel hindurch muss, wenn
sie eingelocht werden soll. Wie lang ist der Abstand zwischen diesen beiden
Punkten, wie lang ist die Lochberandung zwischen diesen Punkten?

Eine Kugel soll nun direkt (ohne Verwendung von Bande oder anderen Ku-
geln) in dieses Loch versenkt werden, wobei der Queuesto$ stets in Richtung
der Kugelmitte und an deren ,, Aquator* durchgefiihrt wird. Welche Winkel-
toleranz zum Versenken der Kugel liegt vor, wenn der Kugelmittelpunkt die
folgende Position besitzt:

a) (63.5, 63.5)
b) (100, 100)
c) (63.5, 192,5)

"Diese Aufgabe macht auch Sinn, wenn die Locher volle Kreise um die Eckpunkte sind,
hat aber ein anderes Ergebnis.
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d) (63.5, 10)
Welche Lénge hat das zugehorige Kreissegment auf der Kugel?

Welche Winkeltoleranz liegt in a) bis d) vor, wenn man die anliegenden Ban-
den mitberiicksichtigt?

Aufgabe 33.19. (4 Punkte)

Es seien L, M, N metrische Rdume und seien
f:L—Mundg: M — N

Abbildungen. Es sei f stetig in € L und es sei g stetig in f(x) € M. Zeige,
dass die Hintereinanderschaltung

gof: L— N,z g(f(x)),

stetig in x ist.

Aufgabe 33.20. (4 Punkte)

Es sei V' ein euklidischer Raum. Zeige, dass die Norm
V — R, v—||v]|,

eine stetige Abbildung ist.

Aufgabe 33.21. (5 Punkte)
Es sei
T R—R

eine stetige Funktion. Zeige, dass der Graph von f abgeschlossen in R? ist.

Aufgabe zum Hochladen

Aufgabe 33.22. (8 Punkte)

Fertige in der Situation der Aufgabe 33.18 eine hochladbare Grafik an, die
auf dem Billardtisch die Linien von gleichem Schwierigkeitsgrad (also gleicher
Winkeltoleranz zum Einlochen) zeigt.
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34. VORLESUNG - DIFFERENZIERBARE KURVEN

Zz=x+iy=r(cos iy +isin ]/-/

X =T Cos
y =rsin

Eine Animation des Graphen der trigonometrischen Parametrisierung des
Einheitskreises. Die griinen Punkte sind Punkte des Graphen.

Es sei I ein reelles Intervall, V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum
und

f: 11—V

eine Abbildung. Eine solche Abbildung nennen wir auch eine Kurve oder
einen Weg in V. Haufig stellt man sich dabei I als ein Zeitintervall und die
Abbildung als einen Bewegungsprozess im Raum V' vor. Jedem Zeitpunkt
t € I wird also ein Ortspunkt f(¢) € V' zugeordnet. Es gibt mehrere Moglich-
keiten, sich eine solche Abbildung zu veranschaulichen. Bei eindimensionalem
V, also V = R, ist der Graph die iibliche Darstellungsweise. Einen Graphen
gibt es bekanntlich zu jeder Abbildung. Bei V = R? ist der Graph eine Teil-
menge von R x R? = R3. Hiufig skizziert man bei einer Kurve bei V = R?
oder V' = R? nur das Bild (man spricht auch von der Bahn oder der Spur der
Kurve) der Kurve. Man beachte aber, dass das Bild nur eine Teilinformation
der Abbildung aufzeigt.

Bei einem Bewegungsprozess interessiert man sich natiirlich fiir die ,,Ge-
schwindigkeit” zu einem bestimmten Zeitpunkt. Dabei versteht man unter
Geschwindigkeit nicht nur deren Betrag (oder Norm), sondern auch deren
Richtung (die Sprechweisen sind uneinheitlich).

Eine gleichméfiige Bewegung auf einem Kreis mit Mittelpunkt (0,0) und
Radius 7, bei der eine volle Kreisbewegung die Zeit a benétigt, die zum
Zeitpunkt 0 im Punkt (r,0) startet und gegen den Uhrzeigersinn verlauft,
wird durch

) ( 27 . 27 )

R— R* t+—— (r cos —t, rsin —t
a a

beschrieben. Der Geschwindigkeitsvektor der Kreisbewegung ist zu jedem
Zeitpunkt ¢ tangential an den Ortspunkt auf dem Kreis (und steht senkrecht

zum Ortsvektor). Die Norm der Geschwindigkeit ist bei einer Kreisbewegung
konstant, aber die Richtung &ndert sich kontinuierlich.
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Die Vorstellung der Momentangeschwindigkeit wird durch den Begriff der
differenzierbaren Kurve und ihrer Ableitung prézisiert, der eine direkte Ver-
allgemeinerung von differenzierbaren Funktionen ist. Die Idee ist wieder, zu
zwei Zeitpunkten ¢t < ¢ den Durchschnittsgeschwindigkeitsvektor (die wir
den Differenzenquotienten nennen)

f{) = 1)
t—t

zu betrachten und davon den Limes fiir ¢’ — ¢ zu bestimmen.

eV

Um einen Limes bilden zu kénnen, brauchen wir, wie schon im Eindimensio-
nalen, eine Metrik (eine Abstandsfunktion) auf V. Wir werden daher euklidi-
sche Vektorrdume betrachten, also reelle endlichdimensionale Vektorrdaume,
fiir die ein Skalarprodukt erklart ist. Ein Skalarprodukt auf V' definiert iiber

lv]]:= v/ (v,v)
eine Norm und {iber
d(u,v) =||u—v||
eine Metrik. Fiir einen Vektor v, der beziiglich einer Orthonormalbasis durch
die Koordinaten
v=(v1,...,0)

gegeben ist, lautet die Formel fiir die Norm

|vl|l=/vi+... +02.

Da es auf jedem endlichdimensionalen Vektorraum V' eine Basis vy, ..., v,
und damit eine dadurch induzierte bijektive lineare Abbildung

R" — V. e; —> v;,

gibt, gibt es auch auf jedem reellen endlichdimensionalen Vektorraum ein
Skalarprodukt und damit eine euklidische Metrik. Diese hdngt jedoch von
der gewihlten Basis ab. Allerdings hingen die offenen Mengen,® der Kon-
vergenzbegriff und Grenzwerteigenschaften nicht von einer solchen Wahl ab,
wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 34.1. Es sei V' ein reeller endlichdimensionaler Vektorraum. Es
seien zwei Skalarprodukte (—, —)1 und (—, =)o aufV gegeben. Dann stimmen
die tiber die zugehdrigen Normen || —||1 und || — ||2 definierten Topologien
tberein, d.h. eine Teilmenge U C 'V ist genau dann offen beziiglich der einen
Metrik, wenn sie offen beziiglich der anderen Metrik ist.

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

5Die Menge der offenen Mengen eines metrischen Raumes wird als Topologie bezeichnet.
Wesentliche Begriffe wie Konvergenz und Stetigkeit hdngen nur von der Topologie ab.
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Fiir uns bedeutet das, dass die im Folgenden zu entwickelnden Differenzier-
barkeitsbegriffe nicht vom gewéhlten Skalarprodukt abhéngen. Mit etwas
mehr Aufwand kann man auch zeigen, dass eine beliebige (nicht notwendiger-
weise euklidische) Norm auf einem reellen endlichdimensionalen Vektorraum
ebenfalls die gleiche Topologie definiert, und man genauso gut mit einer be-
liebigen Norm arbeiten konnte. Zunéchst miissen wir den Grenzwertbegriff
fiir Abbildungen zwischen metrischen Réumen erweitern.

Definition 34.2. Sei (M, d) ein metrischer Raum, sei " C M eine Teilmenge
und sei a € M ein Beriihrpunkt von 7'. Es sei
g: T — L

eine Abbildung in einen weiteren metrischen Raum L. Dann heifit b € L der
Grenzwert (oder Limes) von g in a, wenn es fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt
mit der folgenden Eigenschaft: Fiir jedes z € TN U (a,d) ist g(x) € U (b, €).
In diesem Fall schreibt man

lim,_,, g(x) =10.

Eine alternative Bedingung ist, dass fiir jede Folge (z,,), oy aus 7', die gegen
a konvergiert, die Bildfolge (f(zy)),cy gegen b konvergiert.

Diese Definition werden wir hauptséchlich in der Situation M = I ein reelles
Intervall, T' = I \ {t}, a = t, L = V ein euklidischer Vektorraum und den
Differenzenquotienten

f#) = f(t)

t—t
anwenden. Dieser ist fiir ¢’ = ¢ nicht definiert, wir suchen aber dennoch einen
sinnvollen Wert fiir ihn.

g: t' —

Definition 34.3. Es sei [ ein reelles Intervall, V' ein euklidischer Vektorraum
und
f: 11—V
eine Abbildung. Dann heifit f in ¢t € I differenzierbar, wenn der Limes
fE+h) - f(t)
h

existiert. Dieser Limes heiffit dann die Ableitung von f in t und wird mit

f'()

limy, 0

bezeichnet.

Die Ableitung ist selbst wieder ein Vektor in V. Statt Ableitung sprich man
auch vom Differentialquotienten in einem (Zeit)-Punkt t. Bei f'(t) # 0 ver-
steht man unter der Tangente an f(t) zum Zeitpunkt ¢ die durch

{ft)+s- f(t)]s € R}
gegebene Gerade.
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Definition 34.4. Es sei [ ein reelles Intervall, V' ein euklidischer Vektorraum
und

f: 11—V
eine Abbildung. Dann heiflt f differenzierbar, wenn f in jedem Punkt ¢ € I
differenzierbar ist. Die Abbildung

I —V t— f(t),
heifit dann die Ableitung von f.

Die Ableitung einer differenzierbaren Kurve ist damit selbst wieder eine Kur-
ve. Wenn die Ableitung stetig ist, so nennt man die Kurve stetig differenzier-
bar. Wenn die Ableitung selbst differenzierbar ist, so nennt man die Ableitung
der Ableitung die zweite Ableitung der Ausgangskurve.

Das folgende Lemma zeigt, dass dieser Differenzierbarkeitsbegriff nichts we-
sentlich neues ist, da er auf die Differenzierbarkeit von Funktionen in einer
Variablen zuriickgefiihrt werden kann.

Lemma 34.5. Es sei I ein reelles Intervall, V' ein euklidischer Vektorraum
und

f: 11—V
eine Abbildung. Es sei vy, vs, ..., v, eine Basis von V und es seien

die zugehdrigen Komponentenfunktionen von f. Fs sei t € I. Dann st f
genau dann differenzierbar in t, wenn sémtliche Funktionen f; in t differen-
zierbar sind. In diesem Fall gilt

fi@) = fit) -vi+ fo(8) w2+ 4 L) - vn
Beweis. Seitg € I und t € I, t # ty. Es ist

Ft) = flto) > iy fit) -vy =370 filto) - v

t—to t_tO
(to)
_ Zf] fj 0 ;.
t—to

Nach Aufgabe 34.5 existiert der Limes links fiir t — ¢, genau dann, wenn der
entsprechende Limes rechts komponentenweise existiert. U

Die vorstehende Aussage wird hauptséchlich fiir die Standardbasis des R”
angewendet.

Beispiel 34.6. Die Kurve
fTR— R t— (P =t t-sint, e
ist in jedem Punkt ¢ € R differenzierbar, und zwar ist

fl(t)y= (2t =3¢ sint +¢-cost, —e').
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Beispiel 34.7. Die trigonometrische Parametrisierung des Einheitskreises
f: R—R* t+— (cost, sint)
besitzt nach Lemma 34.5 und nach Satz 21.5 die Ableitung
f'(t)=(—sint, cost) .
Wegen

( cos t : - st ) = —costsint 4+ sint cost =0
sin ¢ cos t

steht der Geschwindigkeitsvektor stets senkrecht auf dem Ortsvektor.

Lemma 34.8. Es sei I ein reelles Intervall und V' ein euklidischer Vektor-
raum. Es seien

fg: I —V

zwei in tg € I differenzierbare Kurven und es sei
h: I —R
eine in to differenzierbare Funktion. Dann gelten folgende Aussagen.
(1) Die Summe
frgi I —V, t— ft)+9(t),
ist in to differenzierbar mit
(f +9)'(to) = ['(to) + ' (to) -
(2) Das Produkt
hf: I —V, t— h(t)- f(t),
ist differenzierbar in to mit
(hf)'(to) = h(to) - f'(to) + h'(to) - f(to) -
Insbesondere ist fiir c € R auch cf differenzierbar in to mit
(ef)(to) = cf'(to) .
(3) Wenn h nullstellenfrei ist, so ist auch die Quotientenfunktion

! ft)
7 I—>V,tr—>m,

in to differenzierbar mit

I\ hlto) f'(to) = W (to) f(to)
(1) = "G

h
Beweis. Siehe Aufgabe 34.4. O
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Man kann natiirlich zwei Abbildungen f,g: I — V nicht miteinander mul-
tiplizieren, so dass in der obigen Produktregel eine differenzierbare Kurve
und eine differenzierbare Funktion auftritt. Ebenso muss die Kettenregel mit
Bedacht formuliert werden. Spéater werden wir noch eine allgemeinere Ket-
tenregel kennenlernen.

Lemma 34.9. Es seien I und J zwei reelle Intervalle, es sei
h: I — J, s+— h(s),

eine in sg € I differenzierbare Funktion und es set
f:J—V, t— f(t),

eine in ty = h(sg) differenzierbare Kurve in einen euklidischen Vektorraum
V. Dann st auch die zusammengesetzte Kurve

foh: I —V, s+ f(h(s)),
in so differenzierbar und es gilt

(f o h)'(s0) = h'(s0) - f'(h(s0))-

Beweis. Es seien fy,..., f, die Komponentenfunktionen von f beziiglich ei-
ner Basis von V. Nach der Kettenregel in einer Variablen gilt

(fioh)'(s0) = h'(s0) - fi(R(s0))
fiir jedes 2 = 1,...,n. Dies ist wegen Lemma 34.5 die Behauptung. O

In der vorstehenden Situation sollte man sich h als eine Umparametrisierung
der Zeit vorstellen. Die Bahn der Kurve bleibt erhalten, es &ndert sich aber
die Geschwindigkeit und die Richtung, mit der die Bahn durchlaufen wird.
Wenn h: R — R die Negation ist, so wird die Kurve mit umgekehrter Zeit-
richtung durchlaufen. Die Aussage besagt in diesem Fall, dass die Ableitung
der umgekehrten Kurve negiert werden muss.

Lemma 34.10. Es sei I ein reelles Intervall, V und W seien euklidische
Vektorriume und es sei

fi 11—V
eine differenzierbare Kurve. Es sei
L:V—W

eine lineare Abbildung. Dann ist auch die zusammengesetzte Abbildung
Lof: I — W, t— L(f(t)),

differenzierbar und es gilt

(Lo f)(t) = L{f'(1))-
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Beweis. Sei ty € I fixiert und sei t € I, t # ty. Wegen der Linearitét ist

L (f(t) - f(to)) _ L(f() = L(f(t0))
t—to t—to

D.h. der Differenzenquotient zu L o f ist gleich dem Wert unter L des Dif-
ferenzenquotienten zu f. Wegen der Voraussetzung und der Stetigkeit einer
linearen Abbildung existiert der Limes links fiir ¢ — ¢, also existiert auch
der Limes rechts, und das bedeutet, dass der Differentialquotient der zu-
sammengesetzten Abbildung L o f existiert und mit dem Wert unter L des
Differentialquotienten zu f iibereinstimmt. O

Beispiel 34.11. Es sei

f: R—R?
eine differenzierbare Bewegung im Raum, bei der man sich nur fiir die lineare
Projektion der Bewegung auf eine Ebene interessiert. Eine solche Situation
liegt beispielsweise vor, wenn man zu einer Flughewegung nur die Bewegung
des Schattens des Flugkorpers auf der Erdoberfliche beschreiben méchte (bei
parallel gedachten Lichtstrahlen). Die Projektion wird (in geeigneten Koor-
dinaten) durch eine lineare Abbildung

L: R — R?
beschrieben. Lemma 34.10 besagt in dieser Situation, dass der Geschwindig-

keitsvektor der Schattenbewegung einfach die Projektion des Geschwindig-
keitsvektors der Flugbewegung ist.

34. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 34.1. Bestimme die Ableitung der Funktion

1
FiR— R t—s f(t) = (t2_ sint, et + 263 ¢ sinht—l—tz_'_l),

in jedem Punkt ¢t € R.

Aufgabe 34.2. Skizziere die Bilder und die Graphen der folgenden Kurven
im R2.
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Aufgabe 34.3. Sei V ein euklidischer Vektorraum und v,w € W. Zeige,
dass die Abbildung

[T R—V t—tv+w,
differenzierbar ist mit der Ableitung f'(t) = v.

Aufgabe 34.4. Es sei [ ein reelles Intervall und V ein euklidischer Vektor-
raum. Es seien
f,g: I —V

zwel in tg € I differenzierbare Kurven und es sei
h: I — R

eine in t differenzierbare Funktion. Zeige, dass folgende Aussagen gelten.

(1) Die Summe
frg: I —V t— f(t) +g(t),
ist in ¢y differenzierbar mit
(f +9)(to) = f'(to) + ¢'(to) -
(2) Das Produkt
hf: I — V, t— h(t)f(t),
ist differenzierbar in tg mit
(hf) (to) = h(to) [ (to) + h'(to) f(to) -
Insbesondere ist fiir ¢ € R auch cf differenzierbar in t; mit
(cf) (to) = cf'(to) -

(3) Wenn h nullstellenfrei ist, so ist auch die Quotientenfunktion

f f(@)
= —V t— —=

h ’ h(t)’
in to differenzierbar mit

AN h(to)f'(to) — W' (to) f(to)
(1) 0= "G

Aufgabe 34.5. Sei (M, d) ein metrischer Raum, sei 7' C M eine Teilmenge
und sei a € M ein Beriihrpunkt von 7'. Es sei

f: T —V

eine Abbildung in einen euklidischen Vektorraum V' mit den Komponenten-
funktionen
f17-~-7fn: T—R

beziiglich einer Basis von V. Zeige, dass der Limes

lim,_,q f (17)
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genau dann existiert, wenn sdmtliche Limiten

limxﬁa fj (SL’)

existieren.

Aufgabe 34.6. Es seien
f,9: R— R"

zwei differenzierbare Kurven. Berechne die Ableitung der Funktion
R— R, t — (f(t),9(1)).

Aufgabe 34.7. Betrachte die differenzierbare Kurve
0: R—R% t— (t3, et) .
Bestimme einen Kreis (mit Mittelpunkt und Radius) und eine Parametrisie-

rung v dieses Kreises derart, dass 1 und ¢ fiir ¢ = 1 bis zur zweiten Ableitung
iibereinstimmen.

Aufgabe 34.8. Das Bild der durch
R — R* t— (£, ),

definierten Kurve heifit Neilsche Parabel. Zeige, dass ein Punkt (z,y) € R?
genau dann zu diesem Bild gehoért, wenn er die Gleichung 2 = 3? erfiillt.

Aufgabe 34.9. (4 Punkte)

Es seien Py, ..., P, € R? endlich viele Punkte und sei M = R?\{P,..., P,}.
Zeige, dass es zu je zwei Punkten P, Q) € M eine differenzierbare Kurve

: [0,1] — M
mit p(0) = P und ¢(1) = @ gibt.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 34.10. (3 Punkte)
Bestimme die Ableitung der Kurve
sin t? et
Ry — R t— | 4, —
¥ + ) ( 5 )y X \/g) )

fiir jeden Punkt ¢t € R,..

Aufgabe 34.11. (4 Punkte)
Betrachte die Kurve

fi R— R 2+ (2° — z, 2° + sinh z, sin(2?)).

a) Bestimme die Ableitung von f in jedem Punkt z.

b) Bestimme die Komponentenfunktionen von f beziiglich der neuen Basis
(1,0,3),(2,4,6),(1,—1,0)

von R3.

c¢) Berechne die Ableitung in der neuen Basis direkt und mit Hilfe von Lemma
34.9.

Aufgabe 34.12. (4 (2+1+1) Punkte)

Auf einem Jahrmarkt befindet sich ein ,,Doppel-Karussell“, bei dem sich
ein Sitz alle 2 Sekunden um einen kleinen Kreis mit Radius 3 Meter dreht,
wobei sich der Mittelpunkt dieses Kreises seinerseits alle 8 Sekunden um
einen groflen Kreis mit Radius 10 Meter dreht. Beide Drehungen sind im
Uhrzeigersinn. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 besitzt der Sitz zum Mittelpunkt den
Abstand 13 Meter.

a) Beschreibe diesen Bewegungsvorgang (in einem geeigneten Koordinaten-
system) als eine differenzierbare Kurve.”

b) Berechne den Geschwindigkeitsvektor dieser Bewegung zu jedem Zeit-
punkt.

c¢) Berechne die Geschwindigkeit (den Betrag des Geschwindigkeitsvektors)
dieser Bewegung zu jedem Zeitpunkt.

7Gefragt ist hier nach der mathematischen Uberlagerung der beiden Bewegungen, d.h.
die grole Bewegung verdreht nicht das Koordinatensystem der kleinen Bewegung. Eine
volle Umdrehung des kleinen Kreises liegt vor, wenn der Verbindungspfeil aus dem dufleren
Drehmittelpunkt und dem Sitz wieder in die gleiche Himmelsrichtung zeigt. Bei der me-
chanischen Uberlagerung, die vorliegt, wenn die Umdrehungsgeschwindigkeit des #uferen
montierten Motors feststeht, sieht dies anders aus.
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Aufgabe 34.13. (6 Punkte)

Bestimme in der Situation von Aufgabe 34.12 die Zeitpunkte, an denen die
Geschwindigkeit maximal oder minimal wird.

Aufgabe 34.14. (4 Punkte)

Sei
fi R— Rt (2, ¢%).

Bestimme die Punkte ty € R, fiir die der Abstand der zugehorigen Kurven-
punkte f(t) = (3, t3) zum Punkt (1,0) minimal wird.

Aufgabe 34.15. (4 Punkte)

Es sei
T R—R"

eine differenzierbare Kurve und P € R” ein Punkt. Es sei ¢, € R derart, dass
der Abstand d(P, f(t)) (zwischen P und einem Kurvenpunkt) in ¢, minimal
werde. Zeige, dass P — f(to) senkrecht zu f'(tg) ist.

Aufgabe zum Hochladen

Aufgabe 34.16. (6 Punkte)
Erstelle eine Animation zu Aufgabe 34.12.

35. VORLESUNG - KURVENLANGE

Die Mittelwertabschitzung fiir differenzierbare Kurven

Die folgende Aussage vergleicht die Durchschnittsgeschwindigkeit einer dif-
ferenzierbaren Kurve mit der Momentangeschwindigkeit, also der Ableitung.

Satz 35.1. Es sei V' ein euklidischer Vektorraum und
f: [a7b] —>V7t'—>f<t)7
eine differenzierbare Kurve. Dann gibt es ein ¢ € [a, b] mit

17(0) = f@)[[ < (b—=a)- [[f ()]
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Beweis. Wenn f(a) = f(b) ist, so ist die Aussage trivialerweise richtig. Sei
also f(a) # f(b). Dann ist u; = % nach dem Schmidtschen Orthonor-
malisierungsverfahren Teil einer Orthonormalbasis von V. Es seien f1,..., f,
die Komponentenfunktionen von f beziiglich dieser Basis. Wir wenden den
Mittelwertsatz fiir eine Variable auf die erste Komponentenfunktion f; an.

Es gibt also ein ¢ € I mit der Eigenschaft
fi(®) = fila) = (b—a)- fi(c)

und damit auch
|f1(b) = fi(a)] = [b—al-|fi(c)]-

Da man die Laéngenmessung mit jeder Orthonormalbasis durchfiihren kann,
gilt

1f(0) = fla)|l = [[(f1(b) = fi(a))us]
= |£1(b) = fi(a)]
= |b—al-[fi(c)]

= [b—al-[lf (I
O

Beispiel 35.2. Wir betrachten die trigonometrische Parametrisierung des
Finheitskreises, also die Abbildung

f: R—R?* t+— (cost,sint).
Diese Abbildung ist fiir jedes t € R differenzierbar mit der Ableitung
| f/(t)]|=(—sint, cost).
Die Norm dieser Ableitung ist zu jedem Zeitpunkt gleich
F(t) = Vsin® t + cos? t = 1.
Wiihlen wir das Intervall [0, 27], so ist
f(0) = (0,0) = f(2m).

Dies bedeutet, dass in der Mittelwertabschitzung nicht Gleichheit gelten
kann.

Lange von Kurven

Wir arbeiten im R", versehen mit der euklidischen Metrik. Zu einer Kurve
f:[a, 0] — R" t — f(2),

die wir uns als einen von der Zeit abhéngigen Bewegungsvorgang im Raum
vorstellen, wollen wir die Lénge der Kurve definieren. Die Lénge soll dabei
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den insgesamt zuriickgelegten Weg beschreiben, nicht die Linge der zuriick-
gelassenen Spur oder den Abstand von Start- und Zielpunkt.

Definition 35.3. Es sei [a, b] ein kompaktes Intervall und
f: la,b] — R"
eine Abbildung. Zu einer Unterteilung
a=ty<t; <. <t <tp=0

nennt man
[POvPlv"ka] = [f(t(J)?f(tl)?'”af(tk)]

den zugehorigen Streckenzug.

Dabei sollte man sich die Unterteilung als eine Zeiteinteilung vorstellen und
die Punkte P; = f(t;) als die zugehorigen Ortspunkte der durch f beschrie-
benen Bewegung im R". Strenggenommen ist der Streckenzug einfach die
geordnete Folge der Punkte, es ist aber suggestiver, sich darunter die stiick-
weise lineare Verbindung dieser Punkte vorzustellen.

Definition 35.4. Zu einer Punktfolge
Py, P,...,P, eR"

nennt man .
Z d(P;, Pi—1)
i=1

die Gesamtlinge des Streckenzugs [Py, Py, . .., Pgl.

Definition 35.5. Es sei [a, b] ein kompaktes Intervall und
f: [a, 0] — R"

eine Abbildung. Dann nennt man

L(f) =sup (L(f(to), - -, f(tk)),
a=1ty<t; <...<tr1 <tr=0b Unterteilung, k € N)

die Kurvenlinge von f. Wenn L(f) endlich ist, so heifit die Kurve f rektifi-
zierbar.

Man nimmt hier also das Supremum iiber alle moglichen Unterteilungen des
Definitionsintervalls. Ohne zusétzliche Eigenschaften der Kurve kann man
nicht erwarten, dass man die Kurvenldange effektiv bestimmen kann. Wenn die
Kurve aber stetig differenzierbar ist, so ldsst sich die Lénge iiber ein Integral
berechnen, wie die folgende Aussage zeigt. Inhaltlich gesprochen bedeutet
sie, dass wenn sich beispielsweise ein Fahrzeug in der Ebene R? bewegt, man
die Gesamtlange der zuriickgelegten Strecke kennt, sobald man nur zu jedem
Zeitpunkt die momentane Geschwindigkeit (und zwar lediglich ihren Betrag,
die Richtung muss man nicht kennen) kennt. Die Lénge ist dann das Integral
iiber den Betrag der Geschwindigkeit.
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Satz 35.6. Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall und
f: la,b] — R"

eine Abbildung, die stetig differenzierbar sei. Dann ist f rektifizierbar und es
gilt fiir die Kurvenldinge

L<f>:/ £/t dt.

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

Die Rektifizierbarkeit ist schon in einer Variablen ein interessanter Begriff.
Es lésst sich sogar die Rektifizierbarkeit darauf zuriickfiihren. Dies bedeutet
aber nicht, dass man die Berechnung der Kurvenldnge auf die Berechnung
der Kurvenldngen der einzelnen Komponenten zuriickfithren kénnte.

Lemma 35.7. Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall und
filab] — R"

eine Abbildung. Dann ist f genau dann rektifizierbar, wenn samtliche Kom-
ponentenfunktionen rektifizierbar sind.

Beweis. Siehe Aufgabe 35.18. 0

Beispiel 35.8. Die Rektifizierbarkeit ist schon fiir Funktionen
f:I—R t— f(),

ein nicht-trivialer Begriff, sieche Beispiel 35.9. Wenn allerdings f wachsend
(oder fallend) ist, so ldsst sich die Lange einfach ausrechnen. Zu einer belie-
bigen Unterteilung a =ty < t; < ... <t = b ist dann nédmlich
k k

D) = fti)l = D (f(t) = f(timn)) = £(b) = f(a),

i=1 i=1
d.h. die Lange ist einfach die Differenz der Werte an den Randpunkten des In-
tervalls. Insbesondere existiert die Lénge, d.h. monotone Funktionen sind rek-
tifizierbar. Wenn f wachsend ist und stetig differenzierbar, so ergibt sich dies
natiirlich auch aus Satz 35.6 und aus Korollar 24.7. Wenn f allerdings nicht
monoton ist, so miissen bei der Langenberechnung auch die Richtungsande-
rungen mitberiicksichtigt werden. Fiir das Integral fab |f'(t)| dt gibt es keine
direkte Berechnung, da dann f’(¢) das Vorzeichen dndert. Man kann aber das
Intervall in Abschnitte unterteilen, wo die Funktion wachsend oder fallend,
bzw. wo die Ableitung positiv oder negativ ist, und dann abschnittsweise die
Lénge berechnen.

Beispiel 35.9. Die Funktion

xsin% bei x > 0,

f: [0,1}—>]R,x»—>f(x):{0beix_0
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ist stetig, aber nicht rektifizierbar. Fiir jedes x,, = + —ist f(z,) = Fa,,

wobei das Vorzeichen davon abhéngt, ob n gerade oder ungerade ist. Fiir
jedes n ist daher |f(x,) — f(x,—1)| > 2z,. Wihlt man dann die Untertei-
lungspunkte

2
O<zp<zp1<...<m<pg=-—<1,
T
so ist die Lange des zugehorigen Streckenzugs mindestens gleich

k k 1 2 2 k

n=1

Wegen der Divergenz der harmonischen Reihe ist dieser Ausdruck fiir £ — oo
nicht beschrénkt. Daher kann das Supremum iiber alle Streckenziige nicht
existieren und die Kurve ist nicht rektifizierbar.

Korollar 35.10. Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall und es sei
filab —R

eine stetig differenzierbare Funktion. Dann ist die Ldange des Graphen von f
gleich

/ VI+ (@) de.

Beweis. Mit der Lange des Graphen ist die Lange der durch z — g(z) =
(x, f(z)) definierten Kurve gemeint. Die Ableitung dieser Kurve ist ¢'(z) =
(1, f’(z)). Daher ist die Lange dieser Kurve nach Satz 35.6 gleich

L= / 9@ dt = / VIt @Rt
]

Beispiel 35.11. Wir wollen die Lange der Standardparabel berechnen, also
die Lange der durch

R — R?, t — (t,1%)
gegebenen Kurve. Nach Korollar 35.10 ist die Lénge von 0 nach b gleich
/ AT TR - / VI du
0

= (um —|— arsinh u)

= ib\/ 1442 + Z_L arsinh (20) .
Beispiel 35.12. Wir betrachten die Funktion

f:[-1,1] — R, 2 — f(z) =1 —2a2,
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die die obere Kreislinie des Einheitskreises beschreibt. Wir wollen die Léange
dieses Graphen bestimmen. Es ist

Flz) = I -2z x
2Vi—e  Jisa
wobei diese Gleichheit nur im Innern | — 1,1[ Sinn ergibt, in den Rand-

punkten ist die Funktion nicht differenzierbar. Dennoch kann man hier Satz
35.6 zundchst im Innern anwenden und anschlieend einen Grenziibergang
durchfiihren. Es geht somit um das Integral von

/1+ v [1—2?24a2% 1
1—22 1— 22 V1 =22

Die Stammfunktion davon ist arcsin z. Daher ist®

. 1 ™ m
r = arcsin x|, = 5 3)=m

1
1
L:/ ——d
_1\/1—1'2 2

Beispiel 35.13. Wir betrachten die trigonometrische Parametrisierung des
Finheitskreises, also die Abbildung
f: R—R* t+— f(t) = (cost,sin t).
Die Ableitung davon ist
f'(t)=(—sint, cost).

Daher ist die Kurvenlédnge eines von a bis b durchlaufenen Teilstiickes nach
Satz 35.6 gleich

LY(f) = /b\/(— sin t)2+ (cos t)?dt = /bldt =b—a.

Aufgrund der Periodizitidt der trigonometrischen Funktionen wird der Ein-
heitskreis von 0 bis 27 genau einmal durchlaufen. Die Linge des Kreisbogens
ist daher 2.

Beispiel 35.14. Es sei ein Punkt V' auf der Peripherie des Einheitskreises
fixiert (beispielsweise ein Ventil). Die Zykloide ist diejenige Kurve, die der
Punkt beschreibt, wenn der Einheitskreis sich gleichméflig auf einer Geraden
bewegt, wie wenn ein Rad auf der Strafle fahrt. Wenn ¢ den Winkel bzw. die
abgerollte Strecke représentiert, und der Punkt V' sich zum Zeitpunkt ¢t = 0
in (0,0) befindet, so wird die Bewegung des Ventils durch

W:R—R* t—— W(t)=(t—sint,1— cost).

beschrieben.

8Hier steht ein uneigentliches Integral, die Gleichheit gilt, da der Arkussinus auf ganz
[—1, 1] stetig ist.
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v (D

Nach einer Volldrehung befindet sich das Ventil wieder in seiner Ausgangs-
position am Rad, aber verschoben um 27. Die Ableitung dieser Kurve ist

W'(t)=(1—cost, sint).

Die Lange der Zykloide (also die Lénge des vom Ventil beschriebenen Weges)
ist nach Satz 35.6 im Zeitintervall von 0 nach s gleich

/\/(1—cost)2+sin2tdt = /\/2—2(:ostdt
0 0
= \/§/ V1—costdt
0

S—T

— 22 [ V1 — cos (7 +2u) du

s

2

= /2 ’ V1 -+ cos 2u du

2

S—T

2
= /2 \/1+c032u—sin2udu

2

— /2 ’ V2 cos? u du

2
s—m

2
= 4/ cos u du

2

= 4<sinufsjﬂ>.
2

Fiir s = 27 ist dies 4 - 2 = 8.

35. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 35.1. Seien v,w € R". Bestimme die Linge der affin-linearen
Kurve
[a,b] — R™, t — tv + w.
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Aufgabe 35.2. Sei
f: la,b) — R"
eine Kurve und ¢ € [a,b]. Zeige, dass f genau dann rektifizierbar ist, wenn

die beiden Einschrinkungen von f auf [a, ] und auf [c, b] rektifizierbar sind,
und dass in diesem Fall

Lo(f) = Le(f) + Le(f)
gilt.

Aufgabe 35.3. Bestimme die Lange der differenzierbaren Kurve
f: R—R, z+— 2% — 522+ 3z — 2,

von —b nach b.

Aufgabe 35.4. Bestimme die Lénge der durch
R — R3 t+— (cos t,sin t,t),

gegebenen Schraubenlinie fiir t zwischen 0 und b, wobei b € R<,.

Aufgabe 35.5. Wir betrachten die Kurve
R— R? t— (£ — 1,5 — ).

a) Zeige, dass die Bildpunkte (z,y) der Kurve die Gleichung
W= 22 + o
erfiillen.

b) Zeige, dass jeder Punkt (z,y) € R? mit y? = z* + z* zum Bild der Kurve
gehort.

c) Zeige, dass es genau zwei Punkte ¢; und ¢, gibt mit identischem Bildpunkt,
und dass ansonsten die Abbildung injektiv ist.
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Aufgabe 35.6. Bestimme die Lange der Neilschen Parabel
R — R? t — (2,17),

von 0 bis b, wobei b € R.

Aufgabe 35.7. Bestimme die Lénge des Graphen des cosinus hyperbolicus
cosh ¢ von a nach b.

Aufgabe 35.8.*
Berechne die Lange des Graphen der Funktion

1
fr R—>R,xH§x2—x+13,

zwischen 4 und 8.

Aufgabe 35.9.*
Wir betrachten die differenzierbare Kurve

f:[0,7] — R? ¢t — (¢, sin t).
a) Skizziere das Bild dieser Kurve und den Streckenzug, der sich ergibt, wenn
man das Definitionsintervall in vier gleichlange Teilintervalle unterteilt.
b) Berechne die Gesamtliange des in a) beschriebenen Streckenzugs.
c) Zeige, dass fir die Lange L dieser Kurve die Abschétzung

L < Vor

gilt.

Aufgabe 35.10.*

Es sei
v: la,b] — R"
eine stetig differenzierbare Kurve und sei
p: R" — R"
eine lineare Isometrie. Beweise die Langengleichheit
L(y) = L{go7).

Aufgabe 35.11. Es sei G = {(z, |z|)|x € R} C R? der Graph der reellen
Betragsfunktion. Man gebe eine differenzierbare Kurve

f: R — R?

an, deren Bild genau G ist.
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Die folgenden Aufgaben (einschliefllich Aufgabe 35.21) diskutieren, inwiefern
héherdimensional ein ,,Mittelwertsatz“ gelten kann.

Aufgabe 35.12. Es sei

f: la,b) — R?
eine stetig differenzierbare Kurve mit f(a) # f(b). Zeige, dass es kein ¢ €
[a,b] geben muss derart, dass

f'(e) = s-(f(b) = f(a))

mit einem s € R, s # 0, gilt.

Aufgabe 35.13. Es sei

f: la,b] — R?
eine stetig differenzierbare Kurve mit f'(¢) # 0 fiir alle ¢t € [a,b] und mit
f(a) # f(b). Zeige, dass es kein ¢ € [a, b] geben muss derart, dass

f'(e) = s-(f(b) = f(a))

mit einem s € R, s > 0, gilt.

Aufgabe 35.14. Es sei

fila,b] — R
eine stetig differenzierbare Kurve mit f'(¢) # 0 fiir alle ¢t € [a,b] und mit
f(a) # f(b). Zeige, dass es kein ¢ € [a, b] geben muss derart, dass f’(c) und
f(b) — f(a) linear abhéngig sind.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 35.15. (4 Punkte)

Ein Massenteil werde zum Zeitpunkt 0 von einem Berggipfel (der als Null-
punkt der Ebene angesetzt wird) mit konstanter horizontaler Geschwindig-
keit v abgeschossen und bewege sich danach luftwiderstandsfrei unter der
(konstanten) Schwerkraft der Erde. Berechne die Bahnkurve f(t) des Korpers
und die zuriickgelegte Strecke s(t) in Abhéngigkeit von der Zeit t.

Aufgabe 35.16. (4 Punkte)
Berechne die Lange des Graphen der Funktion

1
f: R—)R,x»—>§x2—4x+1l,

zwischen 2 und 9.
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Aufgabe 35.17. (3 Punkte)

Bestimme die Lange der differenzierbaren Kurve

t 4> 8t7
TR Rt (o, 2
f ) (3 9 5 ) 7 ) )
von a nach b.
Aufgabe 35.18. (3 Punkte)
Es sei [a, b] ein kompaktes Intervall und
f: la,b) — R"

eine Abbildung. Zeige, dass f genau dann rektifizierbar ist, wenn sédmtliche
Komponentenfunktionen rektifizierbar sind.

Aufgabe 35.19. (5 Punkte)

Bestimme die Lénge des Graphen der Exponentialfunktion exp ¢ von a nach

b.

Aufgabe 35.20. (5 Punkte)

Man gebe eine differenzierbare Kurve
f: R—R?

an, deren Bild genau das Achsenkreuz ist.

Die Maiaufgabe

Die folgende Sonderaufgabe ist bis Ende Mai abzugeben.

Aufgabe 35.21. (8 Punkte)
Es sei
f: la,b] — R?

eine stetig differenzierbare Kurve mit f'(¢) # 0 fiir alle t € [a, b]. Zeige, dass
es ein ¢ € [a, b] gibt derart, dass f'(c) und f(b) — f(a) linear abhéngig sind.
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36. VORLESUNG - WEGINTEGRALE

Integration von stetigen Wegen
Fiir eine stetige Kurve
g: I —V
in einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum definieren wir fiir a,b €
I das Integral fab g(s)ds komponentenweise, d.h. man wéahlt eine Basis

vy,...,0, von V und driickt die stetige Kurve durch ihre Komponenten-
funktionen ¢y, ..., g, aus. Dann setzt man

/abg(s)ds = (/abgl(s)ds) v 4.+ </abgn(s)ds> o

Das Ergebnis ist ein Vektor in V', der unabhéngig von der gewihlten Basis ist.
Wenn man die untere Intervallgrenze a fixiert und die obere Intervallgrenze
b =t variiert, so bekommt man eine Integralkurve

t
I—>V,tl—>/ g(s)ds.

Diese Integralkurve kann man wieder ableiten und erhélt die Ausgangskurve
zuriick, d.h. es gilt wieder der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung.

Es gilt die folgende Integralabschétzung.

Satz 36.1. Es sei V' ein euklidischer Vektorraum und
g: [a,b] —V
eine stetige Abbildung. Dann gilt

| [ swai< [ g a

Beweis. Wenn fabg(t) dt = 0 ist, so ist nichts zu zeigen. Sei also

b
/ g(t)ydt = v # 0.

Es sei uy = ﬁ Das ergénzen wir zu einer Orthonormalbasis uq, us, ..., Uy,

von V. Es seien g¢1,9s,...,g, die Koordinatenfunktionen von ¢ beziiglich
dieser Basis. Dann besteht aufgrund unserer Basiswahl die Beziehung

v - /abg(t)dt
- (/abgl(t)dt)u1+...+(/abgn(t)dt>un
_ (/abgl(t)dt)ul.
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Dabher ist

I gwyar) = /MW4
< [ lntol a
< [ VewrT T e

b
= / lg1(Dur + ... + gn(D)u, || dt

%
=/mew

Bemerkung 36.2. Die Abschétzung aus Satz 36.1 ist im Allgemeinen recht
grob. Wenn beispielsweise g = f’ die Ableitung einer stetig differenzierbaren
Kurve

4

f:]a, 0] —V
ist, so ist die rechte Seite gleich

/meﬁ:/uﬂwm:@m7

also nach Satz 35.6 die Kurvenlidnge von f. Die linke Seite ist hingegen

II/ g(t) dt]| =] f(b) = fa)]] -

Die Abschétzung ist also in diesem Fall trivial, da ja die Kurvenldnge nach
Definition das Supremum der Langen der interpolierenden Streckenziige ist,
und || f(b) — f(a)|| ist die Lange der direkten Strecke.

Bemerkung 36.3. Aus Satz 36.1 kann man Satz 35.1 fiir eine stetig diffe-
renzierbare Kurve

f: 11—V
gewinnen. Mit g = f’ ist ndmlich

b

LF) = fa)ll = [l [ g(t)dt]|
b

< [lsol

= [~ a)[lg(0)]

= (b=a) [ [ (0]

fiir ein gewisses ¢ € [a, b], dessen Existenz aus dem Mittelwertsatz der Inte-
gralrechnung (in einer Variablen) folgt.
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Vektorfelder

Definition 36.4. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C
R ein reelles Intervall und U C V eine offene Menge. Dann nennt man eine

Abbildung
f: [XU—>‘/7 (t,’l})|—>f(t,’l)),
ein Vektorfeld (auf U).

MWW e
MNANNNNNS =
NN s
VAN~ s
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I NN L Lt O
VS SO S N
K KWKo w WK
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Die iibliche physikalische Interpretation ist hierbei, dass t die Zeit reprasen-
tiert, v den Ort und f(t,v) € V einen Vektor, der zum Zeitpunkt ¢ an
den Ortspunkt v angeheftet ist und dort eine Richtung vorgibt. Manchmal
spricht man auch von einem Richtungsfeld. Im physikalischen Kontext wer-
den die Vektoren als Geschwindigkeitsvektoren, als Kraftvektoren oder als
Beschleunigungsvektoren interpretiert.

Wenn das Vektorfeld nicht von ¢ abhéngt, so spricht man von einem zeitun-
abhdngigen oder autonomen Vektorfeld.

Wir werden im Rahmen der Differentialgleichungen auf zeitabhéngige Vektor-
felder zuriickkommen. Zuerst untersuchen wir zeitunabhéngige Vektorfelder
und Wegintegrale.

Wegintegrale

Definition 36.5. Es sei U C R" eine offene Teilmenge,
F:U—R"

ein stetiges Vektorfeld und
v: [a,b] — U
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eine stetig differenzierbare Kurve. Dann heifit

b
[F= [Fam) @
¥ a
das Wegintegral zum Vektorfeld F' langs des Weges ~.

Statt Wegintegral sagt man auch Kurvenintegral. Die stetige Differenzier-
barkeit sichert dabei, dass die Ableitung 7 und damit auch der Integrand
t— (F(y(t)),~/(t)) stetig sind, sodass das Integral existiert.

Wenn der Weg v nur (stetig und) stiickweise stetig differenzierbar ist, wenn
es also eine Unterteilung a = ag < a; < ... < a,_1 < a, = b gibt derart,
dass die Einschrankungen? ~; := Viai_1,a;) Stetig differenzierbar sind, so setzt

man
/F:z/F—i—/F—l—...—i—/F.
v et Y2 Tn

Bemerkung 36.6. Das Vektorfeld
F:U—R"
sei durch die Komponentenfunktionen
Fi(zy,...;zn), .., Fu(x, ..., xy)
und die Kurve durch die Komponentenfunktionen
(@), n(t))
mit der Ableitung

(@), ()
gegeben. Dann wird das Wegintegral durch

/ F o= / Fi(n(t), - ) - () + -+ Fala(8), - (0)) - AL (0l

S I CHOMREACIREAO

berechnet.

Beispiel 36.7. Wir betrachten das Vektorfeld
F: R* — R? (z,y) — (2% — y*, ay)
und den Weg
v: [0,1] — R?, t — (2, % — 5t).
Die Ableitung von 7 ist
7(t) = (2,3t = 5).

9Hier haben die 7; eine andere Bedeutung wie in der folgenden Bemerkung, wo sie die
Komponentenfunktionen bezeichnen.
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Daher ist das Wegintegral zu diesem Vektorfeld lings dieser Kurve gleich

[yF:

H
71;
—~
-2
—~
~
S—
S~—
-2
<
—~
~
S—
Ny
QL
S

—_

(()? = 72()?) - 11 () + 71(E)y2(t) - 5 (t)dt

[asy

(' — (#* = 5t)%) - 2t +t2(t* — 5t) - (3> — 5)dt

(t* — 7 + 15t — 75¢° + 125¢%)2t + t2(3t° — 5¢° — 15¢° + 25¢)dt

—_

2t5 — 2t10 + 30¢% — 150¢% + 250t + 37 — 20t* + 25¢3dt

—_

—2t10 4+ 30¢% + 3t" — 150t° + 2t° + 230t* + 25¢3dt

S —S———

2 10 3 150 1 25
_ (2 e 2 4 6 14665 L 24 12
<1l+3+8 T T30 )l
=336+ 6160 + 693 — 39600 + 616 + 85008 + 11550
o 1848
64091
1848
Beispiel 36.8. Wir betrachten das Vektorfeld
F: R* — R? (z,9) — (—3z,5y).
Fiir einen stetig differenzierbaren Weg
v [a,b) — R?, t — (),
ist das Wegintegral zu diesem Vektorfeld gleich
b
/ F = / (1))t
-
b
= / =30 (0) - (0)+ 5le) - h(0)dr
3
- ( i m(t))z) z
5 2 3 2 D 2
- 2<%<b>> 2000 + S (@) — 2 (al@)”

Insbesondere hingt dieser Wert nur von v(a) und ~(b) ab, also dem An-
fangspunkt und dem Endpunkt der Bewegung, nicht aber vom Verlauf des
Weges.

Das folgende Beispiel zeigt, dass fiir einen geschlossenen Weg ~, wo also
v(a) = ~(b) ist, das Wegintegral nicht 0 sein muss. Wir werden allerdings
spater sehen, dass Gradientenfelder (Potentialfelder) die Eigenschaft besit-
zen, dass die Wegintegrale nur vom Anfangs- und Endpunkt abhéngen.
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Beispiel 36.9. Wir betrachten das Vektorfeld
F: R* — R? (z,y) — (—y,2)
und den Weg
v: [0,27] — R? ¢+ (cos t, sin t).
Die Ableitung von 7 ist
7Y (t) = (= sin t, cos t).
Daher ist das Wegintegral zu diesem Vektorfeld lings dieser Kurve gleich

[r - [
= [ G

27
= / sin® t + cos® tdt
0

2w
:/1ﬁ
0

= 2.

Bemerkung 36.10. Bei der iiblichen pysikalischen Interpretation eines We-
gintegrals stellt man sich das Vektorfeld als ein Kraftfeld und den Weg als die
Bewegung eines Massepunktes vor. Dabei ist die Bewegung erzwungen, d.h.
es handelt sich nicht um die natiirliche Bewegung, die das Kraftfeld bewirkt,
sondern um eine gefithrte Bewegung. Eine solche Bewegung erfordert einen
Arbeitsaufwand, wenn sie gegen das Kraftfeld durchgefiihrt wird, und setzt
Energie frei, wenn sie mit der Kraft gefiihrt wird. Entscheidend ist dabei der
Winkel zwischen der momentanten Bewegungsrichtung zu einem Zeitpunkt
t und dem Kraftfeld zum Ortspunkt v(¢). Daher taucht in der Definition des
Wegintegrals das Skalarprodukt zwischen Vektorfeld und Bewegungsrichtung
auf. Das gesamte Wegintegral ist die Arbeit, die man lings des Weges in dem
Kraftfeld verrichtet.

Satz 36.11. Es sei U C R" eine offene Teilmenge,
F:U—R"
ein stetiges Vektorfeld und
v: la, b — U
eine stetig differenzierbare Kurve. Es sei
g: e, d] — a, b

eine bijektive, monoton wachsende, stetig differenzierbare Funktion und sei

vy =~vog. Dann gilt
/F:/F
Y ¥
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Beweis. Es seien Fi,...,F, die Komponentenfunktionen von F und -,
.., Vn die Komponentenfunktionen von . Dann gilt unter Verwendung von
Korollar 33.9 mit der Substitution t = g(s)

/y P z / F (n(t), - (1)) - A1)t

= > [ RGO Al T

g

Die Funktion ¢: [c,d] — [a,b] nennt man in diesem Zusammenhang eine (ori-
entierungserhaltende) Umparametrisierung. Der Satz besagt, dass das Wegin-
tegral nur von dem durchlaufenen Weg (einschlielich der Richtung) abhéngt,
nicht aber von der Geschwindigkeit, mit der das passiert. Wenn die Funktion
g monoton fallend ist, so vertauschen sich bei der Substitution die Integrati-

onsgrenzen und man erhalt
/ F=- / F
v ¥

Diese Beziehung gilt insbesondere, wenn der Weg v in umgekehrter Richtung
durchlaufen wird.

36. ARBEITSBLATT

Aufwarmaufgaben

Aufgabe 36.1. Zeige, dass das Integral zu einer stetigen Kurve
la,b] — V

in einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum V' unabhéngig von der
gewahlten Basis ist.

Aufgabe 36.2. Wir betrachten die Abbildung
0: R— R t— (t3,¢° — 1,t + sin t).
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Bestimme die Komponenten dieser Abbildung beziiglich der Basis

1 0 1
o], 1], [-1
1 2 1

Bestimme mit beiden Basen das Integral dieser Kurve tiber [a, b], und bestéti-
ge, dass die Ergebnisse iibereinstimmen.

Aufgabe 36.3. Sei
v 2,7 — R t— (P —1,t+3),
gegeben. Berechne das Wegintegral lings dieses Weges zum Vektorfeld
F(z,y) = (v —x,=3zy —¢°) .

Aufgabe 36.4. Sei
v [1,6] — R?, 6 — (2,1°,1),
gegeben. Berechne das Wegintegral léngs dieses Weges zum Vektorfeld
F(z,y,z) = (y2 — 22?2y, —3xz — y?’z) )

Aufgabe 36.5. Sei
v: [0,27] — R3, t = (cos t, sin t,t),
gegeben. Berechne das Wegintegral ldngs dieses Weges zum Vektorfeld
F(z,y,2) = (y — 2°, 2% —22).

Aufgabe 36.6. Seien a, b, c,d,r, s > 1 natiirliche Zahlen. Wir betrachten die
stetig differenzierbare Kurve

0,1] — R? t — (17, 15).
Berechne das Wegintegral ldngs dieses Weges zum Vektorfeld
F(x,y) = (2™, 2y?) .

Aufgabe 36.7. Sei
v: [0,27] — R? t +— (cos t, sin t),

gegeben. Berechne das Wegintegral langs dieses Weges zu den folgenden Vek-
torfeldern.

a) F(z,y) = (v,y),
b) F(z,y) = (z,—y),
c) Fx,y) = (y,z),
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d) F(f,y) = (y7 —ZL’).

Aufgabe 36.8. Es sei
F:R—R

ein stetiges Vektorfeld und
v: [a, 0] — R
ein stetig differenzierbarer Weg. Es sei G eine Stammfunktion zu F'. Zeige

| F = o) - ct).

Y

Aufgabe 36.9. Wir betrachten das identische Vektorfeld
F: R" — R", P— P.
Zeige, dass fiir je zwei Punkte P, ) € R™ und fiir jeden stetig differenzierbaren
Weg
v: [a,b] — R"
mit y(a) = P und y(b) = Q das Wegintegral [ F gleich 5 ([|Q[]* — || P[]*)
ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 36.10. (5 Punkte)

Sei
v [=2,5] — R t— (2, =387 —t + 4),
gegeben. Berechne das Wegintegral lings dieses Weges zum Vektorfeld

F(z,y,z) = (y3 — x22% 2?y, by — ygz) .

Aufgabe 36.11. (5 Punkte)
Wir betrachten die differenzierbare Kurve
v: [0,1] — R?, ¢ — (¢, —t,1?),
und das Vektorfeld
F: R — R (2,y,2) — (2%, 22,9°%).

a) Berechne das Wegintegral [ F.

b) Es sei

g: [O,g] — [0,1], s —> sin s,

und ¥ = 7 o g. Berechne (unabhéngig von a)) f? F
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Aufgabe 36.12. (4 Punkte)
Wir betrachten das Vektorfeld
F: R* — R? (z,y) — (wQ — Y, xy + cos x) )

Bestimme das Wegintegral ldngs des gegen den Uhrzeigersinn einmal durch-
laufenen Einheitsquadrates.

Aufgabe 36.13. (6 Punkte)
Wir betrachten das Vektorfeld

F: R?\ {(0,0)} — R?, (z,y) — (

v —ay+2° oy

2 + y2 T2 + y2 :
Bestimme das Wegintegral zu diesem Vektorfeld lings des linearen Weges
von (0, —2) nach (3,4).

Aufgabe 36.14. (5 Punkte)
Wir betrachten das konstante Vektorfeld
F: R" —R" P+——u.

Zeige, dass fiir zwei Punkte P,Q € R"™ und jeden stetig differenzierbaren
Weg v: [a,b] — R" mit y(a) = P und v(b) = Q das Wegintegral f7 F gleich
(Q — P,v) ist.

37. VORLESUNG - GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Wir haben schon im ersten Semester gewdhnliche Differentialgleichungen
samt einiger Losungsverfahren besprochen. Dort ging es um die Bewegungen
auf einer Geraden, die durch ein von der Zeit und dem Ort (der Lage auf der
Geraden) abhéngigen Vektorfeld bestimmt wurden. Eine physikalische Be-
wegung spielt sich aber hiufig htherdimensional (im R? oder im R?) ab, so
dass wir jetzt gewohnliche Differentialgleichungen allgemein besprechen. Die
Zeitkomponente wird sich nach wie vor in einem reellen Intervall bewegen,
die Ortskomponente wird ein Element in einem beliebigen endlichdimensio-
nalen reellen Vektorraum sein. Diesen statten wir mit einem Skalarprodukt
aus, sodass wir eine Norm, eine Metrik, offene Mengen, stetige Abbildungen,
etc. zur Verfiigung haben.
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Gewohnliche Differentialgleichungen

Definition 37.1. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C
R ein offenes reelles Intervall, U C V eine offene Menge und

f: [XU—>‘/7 (t,U)'—>f(t,U),
ein Vektorfeld auf U. Dann nennt man

v = f(t,v)

die gewdhnliche Differentialgleichung (oder gewdhnliches Differentialgleich-
ungssystem) zum Vektorfeld f.

(Zeitabhéngige) Vektorfelder und gewohnliche Differentialgleichungssysteme
sind im Wesentlichen dquivalente Objekte. Man spricht auch von einem dyna-
mischen System. Von Differentialgleichungen spricht man insbesondere dann,
wenn man sich fiir die Losungen im Sinne der folgenden Definition interes-
siert.

Definition 37.2. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C
R ein offenes reelles Intervall, U C V eine offene Menge und

f: IXUHM(LU)HJC(LU%
ein Vektorfeld auf U. Zur gewdhnlichen Differentialgleichung

v = f(t,v)
heifit eine Abbildung
v J — V, t— v(t),

auf einem offenen (Teil)Intervall'® J C I eine Ldsung der Differentialglei-
chung, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind.

(1) Esist v(t) € U fir alle t € J.
(2) Die Abbildung v ist differenzierbar.
(3) Esist v/(t) = f(t,v(t)) fur alle t € J.

Eine Losung ist also eine differenzierbare Kurve, eine vektorwertige Abbil-
dung

v: J— V.

Wenn V' = R" ist, so wird eine solche Abbildung durch ihre Komponenten
(i (), . oa(t))

ORein formal gesehen ist hier auch das leere Intervall zugelassen, wobei diese ,leere
Losung® natiirlich uninteressant ist. Bei einem Anfangswertproblem sichert bereits die
Anfangsbedingung, dass die Losung nicht leer ist.
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beschrieben. Ebenso wird das Vektorfeld durch n, von t und v = (vq,...,v,)
abhéngige Funktionen (fi, ..., f,) beschrieben. Die Differentialgleichung lau-
tet dann ausgeschrieben

<
—_

fl(t,’l)h P ,Un)

vl falt,v1, ... 0p)

Daher spricht man auch von einem Differentialgleichungssystem.

L e

Héufig soll eine Kurve nicht nur eine Differentialgleichung erfiillen, sondern
sich zusétzlich zu einem bestimmten Zeitpunkt an einem bestimmten Ort
befinden. Dies fiithrt zum Begriff des Anfangswertproblems.

Definition 37.3. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C
R ein offenes reelles Intervall, U C V eine offene Menge und

[ IxU—V, (t,v) — f(t,v),
ein Vektorfeld auf U. Es sei (tg, w) € I x U gegeben. Dann nennt man
v = f(t,v) und v(ty) = w
das Anfangswertproblem zur gewohnlichen Differentialgleichung o' = f(¢t, v)
mit der Anfangsbedingung v(ty) = w.

Definition 37.4. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C
R ein offenes reelles Intervall, U C V eine offene Menge und

f: IXUH‘/,(t,’U)Mf(t,'U),
ein Vektorfeld auf U. Es sei (to, w) € I x U vorgegeben. Dann nennt man
eine Abbildung
v JJ—V, t— (),
auf einem Intervall J C [ mit ty € J eine Lisung des Anfangswertproblems
v' = f(t,v) und v(ty) = w,
wenn v eine Losung der Differentialgleichung v = f(¢, v) ist und wenn zusétz-
lich
v(tg) = w

gilt.

Eine zu einem Vektorfeld, einer gewthnlichen Differentialgleichung und einem
Anfangswertproblem passende Vorstellung ist das Windmodell. Das Vektor-
feld

F:IxU—YV

beschreibt zu einem jeden Zeitpunkt ¢ € I und einem Ortspunkt P € U
die in diesem Punkt herrschende Windrichtung (oder Windgeschwindigkeit).
Die Losung einer Differentialgleichung ist die Bewegung eines Teilchens, das
(beschleunigungsfrei und verzogerungsfrei) vom Wind getragen wird, dessen
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Momentangeschwindigkeit also zu jedem Zeitpunkt gleich der Windgeschwin-
digkeit an dem Ort ist, an dem sich das Teilchen gerade befindet. Die Losung
eines Anfangswertproblems beschreibt die Bewegung, wenn das Teilchen an
einem bestimmten Punkt losgelassen wird.

Die Vorstellung, dass eine Differentialgleichung die Bewegungen in einem
Kraftfeld'! beschreibt, kann irrefiihrend sein. Ein Kraftfeld ist ein Beschleu-
nigungsfeld und kein Geschwindigkeitsfeld. Allerdings fiihrt ein Kraftfeld zu
einer Differentialgleichung hoherer Ordnung, die in eine Differentialgleichung
erster Ordnung (unter Hinzunahme neuer Variablen) iibersetzt werden kann.

Erste Beispiele

Beispiel 37.5. Wir betrachten ein konstantes Vektorfeld auf dem R", also
eine Abbildung

R x R" — R", (t,zq,...,z,) —> w,

wobei w € R”™ ein fixierter Vektor ist. Im , Windmodell“ bedeutet dies, dass
iiberall und zu jeder Zeit eine konstante Windgeschwindigkeit herrscht. Die
Bewegung eines (durch den Wind getragenen) Teilchens muss also auf der
durch einen Startpunkt und den Richtungsvektor w gegebenen Geraden statt-
finden. In der Tat besitzt das Anfangswertproblem

v =wund v(ty) = P
die eindeutige'? (affin-lineare) Losung
v: R— R" t—v(t) =P+ (t —to) w,
wie man durch Ableiten bestétigt.

Beispiel 37.6. Wir betrachten ein stetiges ortsunabhéngiges Vektorfeld auf
dem R"™, d.h. es sei eine stetige Abbildung

g: I —R"
auf einem reellen Intervall I gegeben, die wir als Vektorfeld
F: I xR" —R" (t,x1,...,2,) —> g(t),

auffassen. Im ,, Windmodell“ bedeutet dies, dass zu einem festen Zeitpunkt
iiberall die gleiche Windgeschwindigkeit herrscht, diese sich aber mit der
Zeit dndert. Die Bewegungskurven der (durch den Wind getragenen) Teil-
chen miissen also parallel sein, also durch eine Ortsverschiebung auseinander
hervorgehen. Der Differenzvektor zwischen den Positionen von zwei Teilchen

HDje physikalische Interpretation eines Vektorfeldes als Kraftfeld ist hingegen bei Weg-
integralen (néimlich als Arbeitsintegral) richtig.

20D die Losung einer Differentialgleichung (existiert und) eindeutig ist, ist ein wichtiges
Problem. Der wichtigste Satz zu dieser Fragestellung ist der Satz von Picard-Lindelof, den
wir spéter besprechen werden. In vielen der hier besprochenen Beispiele ist die Eindeutig-
keit der Losung direkt klar oder folgt aus den Eindeutigkeitsaussagen aus den Vorlesungen
29 und 30.
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bleibt wihrend des Bewegungsvorgangs erhalten. Die Losungskurven zu ei-
nem Anfangswertproblem lassen sich einfach berechnen: Die Differentialglei-
chung

v' = F(t,v) = g(t) und v(tg) = P

besitzt die eindeutige Losung

v: R— R" t—v(t)=P+ (/tgl(s)ds,/tgg(s)ds, . .,/tgn(s)ds) ;

to to to

wobei die g; die Komponentenfunktionen von ¢ sind.

Beispiel 37.7. Es seien n reellwertige Funktionen f;(t,z) in zwei Variablen
gegeben. Diese kann man zusammenfassen zu einem Vektorfeld

F: RxR" — Rna (tvxla SR wxn) — (fl(tv x1)7f2(t7$2>7 e 7fn(t7'rn)) :

Dabei héngt die i-te Koordinatenfunktion nur von ¢ und der i-ten Ortskoor-
dinaten z; ab. Eine Losungskurve z(t) = (z1(t),...,z,(t)) muss die Bedin-
gungen

zi(t) = Fi(t,z1,...,2,) = fi(t,z;)
(fiir i = 1,...,n) erfillen. Diese n Bedingungen sind unabhéngig voneinan-
der, d.h. man kann die n Komponentenfunktionen x;(t) getrennt mit einem
eindimensionalen Ansatz bestimmen. Daher spricht man von einem entkop-

pelten Differentialgleichungssystem.

Manchmal ist ein Differentialgleichungssystem in den urspriinglich gegebenen
Koordinaten nicht entkoppelt, lasst sich aber durch einen Koordinatenwech-
sel entkoppeln und dann l6sen. Dies ist vor allem fiir lineare Differential-
gleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten wichtig, die mit Mitteln der
linearen Algebra entkoppelt werden koénnen.

Beispiel 37.8. Wir betrachten das (zeitunabhéngige) Vektorfeld

F: RxR* —R? (t,z,y) — (—y,1).
Hier steht also der Richtungsvektor F'(t,z,y) = (—y,x) stets senkrecht auf
dem Ortsvektor (x,y), und ihre Normen stimmen {iberein. Man erwartet
kreisformige Bewegungen. In der Tat ist zur Anfangsbedingung v(0) = (r,0)
die Kurve

v: R— R* t+— (rcost,rsint),

die eindeutige Losung.

Definition 37.9. Es sei U C V eine offene Teilmenge in einem endlichdi-
mensionalen reellen Vektorraum V', I C R ein Intervall und es sei

g: I xU —R, (t,v) — g(t,v)
eine Funktion. Dann heifit das Vektorfeld
F: IxU—YV, (t,v)— F(t,v) = g(t,v) - v,
ein Zentralfeld.
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Bei einem Zentralfeld sind also der Ortsvektor und der Richtungsvektor linear
abhéangig, d.h. der Richtungsvektor weist in Richtung des Ortsvektors. Daher
findet die durch ein Zentralfeld definierte Bewegung allein auf der durch
einen Ortspunkt und den Nullpunkt (dem Zentrum) festgelegten Geraden
statt. Es handelt sich also im Grunde um einen eindimensional festgelegten
Bewegungsvorgang, wie auch im folgenden Lemma zum Ausdruck kommt.

Lemma 37.10. Es sei U C V eine offene Teilmenge in einem endlichdi-
mensionalen reellen Vektorraum V. Es sei

F: I xU—YV, (tv)— F(t,v) =g(t,v) - v,

ein stetiges Zentralfeld zur stetigen Funktion

g: I xU — R, (t,v) — g(t,v).
Es set w € U und es sei

a: J—R
eine Losung der eindimensionalen Differentialgleichung
2 =h(t,z) = g(t,zw) -z mit a(ty) = 1.
Dann st
v(t) = aft) - w

eine Losung des Anfangswertproblems

v = F(t,v) mit v(t)) = w.

Beweis. Es ist

V() = (aft) - w)
= d(t)-w
— g(t.alt)-w)-alt) - w
F(t, aft) - w)

= F(t,0())

und
vlts) = alto) - w = w,

sodass eine Losung des Anfangswertproblems vorliegt. U

Beispiel 37.11. Wir betrachten das Zentralfeld zur Funktion
t22?
9: RxRxR\{0} — R, (t,z,9) — g(t,z,y) = —,
Y
also das Vektorfeld

22 1223
F: RxRxR\{0} — R? (t,2,y) — —— - (x, y) = (— t2x2>,
Y Y



71

und die Anfangsbedingung ¢(0) = (4, —3). Um dieses Anfangswertproblem
zu losen, miissen wir gemafl Lemma 37.10 die eindimensionale gewdhnliche
Differentialgleichung
121622 16
"= g(t,4z,-32) 2 = = —— 172

2= g(t,4z,-3z2) - z —, ¢ gt %
mit der Anfangsbedingung z(0) = 1 16sen. Dies ist eine Differentialgleichung
mit getrennten Variablen, nach Korollar 30.4 ist

1
t) =
) 2341
die Losung mit z(0) = 1. Daher ist
1
t)=1=——4, -3

die Losung des Anfangswertproblems zum Zentralfeld.

37. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 37.1. Bestimme die!® Losung des Anfangswertproblems

3 —4
vVV=|-2| mitv2)=1] 6
-5 -1

Aufgabe 37.2. Bestimme die Losung des Anfangswertproblems

. . 4
v' = (£ = sin ¢, cos® t) mit v(1) = (5) :

Aufgabe 37.3. Bestimme die Losung des Anfangswertproblems zum Vek-
torfeld

F: RxR*—R? (t,z,y) — (—ay, axr),
und zur Anfangsbedingung v(s) = (b,¢) (dabei seien a,b,c,s € R fixierte
reelle Zahlen).

I3Mit dieser Formulierung wird hier und im Folgenden implizit benutzt, dass die Losung
eindeutig ist. In den meisten der hier gestellten Aufgaben ergibt sich die Eindeutigkeit
direkt, sie ist aber nicht Teil der Aufgabenstellung.



72

Aufgabe 37.4. Es sei ein entkoppeltes Differentialgleichungssystem zum
Vektorfeld

F(t,[Eh cee 7In) = (f1(t,l'1), .- '7fn(t7xn))

gegeben. Erlautere, wie sich die Losungen der einzelnen Differentialgleichun-
gen x; = fi(t,z;) zur Gesamtlosung verhalten, wie dabei die Definitionsin-
tervalle der Losungen zusammenhéngen und was man iiber die Eindeutigkeit
von Losungen aussagen kann.

Aufgabe 37.5. Finde alle Losungen des Differentialgleichungssystems zum
Vektorfeld

F: RxR*—R? (t,z,y) — (th,yt—{— sint).

Aufgabe 37.6. Finde die Losung ¢ des Anfangswertproblems fiir das Zen-
tralfeld

F: RxR* — R? (t,v,w) —> (tQ—t) (v,w) = ((t2—t)v, (t2—t)w),
mit ¢(0) = (1,1).

Aufgabe 37.7. Sei
F: IxU—YV,(t,v) — F(t,v),
ein Vektorfeld. Zeige, dass eine konstante Abbildung
po: I — U, t— ¢(t) =c,

genau dann eine Losung der zugehorigen Differentialgleichung v = F(t,v)
ist, wenn F'(t,c) = 0 ist fiir alle t € I.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 37.8. (4 Punkte)

Bestimme die Losung des Anfangswertproblems

P —t+1 3
I — — 9] 3 _— 1 e
v = ( sin® ¢ cos t, PR ) mit v(0) (7) :

Aufgabe 37.9. (4 Punkte)
Finde die Losung des Anfangswertproblems zum Vektorfeld

t2
F: RxRx (R\Zr) — R?, (t,x,y)n—>(mt—3(t+1)e_t, , )
sin y

und zur Anfangsbedingung v(0) = (2,0).
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Aufgabe 37.10. (4 Punkte)
Finde die Losung ¢ des Anfangswertproblems fiir das Zentralfeld

F: RxR* —R? (t,v,w) — (£ —t)(v,w) = (* — t)v, (t* — t)w),

mit p(0) = (2, 3).

Aufgabe 37.11. (4 Punkte)
Finde die Lésung ¢ des Anfangswertproblems fiir das Zentralfeld

F: RxR? — R (t,v,w) — (t*0)(v,w) = (t*?, t*ow),

mit ¢(0) = (5, —1).

Aufgabe 37.12. (6 Punkte)

Sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, U C V offen und
F:U—V

ein zeitunabhéngiges Vektorfeld. Es sei
vi J—U

eine Losung der zugehorigen Differentialgleichung v = F(v). Es gebe zwei
Zeitpunkte ty # ¢ in J mit v(tg) = v(ty). Zeige, dass es dann eine auf ganz
R definierte Losung dieser Differentialgleichung gibt.

38. VORLESUNG - DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG

Viele physikalische Bewegungsprozesse sind nicht dadurch determiniert, dass
zu jedem Zeit- und Ortspunkt die Bewegungsrichtung (also die gerichtete
Geschwindigkeit) vorgegeben wird, sondern dadurch, dass zu jedem Zeit-
und Ortspunkt eine Kraft auf ein Teilchen wirkt, die dieses beschleunigt. In
diesem Fall kann die Bewegung also nicht durch die erste Ableitung (Ge-
schwindigkeit) modelliert werden, sondern durch die zweite Ableitung (Be-
schleunigung). Typische Beispiele hierzu sind die durch die Gravitation oder
eine Federkraft hervorgerufenen Bewegungen.
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Real Space Phasa Spaca

Qrbit

Poadtion

Vedooity

Beispiel 38.1. Wir betrachten die Bewegung eines Punktes auf der Gera-
den, wobei die Lage des Punktes proportional zur auf ihn wirkenden Kraft
(bzw. Beschleunigung) in Richtung des Nullpunkts sein soll. Wenn der Punkt
sich in R, befindet und sich in die positive Richtung bewegt, so wirkt diese
Kraft bremsend, wenn er sich in die negative Richtung bewegt, so wirkt die
Kraft beschleunigend. Mit der Proportionalitédtskonstante 1 gelangt man zur
linearen Differentialgleichung (zweiter Ordnung)

y =Y,

die diesen Bewegungsvorgang beschreibt. Als Anfangsbedingung wéhlen wir
y(0) = 0 und ¢/(0) = v, zum Zeitpunkt 0 soll die Bewegung also durch den
Nullpunkt gehen und dort die Geschwindigkeit v besitzen. Man kann sofort
die Losung

y(t) =v-sint
angeben.

Beispiel 38.2. Ein Gegenstand der Masse m wird aus der Hohe losgelassen
und féllt unter dem Einfluss der Gravitation zu Boden. Dabei wirkt auf den
Korper einerseits die Gravitationskraft gm (die Erdbeschleunigung g neh-
men wir fiir diesen Bewegungsvorgang als konstant an), die ihn beschleunigt,
andererseits wird diese Beschleunigung durch den Luftwiderstand verringert.
Nach einem physikalischen Gesetz ist die Reibung (bei relativ kleinen Ge-
schwindigkeiten) proportional und entgegengesetzt zur Geschwindigkeit des
Korpers. Es sei 8 der Reibungswiderstand, also dieser Proportionalitatsfak-
tor. Die auf den Kérper (nach unten) wirkende Gesamtkraft ist daher

F(t) = gm — By'(t).
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Wegen o (t) = %t) gilt daher fiir diesen Bewegungsvorgang die Differential-
gleichung
! /8 /

y'=——y +g.
m

Definition 38.3. Es sei I C R ein offenes Intervall, U C R" offen und

g: I xU—R
eine Funktion. Dann nennt man den Ausdruck

vy =gtyy.y, .y
eine Differentialgleichung der Ordnung n.
Unter einer Lisung einer Differentialgleichung héherer Ordnung versteht
man eine n-mal differenzierbare Funktion
y: J — R, t — y(t)
(wobei J C I ein offenes Teilintervall ist) derart, dass
y ™M () = g(t,y(t),y' 1),y (1), ...,y (1))

fiir alle t € J gilt.

Differentialgleichungen beliebiger Ordnung kénnen unter Inkaufnahme von
neuen Variablen auf ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung zuriick-
gefithrt werden.

Lemma 38.4. Es sei I C R ein Intervall, U C R™ eine offene Menge und
g: I xU—R

eine Funktion. Dann ist die Differentialgleichung hoherer Ordnung

y" =gty vy, y"Y)

tiber die Beziehung
(1)

V; =y
dquivalent zum Differentialgleichungssystem
Vo / U1
U1 Cp)
Un—2 Up—1
Un—1 g(t7U07vla--'avn—1)
Beweis. Wenn
y: J—R

eine Losung der Differentialgleichung héherer Ordnung

y" =gty v,y .y )
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ist, so sind alle Funktionen v; = y® fiir i = 0,...,n — 1 differenzierbar, und
es gilt v, = vy fiir i = 0,...,n — 2 nach Definition und schliefSlich
n— /
v () = (") ()
= y"(t)

= g (t,y),y ), y"(t),....y" V()
= g (t,v(t),vi(t),va(t), ..., v0_1(1)).
Wenn umgekehrt
v: J — R"

eine Losung des Differentialgleichungssystems zum Vektorfeld
f:IxU—R" (t,vg,...,05-1) —> f(t,v0,..., V1)

= (v, Un1, g(t, 00, V1, . ., Un—1)),

ist, so ergibt sich sukzessive aus den ersten n — 1 Gleichungen, dass y = vy
n-mal differenzierbar ist, und die letzte Gleichung des Differentialgleichungs-
systems besagt gerade

y () =g (ty),y'(0),y" @), ...,y (1)) .
0

Mit dieser Umformung ist auch klar, wie sinnvolle Anfangsbedingungen fiir
eine Differentialgleichung hoherer Ordnung aussehen. Man muss nicht nur
einen Startwert y(ty) = wy, sondern auch die hoheren Ableitungen v'(to) =
wy, Y (ty) = we, usw. festlegen.

Es ist im Allgemeinen schwierig, eine Differentialgleichung explizit zu 16sen.
Wir besprechen daher zunéchst zwei approximierende Verfahren, ndmlich das
eulersche Polygonzugverfahren und den Potenzreihenansatz.

Polygonzugverfahren

Mit dem (eulerschen) Polygonzugverfahren wird die Losungskurve einer Dif-
ferentialgleichung diskret approximiert.

A
Az Az A,

Az
Ay
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Verfahren 38.5. Es sei ein Vektorfeld
F: G—R"

auf einer offenen Menge G C R x R"™ und eine Anfangsbedingung y(ty) =
P € R" gegeben. Das eulersche Polygonzugverfahren funktioniert folgen-
dermaflen: Man wéhlt eine Schrittweite s > 0 und berechnet rekursiv die
Punktfolge P,, durch Fy = P und

P,y1 =P, + sF(ty+ns, P,).

Zu einem schon konstruierten Punkt P, wird also das s-fache des Richtungs-
vektors zum Zeitpunkt to + ns an diesem Punkt hinzuaddiert. Dies funktio-
niert nur solange die Punkte im Definitionsbereich des Vektorfeldes liegen.
Der zu dieser Punktfolge gehorende Streckenzug oder Polygonzug

0: RZtO — R"
ist die lineare Interpolation mit 6(tg + ns) = P,, d.h. fiir ¢t mit ¢ty +ns <t <
to+ (n+1)s ist

to — ns

t—

Dieser Streckenzug ¢§ stellt eine stiickweise lineare Approximation der Lo-
sungskurve des Anfangswertproblems dar. Fiir eine kleinere Schrittweite wird
die Approximation im Allgemeinen besser.

Beispiel 38.6. Bei einer ortsunabhéngigen Differentialgleichung

T=g(t)
ergibt sich y einfach als eine Stammfunktion zu g. Wendet man in dieser

Situation Verfahren 38.5 zum Startzeitpunkt ¢y, zum Startpunkt ¢ und zur
Schrittweite s an, so ergibt sich die rekursive Beziehung

Py=cund P,.1 = P, + sg(ty + ns) .
Daher ist offenbar
P, = c+s(g(to) + gto+s)+g(to+2s)+ ...+ g(to+ (n—1)s)).

D.h. dass man zu dem Ausgangswert ¢ das Treppenintegral zur dquidistanten
Unterteilung to, to+s, to+2s, . . ., to+(n—1)s (und zur durch g(to+ks) auf dem
Teilintervall [to+ ks, to+ (k+1)s[ gegebenen Treppenfunktion) hinzuaddiert.
Der zugehorige Streckenzug ist das (stiickweise lineare) Integral zu dieser
Treppenfunktion.

Beispiel 38.7. Wir wollen fiir das Differentialgleichungssystem
x’ 72—ty
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gemafl Verfahren 38.5 einen approximierenden Streckenzug berechnen. Wir
wahlen die Schrittweite s = %. Somit ist

und

1 /9
Po= Pt —F(2p
3 T (10’ 2>

1211 1 (@)2_2.@
= <ﬁ) +1—0< 105)0 121110&1]1000)

1000 10 1000 1000
1211 1 1264321

_ (m@?) i (%228828)
1000 10 10000000
133743210

_ (%88828829) |
100000000

Potenzreihenansatz

Nicht alle Differentialgleichungen sind explizit l6sbar, und selbst wenn es ei-
ne explizite Losung gibt, so ist es haufig schwierig, diese zu finden. Statt
der vollen Information einer Losungskurve begniigt man sich haufig mit der
Teilinformation, die in der Taylor-Entwicklung der Kurve (bis zu einem be-
stimmten Grad) enthalten ist, d.h. man bestimmt gewisse Ableitungen der
Kurve zu einem bestimmten Zeit- und Ortspunkt. Diese Information kann
man héaufig direkt aus der Differentialgleichung ablesen, ohne die Losungs-
kurve zu bestimmen. Diese Vorgehensweise setzt voraus, dass das Vektorfeld
durch ,analytische“ (beispielsweise polynomiale) Daten gegeben ist.

Verfahren 38.8. Es sei ein Anfangswertproblem
' = F(t,z) mit 2(0) = (¢1,...,¢,) €R”

zu einem Vektorfeld
F: I xR*" —R"
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gegeben, wobei die Komponentenfunktionen F;, i@ = 1,...,n, polynomial
(oder durch Potenzreihen gegeben) seien. Dann lésst sich ein Potenzreihen-
ansatz fir die Losung durchfiihren. Das bedeutet, dass man den Ansatz

[e%S)
xTr; = E akitk
k=0

mit unbestimmten Koeffizienten ay; macht, und diese Koeffizienten (bis zu
einem gewiinschten Grad) aus den n Gleichungen

sukzessive bestimmt. Die Anfangsbedingung
z;(0) = ap; = ¢;

legt dabei die konstanten Koeffizienten fest. In das Differentialgleichungssy-
stem werden die Potenzreihen links und rechts eingesetzt und ausgewertet,
wobei die Ableitung links formal zu nehmen ist und rechts die Reihen formal
zu addieren und zu multiplizieren sind. Dies ergibt Gleichungen fiir Potenz-
reihen in ¢, die durch Koeffizientenvergleich, beginnend mit den Koeffizienten
von kleinem Grad, gelost werden konnen.

Beispiel 38.9. Wir betrachen das Anfangswertproblem
Y = y*t —y +t* 4 €' mit y(0) =0

und wollen es mit einem Potenzreihenansatz losen. Sei also

y(t) = Z at”
k=0

die auszuwertende Potenzreihengleichung ist somit

o / o
(Z aktk> = Z l{:aktk_l
k=0 k=1 )
= (Z aktk) t= apth 17+ %tk.
k=0 k=0 k=0

Die Anfangsbedingung legt ay = 0 fest. Fiir den konstanten Term (also zu
t%) ergibt sich aus der Potenzreihengleichung
a; = —Qo +1 =1
Fiir ¢! ergibt sich
209 = ag—aﬁ—l = 0.
Fiir t? ergibt sich

1
3 :2 [ —_ = -
as Aoy a2+2 5
also ist ag = ¢. Fiir t* ergibt sich
) | 1 1
4ay = 2a000 +a7 —az+1+~- =1—=+1+- = 2,

6 6 6
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also ist ay = % Fiir t* ergibt sich
1 1 11
Sas = 2 2 — ol = 5 tai T "o
as apas + 2ai1az CL4+24 2‘|—24 24,

L Die Taylor-Entwicklung der Losungskurve bis zur Ord-

also ist a5 = —155-

nung 5 ist demnach

1 1 11
4 =13+ =ttt — —45.
* 6 + 2 120

Beispiel 38.10. Wir betrachten das Anfangswertproblem
2

(z) _ (fcfz - ?12) mit #(0) = 0 und y(0) = 1

und machen den Potenzreihenansatz z(t) = > o, axt” und y(t) = S22, bit".
Aufgrund der Anfangsbedingung ist

ap=0und by = 1.

Das Differentialgleichungssystem fiihrt auf die beiden Potenreihengleichun-
gen

o0 ! o oo oo 2
<Z aktk> - Zkaktk_l — ¢ (Z aktk> - (Z bkt’“>
k=0 k=1 k=0 k=0
und oo ! o D o0
(Z bktk> =Y ! = (Z aktk> (Z bkt’f) —
k=0 k=1 k=0 k=0

die wir gradweise auswerten. Fiir den Grad 0 (der Potenzreihengleichungen)
ergeben sich daraus die beiden Gleichungen

a; = —b?) = —1 und b1 = aobo =0.
Fiir den Grad 1 ergeben sich daraus die beiden Gleichungen

2@2 = Qg — 2b0b1 =0 und 2b2 = aobl —+ &1[)0 =-1 y

also ist as = 0 und by, = —%. Fiir den Grad 2 ergeben sich daraus die beiden
Gleichungen
3a3:a1 —2b0l)2—b%: —1+1=0und 3b3:a0b2+a1b1+agbg—1 = —1,
also ist a3 = 0 und b3 = —%. Fiir den Grad 3 ergeben sich daraus die beiden
Gleichungen
2 1
4(1,4 = Q9 — 2b0b3 — 2[)1()2 = 5 und 4b4 = Cl()bg + Cllbg + Clgbl + agbo = 5 s

also ist a4 = % und by = é. Die Taylor-Entwicklung der Losungskurve bis zur

Ordnung 4 ist demnach

1 1 1 1
—t+ P 12— S )
( +6 ’ 2 3 +8
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Bemerkung 38.11. Eine Differentialgleichung hoherer Ordnung
v =g (ty.y.y" ")

kann man entsprechend Bemerkung 38.8 mit einem Potenzreihenansatz, also
mit einem Ansatz der Form
o0
) => apt"
k=0

mit unbestimmten Koeffizienten ag, (bis zu einer gewissen Ordnung) losen.
Dazu muss die Funktion g polynomial (oder durch eine Potenzreihe gegeben)
sein. Damit die Losung eindeutig ist, miissen zusétzlich Anfangsbedingungen

y(0) = bo,y'(0) = by, ..., y""(0) = by
vorgegeben sein. Die Koeflizienten a; werden sukzessive unter Verwendung
der Differentialgleichung und der Anfangsbedingungen gelost.

Beispiel 38.12. Wir betrachen das Anfangswertproblem
y" =y'y+ sin t mit y(0) =0 und 3'(0) =1

und wollen es mit einem Potenzreihenansatz losen. Sei also

o0
= E aktk,
k=0

die auszuwertende Potenzreihengleichung ist somit

<iaktk) = Zk —1atk 2
= (Zka th 1) (Zaktk> +Z 2n+ )t2”“.

Die Anfangsbedingung legt ag = 0 und a; = 1 fest. Fur den konstanten Term
(also zu t°) ergibt sich aus der Potenzreihengleichung
2a9 = ajag = 0,
also ist as = 0. Fiir ¢! ergibt sich
6as = a%+2a2a0—|—1 = 2
also ist ag = 5. Fiir t? ergibt sich
12a4 = ajas + 2a2a1 + 3azag = 0,

also ist ay = 0. Fiir #3 ergibt sich

20as; = aqaz + 2@3 + 3asza; + 4agag — 5 = %l — é = g,
also ist a5 = 120 Die Taylor-Entwicklung der Lésungskurve bis zur Ordnung
5 ist demnach

bty
3 120
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38. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 38.1. Finde einen zweidimensionalen Losungsraum fiir die Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung

y// — y .
Lose damit das Anfangswertproblem

y" =y mit y(0) = 3 und ¢'(0) = —2.

Aufgabe 38.2. Wir betrachten die Differentialgleichung
v =y
mit der Anfangsbedingung y(0) = 1. Bestimme zur Schrittweite s = % die

approximierenden Punkte P, geméfi des Polygonzugverfahrens. Bestimme
insbesondere P,. Was passiert mit P, fiir £ — oo?

Aufgabe 38.3. Lose das Anfangswertproblem
Y =y mit y(0) =1

durch einen Potenzreihenansatz.

Aufgabe 38.4. Lose das Anfangswertproblem
y' =y’ —y — 4t + 2t mit y(0) = 2

durch einen Potenzreihenansatz bis zur vierten Ordnung.

Aufgabe 38.5. Lose das Anfangswertproblem
y" = —y mit y(0) =0 und ¢'(0) =1

durch einen Potenzreihenansatz.
Aufgabe 38.6. Lose das Anfangswertproblem

() = (707 ) e (0 = (6) e (510) - ()

durch einen Potenzreihenansatz bis zur vierten Ordnung.
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Aufgabe 38.7. Lose das Anfangswertproblem

(5) = (s o) e (5600) = () e (560)) = (6)

durch einen Potenzreihenansatz bis zur vierten Ordnung.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 38.8. (6 Punkte)

a) Schreibe ein Computerprogramm, das zu dem Vektorfeld aus Beispiel 38.7
zu einem Startzeitpunkt ¢y, einem Startpunkt Py = (Z) und einer vorgege-

benen Schrittweite s > 0 die approximierenden Punkte P, berechnet.

b) Berechne mit diesem Programm die Punkte P, fiir

(1) to=0, Py = (1) s=<+.n=0,1,2,3,4,5,10.

10

1),s:ﬁ,n:100.

1), s:Wloo,n:mOO.

8%),3:@@:1000.
1,01
(5) to=0, Py = 0’99),s:ﬁ,n:1000.
1,1
(6) to =0, Py = 0.9 , § = 55, 1 = 1000.
7) to=—3, Py = —2 , s =+ n=100.
5 10

(8) to=0, Py = (0), $ = 155, 7 = 1000.

(Abzugeben ist lediglich Teil b), und zwar in einer leserfreundlichen Form.)

Aufgabe 38.9. (5 (14+242) Punkte)

a) Ubersetze das Anfangswertproblem zweiter Ordnung
y" = —y mit y(0) =0 und ¢'(0) =1

in ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung.

b) Bestimme mit dem Polygonzugverfahren zur Schrittweite s = % die Nahe-
rungspunkte Py, Py, P, P3, P, fiir dieses System.

c¢) Berechne den Wert des zugehorigen Streckenzuges an der Stelle t = 7/2.
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Aufgabe 38.10. (4 Punkte)
Lose das Anfangswertproblem
y =y + t*y — 5ty* + 3t3 mit y(0) =0

durch einen Potenzreihenansatz bis zur vierten Ordnung.

Aufgabe 38.11. (4 Punkte)

Lose das Anfangswertproblem
y" =y + (y)? mit y(0) = 0 und y'(0) = 1

durch einen Potenzreihenansatz bis zur vierten Ordnung.

Aufgabe 38.12. (4 Punkte)

Finde alle polynomialen Losungen der Differentialgleichung dritter Ordnung

y/// = 9y — Sty’ + y//.

Aufgabe 38.13. (6 Punkte)

Lose das Anfangswertproblem

() - Com ) e G0) = (0) e (0) - (3)

durch einen Potenzreihenansatz bis zur vierten Ordnung.

39. VORLESUNG - EIGENTHEORIE

Unter einer Achsenspiegelung in der Ebene verhalten sich gewisse Vektoren
besonders einfach. Die Vektoren auf der Spiegelungsachse werden auf sich
selbst abgebildet, und die dazu senkrechten Vektoren werden auf ihr Negati-
ves abgebildet. Fiir all diese Vektoren liegt das Bild unter der linearen Abbil-
dung in dem von diesem Vektor aufgespannten eindimensionalen Unterraum.
In der Theorie der Eigenwerte und Eigenvektoren untersucht man, ob es zu
einer linearen Abbildung Geraden (also eindimensionale Unterraume) gibt,
die unter der Abbildung auf sich selbst abgebildet werden. Eine Zielsetzung
ist dabei, zu einer gegebenen linearen Abbildung eine moglichst einfache be-
schreibende Matrix zu finden. Eine wichtige Anwendung ist dabei, Losungen
fiir ein lineares Differentialgleichungssystem zu finden.
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Eine Achsenspiegelung besitzt zwei Eigengeraden, die Spiegelungsachse zum
Eigenwert 1 und die dazu senkrechte Gerade zum Eigenwert —1.

Definition 39.1. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und
p: V—V

eine lineare Abbildung. Dann heifit ein Element v € V', v # 0, ein Eigenvektor
von ¢ (zum Eigenwert \), wenn

o(v) = v

mit einem \ € K gilt.

FEine Scherung hat eine Eigengerade zum Eigenwert 1 und keine weitere
Eigenwerte.

Definition 39.2. Es sei K ein Koérper, V' ein K-Vektorraum und
p: V=V

eine lineare Abbildung. Dann heifit ein Element \ € K ein Eigenwert zu ¢,
wenn es einen von 0 verschiedenen Vektor v € V' gibt mit

o(v) = Av.
Definition 39.3. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
p: V=V
eine lineare Abbildung. Zu A € K nennt man
Eigy(¢) = {v € V| p(v) = Av}
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den Eigenraum von ¢ zum Wert A.

Wir erlauben also beliebige Werte (nicht nur Eigenwerte) in der Definition
der Eigenrdume. Einen eindimensionalen Eigenraum nennen wir auch Eigen-
gerade. Wir betrachten einige einfache Beispiele iiber R.

Beispiel 39.4. Eine lineare Abbildung von R nach R ist die Multiplikation
mit einer festen Zahl a € R (dem Streckungsfaktor oder Proportionalitits-
faktor). Daher ist jede Zahl v # 0 ein Eigenvektor zum Eigenwert a und der
Eigenraum zu diesem Eigenwert ist ganz R. Es gibt neben a keinen weiteren
Eigenwert, samtliche Eigenrdume zu A\ # a sind 0.

Beispiel 39.5. Eine lineare Abbildung von R? nach R? ist beziiglich der
Standardbasis durch eine 2 x 2-Matrix gegeben. Wir betrachten die Eigen-
werte zu einigen elementaren Beispielen. Eine Streckung ist durch v — av
mit einem Streckungsfaktor a € R gegeben. Jeder Vektor v # 0 ist ein Eigen-
vektor zum Eigenwert a und der Eigenraum zu diesem Eigenwert ist ganz R2.
Es gibt neben a keinen weiteren Eigenwert, sdmtliche Eigenrdume zu A # a
sind 0. Die Identitdt besitzt den einzigen Eigenwert 1.

Eine Achsenspiegelung an der z-Achse wird durch die Matrix (é _01) be-

schrieben. Der Eigenraum zum Eigenwert 1 ist die xz-Achse, der Eigenraum
zum Eigenwert —1 ist die y-Achse. Ein Vektor (s,t) mit s,¢ # 0 kann kein
Eigenvektor sein, da die Gleichung

(s, —t) = A(s,t)
dann keine Losung besitzt.

Eine ebene Drehung wird durch die Drehmatrix (C.OS @ TR 4 einem
sin @  cos «

Drehwinkel o, 0 < a < 27, gegeben. Bei a = 0 liegt die Identitédt vor, bei

a = 7 liegt die Halbdrehung vor, also die Punktspiegelung bzw. die Streckung

mit dem Faktor —1. Bei allen anderen Drehwinkeln wird keine Gerade auf

sich selbst abgebildet, sodass diese Drehungen keine Eigenwerte und keine

Eigenvektoren besitzen (und alle Eigenrdume 0 sind).
Lemma 39.6. Es sei K ein Kérper, V ein K-Vektorraum,
p: V—V
eine lineare Abbildung und X € K. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Der Eigenraum

Eig, ()
st ein Untervektorraum von V.
(2) A ist genau dann ein Figenwert zu o, wenn der Eigenraum Eig, ()
nicht der Nullraum ist.
(3) Ein Vektor v € V, v # 0, ist genau dann ein Eigenvektor zu \, wenn
v € Eig, (p) ist.
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Beweis. Siehe Aufgabe 39.3. 0

Fiir Matrizen verwenden wir die entsprechenden Begriffe. Ist p: V — V
eine lineare Abbildung und M eine beschreibende Matrix beziiglich einer
Basis, so gilt fiir einen Eigenwert A und einen Eigenvektor v € V mit dem

Ty
Koordinatentupel | : | beziiglich dieser Basis die Beziehung
Iy
I I
M =
Tn Tn

Die Matrix N beziiglich einer weiteren Basis steht dann zu M in der Bezie-
hung N = BM B~!, wobei B eine invertierbare Matrix ist. Es sei

T Ty

das Koordinatentupel beziiglich der anderen Basis. Dann ist

) '
N| : = (BMB™)
Ty T,
T1
= (BMB™Y)B
'Tn
T
= BM
T,
T
= BM| :
T
x1
= AB| :
T
)
= Al s
l,/

d.h. die beschreibenden Matrizen besitzen dieselben Eigenwerte, wobei sich
allerdings die beschreibenden Koordinatentupel fiir die Eigenvektoren mit
den Basen éndern.
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Beispiel 39.7. Wir betrachten die durch eine Diagonalmatrix

d 0 - . 0
0 d 0 - 0
O -~ 0 dy-1 O
0 v - 0 d,

gegebene lineare Abbildung

p: K" — K", e; — d;e;.
Die Diagonaleintréige d; sind Eigenwerte von ¢, und zwar ist e; ein zugehoriger
Eigenvektor. Die Eigenrdume sind

Eig,(¢) = {v € K"|v ist Linearkombination von solchen e;, fiir die d = d; ist} .

Diese Rdume sind genau dann von null verschieden, wenn d mit einem Diago-
naleintrag {ibereinstimmt. Die Dimension der Eigenrdume ist gegeben durch
die Anzahl, wie oft der Wert d in der Diagonalen vorkommt. Die Summe der
Dimensionen ergibt n.

Beispiel 39.8. Bei einer orthogonalen Spiegelung des R™ an einem (n — 1)-
dimensionalen Untervektorraum U C R™ wird dieser Unterraum fixiert und
jeder Vektor wird senkrecht zu U auf die andere Seite von U abgebildet.

Wenn vy, ...,v,_1 eine Basis von U und v,, ein zu U orthogonaler Vektor ist,
so wird die Spiegelung beziiglich dieser Basis durch die Matrix

1 0 - --- 0

0 1 o - 0

0 0 1 0

0 e 0 =1
beschrieben.

Beispiel 39.9. Wir betrachten die durch die Matrix

05
v-(0)
definierte lineare Abbildung

0 Q@@ (”;7) — ((f 3) @ - (53)

Die Frage, ob diese Abbildung Eigenwerte besitzt, fiihrt zur Frage, ob es
A € Q derart gibt, dass die Gleichung

(0 ()=
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eine nichtriviale Losung (z,y) # (0,0) besitzt. Bei gegebenem A kann dies
auf ein lineares Problem zuriickgefiihrt werden, das mit dem Eliminations-
algorithmus einfach gelost werden kann. Die Frage aber, ob es Eigenwerte
iiberhaupt gibt, fithrt wegen dem variablen , Figenwertparameter* \ zu einem
nichtlinearen Problem. Das obige Gleichungssystem bedeutet ausgeschrieben

5y = Ar und x = \y.
Bei y = 0 ist auch x = 0, der Nullvektor ist aber kein Eigenvektor. Sei also
y # 0. Aus den beiden Gleichungen erhélt man die Bedingung
5y = A = M\,
woraus
5=\

folgt. Da in Q die Zahl 5 keine Quadratwurzel besitzt, gibt es keine Losung
und das bedeutet, dass ¢ keine Eigenwerte und damit auch keine Eigenvek-
toren besitzt.

Wir fassen nun die Matrix M als eine reelle Matrix auf und untersuchen die
zugehorige Abbildung

e () (0 ()

Die gleichen Rechnungen fithren auf die notwendige Losungsbedingung 5 =
A2, die jetzt von den beiden reellen Zahlen

A =V5und Ay = —V5

erfiillt wird. Fiir diese beiden Werte kann man unabhéngig voneinander nach
Eigenvektoren suchen. Wir betrachten zuerst den Fall A = \/5, was zum
linearen Gleichungssystem

(1 0) ()= ()

fiithrt. Dies schreibt man als

(D6 -(v B 0)

bzw. als lineares Gleichungssystem

A 6)-6)

Dieses ist einfach 16sbar, der Losungsraum ist eindimensional und

(8

ist eine Basislosung.
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Fiir A = —+/5 fiihren dieselben Umformungen zu einem weiteren linearen
Gleichungssystem, fiir das der Vektor

o= (1)

eine Basislosung ist. Uber R sind also v/5 und —/5 Eigenwerte und die
zugehorigen Eigenrdume sind

Eig z(¢) = {s (?) |s e ]R} und Eig_ z(v) = {s (‘f) |s e ]R} :

Weiteres zu Eigenrdumen

Lemma 39.10. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und
p: V—V
eine lineare Abbildung. Dann ist

kern ¢ = Eigy ()

Insbesondere ist 0 genau dann ein FEigenwert von o, wenn ¢ nicht injektiv
15t.

Beweis. Siehe Aufgabe 39.4. O

Allgemeiner gilt die folgende Charakterisierung.
Lemma 39.11. FEs sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und
p: V—V
eine lineare Abbildung. Es sei A\ € K. Dann ist
Eig,(¢) = kern (A - Idy —¢) .

Beweis. Sei v € V. Dann ist v € Eig,(¢) genau dann, wenn ¢(v) = Av ist,
und dies ist genau bei \v—p(v) = 0 der Fall, was man als (A - Idy —¢) (v) =0
schreiben kann. O

Bemerkung 39.12. Neben dem Eigenraum zu 0 € K, der der Kern der
linearen Abbildung ist, sind die Eigenwerte 1 und —1 besonders interessant.
Der Eigenraum zu 1 besteht aus allen Vektoren, die auf sich selbst abgebildet
werden. Auf diesem Unterraum wirkt also die Abbildung wie die Identitét.
Der Eigenraum zu —1 besteht aus allen Vektoren, die auf ihr Negatives abge-
bildet werden. Auf diesem Unterraum wirkt die Abbildung wie eine Punkt-
spiegelung.
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Lemma 39.13. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
p: V=V
eine lineare Abbildung. Es seien \y # Ao Elemente in K. Dann ist
Eig,, (¢) N Eig,,(¢) = 0.
Beweis. Siehe Aufgabe 39.11. O

Lemma 39.14. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und
p: V=V

eine lineare Abbildung. Es seien vy, ..., v, Figenvektoren zu (paarweise) ver-
schiedenen Figenwerten A\i,...,\, € K. Dann sind vy,...,v, linear un-
abhdngig.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach n. Fiir n = 0 ist
die Aussage richtig. Sei die Aussage also fiir weniger als n Zahlen bewiesen.
Betrachten wir eine Darstellung der 0, also

av1 + ... +ayv, =0.
Wir wenden darauf ¢ an und erhalten einerseits
arp(v1) + ...+ app(vy) = Magvr + ...+ Apayv, = 0.
Andererseits multiplizieren wir die obige Gleichung mit A, und erhalten
Ap@1v1 + ...+ Apa,v, = 0.
Die so entstandenen Gleichungen zieht man voneinander ab und erhalt
(A = A)agvr + .o+ (A — A1) ap_1v,-1 = 0.

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, dass alle Koeffizienten (A, —\;)a; = 0,
i=1,...,n—1, sein miissen. Wegen \,—\; # 0 folgt a; = 0fiire =1,...,n—1
und wegen v,, # 0 ist dann auch a,, = 0. U

Korollar 39.15. Es sei K ein Kdrper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei
p: V—V

eine lineare Abbildung. Dann gibt es nur endlich viele Figenwerte zu .

Beweis. Siehe Aufgabe 39.6. O

Eigenwerte bei Isometrien
Satz 39.16. Sei V ein euklidischer Vektorraum und set

p:V—V

eine lineare Isometrie. Dann besitzt jeder Eigenwert von ¢ den Betrag 1.
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Beweis. Es sei p(v) = Av mit v # 0, d.h. v ist ein Eigenvektor zum Eigenwert
A. Wegen der Isometrieeigenschaft gilt

ol =Ile@) I =[Av[[= Al [[v]] .
Wegen ||v]||# 0 folgt daraus |A| =1, also A = £1. O

Im Allgemeinen muss eine Isometrie keine Eigenwerte besitzen, bei ungerader
Dimension allerdings schon.

39. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 39.1. Bestimme die Eigenvektoren und die Eigenwerte zu einer
linearen Abbildung
¢0: R? — R?,

die durch eine Matrix der Form (8 i) gegeben ist.

Der Begriff des Eigenvektors ist auch fiir unendlichdimensionale Vektorrdume
definiert und wichtig, wie die folgende Aufgabe zeigt.

Aufgabe 39.2. Es sei V der reelle Vektorraum, der aus allen unendlich oft
differenzierbaren Funktionen von R nach R besteht.

a) Zeige, dass die Ableitung f + f’ eine lineare Abbildung von V' nach
V ist.

b) Bestimme die Eigenwerte der Ableitung und zu jedem Eigenwert min-
destens einen Eigenvektor.'

¢) Bestimme zu jeder reellen Zahl die Eigenrdume und deren Dimension.

Aufgabe 39.3. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum,
p: V=V
eine lineare Abbildung und )\ € K. Zeige folgende Aussagen.

(1) Der Eigenraum

Eig, ()
ist ein Untervektorraum von V.
(2) A ist genau dann ein Eigenwert zu ¢, wenn der Eigenraum Eig, ()
nicht der Nullraum ist.
(3) Ein Vektor v € V, v # 0, ist genau dann ein Eigenvektor zu A\, wenn
v € Eig, () ist.

11 diesem Zusammenhang spricht man auch von Eigenfunktionen.
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Aufgabe 39.4. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
p: V—=V
eine lineare Abbildung. Zeige, dass

kern ¢ = Eigy(¢)
gilt.

Aufgabe 39.5. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und
p: V—=V
eine lineare Abbildung. Sei A € K und sei
U = Eig,(p)
der zugehorige Figenraum. Zeige, dass sich ¢ zu einer linearen Abbildung
olv: U— U, v— p(v),

einschrinken ldsst, und dass diese Abbildung die Streckung um den Stre-
ckungsfaktor \ ist.

Aufgabe 39.6. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V—V
eine lineare Abbildung. Zeige, dass es dann nur endlich viele Eigenwerte zu
@ gibt.

Aufgabe 39.7. Zeige, dass jede Matrix
M e MatQ(C)

mindestens einen Eigenwert besitzt.

Aufgabe 39.8. Es sei
M € Mat,,(K)

eine Matrix mit n (paarweise) verschiedenen Eigenwerten. Zeige, dass die
Determinante von M das Produkt der Eigenwerte ist.

Aufgabe 39.9. Man gebe ein Beispiel fiir eine lineare Abbildung
P: R? — R?

derart, dass ¢ keine Eigenwerte besitzt, dass aber eine gewisse Potenz ¢",
n > 1, Eigenwerte besitzt.
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Aufgabe 39.10. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und
p: V—V
eine lineare Abbildung mit
(,Dn = Idv
fiir ein gewisses n € N.1% Zeige, dass jeder Eigenwert A von ¢ die Eigenschaft
A" =1 besitzt.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 39.11. (2 Punkte)
Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und

p:V—V

eine lineare Abbildung und seien A\; # Ay Elemente in K. Zeige, dass

Eig,, (¢) N Eig,,(¢) = 0.

ist.

Aufgabe 39.12. (3 Punkte)
Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und
p: V—V

eine lineare Abbildung. Zeige, dass ¢ genau dann eine Streckung ist, wenn
jeder Vektor v € V, v # 0, ein Eigenvektor von ¢ ist.

5Der Wert n = 0 ist hier erlaubt, aber aussagelos.
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Aufgabe 39.13. (3 Punkte)
Betrachte die Matrix

(1)

Zeige, dass M als reelle Matrix keine Eigenwerte besitzt. Bestimme die Ei-
genwerte und die Eigenrdume von M als komplexer Matrix.

Aufgabe 39.14. (6 Punkte)

Betrachte die reellen Matrizen
a b
(c d) € Mats(R).

Man charakterisiere in Abhéngigkeit von a, b, ¢, d, wann eine solche Matrix

(1) zwei verschiedene Eigenwerte,

(2) einen Eigenwert mit einem zweidimensionalen Eigenraum,
(3) einen Eigenwert mit einem eindimensionalen Eigenraum,
(4) keinen Eigenwert

besitzt.

Aufgabe 39.15. (6 Punkte)

Es sei K ein Korper und es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Es sei

p: V—V
eine lineare Abbildung. Es sei A # 0 ein Eigenwert von ¢ und v ein zugehori-
ger Figenvektor. Zeige, dass es zu einer gegebenen Basis v, us, ..., u, von V
eine Basis v, ws, ..., w, gibt mit (v, u;) = (v,w;) und mit

o(wj) € (uj, 1 =2,...,n)
fir alle j =2,... n.

Zeige ebenso, dass dies bei A = 0 nicht méglich ist.

40. VORLESUNG - DIAGONALISIERBARKEIT

Das charakteristische Polynom

Wir méchten zu einem Endomorphismus ¢: V' — V die Eigenwerte und dann
auch die Eigenrdume bestimmen. Dazu ist das charakteristische Polynom
entscheidend.
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Definition 40.1. Zu einer n X n-Matrix M mit Eintrdgen in einem Koérper
K heifit das Polynom

xu i=det (X - E, — M)

das charakteristische Polynom!® von M.

Fir M = (a;;);; bedeutet dies

X — aiq —a12 c. —Q1np
—a921 X — asy ... —Aa2p
xm = det
—0n1 —Qpy ... X —Qun

In dieser Definition nehmen wir Bezug auf die Determinante von Matrizen,
die wir nur fiir Matrizen mit Eintrégen in einem Korper definiert haben. Die
Eintrige sind jetzt aber Elemente im Polynomring K[X]. Da wir sie aber
als Elemente in K (X) auffassen konnen,'” ist dies eine sinnvolle Definition.
Geméf der Definition ist diese Determinante ein Element in K(X), da aber
alle Eintrage der Matrix Polynome sind und bei der rekursiven Definition der
Determinante nur multipliziert und addiert wird, ist das charakteristische
Polynom wirklich ein Polynom. Der Grad des charakteristischen Polynoms
ist n und der Leitkoeffizient ist 1, d.h. die Gestalt ist

xu=X"+eoa X"+ X +o.

Es gilt die wichtige Beziehung
Xum(A) = det (AE, — M)
fiir jedes A € K, siehe Aufgabe 40.3.
Fiir eine lineare Abbildung
p: V=V

auf einem endlichdimensionalen Vektorraum definiert man das charakteristi-
sche Polynom

Xo = XM »

wobei M eine beschreibende Matrix beziiglich einer beliebigen Basis sei. Der
Determinantenmultiplikationssatz zeigt, dass diese Definition unabhéngig
von der Wahl der Basis ist.

I6)\anche Autoren definieren das charakteristische Polynom als Determinante von M —
X - FE, anstatt von X - E,, — M. Dies &ndert aber - und zwar nur bei n ungerade - nur das
Vorzeichen.

1T (X) heiit der Korper der rationalen Polynome; er besteht aus allen Briichen P/Q
zu Polynomen P,@Q € K[X] mit @ # 0. Bei K = R kann man diesen Kérper mit der
Menge der rationalen Funktionen identifizieren.
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Satz 40.2. Es sei K ein Korper und es ser V' ein n-dimensionaler K-
Vektorraum. Es sei

p: V—V

eine lineare Abbildung. Dann ist A € K genau dann ein Figenwert von o,
wenn A eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms x,, ist.

Beweis. Es sei M eine beschreibende Matrix fiir ¢, und sei A € K vorgegeben.
Es ist

Xu (A) =det(A\E, — M) =0
genau dann, wenn die lineare Abbildung
A Idv —@

nicht bijektiv (und nicht injektiv) ist (wegen Satz 11.11 und Lemma 10.6).
Dies ist nach Lemma 9.12 dquivalent zu

Eig,(¢) = kern (A Idy —¢) # 0,

was bedeutet, dass der Eigenraum zu A nicht der Nullraum ist, also A ein
Eigenwert zu ¢ ist. O

Beispiel 40.3. Wir betrachten die reelle Matrix M = (1 0

0 5). Das charak-

teristische Polynom ist

xu = det (xE;, — M)
AR
—  det (_9“"1 ;5)

= 2245,

Die Eigenwerte sind also x = +5 (diese Eigenwerte haben wir auch in
Beispiel 39.9 ohne charakteristisches Polynom gefunden).

v=(% )

ist das charakteristische Polynom gleich

Beispiel 40.4. Zur Matrix

xu = det (Xg_z X__E’4> = (X -2)(X —4)+15 = X* - 6X +23.

Die Nullstellenbestimmung dieses Polynoms fiihrt zur Bedingung

(X —3)?*=-23+9=-14,
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die iiber R nicht erfiillbar ist, sodass die Matrix iiber R keine Eigenwerte
besitzt. Uber C hingegegen gibt es die beiden Eigenwerte 3 4+ +/14¢ und
3 — v/141. Fiir den Eigenraum zu 3 4 v/14¢ muss man

Bigy, (M) = kemn ((3+V14i) B — M)

_lmn1+f@ -5
3 —1 4 V14i

: : : A : 5
bestimmen, ein Basisvektor (also ein Eigenvektor) davon ist (1 n \/ﬁz)
Analog ist

H&wﬂMﬁﬂmnC_g@<4:3@):<Q_;m).

Beispiel 40.5. Fiir eine obere Dreiecksmatrix

dy % e e
0 do *x -+ %
M=1: . . .
0 -+ 0 dpy =
0 v v 0 d,

ist das charakteristische Polynom nach Lemma 11.8 gleich

In diesem Fall liegt das charakteristische Polynom direkt in der Zerlegung
in lineare Faktoren vor, sodass unmittelbar seine Nullstellen und damit die
Eigenwerte von M ablesbar sind, ndmlich dy,ds, ..., d, (die nicht alle ver-
schieden sein miissen).

Vielfachheiten

Fiir eine genauere Untersuchung der Eigenrdume ist die folgende Begrifflich-
keit sinnvoll. Es sei

p: V—V
eine lineare Abbildung und A € K. Man nennt dann den Exponenten des
linearen Polynoms X — A im charakteristischen Polynom ., die algebraische
Vielfachheit von A, die wir mit py := px(gp) bezeichnen, und die Dimension
des zugehorigen Eigenraumes, also

dim (Eig, (¢))

die geometrische Vielfachheit von A. Der vorstehende Satz besagt also, dass
die eine Vielfachheit genau dann positiv ist, wenn dies fiir die andere gilt. Im
Allgemeinen kénnen die beiden Vielfachheiten aber verschieden sein, wobei
eine Abschétzung immer gilt.
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Lemma 40.6. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V=V

eine lineare Abbildung und \ € K. Dann besteht zwischen der geometrischen
und der algebraischen Vielfachheit die Beziehung

dim (Eig, () < pa(e) -

Beweis. Sei m = dim (Eig,(¢)) und sei vq,...,v,, eine Basis von diesem
Eigenraum, die wir durch wy,...,w,_, zu einer Basis von V erginzen.
Beziiglich dieser Basis hat die beschreibende Matrix die Gestalt

A, B
0o C)-
Das charakteristische Polynom ist daher (X —\)™-x¢, sodass die algebraische

Vielfachheit mindestens m ist. O

Beispiel 40.7. Wir betrachten 2 x 2-Scherungsmatrizen

= 5)

mit a € K. Das charakteristische Polynom ist

sodass 1 der einzige Eigenwert von M ist. Den Eigenraum berechnet man als

Eig, (M) — kern (0 _a) .

0 —a\ (r\ _[—as
0 0 s) 0
folgt, dass ((1)) ein Eigenvektor ist, und dass bei a # 0 der Eigenraum

eindimensional ist (bei a = 0 liegt die Identitét vor und der Eigenraum ist
zweidimensional). Bei a # 0 ist die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts
1 gleich 2, die geometrische Vielfachheit gleich 1.

Diagonalisierbarkeit

Die Einschrankung einer linearen Abbildung auf einen Eigenraum ist die
Streckung um den zugehérigen Eigenwert, also eine besonders einfache linea-
re Abbildung. Viele Eigenwerte mit hochdimensionalen Eigenrdumen kor-
respondieren zu strukturell einfachen linearen Abbildungen. Ein Extremfall
liegt bei den sogenannten diagonalisierbaren Abbildungen vor.
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Bei einer Diagonalmatrix

d 0 - o 0
0 do 0 -+ 0
0O -~ 0 dy-1 O
0 -+« -+ 0 d,

ist das charakteristische Polynom einfach gleich
(X = d)(X —dy) -+ (X —d).

Wenn die Zahl d in den Diagonalelementen k-mal vorkommt, so kommt auch
der Linearfaktor X — d mit dem Exponenten k in der Faktorisierung des
charakteristischen Polynoms vor. Dies gilt auch, wenn nur eine obere Drei-
ecksmatrix vorliegt. Anders aber als bei einer oberen Dreiecksmatrix kann
man bei einer Diagonalmatrix sofort die Eigenrdume angeben, siehe Beispiel
39.7, und zwar besteht der Eigenraum zu d aus allen Linearkombinationen
der Standardvektoren e;, fiir die d; gleich d ist. Insbesondere ist die Dimensi-
on des Eigenraums gleich der Anzahl, wie oft d als Diagonalelement auftritt.
Bei einer Diagonalmatrix stimmen also algebraische und geometrische Viel-
fachheiten {iberein.

Definition 40.8. Es sei K ein Kérper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p:V—V

eine lineare Abbildung. Dann heifit ¢ diagonalisierbar, wenn V' eine Basis
aus Eigenvektoren zu ¢ besitzt.

Satz 40.9. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler K -
Vektorraum. Es sei

p:V—V

eine lineare Abbildung Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) ¢ ist diagonalisierbar.

(2) Es gibt eine Basis v von V derart, dass die beschreibende Matrix
M () eine Diagonalmatriz ist.

(3) Fiir jede beschreibende Matriz M = M2 (p) beziiglich einer Basis 1o
qibt es eine invertierbare Matrix B derart, dass

BMB™'
eine Diagonalmatrix ist.
Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) folgt aus der Definition, aus Beispiel

39.7 und der Korrespondenz zwischen linearen Abbildungen und Matrizen.
Die Aquivalenz von (2) und (3) folgt aus Korollar 10.5. 0
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Korollar 40.10. Es sei K ein Kéorper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V=V
eine lineare Abbildung, die n = dim (V') verschiedene Eigenwerte besitze.
Dann ist ¢ diagonalisierbar.

Beweis. Aufgrund von Lemma 39.14 gibt es n linear unabhéngige Eigenvek-
toren. Diese bilden nach Korollar 8.9 eine Basis. U

Beispiel 40.11. Wir schlieflen an Beispiel 39.9 an. Es gibt die zwei Eigenvek-

\{5 und _1/5
so dass die Abbildung nach Korollar 40.10 diagonalisierbar ist. Beziiglich
der Basis u aus diesen Eigenvektoren wird die lineare Abbildung durch die

Diagonalmatrix
V5 0
0 —v5)"

Die Ubergangsmatrix von der Basis u zur durch e; und e, gegebenen Stan-

dardbasis v ist einfach
- (V).

toren zu den verschiedenen Eigenwerten v/5 und —+/5,

beschrieben.

v

Die inverse Matrix dazu ist

S0 DG
25 \-1 V5) " \55 2
Geméif Korollar 10.5 besteht die Beziehung
V50 5% (VB V5
0 -V I VAN
_ (35 2) (0 5\ (V5 —V5
sr 3\ 0\ 1)
5 2
40. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 40.1. Berechne das charakteristische Polynom zur Matrix

25 3
7T 4 2
3 75
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Aufgabe 40.2. Berechne das charakteristische Polynom, die Eigenwerte und
die Eigenrdume zur Matrix
5 7
()

Aufgabe 40.3. Es sei K ein Korper und sei M eine n x n-Matrix iiber K.
Zeige, dass fiir jedes A € K die Beziehung

Xum(A) = det (AE, — M)

iiber C.

gilt. 18

Aufgabe 40.4. Es sei K ein Korper und sei M eine n x n-Matrix iiber K.
Wie findet man die Determinante von M im charakteristischen Polynom ;s
wieder?

Aufgabe 40.5. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und
p: V—V

eine lineare Abbildung. Es sei A € K ein Eigenwert von ¢ und P € K[X] ein
Polynom. Zeige, dass P(\) ein Eigenwert von'® P(y) ist.

Aufgabe 40.6.*
Wir betrachten die lineare Abbildung

p: C*— C3,
die beziiglich der Standardbasis durch die Matrix
2 1 -2+
A=10 ¢ 1+
00 —1+4+2

beschrieben wird.
a) Bestimme das charakteristische Polynom und die Eigenwerte von A.
b) Berechne zu jedem Eigenwert einen Eigenvektor.

c) Stelle die Matrix fiir ¢ beziiglich einer Basis aus Eigenvektoren auf.

BDie Hauptschwierigkeit bei dieser Aufgabe ist vermutlich zu erkennen, dass man hier
wirklich was zeigen muss.

ODer Ausdruck P(¢) bedeutet, dass man die lineare Abbildung ¢ in das Polynom P
einsetzt. Dabei muss man X™ als ™, also als die n-fache Hintereinanderschaltung von ¢
mit sich selbst, interpretieren, die Addition wird zur Addition von linearen Abbildungen,
W.S.W.
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Aufgabe 40.7. Sei

Berechne:

(1) die Eigenwerte von A;

(2) die zugehorigen Eigenrdume;

(3) die geometrische und algebraische Vielfachheit der einzelnen Eigen-
werte;

(4) eine Matrix C' € Matsy3(R) derart, dass C~' AC eine Diagonalmatrix
ist.

Aufgabe 40.8. Es sei K ein Korper, a € K und m,n € N, mit 1 < m <n.
Man gebe Beispiele fiir n x n-Matrizen M derart, dass a ein Eigenwert zu M
ist mit der algebraischen Vielfachheit n und der geometrischen Vielfachheit
m.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 40.9. (2 Punkte)

Berechne das charakteristische Polynom zur Matrix

-3 8 9
4 7 1
2 -4 5

Aufgabe 40.10. (3 Punkte)

Berechne das charakteristische Polynom, die Eigenwerte und die Eigenrdume

zur Matrix
2 7
5 4

iiber C.

Aufgabe 40.11. (4 Punkte)

Sei
-5 0 7
A= 6 2 —06] € Matgxg(R) .
-4 0 6

Berechne:
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(1) die Eigenwerte von A;

(2) die zugehorigen Eigenrdume;

(3) die geometrische und algebraische Vielfachheit der einzelnen Eigen-
werte;

(4) eine Matrix C' € Matsy3(R) derart, dass C~' AC eine Diagonalmatrix
ist.

Aufgabe 40.12. (4 Punkte)

Bestimme fiir jedes A € QQ die algebraischen und geometrischen Vielfachhei-
ten fir die Matrix

—4

M = -1

SO W
W N Ot

0

Aufgabe 40.13. (4 Punkte)

Zeige, dass das charakteristische Polynom der sogenannten Begleitmatriz

0 0 ... 0 =—a
1 0 ... 0 —a
M=l - ) :

0 O 0 —a,_s

0 O 1 —a,_q
gleich

v =X"4+a, 1 X"+ a1 X + ag

ist.

Aufgabe 40.14. (4 Punkte)

Es sei
0: R® — R?
eine lineare Abbildung. Zeige, dass ¢ mindestens einen Eigenvektor besitzt.



105

41. VORLESUNG - TRIGONALISIERBARKEIT

Vielfachheiten und diagonalisierbare Abbildungen

Satz 41.1. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler K -
Vektorraum. FEs sei

p: V=V
eine lineare Abbildung. Dann ist  genau dann diagonalisierbar, wenn das

charakteristische Polynom x, in Linearfaktoren zerfillt und wenn fiir jede
Nullstelle X mat der algebraischen Vielfachheit uy die Gleichheit

px = dim (Eig, ()
qgilt.
Beweis. Wenn ¢ diagonalisierbar ist, so kann man sofort annehmen, dass ¢
beziiglich einer Basis aus Eigenvektoren durch eine Diagonalmatrix beschrie-
ben wird. Die Diagonaleintrige dieser Matrix sind die Eigenwerte, und diese
wiederholen sich geméfl ihrer geometrischen Vielfachheit. Das charakteristi-

sche Polynom lasst sich auch direkt aus dieser Diagonalmatrix ablesen, jeder
Diagonaleintrag A tragt als Linearfaktor X — A bei.

Fiir die Umkehrung seien Ay, ..., \; die verschiedenen Eigenwerte und

pi = pi, () = dim (Eig,, ()
seien die (geometrischen und algebraischen) Vielfachheiten. Da nach Voraus-
setzung das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt, muss die
Summe dieser Zahlen gleich n = dim (V') sein. Es seien
Uijaj: 1,...,[1,2',

Basen der Eigenrdume Eig, (¢) fiir i = 1,..., k. Dies sind insgesamt n Vek-
toren. Sei

Z bijvij = 0

2

eine Darstellung der 0. Mit

i
w; = Z bijvij € Eig,, ()

Jj=1

ergibt sich Zle w; = 0, wobei die w; aus den verschiedenen Eigenrdumen
sind. Nach Lemma 39.14 sind diese Vektoren linear unabhéngig, also miissen
alle w; = 0 sein. Damit miissen auch alle b;; = 0 sein und die gew&hlten

Basisvektoren der Eigenrdume sind linear unabhéngig. Daher bilden sie eine
Basis. U
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Das Produkt von zwei Diagonalmatrizen ist natiirlich wieder eine Diagonal-
matrix. Das folgende Beispiel zeigt, dass das Produkt von diagonalisierbaren
Matrizen nicht diagonalisierbar sein muss.

Beispiel 41.2. Es seien G; und G5 zwei Geraden im R? durch den Nullpunkt
und es seien p; und ¢, die Achsenspiegelungen an diesen Achsen. Eine Ach-
senspiegelung ist stets diagonalisierbar, und zwar sind die Spiegelungsachse
und die dazu senkrechte Gerade Eigengeraden (zu den Eigenwerten 1 und
—1). Die Hintereinanderschaltung 1 = @5 0 ¢ dieser Spiegelungen ist eine
Drehung, und zwar ist der Drehwinkel das Doppelte des Winkels zwischen
den beiden Achsen. Eine Drehung ist aber nur dann diagonalisierbar, wenn
der Drehwinkel 0 oder 180 Grad betrigt. Wenn der Winkel zwischen den
Achsen von 0,90, 180 Grad verschieden ist, so besitzt 1) keinen Eigenvektor.

Trigonalisierbare Abbildungen und jordansche Normalform

Definition 41.3. Es sei K ein Koérper und V ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum. Eine lineare Abbildung ¢: V' — V heifit trigonalisierbar, wenn
sie beziiglich einer geeigneten Basis durch eine obere Dreiecksmatrix beschrie-
ben wird.

Diagonalisierbare lineare Abbildungen sind insbesondere trigonalisierbar. Die
Umkehrung gilt nicht, wie Beispiel 40.7 zeigt.

Satz 41.4. Es sei K ein Kérper und es ser V' ein endlichdimensionaler K -
Vektorraum. Es set

p: V—V
eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1)  ist trigonalisierbar.
(2) Das charakteristische Polynom x., zerfdllt in Linearfaktoren.

Wenn ¢ trigonalisierbar ist und beziiglich einer Basis durch die Matriz M
beschrieben wird, so gibt es eine invertierbare Matriz B € Mat,«,(K) derart,
dass BM B! eine obere Dreiecksmatriz ist.

Beweis. Wir beweisen nur die Richtung von (1) nach (2). Das charakteristi-
sche Polynom von ¢ ist gleich dem charakteristischen Polynom y,;, wobei M
eine beschreibende Matrix beziiglich einer beliebigen Basis ist. Wir konnen
also annehmen, dass M eine obere Dreiecksmatrix ist. Dann ist nach Lemma
11.8 das charakteristische Polynom das Produkt der Linearfaktoren zu den
Diagonaleintrdgen. Die Riickrichtung ist deutlich aufwéndiger. U

Satz 41.5. Es sei M € Mat,,«,(C) eine quadratische Matriz mit komplezen
FEintrdgen. Dann ist M trigonalisierbar.

Beweis. Dies folgt aus Satz 41.4 und dem Fundamentalsatz der Algebra. [J
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Beispiel 41.6. Wir betrachten eine reelle 2 x 2-Matrix

a b
M = ( d) |
Das charakteristische Polynom ist
xu = det (zEy — M)
r—a —b
—c x—d
= (x—a)(z—d)—bec
= 2° — (a+d)z +ad — be

d\? d\?
= (a:—a; ) _<a—;— ) + ad — be
B (m a+d>2 <a—d)2 e
- 2 U2 -
a—d

Dieses Polynom zerfillt in (reelle) Linearfaktoren genau dann, wenn (T)2+

be > 0ist. Genau in diesem Fall ist die Matrix nach Satz 41.4 trigonalisierbar.

= det

Definition 41.7. Es sei K ein Korper und A € K. Unter einer Jordanmatrix

(zum Eigenwert) \ versteht man eine quadratische Matrix der Form®
A1 0 - -0
o x 1 0 - 0
o - 0 X 1 0
0 -« -« 0 X 1
0 v «or wer 0 A

Wenn man eine solche Jordanmatrix als lineare Abbildung ¢ des Standard-
raumes K" in sich interpretiert, so ist

p(e1) = Aep und p(ex) = Aeg + ey fiir alle k > 2.

Insbesondere ist e; ein Eigenvektor zum Eigenwert \. Eine einfache Uberle-
gung zeigt, dass es keine dazu linear unabhéngigen Eigenvektoren geben kann
(sieche Aufgabe 41.11). Die Eigenschaft rechts ist dquivalent zur Bedingung?!

er—1 = (o — A-1d)(ex)

fir £ > 2. Als Eigenvektor ist e; ein erzeugendes Element des Kerns der
Abbildung ¢ := ¢ — A1d, und die anderen Standardvektoren e, ergeben sich
sukzessive als Urbild von e;_; unter 1. Diese Beobachtung liefert den Hin-
tergrund fiir das weiter unten beschriebene Verfahren zum Aufstellen einer
Jordanmatrix.

20OManche Autoren verstehen unter einer Jordanmatrix eine Matrix, in der die Einsen
unterhalb der Diagonalen stehen.

2m Kontext der trigonalisierbaren Abbildungen und zum Auffinden der jordanschen
Normalform ist es sinnvoll, mit ¢ — A - Id anstatt mit A - Id —¢ zu arbeiten.
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Definition 41.8. Eine quadratische Matrix der Form

J 0 o o0
o J 0 - 0
0O -+ 0 Jr1 O
0 o oo 0y

wobei die J; Jordanmatrizen sind, heifit Matrix in jordanscher Normalform.

Die dabei auftretenden Jordanmatrizen heiflen Jordanblocke der Matrix. Thre
Eigenwerte konnen verschieden oder gleich sein. In der Matrix

210000
020000
004100
000410
00 0O04O0
000O0O0 2

gibt es drei Jordanblocke, ndmlich
4 10
(g ;) ,10 4 1] und (2)
00 4
zu den Eigenwerten 2,4 und nochmal 2.

Definition 41.9. Zwei quadratische Matrizen M, N € Mat,,(K) heilen ihn-
lich, wenn es eine invertierbare Matrix B gibt mit M = BNB™!.

Satz 41.10. Eine obere Dreiecksmatriz ist dhnlich zu einer Matrix in jordan-
scher Normalform.

Beweis. Wir verzichten auf den recht aufwéndigen Beweis. U

Diese Aussage kann man so interpretieren, dass es fiir eine trigonalisierbare
lineare Abbildung ¢ eine Basis gibt derart, dass ¢ beziiglich dieser Basis
durch eine Matrix in jordanscher Normalform beschrieben wird. Uber den
komplexen Zahlen kann man dies also stets erreichen.

Verfahren 41.11. Wir beschreiben, wie man zu einer linearen trigonalisier-
baren Abbildung eine Basis findet, beziiglich der die beschreibende Matrix in
jordanscher Normalform ist. Dazu bestimmt man zunéchst eine Basis fiir die
Eigenrdume zu sémtlichen Eigenwerten. Man nimmt sich nun diese Eigenvek-
toren der Reihe nach vor, jeder dieser Vektoren fiithrt zu einem Jordanblock.
Sei u ein solcher Eigenvektor zum Eigenwert A\. Dann betrachtet man das
lineare Gleichungssystem

u=(p—A-Id)v
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(zumeist ist ¢ selbst durch eine Matrix gegeben, von der man das A-fache
der Einheitsmatrix abziehen muss). Wenn dieses keine Losung besitzt, so ist
u Teil der gesuchten Basis und der zugehorige Jordanblock besteht allein aus
A. Wenn es eine Losung v gibt, so ist insbesondere ¢(v) = Av + u. Man
betrachtet dann das lineare Gleichungssystem

v=(p— A Id)w

und sucht nach einer Losung fiir w, und so weiter, bis man bei einem Glei-
chungssystem angelangt ist, das keine Losung besitzt. Dann sind die Vektoren
u, v, w, ... Teil der gesuchten Basis (die Anzahl dieser Vektoren ist die Lénge
des Jordanblocks), und man arbeitet den néchsten Eigenvektor ab.

Beispiel 41.12. Wir betrachten die Matrix

2 21
M=1(0 2 3
0 0 2

1
und wollen sie auf jordansche Normalform bringen. Esist u =e; = | 0 | ein
0

Eigenvektor zum Eigenwert 2. Es ist

AZ:M—2E3:

o O O

2
0
0

O W =

=

so dass es keinen weiteren linear unabhéngigen Eigenvektor gibt. Wir inter-

essieren uns fiir das lineare Gleichungssystem
€1 — Av.

Daraus ergibt sich sofort (aus der zweiten Zeile) v = 0 und somit 2vy = 1 (v;

0
kénnen wir frei als 0 wihlen). Also setzen wir v = | £ |. Schliefilich brauchen
0
wir eine Losung fiir
v=Aw.
Dies fiihrt auf
0

1

T12
1

6
Fiir die durch die Matrix M beschriebene lineare Abbildung gilt somit

Mu =2u, Mv=2v+u, Mw=2w+v,

w =

sodass die Abbildung beziiglich dieser Basis durch
210
0 21
0 0 2
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beschrieben wird. Diese Matrix ist eine Jordanmatrix und insbesondere in
jordanscher Normalform.

Beispiel 41.13. Wir betrachten die Matrix

200
M=10 2 3
00 2
1
und wollen sie auf jordansche Normalform bringen. Es sind u = e; = [ 0
0
0
und v = es = | 1| linear unabhéngige Eigenvektoren zum Eigenwert 2. Es
0

ist

AZ:M—2E3:

)

co o
O cooc o
o wo

so dass v und v den Eigenraum aufspannen. Das lineare Gleichungssystem
e1 = Aw
besitzt keine Losung. Hingegen besitzt das lineare Gleichungssystem

ey = Aw

die Losung w =

wi= O O

Fiir die durch die Matrix M beschriebene lineare Abbildung gilt somit
Mu = 2u, Mv =2v, Mw=2w+v,
sodass die Abbildung beziiglich dieser Basis durch

2 00
0 21
0 0 2

beschrieben wird. Diese Matrix ist in jordanscher Normalform mit den Jor-

danblécken (2) und (g ;)
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41. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 41.1. Bestimme, ob die reelle Matrix

4 7 -3
2 7 5
0 0 —6

trigonalisierbar ist oder nicht.

Aufgabe 41.2. Eine lineare Abbildung
¢0: R? — R?
werde beziiglich der Standardbasis durch die Matrix
35
0 3
beschrieben. Finde eine Basis, beziiglich der ¢ durch die Matrix
31
0 3

beschrieben wird.

Aufgabe 41.3. Eine lineare Abbildung
p: R> — R’

werde beziiglich der Standardbasis durch die Matrix

-2 2 7
0 -2 —6
0 0 =2

beschrieben. Finde eine Basis, beziiglich der ¢ durch die Matrix

-2 1 0
0 -2 1
0 0 =2

beschrieben wird.
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Die néchsten Aufgaben verwenden die folgende Definition.

Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und
p:V—V

eine lineare Abbildung. Dann heifit ein Untervektorraum U C V' p-invariant,
wenn

e(U)cU
gilt.

Aufgabe 41.4. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
p: V=V
eine lineare Abbildung. Zeige folgende Figenschaften.

(1) Der Nullraum 0 C V ist @-invariant.

(2) V ist p-invariant.

(3) Eigenrdume sind y-invariant.

(4) Seien Uy, Uy C V p-invariante Unterrdume. Dann sind auch U; N Us
und U; + Uy @p-invariant.

(5) Sei U C V ein p-invarianter Unterraum. Dann sind auch der Bildraum
©(U) und der Urbildraum ¢! (U) ¢-invariant.

Aufgabe 41.5. Es sei K ein Korper und es sei V' ein K-Vektorraum. Es sei
p: V—V

eine lineare Abbildung und v € V. Zeige, dass der kleinste -invariante
Unterraum von V', der v enthélt, gleich

(¢"(v), neN)

ist.

Aufgabe 41.6. Es sei K ein Korper und es sei V' ein K-Vektorraum. Es sei
p: V—V
eine lineare Abbildung. Zeige, dass die durch
U={veV| esgibt ein n € N mit ¢"(v) =0}

definierte Teilmenge von V ein g-invarianter Unterraum ist.
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Aufgabe 41.7. Es sei vy, ..., v, eine Basis von V', beziiglich der die Matrix
zur linearen Abbildung
p:V—V
eine obere Dreiecksmatrix sei. Zeige, dass die erzeugten Untervektorrdume
<U1, ey Uz‘>

p-invariant fiir jedes ¢ sind.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 41.8. (4 Punkte)
Entscheide, ob die Matrix

5 -1 3
79 8
6 2 =7
iiber R trigonalisierbar ist.
Aufgabe 41.9. (3 Punkte)
Bestimme, ob die reelle Matrix
15 6 2
5 7 —4 -3
00 —2 8
00 1 9
trigonalisierbar ist oder nicht.
Aufgabe 41.10. (4 Punkte)
Eine lineare Abbildung
0: R® — R?
werde beziiglich der Standardbasis durch die Matrix
2 3 4
0 25
00 2
beschrieben. Finde eine Basis, beziiglich der ¢ durch die Matrix
210
0 21
00 2

beschrieben wird.
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Aufgabe 41.11. (4 Punkte)

Es sei M eine Jordanmatrix zum Eigenwert \. Zeige, dass der Eigenraum
von M zum Eigenwert A\ eindimensional ist und dass es keine weiteren Ei-
genvektoren gibt.

Aufgabe 41.12. (5 Punkte)

Es sei M eine reelle 2 x 2-Matrix, die iiber R nicht trigonalisierbar ist. Zeige,
dass M iiber C diagonalisierbar ist.

Eine Isometrie auf einem euklidischen Vektorraum heif3t eigentlich, wenn ihre
Determinante gleich 1 ist.

Aufgabe 41.13. (5 Punkte)
Es sei
f: R" —R"
eine eigentliche Isometrie. Es sei vorausgesetzt, dass f trigonalisierbar ist.
Zeige, dass dann f sogar diagonalisierbar ist.

42. VORLESUNG - LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEME [

Lineare Transformationen

Entkoppelte Differentialgleichungssysteme kann man losen, indem man die
einzelnen eindimensionalen Komponenten 16st. Manchmal kann eine Differen-
tialgleichung erst durch eine lineare Transformation entkoppelt werden. Eine
lineare Transformation ist einfach eine bijektive lineare Abbildung ¢ zwi-
schen zwei Vektorrdaumen V und W. Zu einem Vektorfeld F' auf V' mochte
man ein Vektorfeld G' auf W definieren derart, dass sich die Losungen der
zugehorigen Differentialgleichungssysteme entsprechen. Dies geschieht durch

G(t,y) = p(F(t, o ' (2))).

Zu einem Punkt y € W betrachtet man also den Urbildpunkt ¢~!(y), wertet
dort (bei unveréndertem Zeitpunkt t) das Vektorfeld F' aus und transportiert
das Ergebnis mittels ¢ wieder nach W. Besonders iibersichtlich wird die
Situation durch das folgende kommutative Diagramm.

IxvV v
{ {
IxW % w.
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Lemma 42.1. Es ses
o: V—W

ewn Isomorphismus zwischen den endlichdimensionalen reellen Vektorriumen
V und W und se:

F:IxV —YV (t,x)— F(t, x),

ein Vektorfeld auf V. Es sei G das durch

Glty) = p(F(t, o™\ (1)))
definierte Vektorfeld auf W. Dann ist

a: J—V

eine Losung des Anfangswertproblems

' = F(t,x) mit x(ty) = xo
genau dann, wenn ¢ o « eine Losung des Anfangswertproblems

y = G(t,y) mit y(to) = p(xo)

15t.
Beweis. Da mit ¢ auch die Umkehrabbildung ¢! eine lineare Isomorphie
ist, geniigt es, die eine Richtung zu zeigen. Sei also « eine Losung des An-

fangswertproblems zu F. Dann gelten unter Verwendung von Lemma 34.10
fiir ¢ o a die Gleichheiten

(poa) (t) = p((t))

(F(t, at)))

(po F)(t,alt))

(po Fo(Idxeph)(t, (poa)(t)
= G(t, (poa)(t)).

Ferner gilt
(poa)(te) = wlalty)) = @(xo).
OJ

Wenn das Vektorfeld F' nur auf einer offenen Menge U C [ x V' definiert
ist, so ist entsprechend das Vektorfeld G' auf (der ebenfalls offenen Menge)
(Id x)(U) € I x W definiert. Das Lemma gilt auch in dieser Situation.

Beispiel 42.2. Wir betrachten die gewohnliche Differentialgleichung zum
Vektorfeld

F(t,z,y) = (tx + t3,y2) )
Dieses System ist entkoppelt und besteht aus den beiden einzelnen Gleichun-
gen (in jeweils einer Raumvariablen)

=tr+t2und y =9>.
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Eine Losung der linken Differentialgleichung ist x(t) = —t* — 2, eine Losung
der rechten ist y(t) = —t~1. Daher ist

()

eine Losung zu F. Wir betrachten nun die lineare Transformation

=4 %)
2= )

Das transformierte Vektorfeld ist
G(t,u v)
P(F(t, 9™ (u,v)))
o(F(t, —2u — 3v,3u + 4v))
o(t(— 2u—3v)+t3 (3u+4v) )
o(t(—2u — 3v) + 3, 9u” + 24uv + 16v?)
= (4(t(—2u — 3v) + %) + 3(9u® + 24uv + 16v?),
—3(t(=2u — 3v) + t*) — 2(9u* + 24uv + 160?))
= (—8tu — 12tv + 4t + 27u® + T2uv + 480°,
6tu + 9tv — 3t> — 18u? — 48uv + 32v?).

mit der inversen Matrix

!/
Fiir die zu G gehorende Differentialgleichung <Z,> = G(t,u,v) ist gemif

Lemma 42.2
( —t2 -2 ) = —4t? — 8 — 3t~
PO “\ 32162

eine Losung.

Lineare Differentialgleichungssysteme

Definition 42.3. Es sei I C R ein offenes reelles Intervall. Eine Differenti-
algleichung der Form

v = Mv,
wobei
ai; A2 ... QAip
21 QA29 ... QAgp
M = .
Ap1 Ap2 ... Qpp

eine Matrix ist, deren Eintrédge allesamt Funktionen

aij: I — R, t — a;;(t),
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sind, heiflit homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung oder homoge-
nes lineares gewdhnliches Differentialgleichungssystem.

Es handelt sich also um die Differentialgleichung zum Vektorfeld

an(t)?]l + ...+ a1n<t)’0n
f: IXR" — R" (t,v) — f(t,v) = (M(t))v = :

a1 ()vr + . oo+ apn(t)v,

Dieses Vektorfeld ist zu jedem fixierten Zeitpunkt ¢ € I eine lineare Abbil-
dung
R" — R", v — M(t)v.
Ausgeschrieben liegt das Differentialgleichungssystem
U’l an(t)?]l +...+ aln(t)vn au(t) cee aln(t) V1
vl a1 ()v1 + ..o+ apn(t)v, an1(t) -+ apn(t) U,
Vor.

Fiir lineare Differentialgleichungssysteme gibt es wieder eine inhomogene Va-
riante.

Definition 42.4. Es sei I C R ein offenes reelles Intervall. Eine Differenti-
algleichung der Form

V' =Muv+z,
wobel
a1 a12 ... Qip
Q21 Q22 ... Q2
M = .
Ap1 Ap2 ... QGpp

eine Matrix ist, deren Eintrdge allesamt Funktionen
Q5 I — R, t— (lij(t),

sind und wobei

z1(t)

z: I — R" t— 2(t) = : :

zn(t)
eine Abbildung ist, heifit inhomogene lineare gewdéhnliche Differentialglei-
chung oder inhomogenes lineares gewdohnliches Differentialgleichungssystem.

Die Abbildung z heifit dabei Stdrabbildung.

Insgesamt liegt das Differentialgleichungssystem

’Ull au(t)vl + ...+ aln(t)vn + 21 (t)

L e

Uy, a1 ()01 + o+ A (B) v, + 2, (1)
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ap(t) -+ a(t) vy 2 (t)
= : - : ]+ :
an1(t) -+ apn(t) Un, Zn(t)

Die explizite Losbarkeit eines solchen Systems héngt natiirlich von der Kom-
pliziertheit der beteiligten Funktionen a;; und z; ab. In der folgenden Si-
tuation kann man das System auf einzelne lineare Differentialgleichungen
zuriickfithren und dadurch sukzessive 16sen.

Lemma 42.5. Fs sei I C R ein offenes Intervall und es liege eine inhomo-
gene lineare gewdhnliche Differentialgleichung der Form

!

(%1 aiy v Qip U1 21
Uy 0 axp - a Uy 29
= . . . e
Up, 0O -+ 0 apy Up, Zn

mit stetigen Funktionen a;;: I — R und z;: I — R und den Anfangsbedin-
gungen

vi(to) =w; eR fiiri=1,...,n (txy € I)
vor. Dann ldsst sich diese Gleichung losen, indem man sukzessive unter Ver-

wendung der zuvor gefundenen Losungen die inhomogenen linearen gewdohn-
lichen Differentialgleichungen in einer Variablen, ndmlich

v, = Ann () Vn + 2n(t) mit vn(to) = wn,
U;,l = an-1 n—l(t)'Un—l + an—ln(t)”n(t) + Zn—l(t) mit 'Un—l(tO) = Wn-1,

(U;L72 = an—2n—2(t)'Un—2 + an—2n—1(t)vn—1(t) + an—Qn(t)vn(t) + Zn—Q(t) mit vn—Z(tO) = Wn-2,

Ui = au(t)vl + alg(t)vz (t) + ...+ ain (t)vn(t) + 21 (t) mat v1 (to) = w1,
lost.

Beweis. Das ist trivial. O

Die Losungen eines solchen linearen Differentialgleichungssystems in oberer
Dreiecksgestalt stehen also in Bijektion zu den Losungen der n linearen inho-
mogenen Differentialgleichungen in einer Ortsvariablen, wobei die Storfunk-
tionen jeweils mit den anderen Losungen in der beschriebenen Weise zusam-
menhéngen. Insbesondere iibertragen sich Existenz- und Eindeutigkeitsaus-
sagen.

Auch wenn man ein homogenes System 16sen méochte, so muss man in den
Einzelschritten inhomogene Differentialgleichungen 16sen.
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Beispiel 42.6. Wir betrachten das homogene lineare Differentialgleichungs-

system
7\’ B % t—1 x

(y> - (0 P ) (y)

fiir t > 0. Die zweite Zeile dieses Systems bedeutet
2t
241
das ist eine homogene lineare Differentialgleichung in einer Variablen. Ihre
Losungen sind geméfl Satz 29.2 gleich
yt) = c(P+1) = ct® +c

mit einem ¢ € R. Die erste Zeile des Systems fiihrt daher auf

y = Y,

1
LEI = ;.T—i-(t—l)y
1
= = t—1) (2 +1
{x—i—c( )( +)
= = B +t—1).
tx+c( + )

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung in einer Variablen. Die
zugehorige homogene Gleichung x/ = %x besitzt t als eine Losung. Nach Satz
29.10 miissen wie eine Stammfunktion von

B —t?2+t—1 1
c+:c(t2_t+1_;)

finden, eine solche ist

1 1
B3 — 24+ t+ Int d.
0(3 5t + —|—nH>—|—

Dabher ist

1 1
t(c (§t3— SC+t—n \ty) +d> - §t4— §t3+ct2 —ct In |t + dt
die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung. Also ist die allgemeine
Losung des Systems gleich

St — St3 4 et — ot In |t + dt
ct?> +c '

Lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten
Koeffizienten

Falls die Funktionen a;; alle konstant sind, so spricht man von einem /-
nearen Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten, welche im
Wesentlichen mit Mitteln der linearen Algebra gelost werden kénnen. Dazu
ist es sinnvoll, von vornherein auch komplexe Koeffizienten zuzulassen.
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Definition 42.7. Eine Differentialgleichung der Form

vV = Muv,
wobei
a1 Q12 ... Qi
M- a?1 Ao29 ... QdA2p
Gp1 Ap2 ... Gpp

cine Matrix mit Eintrégen a;; € C ist, heifit homogene lineare gewéhnliche
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten oder homogenes lineares
gewohnliches Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten.

Definition 42.8. Es sei I C R ein offenes Intervall. Eine Differentialglei-
chung der Form

V' =Muv+z,
wobei
ai;pr a2 ... QAip
a21 QA22 ... Q9
M = .
Ap1 Gp2 ... Gpp

eine Matrix mit Eintrdgen a;; € C ist und
z: I — C"

eine Abbildung, heiflt inhomogene lineare gewdhnliche Differentialgleichung
mit konstanten Koeffizienten oder inhomogenes lineares gewdéhnliches Diffe-
rentialgleichungssystem mat konstanten Koeffizienten.

Die Storfunktion muss also nicht konstant sein.
Bemerkung 42.9. Es sei
v+ an1y" Y + 4 ay 4+ aoy + h(t) =0

eine lineare gewohnliche Differentialgleichung hoherer Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten, d.h. die a; sind reelle (oder komplexe) Zahlen. Das gemif}
Lemma 38.4 zugehorige Differentialgleichungssystem

!/

Vo (%1
U1 (%
Un—2 Up—1
VUp—1 g(t,vo,v1, ..., Up_1)

mit

v; =y
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wird in dieser Situation zum linearen Differentialgleichungssystem mit kon-
stanten Koeffizienten

v ' 0 1 0o ... . 0 Vo 0
0 o o0 1 0 .. 0 U1 0
U1 ) ) ) ) . .
= R : +
" 0 . 0 1 0
n—2
o 0 0 0 1 . 0
—ag —ap ... ... —Qp—2 —Qp_1 Up—1 _h(t)

42. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 42.1. Bestimme alle Losungen des linearen Differentialgleichungs-
systems
z\’ sint O T —sin t
()= 9 6)-CF)

Aufgabe 42.2. Berechne zum Vektorfeld

F: (R\{0}) x R* — R?, @’) — F(t,z,y) = (“5 Smgt;tfm t)
t

=

fir ¢t > 0.

aus Aufgabe 42.1 das transformierte Vektorfeld zur durch die Matrix (? 2)

gegebenen linearen Abbildung . Bestimme die Losungen zu diesem trans-
formierten Vektorfeld.

Aufgabe 42.3. Bestimme alle Losungen des linearen Differentialgleichungs-

. ()= "6

Aufgabe 42.4. Bestimme alle Losungen des linearen Differentialgleichungs-

sysbems (z) - ((2) §> @ |
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Aufgabe 42.5. Bestimme alle Losungen des linearen Differentialgleichungs-
systems

7\’ (3t T

y) \0 2)\y)"
Aufgabe 42.6. Bestimme alle Losungen (fiir ¢ > 0) des linearen Differenti-

algleichungssystems
(x), (1 3 — t) (x)
Y 0 % y) -

Aufgabe 42.7. Es sei I C R ein reelles Intervall und seien
Jis fizs for, fo2r T — R

differenzierbare Funktionen mit

J11(t) foa(t) — far(t) fr2(t) # 0O

fiir alle t € I. Wir betrachten das lineare Differentialgleichungssystem

/ f{1f22_f{2f21 _f{1f12+f{2f11
x — | fnfee—fafiz fufa-fafie x
Y f21f22_f22f21 _f12f21+f22f11 Y :

f11faz—fa1f12 f11fa2—fa1f12

Zeige, dass sowohl (;11) als auch (?2> Losungen des Differentialglei-
21 22

chungssystems sind.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 42.8. (3 Punkte)

Bestimme alle Losungen des linearen Differentialgleichungssystems
7\’ (3 2 —t+5 T
y) \0 3 y)

Aufgabe 42.9. (4 Punkte)

Bestimme alle Losungen des linearen Differentialgleichungssystems

()= ()
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Aufgabe 42.10. (8 (2+6) Punkte)

Wir betrachten das lineare Differentialgleichungssystem

T /_ cost —sint T
y)  \sint cos t y)

a) Erstelle eine Differentialgleichung in einer Variablen, die die Funktion
2(t) = z%(t) + y*(t) zu einer Losung (z,y) erfiillen muss.

b) Finde eine nichttriviale Losung des Differentialgleichungssystems.

Aufgabe 42.11. (4 Punkte)

Finde eine nichttriviale Losung (fiir ¢ > 1) zum linearen Differentialglei-

chungssystem
/ D e .
= 8 .
y t4j 1 3tt5 42 y

mit Hilfe von Aufgabe 42.7.

Aufgabe 42.12. (4 Punkte)

Lose mit einem Potenzreihenansatz das Anfangswertproblem
2\ (tP=1 B+t+2)\ (2
y)  \t+3 2+t y

mit der Anfangsbedingung
T 1
() -)

Die fir t € R, —1 <t < 1, und ein n € N definierte lineare Differentialglei-
chung

bis zur fiinften Ordnung.

g2t y,+n(n—|—1)
1—1¢2 1—12
heifit Legendresche Differentialgleichung zum Parameter n.

y=0

Aufgabe 42.13. (5 Punkte)

Zeige, dass das n-te Legendre-Polynom?

1 2 n\(n

eine Losung der Legendreschen Differentialgleichung zum Parameter n ist.

22Hier bedeutet das hochgestellte (n) die n-te Ableitung.
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43. VORLESUNG - LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEME II
Lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten
Koeffizienten - Losungsverfahren

Es sei eine homogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizi-
enten gegeben, d.h.

v = Mo
mit einer konstanten Matrix
a1 a2 ... Qipn
21 Q929 ... QA9pn .
M = . . . . mit Qi c K.
Ap1 Ap2 ... App

Wir lassen hier also auch den Fall zu, dass die Eintrage komplexe Zahlen
sind. Beim Auffinden der Losungen zu einer reellen Matrix ist es ndmlich
hilfreich, die reellen Zahlen als komplexe Zahlen aufzufassen, um dort Um-
formungen durchzufiihren, die im Reellen nicht moglich sind. Die Losungen
werden aber nach wie vor auf reellen Intervallen definiert sein. Wir erwédhnen
einige Rechenregeln fiir differenzierbare Abbildungen

fi1—C"

(I ist ein reelles Intervall oder eine offene Teilmenge von C) die bei der Be-
rechnung von Differentialgleichungen zum Zuge kommen. Zunéchst 1asst sich
die reelle Exponentialfunktion e* (unter Verwendung der Exponentialreihe)
zu einer Funktion

C—C, z+—— ¢,

ausdehnen. Diese ist komplex-differenzierbar, und zwar ist die Ableitung wie-
der die Exponentialfunktion selbst. Fiir eine komplexe Zahl u gilt (e**)" =
ue". Zwischen der komplexen Exponentialfunktion und den trigonometri-
schen Funktionen besteht der Zusammenhang (die Fulersche Formel)

e’ = cost +isint
(wobei t reell oder komplex sein kann).

Ausgeschrieben liegt also das Differentialgleichungssystem

/
U1 1101 + ... + AQ1pUn

vl An1V1 + ...+ AppUn

vor. Solche Systeme lassen sich mit Hilfe der linearen Algebra auf eine Folge
von inhomogenen linearen gewohnlichen Differentialgleichungen in einer Va-
riablen zuriickfithren und damit sukzessive l6sen. Das folgende einfache Lem-
ma gibt bereits einen deutlichen Hinweis dadrauf, dass lineare Eigenschaften
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der Matrix M eng mit den Losungen des Differentialgleichungssystems zu-
sammenhéingen.

Lemma 43.1. Es sei
v = Mv
mit
M € Mat,,«, (K)

eine lineare gewdhnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
und es sei u € K" ein Figenvektor zu M zum Eigenwert A € K. Dann ist die

Abbildung

My

R — K", t — ceMu = c

My,

(c € K) eine Lisung dieses Differentialgleichungssystems.

Beweis. Dies folgt direkt wegen

ceMuy

V'(t) = :
ceMu,,

(ce’\tul)’

)\z; /
n
(ceMuy,)

AeeMuy

AeeMu,
Uy
= AceM

ceMuy

ceMu,

Definition 43.2. Es sei
v = Mv
mit
M € Mat,,«, (K)
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eine lineare gewoOhnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.
Dann nennt man das charakteristische Polynom

XM = det (tEn — M)
auch das charakteristische Polynom der Differentialgleichung.
Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind nach Satz 40.2 Eigen-

werte von M und liefern nach Lemma 43.1 Losungen des Differentialglei-
chungssystems.

Bemerkung 43.3. Es sei
Y™+ a1y + L ay +agy = 0

eine lineare gewohnliche Differentialgleichung hoherer Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten und es sei

v = Mo

das zugehorige System von linearen Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten, also mit der Matrix

0 1 0o ... ... 0

0 0 1 0 0

0 e 0 1 0

0 0 0 1
—Qayg —ai1 ... ... —Qp—2 —Ap_1

Das zu dieser Matrix gehorige charakteristische Polynom ist nach Aufgabe
40.13 gleich

Xn +an_1X"_1 + oo+ alX + ag .
D.h. man kann dieses Polynom direkt aus der eingangs gegebenen Differen-

tialgleichung hoherer Ordnung ablesen.

Beispiel 43.4. Zu einer linearen gewohnlichen Differentialgleichung zweiter
Ordnung

y' +ary +ay =0
ist das charakteristische Polynom gleich
t2 + alt +ap.

Dessen Nullstellen sind einfach zu bestimmen, es ist

Nun untersuchen wir systematisch, wie man Differentialgleichungssysteme
mit konstanten Koeffizienten 16st.
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Lemma 43.5. Es sei
v’ = Mv
mat
M € Mat,«,(K)
eine lineare gewdhnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten,
es sei B € Mat, «,(K) eine invertierbare Matriz und es sei

N =BMB™".
Dann st
v: R— K" t — v(t),
genau dann eine Losung von v' = Mwv, wenn w = Bwv eine Liosung der

Differentialgleichung w' = Nw ist.
Beweis. Dies folgt aus Lemma 42.2, wir geben noch einen zweiten Beweis. Es

sei vorrausgesetzt, dass v’ = Mo ist. Dann gelten fiir w = Bv mit B = (b;;);;
die Gleichungen

w'(t) =
(bllvl(t) +...+ blnvn(t))/

(bnlvl(t) + ...+ bmvn( ))/
bnvi(t) + ...+ blnv;(t)

b vy (t) + . .. + bypvl (1)
vi(t)

Un (1)
wy(t)
= BMB™! :
wn(t)
so dass w die Differentialgleichung w’ = Nw 16st. Die inverse Transformation

zeigt, dass zu einer Losung von w’ = Nw die Abbildung B~ 1w eine Lésung
fiir o' = Mw ist. O

Satz 43.6. Es set
v = Mv
mit
M € Mat,,«,(C)
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ein homogenes lineares gewdhnliches Differentialgleichungssystem mait kon-
stanten Koeffizienten. Dann gibt es eine invertierbare Matriz B € Mat,, x,,(C)
derart, dass das dquivalente Differentialgleichungssystem

w = Nw mit N = BMB™!

obere Dreiecksgestalt besitzt, also von der Form

wy 11 ¢ & w1
1 Ci2 0 G
wh " Wy
) 0 ¢ -+ oC2m .
w! i ) ’ Wy—1
n71 0 e 0 Cnn n—
w Wy,

(mit ¢;j € C) ist. Dieses System lisst sich sukzessive von unten nach oben
mit dem Losungsverfahren fiir inhomogene lineare Differentialgleichungen in
einer Variablen losen. Wenn zusdtzlich Anfangsbedingungen v;(to) = a; fir
t=1,...,n gegeben sind, so ist die Losung eindeutig.

Beweis. Aufgrund von Satz 41.5 ist die Matrix M trigonalisierbar, d.h. es
gibt eine invertierbare Matrix B € Mat,,«,(C) derart, dass

N =BMB™!

obere Dreiecksgestalt besitzt. Das lineare Differentialgleichungssystem w’ =
Nw besitzt also die angegebene Gestalt, und es ist wegen Lemma 43.5 dqui-
valent zum urspriinglichen System. Die letzte Zeile des neuen Systems, also

/ p—
n =

w CpnWn

ist eine lineare Differentialgleichung in einer Variablen, ihre Losungen sind
wy(t) = ae“t. Die zweitletzte Zeile ist

/
Wy_1 = Cp—1n—1Wn—1 + Cp—1nWy ,

worin man die Losung fiir w,, einsetzen kann. Dann erhélt man eine inhomo-
gene lineare gewohnliche Differentialgleichung in der einen Variablen w,,_1,
die man mit dem angegebenen Losungsverfahren 16sen kann. Fiir die drittletz-
te Zeile sind dann w,,_; und w,, schon bekannt und dies fithrt wieder zu einer
inhomogenen linearen Differentialgleichung fiir w,_5. So erh&lt man sukzes-
sive eine Gesamtlosung (ws, ..., w,). Eine Anfangsbedingung fiir v = Mv
iibersetzt sich direkt in eine Anfangsbedingung fiir w’ = Nw. In dem soeben
beschriebenen Losungsverfahren gibt es dann jeweils eine Anfangsbedingung
fiir die inhomogenen Differentialgleichungen, so dass die Losungen jeweils
eindeutig sind. U

Bemerkung 43.7. Es sei
v’ = Mv
mit
M € Mat, «,(R)
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eine lineare gewohnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
und es sei

z: R— C"
eine komplexwertige Losung dieser Differentialgleichung. Wir schreiben z(t)
= u(t) + iv(t), wobei u, v differenzierbare Kurven im R" sind, und die Real-
bzw. Imaginérteil der Funktion heiflen. Es sei

Z(t) = u(t) — i(t)

die konjugiert-komplexe Funktion zu z. Dann ist wegen

Mz(t) = Mz(t) = 2/(t) = Z'(t)
auch Z eine Losungsfunktion. Wegen
t) +Z(t t) —z(t
u(t) = A+ o(t) = 2(t) —Z(t)

2 27
sind auch Real- und Imaginéarteil von z Losungsfunktionen.
Satz 43.8. Es sei

v = Mv

mat

M € Mat,,«,(R)

eine lineare gewdéhnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
mit der Anfangsbedingung v(ty) = u € R", ty € R. Dann gibt es genau eine
auf R definierte Losung

v: R— R"

fir dieses Anfangswertproblem.

Beweis. Aufgrund von Satz 43.6 gibt es eine eindeutige komplexwertige Lo-
sung

v: R— C"
fiir dieses Differentialgleichungssystem. Da eine reellwertige Losung insbe-
sondere eine komplexwertige Losung ist, liegt Eindeutigkeit vor. Der Realteil
der komplexen Losung, also

Re (v): R — R", t — Re (v(1)),
ist ebenfalls eine Losung dieses Systems. Wegen der Eindeutigkeit muss v =
Re (v) sein. O
Korollar 43.9. Es sei
v’ = Mv
mat
M € Mat,,«,(K)

ein homogenes lineares gewdhnliches Differentialgleichungssystem mait kon-
stanten Koeffizienten. Dann ist die Menge der Lésungen

p: R— K"

ein n-dimensionaler K- Vektorraum.
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Beweis. Dass der Losungsraum ein K-Vektorraum ist kann man direkt nach-
rechnen. Aufgrund von Satz 43.6 bzw. Satz 43.7 gibt es zu jedem Vektor

w e K"
genau eine Losung
p: R— K"
mit ¢(0) = w. Die Zuordnung, die einen Anfangswert w auf die Losung zu

diesem Anfangswertproblem abbildet, ist linear, sodass eine lineare Isomor-
phie zwischen K" und dem Losungsraum vorliegt. U

Definition 43.10. Es sei
v = Mv
mit
M € Mat,«,(K)

ein homogenes lineares gewohnliches Differentialgleichungssystem mit kon-
stanten Koeffizienten. Dann heifit eine Basis des Losungsraumes ein Funda-
mentalsystem von Losungen dieses Systems.

Korollar 43.11. FEs ses
v = Mv
mit
M € Mat, «,(K)

eine lineare gewdéhnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.
Die Matriz M sei diagonalisierbar mit den linear unabhdngigen FEigenvekto-
ren Uy, ..., U,. Dann ist der Losungsraum der Differentialgleichung gleich

{cle’\lt cup ™ | € K} ,

wobei \; der Figenwert zu u; ist.
Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 43.1 und aus Korollar 43.9. U
Beispiel 43.12. Wir betrachten das lineare Differentialgleichungssystem
U1 ' (A 1
ve)  \O u) \w/’

Fiir vo(t) = 0 ergibt sich aus der ersten Zeile (bis auf skalare Vielfache) sofort
v; = e, was insgesamt der Losung (der ersten Fundamentallosung)

()

é) gemafl Lemma 43.1 entspricht.

Sei nun v, # 0. Dann fiihrt die zweite Zeile zu v, = e, was wir Satz 43.6
entsprechend zu einer Gesamtlosung fortsetzen. Die erste Zeile lautet somit

zum Eigenvektor (

vy = g + yet
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Die Losung der zugehérigen homogenen Gleichung ist ¢ - e, sodass sich mit
der Variation der Konstanten der Ansatz v;(t) = c(t) - e mit

Cl<t> = ~- e,ut . e*/\t = - e(,uf)\)t
ergibt.
Bei p = X ergibt sich ¢(t) = vyt und damit die zweite Fundamentallosung

o= (15

Bei v # 0 gehort diese zweite Losung nicht zu einem Eigenvektor.

Bei p # A ergibt sich ¢(t) = ﬁe(“_’\)t und damit die zweite Fundamen-

tallosung
(t) = u‘j)‘ e‘ut o Mt MZA
v ot e e

Dies ist wieder eine Losung, die zu einem Eigenvektor gehort.

Beispiel 43.13. Wir betrachten die Bewegung eines Punktes auf der Gera-
den, wobei die Lage des Punktes proportional zur auf ihn wirkenden Kraft
(bzw. Beschleunigung) in Richtung des Nullpunkts sein soll. Wenn der Punkt
sich in R, befindet und sich in die positive Richtung bewegt, so wirkt diese
Kraft bremsend, wenn er sich in die negative Richtung bewegt, so wirkt die
Kraft beschleunigend. Mit der Proportionalitéitskonstante 1 gelangt man zur
linearen Differentialgleichung (zweiter Ordnung)
y'=-y,

die diesen Bewegungsvorgang beschreibt. Als Anfangsbedingung wéhlen wir
y(0) = 0 und ¢/'(0) = v, zum Zeitpunkt 0 soll die Bewegung also durch den
Nullpunkt gehen und dort die Geschwindigkeit v besitzen. Man kann sofort
die Losung

y(t)=v-sint
angeben. Wir werden diese Losung mit den Losungsmethoden fiir lineare
Differentialgleichungen herleiten. Die Differentialgleichung fithrt zum linea-
ren Differentialgleichungssystem

Yo _ ((w ) _ (0 1Y\ [y
" ~Yo -1.0)\wi)"
Das charakteristische Polynom ist

v 1= (y—i)y+i),

und Eigenvektoren sind C) (zum Eigenwert ¢) und (_12) (zum FEigenwert

—i). Die allgemeine komplexe Losung ist also nach Korollar 43.10 gleich

Yo(t) = cre” (1) + ot (_11) ,
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wobei letztlich nur die erste Zeile interessiert. Die Anfangsbedingung fiithrt
zu

ci+c=0und ¢t —cot = v.

Also ist ¢z = —c¢; und ¢; = 5. Daher ist die Losung
v v ,
—e' — —e7" = p.sint
21 21

nach Satz 18.11.

Mit den linearen Methoden kann man auch die folgende Aussage beweisen.
Satz 43.14. Es sei
y™ +a, 1y Y+ ay Fay = 0

eine lineare gewéhnliche Differentialgleichung héherer Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten und das charakteristische Polynom zerfalle in Linearfakto-
ren,

P = X"4+a, 4 X" ' +.. . +u X+ ag
= (X = A (X =A™,

wobei die \; verschieden seien. Dann bilden die Funktionen
et i=1,... .k, j=0,...,v;—1,

ein Fundamentalsystem fiir diese Differentialgleichung.

43. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 43.1. Sei M eine quadratische n x n-Matrix {iber K. Es sei ¢, eine
Losung der linearen Differentialgleichung

v = Muv + 2(t)
und ¢y eine Losung der linearen Differentialgleichung
v = Muv + 2(t).
Zeige, dass @1 + @9 eine Losung der linearen Differentialgleichung
v = Muv + 2,(t) + 22(t)

ist.
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Aufgabe 43.2. Sei

v’ = Mv
ein lineares Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten, sei L
der Losungsraum dieses Systems und sei ty € R. Zeige, dass die Abbildung

L — K", o +— p(ty),

ein Vektorraum-Isomorphismus ist.

Aufgabe 43.3. Wie transformieren sich in Lemma 43.5 die Anfangsbedin-
gungen?

Aufgabe 43.4. Lose das lineare Anfangswertproblem
U1 ' . 3 0 (%1 it (%1 (0) . 2
va) — N0 =5) \wy) ™ \wy(0)) = \=11) -

Aufgabe 43.5. Bestimme den Losungsraum zum linearen Differentialglei-
chungssystem

VU1 ' (1 =3 U1

(%) - \4 1 (%) '
Aufgabe 43.6.*

a) Bestimme den Losungsraum des linearen Differentialgleichungssystems
) (2 1\ (=
y) \3 4)\y)"
b) Lose das Anfangswertproblem
/
x 2 1\ [z
y 3 4)\y

. . 0) 9
t der Anfangsbed z(0) _ .
mit der Antangsbedingung (y(O)) (7)

Aufgabe 43.7.*

a) Bestimme den Losungsraum des linearen Differentialgleichungssystems

(Y- 50)

b) Lose das Anfangswertproblem

(V=G 2)0)
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. . 0) 4
t der Anfangsbed z(0) _ .
mit der Anfangsbedingung (y(O)) ( 3 )

Aufgabe 43.8.*

Lose das lineare Anfangswertproblem
!/
V1 i 3 —4 1 . U1 (0) . 5
(w) = (0 2) (1)2) mit <v2(0) =)

Aufgabe 43.9. Es sei M(t) = (a;;(t))1<ij<n €ine (variable) n x n-Matrix,
deren Eintrdge Funktionen

Qij: I —R
seien. Es sei u € R” ein Eigenvektor zum Eigenwert A fiir alle t € I. Zeige,
dass e - u eine Losung der linearen Differentialgleichung v = Mu ist.

Aufgabe 43.10. Es sei M (t) = (a;;(t))1<ij<n eine (variable) n x n-Matrix,
deren Eintrége stetige Funktionen

Qij: I —R
seien. Es sei u € R" ein (konstanter) Eigenvektor von M (t) zum (variablen,
von t differenzierbar abhéngigen) Eigenwert A(¢). Zeige durch ein Beispiel,

dass e’ . 4 keine Losung der linearen Differentialgleichung v" = Mwv sein
muss.

Aufgabe 43.11. Es sei M (t) = (a;;(t))1<ij<n eine (variable) n x n-Matrix,
deren Eintrége stetige Funktionen

Qij: I —R
seien. Es sei u(t) € R" ein (variabler, von ¢ differenzierbar abhéngiger) Ei-
genvektor von M (t) zum konstanten Eigenwert \. Zeige durch ein Beispiel,

dass e - u(t) keine Losung der linearen Differentialgleichung v = Mwv sein
muss.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 43.12. (6 Punkte)

Lose das lineare Anfangswertproblem
/

(%] 2 3 2 (%1 (%1 (0) 1
V2 = 0 2 5 V2 mit Vo (0) = 0
U3 0 0 3 V3 V3 (0) -1



135

Aufgabe 43.13. (4 Punkte)

Lose das lineare Anfangswertproblem
!/
(%1 o 2 3 U1 . U1 (0) . )
(Ug) = (0 7) (UQ) mit (UQ(O) =)

Aufgabe 43.14. (5 Punkte)

Bestimme den Losungsraum zum linearen Differentialgleichungssystem

/

V1 31 00 U1
(%) . 0 3 00 (%)
(% N 00 31 Us
V4 0 00 3 V4

Aufgabe 43.15. (6 Punkte)

Sei A € C. Bestimme den Losungsraum zum linearen Differentialgleichungs-
system

, /A1 0 0

(1 . U1

o 0 A 1 o

ST SR B I

o 0 o A 1\,
0 0 A

Aufgabe 43.16. (5 Punkte)

Bestimme die allgemeine Losung des linearen Differentialgleichungssystems
2\ (1 1\ [z n t2 + et
y) \0 1) \y t '

44. VORLESUNG - RICHTUNGSABLEITUNG

Wir beschéftigen uns nun mit der Differentialrechnung fiir Abbildungen mit
héherdimensionalem Definitionsbereich. Dazu seien zwei reelle endlichdimen-
sionale Vektorrdume V und W gegeben. Ferner sei G C V eine offene Teil-
menge und

f: G—W

eine Abbildung. Diese Abbildung wollen wir , differenzieren*. Anders als in
den bisher behandelten Situationen gibt es bei einem hoherdimensionalen
Definitionsbereich mehrere nicht dquivalente Konzepte von Differenzierbar-
keit. Wir werden nacheinander die Richtungsableitung, partielle Ableitungen
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und das totale Differential sowie ihre Beziehungen untereinander diskutie-
ren. Wir werden durchgehend voraussetzen, dass die Vektorrdume euklidisch
sind.

Es ist erstmal keine grofie Einschrinkung, wenn man den Zielraum als W =
R ansetzt. Als Definitionsmenge kann man sich zunédchst auf G = V =
R? beschriinken, und sich vorstellen, dass die Abbildung jedem Grundpunkt
(z,y) € R? einen Hohepunkt zuordnet, so dass die Abbildung insgesamt ein
Gebirge iiber einer Grundflache beschreibt.

Richtungsableitung

Wir stellen uns vor, wir sind an einem Ort im Gebirge und entschlieen uns, in
eine bestimmte Richtung, beispielsweise nach Nordwest zu gehen, egal was
kommen mag. Damit machen wir sdmtliche Steigungen und Abhénge mit,
die das Gebirge uns in dieser vorgegebenen Richtung bietet. Dabei lernen
wir nur den Hohenverlauf des Gebirges entlang dieses linearen Ausschnitts
kennen. Durch die gew#hlte Richtung bewegen wir uns auf dem Graphen
zu einer Funktion in einer einzigen Variablen, nédmlich einer Variablen der
Grundgeraden. Dies ist die Grundidee der Richtungsableitung.

Definition 44.1. Seien V und W euklidische Vektorrdume, G C V eine
offene Teilmenge, und f: G — W eine Abbildung. Weiter sei P € G ein
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Punkt und v € V ein fixierter Vektor. Dann heiflt f differenzierbar in P in
Richtung v, falls der Grenzwert

f(P+ sv) = f(P)

S

hmsﬁo,s;«éo

existiert. In diesem Fall heifit dieser Grenzwert die Ableitung von f in P in
Richtung v. Er wird mit

(D f)(P)

bezeichnet.

Die Existenz von (D, f)(P) hiangt nur von der Abbildung h: I — W, s —
f(P+sv), ab (wobei das Intervall I = U (0, ¢) so gewéhlt ist, dass s € U (0, 0)
auch P + sv € G impliziert). Mit dieser Hilfsabbildung h gilt

h(s) = h(0)

f(P+ sv) = f(P)

n (0) = hms—)O,s#O

lims—0,50
= (Duf)(P),
wobei links die Ableitung zu einer Kurve steht.
Die Richtungsableitung in einem Punkt und in eine Richtung ist selbst ein
Vektor in W. Bei W = R ist die Richtungsableitung eine reelle Zahl.

Beispiel 44.2. Wir betrachten die Abbildung
f: ]R2 — R? (.T,y) — .sz,
in einem Punkt P = (a1, as) in Richtung v = (v, v9). Der Differenzenquotient
ist
f(P+sv) = f(P)

F((ar + 50,0z + 5v2)) — f((a1, a))

s
(a1 + sv1)*(az + sve) — afas

s
atas + 2saiasv1 + s2agv? + sajvy + 252a1v1vy + $30ivy — alasg

s
2 2 2.2
= 2ajasv; + ajvy + s(agv] + 2a101v2) + s (vivy).

Fiir s — 0 gehen die beiden hinteren Summanden gegen 0, so dass sich

insgesamt
f(P+ sv) = f(P)

= 2aja9v1 + a%vg
s

hmsﬁo
ergibt.

Im Punkt P = (2,5) ergibt sich in Richtung v = (1, —3) beispielsweise die
Richtungsableitung
2:2:5-14+2%-(=3) = 8.
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Beispiel 44.3. Seien V und W endlichdimensionale R-Vektorrdume und sei
L:V —W

eine lineare Abbildung. Dann existiert die Richtungsableitung in jedem
Punkt P € V und in jede Richtung v € V', und zwar ist

(DuL)(P) = L(v),

insbesondere ist also die Richtungsableitung unabhéngig vom Punkt. Dies
folgt direkt durch Betrachten des Differenzenquotienten; es ist ndmlich
L(P + sv) — L(P) _ L(P)+ sL(v) — L(P) _ sL(v) _ L)
s s s
Dabher ist auch der Limes fir s — 0 gleich L(v).

Typischerweise berechnet man die Richtungsableitung nicht iiber eine direkte
Grenzwertbetrachtung, sondern iiber die Hilfsfunktion hA(t) = f(P + tv) (in
den néchsten Vorlesungen werden wir noch den Zusammenhang zu partiellen
Ableitungen kennenlernen, der ebenfalls fiir Berechnungen gut geeignet ist).

Beispiel 44.4. Wir bestimmen die Richtungsableitung zur Funktion
f: R? — R, (z,y) — 2° — 2y + sin (zy),

im Punkt P = (3,4) in Richtung v = (2, —5). Dazu miissen wir die Hilfs-
funktion

h: R— R, t — h(t) = f(P +tv),
im Nullpunkt ableiten. Es ist

h(t) f(P+tv)

f(342t,4 — 5t)

(3+2t)% — (34 2t)(4 — 5t)* + sin ((3 + 2t)(4 — 5t))

9+ 12t + 4¢* — 48 + 88t + 5t* — 50t + sin (12 — 7t — 10¢%)
= —39+ 100t + 9> — 50¢* + sin (12 — 7t — 10¢°) .

Die Ableitung von dieser Funktion im Nullpunkt ist
h'(0) =100 — 7 cos 12 ,
also ist
(D2,-5f)(3,4) = 100 — 7 cos 12 .

Lemma 44.5. Seien V und W endlichdimensionale R-Vektorrdume, sei G C
V offen, P € G ein Punkt, v € V' ein Vektor und seien

f,g: G— W

Abbildungen, die im Punkt P in Richtung v differenzierbar seien. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Die Summe f + g ist ebenfalls differenzierbar in Richtung v mit
(Do (f + 9)(P) = (Duf)(P) + (Dug)(P).
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(2) Das Produkt af mit a € R ist ebenfalls differenzierbar in Richtung v
mat

(Do(af))(P) = a(Duf)(P).
(3) Die Funktion f ist auch in Richtung cv mit ¢ € R differenzierbar und
es gilt (Do f)(P) = (Do f)(P).

Beweis. Die Eigenschaften (1) und (2) ergeben sich aus den entsprechenden
Eigenschaften fiir Limiten von Abbildungen, siche Lemma 15.10. Fiir die
Eigenschaft (3) siche Aufgabe 42.13. 0

Im Rahmen der Theorie des totalen Differentials wird die Frage beantwortet,
wie sich die Richtungsableitungen zu verschiedenen Richtungen zueinander
verhalten. Wenn im Werteraum eine Basis gegeben ist, so kann man die
Richtungsableitung komponentenweise bestimmen.

Lemma 44.6. Seien V und W endlichdimensionale R-Vektorrdume, sei G C
V offen, P € G ein Punkt und seiv € V ein Vektor. Es sei

p: G— W
eine Abbildung. Dann gelten folgende Aussagen.
(1) Es sei W der Produktraum
W=W; x---x Wy

aus euklidischen Vektorraumen Wi, ..., Wy (versehen mit dem Pro-
dukt der einzelnen Skalarprodukte). Dann ist ¢ genau dann in P dif-
ferenzierbar in Richtung v, wenn simtliche Komponentenabbildungen

pi: G—W,;
in P in Richtung v differenzierbar sind. In diesem Fall gilt
(Dvp)(P) = (Do1)(P), - .., (Do) (P))
(2) Es sei wy,...,w, eine Basis von W mit den Koordinaten
y;j: W —R.

Dann ist ¢ in P in Richtung v genau dann differenzierbar, wenn
samtliche Komponentenfunktionen

fi=yjop: G—R
in P in Richtung v differenzierbar sind. In diesem Fall ist

(Dup)(P) = ((Duf1)(P), .-, (Do fa)(P)) -

Beweis. Die erste Aussage folgt aus der zweiten, wenn man fiir die einzel-
nen Vektorrdume W, Basen einfithrt (umgekehrt ist auch der zweite Teil ein
Spezialfall des ersten). Die zweite Aussage folgt aus allgemeinen Limeseigen-
schaften oder aus Lemma 34.5 in Verbindung mit Aufgabe 44.4. U
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Aufgrund von diesem Lemma muss man vor allem die Richtungssableitung
fiir den Fall verstehen, wo der Wertebereich gleich R ist.

Das folgende einfache Beispiel zeigt, dass durchaus alle Richtungsableitungen
existieren konnen, die Abbildung selbst aber noch nicht einmal stetig sein
muss.

Beispiel 44.7. Wir betrachten die Funktion f: R? — R mit
€T 3 .
oy = {0 2,001

0 fiir (z,y) = (0,0).

Fiir einen Vektor v # 0, v = (a,b), und einen reellen Parameter s erhalten
wir auf dem linearen Unterraum Rv die Funktion
sas3b? s%ab3
for R— R, s — f(sa,sb) = P s

Fiir a # 0 ist der Nenner stets positiv und die Funktion f, ist stetig mit
dem Wert 0 bei s = 0, und differenzierbar. Fiir a = 0 ist die Funktion f,
konstant = 0 und damit ebenfalls differenzierbar. Also existieren in 0 alle
Richtungsableitungen zu f. Die Funktion f ist allerdings nicht stetig: Fiir
die Folge (1/m3,1/m) (die gegen 0 = (0,0) konvergiert) gilt

(L) - e

m3’' m

1/m8) + (1/ms) — 2’
aber f(0,0) = 0.

Im vorstehenden Beispiel besteht kein enger Zusammenhang zwischen den
Richtungsableitungen in verschiedene Richtungen. Wir werden spéter sehen,
dass unter stiarkeren Voraussetzungen die Zuordnung

V— W, v+— (D, f)(P),
linear ist.

Im Allgemeinen méchte man nicht nur in einem einzigen Punkt P € V' ab-
leiten kénnen, sondern in jedem Punkt, was durch die folgende naheliegende
Definition prazisiert wird.

Definition 44.8. Seien V und W euklidische Vektorrdume, sei G C V eine

offene Teilmenge, sei f: G — W eine Abbildung und v € V ein fixierter

Vektor. Dann heiflt f differenzierbar in Richtung v, falls f in jedem Punkt

P € G in Richtung v differenzierbar ist. In diesem Fall heifit die Abbildung
D,f: G— W, P— (D,f)(P),

die Richtungsableitung von f in Richtung v.

Die Richtungsableitung zu einem fixierten Vektor ist also vom selben Typ
wie die Ausgangsabbildung.
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Polynomiale Funktionen

Beispiel 44.9. Wir betrachten die polynomiale Funktion
[ R — R, (21,...,2,) —> T1 - Tp.

Die Richtungsableitung in Richtung v = (vq,...,v,) in einem beliebigen
Punkt P = (zy,...,x,) ergibt sich durch Betrachten des Differenzenquoti-
enten, also

(1 +sv1) - (x4 sv2) (T + SUp) — X1 -T2+~ Ty

n Tq-x 2
x1~x2~~xn+s<zizlvi71mi ") +5%°9(8, @1,y ooy Ty, V1, .oy Up) — T1 - T+ -+ Ty

R

Dabei ist g(s,xl, ey T, V1, ..., U,) eine polynomiale Funktion in s (die
Ty, ...,%, und die vy, ..., v, sind fixierte Zahlen). Der Limes von s - g(s, x1,
Ty V1, - .-, Uy) geht fiir s — 0 gegen 0. Daher ist

S

© 45 g(8, X1, Ty UL, -, Un).

n

(Df)(P) = D o=

i=1 v

In den Aufgaben werden wir sehen, dass die Richtungsableitung zu einer po-
lynomialen Funktion in jede Richtung existiert und selbst wieder polynomial
ist. Dies wird sich auch einfach im Rahmen des totalen Differentials ergeben.

44. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 44.1. Bestimme die Richtungsableitung der Funktion

(1) im Punkt (0,0) in Richtung (1,0),
(2) im Punkt (0,0) in Richtung (2,5),
(3) im Punkt (1,0) in Richtung (1,0),
(4) im Punkt (1,0) in Richtung (0, 1),
(5) im Punkt (2,3) in Richtung (—1,0),
(6) im Punkt (3,7) in Richtung (5, —4).

Aufgabe 44.2. Bestimme die Richtungsableitung der Funktion
R xR\ {0} — R, (z,y) —> —

(1) im Punkt (0,1) in Richtung (1,0),
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) im Punkt (0, 1) in Richtung (0,
) im Punkt (1, 3) in Richtung (2,
) im Punkt (—1,6) in Richtung (-3, —1),
) (

im Punkt (1, 155) in Richtung (0, —1).

(2 1),
(3 4),
(4
(5

Aufgabe 44.3. Sei

fiR—R
eine Funktion. Zeige, dass f in einem Punkt P € R genau dann differen-
zierbar ist, wenn f in P in Richtung 1 differenzierbar ist, und dass dann die

Gleichheit
(Dif)(P) = f(P)
gilt.

Aufgabe 44.4. Es seien V und W euklidische Vektorrdume, G C V offen,
P e GundveV. Es sei

p: G—W
eine Abbildung. Zeige, dass die Richtungsableitung (D,¢)(P) im Punkt P
genau dann existiert, wenn die Kurve

I — W, t— o(P +tv),

in t = 0 differenzierbar ist. Wie muss dabei das Intervall I gew&hlt werden?

Aufgabe 44.5. Bestimme, fiir welche Punkte P € R™ und welche Richtun-
gen v € R” die Richtungsableitung der euklidischen Norm

R" — R, (z1,...,2,) —> /23 + ...+ 22,

existiert.

Aufgabe 44.6. Untersuche die Funktion
f: Rz —>R7 ($,y) |—>$2 _y27

im Nullpunkt (0, 0) auf Richtungsableitungen. Man entscheide fiir jede Gera-
de G durch den Nullpunkt, ob die Einschréinkung von f auf G im Nullpunkt
ein Extremum besitzt.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 44.7. (4 Punkte)
Bestimme die Richtungsableitung der Funktion

R* — R, (z,y) — 2 sin y — ey — x,
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(1) im Punkt (0,0) in Richtung (1,0),
(2) im Punkt (0,0) in Richtung (0, 1),
(3) im Punkt (0,0) in Richtung (2,0),
(4) im Punkt (0,0) in Richtung (1, —-3),
(5) im Punkt (1,1) in Richtung (1,1),
(6) im Punkt (1,0) in Richtung (-1, 1),
(7) im Punkt (5,7) in Richtung (1,0),
(8) im Punkt (1,0) in Richtung (5, 7).

Aufgabe 44.8. (2 Punkte)
Bestimme die Richtungsableitung der Funktion

2 4
2 2 .3 _ r—ry+y
(1) im Punkt (1,1) in Richtung (1,0),
(2) im Punkt (0,1) in Richtung (0, 1),
(3) im Punkt (1,0) in Richtung (0, 1),
(4) im Punkt (3, —2) in Richtung (2, —5).
Aufgabe 44.9. (5 Punkte)
Bestimme die Richtungsableitungen der Funktion
R" — R, (z1,...,2,) —> ' -2,
in einem Punkt
a=(ay,...,a,)
in Richtung
v=(v1,...,Up).

Aufgabe 44.10. (4 Punkte)

Zeige, unter Verwendung von Aufgabe 44.9, dass zu einer polynomialen Funk-
tion
o: R" — R, (z1,...,2,) —> @(T1,. .., %),

zu einer fixierten Richtung v € R™ die Richtungsableitung D,y existiert und
selbst polynomial ist.

Aufgabe 44.11. (4 Punkte)

Seien V und W endlichdimensionale R-Vektorriume, sei G C V offen, P € G
ein Punkt, v € V' ein Vektor und sei

fiG—W
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eine Abbildung, die im Punkt P in Richtung v differenzierbar sei. Zeige,
dass f auch in Richtung cv mit ¢ € R differenzierbar ist und die Beziehung

(Dew [)(P) = (D, f)(P) gilt.
45. VORLESUNG - PARTIELLE ABLEITUNG

Sei f: R™ — R eine durch

(1, ..oy xn) — f(T1,. .. @)

gegebene Abbildung. Betrachtet man fiir einen fixierten Index ¢ die iibrigen
Variablen z;, j # 4, als Konstanten, so erhilt man eine Abbildung R — R,
die nur von z; abhéngt (entsprechend betrachtet man die tibrigen Variablen
als Parameter). Falls diese Funktion, als Funktion in einer Variablen, diffe-
renzierbar ist, so sagen wir, dass f partiell differenzierbar beziiglich z; ist und
bezeichnen dlese Ableitung mit 7*-. Der Vorteil der partiellen Ableitungen
liegt darin, dass man diese elnfach berechnen kann. Jedoch héngen sie von
der Wahl einer Basis ab. Die partiellen Ableitungen sind selbst Abbildungen
von R" — R.

Definition 45.1. Sei G C R" offen und sei eine Abbildung f: G — R™
durch
o(xy, . xn) = (filzr, o xn)y ooy fm(X1, o 2))

gegeben. Es sei P = (ay,...,a,) € G ein Punkt. Fiir fixierte Indizes ¢ und j
betrachten wir die Abbildung

I — R, T; — fj(al, ey A1, Ty Ay 1, - - ,an),
(wobei I ein Intervall mit a; € I sei derart, dass {(ai,...,a;-1)} x I X
{(ais1,...,a,)} € G gilt) als Funktion in einer Variablen, wobei die iibrigen

Variablen ay, k # i, fixiert seien. Ist diese Funktion in P differenzierbar,
so heiit f; partiell differenzierbar in P beziiglich der Koordinate x;. Man
bezeichnet diese Ableitung (welche ein Element in R ist) mit

af;
—(P
92, L)
und nennt sie die i-te partielle Ableitung von f; in P.

Die Abbildung f heifit partiell differenzierbar im Punkt P, falls fiir alle 7 und
j die partiellen Ableitungen in P existieren. Die i-te partielle Ableitung von

f in P wird mit
8xi(P) : (axl( ), ’a_xz(P)>

Diese Definition fiihrt die i-te partielle Ableitung einer Funktion f: R" — R
auf den Ableitungsbegriff in einer Variablen zuriick, indem die anderen Varia-
blen , festgehalten* und als Parameter betrachtet werden. Daher bedeutet die

bezeichnet.
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Existenz der i-ten partiellen Ableitung von f im Punkt (ay,...,a,) einfach
die Existenz des Limes
i, flag,...;aqi-1,a; + 8, Qg1 ooy an) — flar, ..., Qim1, Qi Gig1, ... Gp)
s— .
s

Beispiel 45.2. Wir betrachten die Funktion

{L'y3

2+ y?
Um die partielle Ableitung nach z (in jedem Punkt) zu berechnen, betrachtet
man y als eine Konstante, sodass eine nur von x abhéngige Funktion dasteht.
Diese wird geméfl den Ableitungsregeln fiir Funktionen in einer Variablen
abgeleitet, so dass sich

of _ vyl +y?) —ay’(2x) _ —a®yP’+y°

ox (22 +52)? a4 2222 4yt
ergibt. Fiir die partielle Ableitung nach y betrachet man x als eine Konstante
und erhalt

frREA{(0,0)} — R, (z,y) —

of  Bay?(a® +9?) —ayP(2y) 32y +ay’
oy (2 +y?)? Coat 22292 oyt

Die partiellen Ableitungen sind im Wesentlichen die Richtungsableitungen in
Richtung der Basisvektoren. Insbesondere machen partielle Ableitungen nur
dann Sinn, wenn eine Basis im Vektorraum, der den Definitionsbereich einer
Abbildung darstellt, gewahlt worden ist, bzw. wenn eben von vornherein ein
R"™ betrachtet wird.

Lemma 45.3. Set G C R” offen, P € G ein Punkt und se:

f:G—R™(x1,...,x,) —> @(x1,...,2,)

- (fl(xl,...,.%n),.--,fm<$1,...7In)),

eine Abbildung. Dann ist @ genau dann partiell differenzierbar in P, wenn
die Richtungsableitungen von sdmtlichen Komponentenfunktionen f; in P in
Richtung eines jeden Einheitsvektors existieren. In diesem Fall stimmt die
i-te partielle Ableitung %(P} von f in P mit der Richtungsableitung von f;
in P in Richtung des i-ten Einheitsvektors e; tberein, und f ist genau dann
partiell differenzierbar in P, wenn die Richtungsableitungen in P in Richtung
eines jeden Einheitsvektors existieren.

Beweis. Sei P = (ay,...,a,). Da partielle Ableitungen die Ableitungen von
Funktionen in einer Variablen sind, ergibt sich

gfj (P) = limy 0.0 filai, ... ai—1,a; + 8,Gi11,...,an) — fi(a1,...,ai—1,0i,Qiv1,...,Gn)
xX; S

— lime .0 fi(P + sei) — f;(P)

= (De, f)(P).
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Definition 45.4. Sei G C R" offen und sei eine Abbildung

f:G—R™(xy,...,x,) —> f(x1,...,20) = (fr(T1,. .., T0), .-,
fm(x1, .. ),

gegeben. Dann heifit f partiell differenzierbar, wenn f in jedem Punkt P € GG
partiell differenzierbar ist. In diesem Fall heiffit die Abbildung

Go O R P o (P) = (axi(P),..., o (P)),

die i-te partielle Ableitung von f.

Definition 45.5. Sei G C R" offen und sei eine Abbildung G C R" offen
und sei eine Abbildung

f:G—R™(xq,...,2,) —> fx1,...,20) = (filz1, ... 20), - -,

fm(xlv s 71771))7
gegeben, die in P € GG partiell differenzierbar sei. Dann heiffit die Matrix
Shpy ... (P
Jak(f)p = : SRR
Ha(P) . Gm(P)

die Jacobi-Matriz zu f im Punkt P.
Beispiel 45.6. Wir betrachten die Abbildung R? — R2, die durch
(2,y,2) — (2y” = 2°, sin(vy) +2?-exp 2) = (fi, f2)

gegeben sei. Die partiellen Ableitungen von f; sind

Oh _ 5 Oh N 2
ax y Y ay xy? 82 z )
und die partiellen Ableitungen von fy sind
0 0 0
a—f =y cos (zy) + 2x - exp 2, a—];g =x - cos (zy), 3_];2 =27 - exp(z).
Damit erhalten wir fiir einen beliebigen Punkt P = (x,y, z) die Jacobi-Matrix

y? 2zy —322
ycos(zy) + 2vexp(z) wcos(zy) x?exp(z)

Fiir einen speziellen Punkt, z.B. P = (2,1, 3), setzt man einfach ein:

( 1 4 —27 )
cos(2) +4exp(3) 2cos(2) 4dexp(3)) -
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Hohere Richtungsableitungen

Seien V und W endlichdimensionale R-Vektorrdume und G C V eine offene
Teilmenge. Fiir eine Abbildung f: G — W und einen fixierten Vektor v € V
ist die Richtungsableitung in Richtung v (falls diese existiert) selbst eine
Abbildung
D,f: G— W, P— (D,f)(P).

Als solche macht es Sinn zu fragen, ob D, f in Richtung u € V differenzierbar
ist. Wir sprechen dann von hoheren Ableitungen. Dies wird prézisiert durch
die folgende induktive Definition.

Definition 45.7. Es seien V und W endlichdimensionale R-Vektorradume,
f: G—W

eine Abbildung auf einer offenen Menge G C V und vy, ..., v, Vektoren in V.
Man sagt, dass die héohere Richtungsableitung von f in Richtung vy, ..., v,
existiert, wenn die hohere Richtungsableitung in Richtung vy,...,v,_1 exi-
stiert und davon die Richtungsableitung in Richtung v, existiert. Sie wird
mit

Dy, (D, (Do, )

bezeichnet.
Beispiel 45.8. Wir bestimmen die Richtungsableitung zur Funktion
fi R =R, (2,y) — 2® —xy -,

in Richtung v = (4, —1). Zu einem Punkt P = (z,y) € R? miissen wir die
Funktion
p: R— R, t— f(P+tv),

nach ¢ im Nullpunkt ableiten. Es ist
p(t) = f(P+1tv)
= (x+4)°—(z+4t)(y—t)— (y— 1)
= 2%+ 8at + 16t* — 2y — 4ty + ot + 4% — y° + 3y°t — 3yt® + t*
= 2% —xy —y® + 9xt — 4ty + 3yPt 4 20t% — 3yt? + 3.
Die Ableitung von dieser Funktion im Nullpunkt ist
P'(0) =9z — 4y + 3y,
also ist
9(r,y) == (Do f)(2,y) = 92 — 4y + 3y2 .

Fiir diese Funktion konnen wir nun die Richtungsableitung in Richtung v =
(2, —3) ausrechnen. Es ist

q(t) = g(P+tu)

= 9(x+2t) —4(y — 3t) + 3(y — 3t)*
= Oz — 4y + 3y* + 18t + 12t — 18yt + 27¢>.
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Die Ableitung von dieser Funktion im Nullpunkt ist
q'(0) = 30 — 18y,
also ist
(Dug)(x,y) = (Du(Dyf))(2,y) = 30 — 18y.

Definition 45.9. Es seien V und W endlichdimensionale R-Vektorraume
und

f:G—W
eine Abbildung auf einer offenen Menge. Man sagt, dass f n-mal stetig dif-
ferenzierbar ist, wenn fiir jede Auswahl vy, ..., v, von n Vektoren aus V die

hoéhere Richtungsableitung
Dy, (--Dy (Do, )

in Richtung vy, ..., v, existiert und stetig ist.

Einmal stetig differenzierbar bedeutet also, dass die Richtungsableitung D, f
in jede Richtung v € V existiert und stetig ist.

Polynomfunktionen sind beliebig oft stetig differenzierbar, siche Aufgabe
45.5.

Auch partielle Ableitungen kann man wie Richtungsableitungen hintereinan-
derausfiihren. Dies fiihrt zu Schreibweisen wie

929
Oz Jy
und Ahnliche.

Der Satz von Schwarz

Beispiel 45.10. Wir betrachten die Funktion
f: R — R, (z,y) — 2* — 23y + 529* + 20°.

Die partiellen Ableitungen sind

3} 0
—f(x, y) = 42° — 32%y + 5y und —f(x, y) = —a° + 10xy + 6y>.
ox Jy

Diese Funktionen sind selbst wiederum partiell differenzierbar, und wir be-
rechnen

o (0 0
und

o (0f\ 0 3 2 2
o (ay> = ax( 2® + 10zy + 6y*) = —32” + 10y.

Die beiden zweiten partiellen Ableitungen a%a% f und %6% f stimmen also
iiberein.
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In diesem Beispiel zeigt sich ein allgemeiner Sachverhalt, der Satz von
Schwarz (oder auch Satz von Clairaut) heifit.

Satz 45.11. Sei G C V offen und ¢: G — W eine Abbildung, so dass fiir
u,v € V die zweiten Richtungsableitungen D, D,p und D, D, existieren und
stetig sind. Dann gilt

DvDuQO - DuDUQO'

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

Korollar 45.12. Es seien V und W euklidische Vektorraume, G C V offen
und

p: G— W
eine n-mal stetig differenzierbare Abbildung. Es sei vy, ..., v, eine Auswahl
von n Vektoren aus V. Dann gilt fiir jede Permutation o € S, die Gleichheit

Dy, (- Dy (Duyp)) = Do, (- Doy ) (Do, 1y 9))-
Beweis. Siehe Aufgabe 45.6. O

Korollar 45.13. Sei G C R" offen und sei f: G — R eine Abbildung, so

dass fir 1 <i,j5 <n die zweiten partiellen Ableitungen %%f und %81

existieren und stetig sind. Dann gilt
g 9 , 0 0
al’i al’j N 033]- 3;171

f.
Beweis. Des folgt aus Satz 45.11 und Lemma 45.3. O

45. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 45.1. Bestimme die Jacobi-Matrix der Abbildung
R?* — R?, (1,y) — (xSy — 22, 2My? — 3ay® + 5y) )

Aufgabe 45.2. Bestimme die Jacobi-Matrix der Abbildung

R® — R?, (z,y,2) —> (2%y2” — sin z,exp (z'y) — 22727 cos (zy’z) ) .

Aufgabe 45.3. Bestimme die Jacobi-Matrix der Abbildung

{(z,y) e R’y #0} — R, (z,y) — g
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Aufgabe 45.4. Bestimme samtliche hoheren Richtungsableitungen der Ab-
bildung

R? — R, (z,9) — 2%y® — 2%y,
die sich mit den beiden Standardrichtungen (1,0) und (0, 1) ausdriicken las-
sen.

Aufgabe 45.5. Zeige, dass eine Polynomfunktion f: R™ — R beliebig oft
stetig differenzierbar ist.

Aufgabe 45.6. Es seien V und W euklidische Vektorrdaume, G C V offen
und

p: G—W
eine n-mal stetig differenzierbare Abbildung. Es sei vy, ..., v, eine Auswahl

von n Vektoren aus V. Zeige, dass dann fiir jede Permutation o € 5,, die
Gleichheit

Dy, (.- Dy (Duyp)) = Dy, (Do, (Do, ,)
gilt.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 45.7. (3 Punkte)
Bestimme die Jacobi-Matrix der Abbildung
R? — R?, (z,y,2) —> (sin zy,2°y’2* — y sinh 2z, 2y°2 +5) .

Aufgabe 45.8. (3 Punkte)
Bestimme die Jacobi-Matrix der Abbildung
R? — R, (z,y) — xy® — 2%y — 4%
Berechne die Richtungsableitung dieser Abbildung in einem Punkt (z,y) in

Richtung (2,5). Bestiitige, dass sich diese Richtungsableitung auch ergibt,
wenn man die Jacobi-Matrix auf den Vektor (2,5) anwendet.

Aufgabe 45.9. (3 Punkte)
Zeige, dass keine partiell differenzierbare Funktion
f: R* —R
existiert, so dass
0 0
() = oy und () =17

fiir alle (z,y) € R? gilt.
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Aufgabe 45.10. (4 Punkte)
Sei
T R"—R
eine Polynomfunktion. Zeige, dass es ein k£ € N gibt derart, dass sédmtliche
k-ten Richtungsableitungen null sind.

Aufgabe 45.11. (6 Punkte)

Es sei
P R2 — R? (l‘,y) — 90(x7y)7
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, fiir die in jedem Punkt P € R?

92
P)=0
9y 5.7 F)
gelte. Zeige, dass es dann Funktionen
frg: R— R

gibt derart, dass
p(z,y) = f(z)+9(y)
gilt.

Aufgabe 45.12. (6 Punkte)

Zeige, dass die Funktion
f: R? —R

mit

T, Y) =
eV =0t () - 0.0),
zweimal partiell differenzierbar ist, und dass

DDy f(0,0) # DyD1£(0,0)

{xy+ fiir (2,y) # (0,0),

gilt.
46. VORLESUNG - TOTALE DIFFERENZIERBARKEIT

Wir mochten Abbildungen ¢: V' — W zwischen Vektorrdumen differenzieren
(ohne auf eine Richtung Bezug zu nehmen), und allgemeiner Abbildungen

p: G— W,

wobei G C V eine gewisse offene Teilmenge ist. Wir wiederholen kurz
die Situation in einer Variablen: Angenommen wir haben eine Abbildung
¢: R — R, dann ist die Grundidee einer differenzierbaren Abbildung und
ihrer Ableitung, eine ,, Tangente an den Graphen* anzulegen. Dabei kann man
sagen, dass die Tangente die beste lineare Approzimation von ¢ (genauer:
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Der Graph einer affin-linearen Approximation) in einem gegebenen Punkt
r € R darstellt. Da die Steigung der Tangente wieder eine reelle Zahl ist,
wird beim Differenzieren jedem Punkt z wieder eine Zahl zugeordnet. Wir
erhalten also eine neue Funktion, welche wir mit ¢’ bezeichnen. Im hoher-
dimensionalen Fall ist dies komplizierter, aber die Idee einer bestmoglichen
linearen Approzimation bleibt bestehen.

Die Ubereinstimmung der Konzepte wird auch deutlich, wenn man den
Graphen einer Abbildung anschaut. Zu einer differenzierbaren Funktion
f: R — R schmiegt sich die Tangente im Punkt (P, f(P)) an den Graphen
zu f an. Zu einer Funktion

f: R* —R
ist der Graph eine Teilmenge von R? x R = R3, den man sich als ein Gebirge
iiber der Ebene vorstellen sollte. Eine sinnvolle Fragestellung ist, ob es zu

einem Punkt (P, f(P)) eine anschmiegende Tangentialebene an den Graphen
zu f gibt.

Im Folgenden nehmen wir an, dass alle Vektorrdume endlichdimensional und
mit einer euklidischen Norm versehen sind. Wie schon gezeigt wurde, hangt
die Topologie, also die Konzepte offene Menge, Stetigkeit, Konvergenz, nicht
von der gewéhlten euklidischen Struktur ab.

Definition 46.1. Es seien V und W endlichdimensionale R-Vektorraume,
G C V eine offene Menge und ¢: G — W eine Abbildung. Dann heifit ¢
differenzierbar (oder total differenzierbar) im Punkt P € G, wenn es eine
R-lineare Abbildung L: V — W mit der Eigenschaft

P(P+v) =¢(P)+ L(v)+ [[v]] r(v)
gibt, wobei r: U (0,6) — W eine in 0 stetige Abbildung mit r(0) = 0 ist und
die Gleichung fiir alle v € V mit P+v € U (P,§) C G gilt.

Diese lineare Abbildung heift, falls sie existiert, das (totale) Differential von
¢ an der Stelle P und wird mit

(Dp)p

bezeichnet.

Aquivalent zur totalen Differenzierbarkeit ist die Eigenschaft, dass der Aus-

druck
o) — P E) —9(P) ~ L(v
[[v]]

fiir v — 0 gegen 0 konvergiert. Ebenfalls dquivalent ist die Eigenschaft, dass
der Limes (von Funktionen)

|p(P +v) = (P) = L(v) ||
o]l

hmvﬁo,v;«éo

existiert und gleich 0 ist (siche Aufgabe 46.9).
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Das Konzept der totalen Differenzierbarkeit ist eher theoretisch und weniger
konkreten Berechnungen zugénglich. Wir werden spéter dieses Konzept mit
dem Konzept der partiellen Ableitungen in Verbindung bringen, welches eher
fiir Berechnungen geeignet ist, jedoch von Koordinaten, d.h. von der Auswahl
einer Basis, abhingt (siehe auch Beispiel 47.6 in der néchsten Vorlesung).

Lemma 46.2. Seien V und W endlichdimensionale R-Vektorrdume und sei
die Abbildung p: G — W auf einer offenen Teilmenge G C V definiert. Sei
P € G ein Punkt. Dann existiert hochstens eine lineare Abbildung mit den
FEigenschaften aus Definition. Ist ¢ 1m Punkt P differenzierbar, so ist das
totale Differential (Dy)p eindeutig bestimmit.

Beweis. Angenommen, es gelte o(P + v) = ¢(P) + Li(v)+ || v || -m1(v)
und @(P +v) = ¢(P) + Lo(v)+ || v ]| -r2(v) mit zwei linearen Abbildungen
Ly und zwei Ly und im Punkt 0 stetigen Funktionen ry,7: U (0,6) — W
mit 71(0) = 72(0) = 0. Wir miissen L; = Ly zeigen. Dazu zichen wir die
beiden Gleichungen voneinander ab (da es sich hier um Gleichungen von
Funktionswerten im Vektorraum W handelt, ist hier werteweises Abziehen
gemeint) und erhalten die Gleichung

0= (L1 = La)(0)+ [[v]] -(r1(v) = r2(v)).-

Daher miissen wir zeigen, dass die (konstante) Nullabbildung die Eigenschaft
besitzt, dass die lineare Abbildung 0 ihre einzige lineare Approximation ist.
Wir nehmen daher an, dass

0= L{v)+ [[v]] -r(v)
gilt, wobei L linear und r eine in 0 stetige Funktion ist mit 7(0) = 0. Wenn L
nicht die Nullabbildung ist, so gibt es einen Vektor v € V mit L(v) = w # 0.
Dann gilt fiir s € R
0= L(sv)+ || sv]| r(sv) = sw + |s] - ||v]] -r(sv).

Dies impliziert, dass r(sv) = —sw/(|s|- ||v]|) fiir s # 0 gilt. Die Norm von
r(sv) ist daher konstant gleich ||w|| / ||v]|# 0. Also gilt lim, o ||7(sv) || 0,
ein Widerspruch. O

Beispiel 46.3. Ist ¢: V — W konstant mit ¢(v) =w € W fir alle v € V,
so ist ¢ differenzierbar mit totalem Differential 0 (siche Aufgabe 46.6).

Proposition 46.4. Sei L: V — W eine R-lineare Abbildung zwischen den
endlichdimensionalen R-Vektorrdumen V und W. Dann ist L in jedem Punkt
P €V differenzierbar und stimmt in jedem Punkt mit threm totalen Diffe-
rential tberein.

Beweis. Aufgrund der Linearitét gilt
L(P+v)=L(P)+ L(v) .

Also konnen wir r = 0 wahlen. O
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Diese Aussage gilt auch fiir affin-lineare Abbildungen, also Abbildungen der
Form

o: V—W, v— L(v) +w,
mit einer linearen Abbildung L und einem festen Vektor w € W. In diesem
Fall ist das totale Differential gleich L.

Lemma 46.5. FEs sei I ein reelles Intervall, V' ein euklidischer Vektorraum
und

fi 11—V
eine Abbildung. Dann ist v genau dann in t € I als Kurve differenzierbar,
wenn vy in t total differenzierbar ist. In diesem Fall besteht die Beziehung

V(t) = (Dy)(1).

Beweis. Die Kurvendifferenzierbarkeit im Punkt ¢ bedeutet nach Definition
die Existenz des Limes
Y(t+h) —~(t)

N )

Diese Existenz ist (entsprechend Satz 19.5) dazu dquivalent, dass man
Y(t+h) =y(t)+hw+h-rh)

mit einem Vektor w € V und einer in 0 stetigen Abbildung r mir r(0) =
0 schreiben kann (wobei w = 4/(t) sein muss). Dabei kann man hinten h
durch |h| ersetzen (wobei man auch r(h) abwandeln muss). Diese lineare

Approximierbarkeit ist aber die Definition der totalen Differenzierbarkeit.
O

limy, 0

Proposition 46.6. Es seien V und W endlichdimensionale R-Vektorrdume
und G C 'V eine offene Teilmenge. Seien @1, p9: G — W im Punkt P €
G differenzierbare Abbildungen mit den Differentialen (Dyp1)p und (Dys)p.
Dann ist auch ¢ = p1 + @9 in P differenzierbar und es gilt

(D(p1+@2))p = (De1)p + (Dg2)p
Ebenso gilt (D(ap1))p = a(Dy1)p.

Beweis. Sei ¢1(P + v) = ¢1(P) + Li(v)+ || v || ‘r1(v) und ¢o( P + v) =
©o(P) + La(v)+ ||v]| -r2(v). Dann gilt
(P14 @2)(P +v) = @1(P +v) + 2 P +v)
= @1(P) +Li(v)+[|v]| r1(v) +p2(P) + La(v)+ || v]] -2(v)
= (p1+2)(P) + (L1 + Lo)(0)+ [|v]] (r1(v) + r2(v)).
Wir erhalten also die gewiinschte Gestalt, da auch r; + ro in 0 stetig ist mit
(r1 +72)(0) = 0. Der Beweis der zweiten Aussage ist dhnlich. O

Proposition 46.7. Es seien V und W endlichdimensionale R-Vektorraume
und G C 'V eine offene Teilmenge. Sei p: G — W eine in P € G differen-
zierbare Abbildung. Dann ist @ auch stetig im Punkt P.
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Beweis. Nach Definition gilt ¢(P+wv) = ¢p(P)+ L(v)+ ||v]|| -r(v). Die rechte
Seite ist stetig (nach Definition und Satz 33.10) in v = 0. Damit ist ¢ stetig
in P. U

Totale Differenzierbarkeit und partielle Ableitungen

Im Folgenden wollen wir den Zusammenhang zwischen Richtungsableitun-
gen, partiellen Ableitungen und dem totalen Differential verstehen. Totale
Differenzierbarkeit impliziert richtungsweise Differenzierbarkeit.

Proposition 46.8. Seien V und W endlichdimensionale R-Vektorrdume,
G C V eine offene Teilmenge, und ¢: G — W eine im Punkt P € G dif-
ferenzierbare Abbildung. Dann ist ¢ in P in jede Richtung v differenzierbar,
und es gilt

(Dup)(P) = (D) p (v) -

Beweis. Da (Dy)p eine lineare Abbildung von V' nach W ist, liefert die An-
wendung dieser Abbildung auf einen Vektor v € V' einen Vektor in (Dy), (v)
€ W. Nach Voraussetzung haben wir

p(P+v) = ¢(P)+ (Dg)p (v) + [|v]] -r(v)

(mit den iiblichen Bedingungen an r). Insbesondere gilt fiir (hinreichend
kleines) s € R

(P + 50) = o(P) + 5 (D) p (v) + Is] - || v]] -r(sv).

Also gilt
lims 0,540 p(P + 31;) —e(P) _ lims 0,540 s(De)p (v) +S\S\' [[vl] -r(sv)
= i (D9 0)+ 2 o] (s
= (DQO)P (U) )
da lims_,¢ r(sv) = 0 und der Ausdruck % ||v|| beschrankt ist. O

Bemerkung 46.9. Es sei G C R” offen und f: G — R™ eine in P € G
total differenzierbare Abbildung. Dann existieren nach Proposition 46.8 und
nach Lemma 45.3 die partiellen Ableitungen

of;

al‘i
im Punkt P. Daher existiert die Jacobi-Matrix
g—Q(P) %(P)
on(py ... 4=(P)

Diese Matrix beschreibt das totale Differential beziiglich den Standardbasen
im R™ und R™.
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Satz 46.10. Sei G C R" offen und p: G — R™ eine Abbildung. Seien z;,
t = 1,...,n, die Koordinaten von R™ und P € G ein Punkt. Es sei ange-
nommen, dass alle partiellen Ableitungen in einer offenen Umgebung von P
existieren und in P stetig sind. Dann ist @ in P (total) differenzierbar. Ist
die Abbildung ¢ beziiglich der Standardbasis des R™ durch die Koordinaten-
funktionen fi,..., fm gegeben, so wird unter diesen Bedingungen das totale
Differential in P durch die Jacobi-Matrix

af;
(a—ﬂ”)
i 1<i<n,1<j<m

beschrieben.

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. |

Korollar 46.11. Polynomfunktionen sind total differenzierbar.

Beweis. Dies folgt aus Satz 46.10 und daraus, dass die partiellen Ableitungen
von Polynomfunktionen wieder Polynomfunktionen sind, die nach Satz 33.12
stetig sind. O

46. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 46.1. Bestimme das totale Differential fiir die Abbildung

R?* — R, (z,9) — 2%’

Aufgabe 46.2. Seien a,b € N. Bestimme das totale Differential fiir die
Abbildung

R? — R, (z,y) — 2%

Aufgabe 46.3. Berechne fiir die Addition
+: R — R, (z,y) — z+ v,
und fiir die Multiplikation
R — R, (z,y) — 2 -,

das totale Differential.
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Aufgabe 46.4. a) Berechne das totale Differential der Abbildung
0: R? — R? (2,9) —> (xy—2y3+5, z3 —acy2+y) ,
in jedem Punkt.
b) Was ist das totale Differential im Punkt (1,2)?
c¢) Berechne die Richtungsableitung in diesem Punkt in Richtung (4, —3).
d) Berechne den Wert von ¢ in diesem Punkt.

Aufgabe 46.5. a) Berechne das totale Differential der Abbildung
0: R* — R? (2,9,2) — (zy — 2y + 222, sin (z%yz) ),
in jedem Punkt.
b) Was ist das totale Differential im Punkt (1, —1,)?
c¢) Berechne die Richtungsableitung in diesem Punkt in Richtung (2,0, 5).

d) Berechne den Wert von ¢ in diesem Punkt.

Aufgabe 46.6. Sei p: V — W konstant mit p(v) =w € W fur alle v € V.
Zeige, dass ¢ differenzierbar ist mit totalem Differential 0.

Aufgabe 46.7. Sei ¢: V — W eine total differenzierbare Abbildung mit
(Dy)p =0 fiir alle P € V. Zeige, dass ¢ konstant ist.

Aufgabe 46.8. Es seien VV und W endlichdimensionale R-Vektorrdaume und
G C V eine offene Teilmenge. Es sei ¢: G — W im Punkt P € G differen-
zierbar mit dem Differential (Dy)p. Zeige, dass fiir alle a € R die Beziehung

(D(ap))p = a(Dy)p
gilt.

Aufgabe 46.9. Seien V., W; und W, drei endlichdimensionale R-Vektor-
raume.

(1) Seien Ly: V — Wi und Lo: V. — Wy zwei R-lineare Abbildungen.
Zeige, dass dann auch die Abbildung

Ly x LQI V — W; % WQ, V> (Ll(U),LQ(U)),

R-linear ist.
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(2) Seien fi1: V — Wi und fo: V — Ws zwei im Punkt P € V' differen-
zierbare Abbildungen. Zeige, dass dann auch die Abbildung

f=fix fo): V— W1 x Wy, Qr— (f1(Q), f2(Q)),

im Punkt P differenzierbar ist mit dem totalen Differential

(Df)p = (Dfi)p x (Dfa)p.

Aufgabe 46.10. Es sei T' C M eine Teilmenge eines metrischen Raumes,
a € M ein Beriihrpunkt von T,

g:T — L

eine Abbildung in einen weiteren metrischen Raum und b € L. Zeige, dass
fiir den Limes

lim, ,, g(x) =b

genau dann gilt, wenn
lim,, [[g(z) —b[[=0
gilt.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 46.11. (4 Punkte)
a) Berechne das totale Differential der Abbildung
0: R? — R3 (2,9) — (z + %, 2y, exp ),
in jedem Punkt.
b) Was ist das totale Differential im Punkt (3,2)?
c¢) Berechne die Richtungsableitung in diesem Punkt in Richtung (-1, —7).

d) Berechne den Wert von ¢ in diesem Punkt.

Aufgabe 46.12. (4 Punkte)

Bestimme das totale Differential der Determinante
det : Mat,xn(R) — R, M —— det M,

fiir n = 2,3 an der Einheitsmatrix.
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Aufgabe 46.13. (5 Punkte)
Untersuche die Abbildung

f: R R, (2,y) — floy) = {\/T bei (z,y) # (0,0),
0 bei (z,y) = (0,0),

auf partielle Ableitungen und totale Differenzierbarkeit.

Aufgabe 46.14. (3 Punkte)

Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und sei
p:V—V

eine differenzierbare Abbildung. Zeige, dass ¢ genau dann eine Verschiebung
ist, also von der Art P+ P + v mit einem festen Vektor v € V', wenn

(Dp)p = Idy
ist fiir alle P € V.
Aufgabe 46.15. (5 Punkte)
Sei

fiR—R

eine Funktion. Zeige, dass die Funktion
2 RQ — R, (l’,y) — xf(y)v

genau dann im Punkt (0,0) total differenzierbar ist, wenn f in 0 stetig ist.

Aufgabe 46.16. (4 Punkte)

Seien f1, ..., f, stetig differenzierbare Funktionen in einer Variablen. Bestim-
me das totale Differential der Abbildung

R" — R", (x1,...,2n) —> (fi(z1), ..., fulzn)).

Zusatzaufgabe zur Fuf3ball-EM

Die folgende Aufgabe kann bis zum Ende der EM abgegeben werden. Die zu
erreichende Punktezahl ist gleich der Anzahl der Tore, die Deutschland bei
dem Turnier (in den reguldren Spielzeiten) schiefit.
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Aufgabe 46.17. Beweise die folgende Aussage:

Zu Beginn eines Fufiballspiels liegt der Fufiball auf dem AnstoSpunkt. Wenn
ein Tor erzielt wird, so wird der Ball wieder auf den Anstopunkt zuriickge-
setzt. In dieser Situation gilt: Es gibt mindestens zwei (gegeniiber liegende)
Punkte auf dem Fufiball (seiner Oberflache), die beim Neuanstofl genau dort
liegen, wo sie am Spielanstofl lagen. Die Gesamtbewegung des Balles lésst
sich durch eine Achsendrehung realisieren.

47. VORLESUNG - DIE KETTENREGEL

Die Eleganz des totalen Differentials wird in der folgenden allgemeinen Ver-
sion der Kettenregel deutlich. Sie besagt, dass bei einer Verkniipfung von
differenzierbaren Abbildungen das totale Differential (also die lineare Ap-
proximation) gleich der Verkniipfung der einzelnen totalen Differentiale ist.
Der Beweis verwendet an einer Stelle, dass eine lineare Abbildung

L:V —W

zwischen euklidischen Rédumen auf der abgeschlossenen Einheitskugel B(0, 1)
beschrénkt ist, d.h. dass es ein b € R gibt mit

I L(v)[| < b

fiir alle v mit ||v||< 1. Diese Aussage gilt sogar fiir jede stetige Abbildung,
werden wir hier aber nur fiir eine lineare Abbildung beweisen: Dazu wéhlen

wir eine Orthonormalbasis v1,...,v, von V. Sei v = Y1 | a;v; aus B(0,1).
Wegen

n

lolP=> al <1

i=1

ist
Jail <1

Somit ist

L) = IL (Zav> I

AN
)
B
=
S

i=1
< Do lLll,
i=1

das heifit, dass die Beschrianktheit mit

bi= 312w
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gilt.

Satz 47.1. Seien V,W und U endlichdimensionale R-Vektorraume, G C V'
und D C W offene Mengen, und ¢: G — W und v: D — U Abbildungen
derart, dass ¢(G) C D gilt. Es sei weiter angenommen, dass ¢ in P € G
und ¥ in o(P) € D total differenzierbar ist. Dann ist pop: G — U in P
differenzierbar mit dem totalen Differential

(D op))p = (D)eep) o (Dp)p

Beweis. Wir haben nach Voraussetzung (wobei wir @) := ¢(P) setzen)
p(P+v) =¢(P)+ L(v)+ [[v]] r(v)
und
(@ +w) = $(Q) + M(w)+ [|wl] s(w)
mit linearen Abbildungen L: V — W und M : W — U, und mit in 0 stetigen

Funktionen r: U (0,d) — W und s: U (0,¢") — U (beachte, dass U (P, ) C
Vound U (Q,0") € W gilt), die beide in 0 den Wert 0 annehmen. Damit gilt

(o @)(P+w)
= P(p(P +v))
= 1 (@(P)+ L(v)+ ||v]] r(v))
= (p(P)) + M(L(v)+ [[v]] r(v))
+ | L(v)+ [[v]] r(v) || s(L(v)+ [|v]] 7(v))
= Y(p(P)) + M(L(v)) + M(||v]| r(v))
+ | L(v)+ (o] r(v) || s(L(v)+ [[v]] r(v))
= Y(p(P)) + (Mo L)(v)+ [|[v]| M(r(v))
+ vl L HUH>+|IUII7’( )| s(L(v)+ [[v]] r(v))
= (p(P)) + (Mo L)(v)

Flloll (MoE)+ 12 () + s + ).

Dabei haben wir in der dritten Gleichung die lineare Approximation fiir w =
L(v)+ || v || r(v) eingesetzt. Die beiden letzten Gleichungen gelten nur fiir
v # 0. Der Ausdruck

t@w=M<<»Hw(HH> (o) s(L(v) + r(v))

ist unser Kandidat fiir die Abweichungsfunktion. Der erste Summand
M (r(v)) ist in v = 0 stetig und hat dort auch den Wert 0. Es geniigt al-
so den zweiten Summanden zu betrachten. Der || — ||-Ausdruck ist in einer
Umgebung der Null beschriankt, da L auf der kompakten Einheitssphére be-
schrankt ist und da r in 0 stetig ist. Daher hidngt die Stetigkeit nur von dem
rechten Faktor ab. Aber L(v) + r(v) hat fiir v — 0 den Grenzwert 0. Damit
ist auch s(L(v) + r(v)) in 0 stetig und hat dort den Grenzwert 0. O
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Korollar 47.2. Es seien G C R™ und D C R™ offene Mengen, und
f: G — R™ und g: D — RF seien Abbildungen derart, dass f(G) C D
gilt. Es sei weiter angenommen, dass f in P € G und g in f(P) € D to-
tal differenzierbar ist. Dann ist h=go f: G — U in P differenzierbar und
zwischen den Jacobi-Matrizen gilt die Beziehung

Jak(h)p = Jak(go f)p = Jak(g)sp) o Jak(f)p,

also ausgeschrieben

SR FEP\ (ERUME) o FRU@)) () . )
Fex (P) g (P) S (f(P)) G (FP)) \ g (P) s (P)

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 47.1 unter Beriicksichtigung von Bemer-
kung 46.9. U

Bei der vorstehenden Aussage kann man mit Satz 46.10 héufig direkt auf die
totale Differenzierbarkeit schlieflen.

Beispiel 47.3. Wir wollen die Kettenregel an Hand der beiden Abbildungen

[ R —R? (u, v, w) — (w0’ v — v*w)

und
g: R? — R? (2, y) — (xy—yQ, cos x—y)
illustrieren. Diese Abbildungen sind stetig partiell differenzierbar und daher

auch total differenzierbar. Die Jacobi-Matrizen zu diesen Abbildungen (in
einem beliebigen Punkt P = (u,v,w) € R? bzw. Q = (z,y) € R?) sind

_ %(P) %(P) %(P) - vdw? 3uviw? 2uuvtw
Jaclf)r = (%w) 5% (p) %(P)) ‘( )

2u  —2vw  —v?
und
%(Q) %(Q) Yy T — 2y
Jac(g)g = g—gj(Q) 88—9;(@) = | —sinz 0
#Q FO oA
Die zusammengesetzte Abbildung g o f ist
g(fu,v,w)) = (uwiw® (u2 — v2w) — (u2 — v2w)2, cos (uv3w2) , wotw? — u? +112w)

3.3 2 5 3 4 4 2 2 2 3 2 3 2 2 2
= (uvw —uvTw —u —vw +2uvw,cos(uvw),uvw —u —I—vw),

die zugehorige Jacobi-Matrix in P = (u, v, w) ist

Jac(go f)p=
3uvldw? — vowd — 4ud + duvw3udviw? — Suvtw’ — 4w w? + 4uZvwudvdw — 3uvdw? — 20tw + 2u2v?
—v3w? sin (uv3w2) —3uv2w? sin (uv3w2) —2uvdw sin (uv3w2)
v3w? — 2u 3uv?w? + 2w 2uvdw + v2
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Die zusammengesetzte lineare Abbildung ist

Jak(g) p(py o Jak(f) p
=Jak(9) (uv3w2, u2—v2w) © Jak(f)p

2 2 3,72 2 2

u® —vtw  uwvtw® — 2u” 4 20w .

. 3 9 v3w23uvw?2uvdw
= —sin (uwdw?) 0 2

2u —2vw —v
1 -1
3uvdw? =% w3 — 4u? 4+ duvw3udviw? — Suvtw? — dv3w? + duvwuBviw — 3uvw? — 20w + 2u?v?
= —v3w? sin (uv3w2) —3uv?w? sin (uv3w2) —2uv3w sin (uv?’wQ)
v3w? — 2u 3uvw? + 2vw 2uvdw + v2

Bemerkung 47.4. Es sei [ ein reelles Intervall, V' und W seien euklidische
Vektorraume und es sei

v: I —V
eine differenzierbare Kurve. Es sei

L:V —WwW

eine lineare Abbildung. In Lemma 34.10 wurde gezeigt, dass die zusammen-
gesetzte Abbildung

Lon: I — W, t— L(v(t)),
(ebenfalls differenzierbar ist) und dass die Beziehung

(Lov)(t) = L(y'(1))
besteht. Hier erhilt man also den Richtungsvektor der zusammengesetzten
Kurve, indem man den Richtungsvektor der Kurve in die lineare Abbildung
einsetzt. Dies ist ein Spezialfall der Kettenregel angewendet auf v und L.
Es ist (DL)p = L nach Proposition 46.4 und es ist (D7); die lineare Abbil-
dung von R nach V', die 1 auf den Richtungsvektor ~/(¢) schickt. Gem&8 der
Kettenregel ist das totale Differential der zusammengesetzten Kurve L o ~y
gleich
(DL)y@y o (Dy)e = Lo (Dv)y = Lo(1—4/(1)).
Dies ist die lineare Abbildung von R nach W, die 1 auf L(v'(t)) schickt.

Bemerkung 47.5. Es seien V und W euklidische Vektorrdume, G C V eine
offene Teilmenge und
f: G—W
eine in P € G total differenzierbare Abbildung. Es sei v € V' ein Vektor und
v: I — G, t— P+ tv,

die zugehorige affin-lineare Abbildung durch diesen Punkt (dabei sei das
reelle Intervall I = [—a, a] so gewéhlt, dass v(I) C G) liegt. Die zusammen-
gesetzte Abbildung

I — W, t— f(y(t)),

wird zur Definition der Richtungsableitung von f in P in Richtung v ver-
wendet, es ist

(Duf)(P) = (fo7) (0).
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Das zur Kurve f o~ gehorige totale Differential in 0 von R nach W, also
(D(f 7))o, ist durch 1 + (f o) (0) festgelegt. Andererseits ist nach der
Kettenregel

(D(fov))o = (Df)sy0) © (Dy)o

und somit ist

(Duf)(P) =

NN N~

Dies ergibt einen neuen Beweis fiir Proposition 46.8.

Das folgende Beispiel illustriert, dass das totale Differential unabhéngig von
der Wahl einer Basis ist, die partiellen Ableitungen aber nicht.

Beispiel 47.6. Wir betrachten die Abbildung f: R® — R, die durch
(z,y,2) — 20y* + 2227 + 22

gegeben sei. Es ist leicht die partiellen Ableitungen in jedem Punkt zu be-
rechnen, namlich:

(0f [0z, Of |0y, Of[02) (., .) = (24 + 222°, 4oy, 32%2% + 2z) .

Da diese alle stetig sind, haben wir nach Satz 46.10 das totale Differential in
jedem Punkt gefunden.

Nehmen wir nun an, dass wir nur an der Restriktion dieser Funktion auf die
Ebene

E C R’ E={(z,y,2)| 3z + 2y — 52 = 0}
interessiert sind. F ist also der Kern der linearen Abbildung

L: R* — R, (z,y,2) — 32+ 2y — 5z.
Als Kern ist E selbst ein (zweidimensionaler) Vektorraum. Die Einschrén-
kung von f auf die Ebene ergibt also die Abbildung

f=flg: E—R.

Diese Abbildung kann man als die Komposition E C R3> — R auffassen und
diese ist nach der Kettenregel differenzierbar. Wenn wir die Inklusion von
E in R3 mit N bezeichnen, so ist das totale Differential der Komposition in
einem Punkt P € F geméaf} der Kettenregel gerade die Abbildung

(Df)p=(Df)poN: E—R.
Daher macht es hier Sinn vom totalen Differential zu sprechen.

Es macht allerdings keinen Sinn von partiellen Ableitungen der Abbildung
flz: E — R zu sprechen, da es keine natiirliche Basis auf E gibt und daher
auch keine natiirlichen Koordinaten. Es ist leicht eine Basis von F zu finden
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und damit Koordinaten, es gibt aber keine ,beste Wahl“, und die partiellen
Ableitungen sehen in jeder Basis verschieden aus.

Eine Basis von F ist beispielsweise durch v; = (0,5,2) und vy, = (5,0, 3)
gegeben, und eine weitere durch wy; = (1,1,1) und we = (2,-3,0). Mit
solchen Basen erhalten wir Identifikationen R? — E und somit eine nume-
rische Beschreibung der Abbildung R? = F — R, womit wir die partiellen
Ableitungen beziiglich der gewahlten Basen berechnen koénnen.

In der ersten Basis ist die Identifikation gegeben durch die Abbildung
(s,t) — svy + tvg = 5(0,5,2) + (5,0, 3) = (5t, 5s, 2s + 3t)
und dieser Ausdruck wird durch f abgebildet auf

2(5t)(55)% + (5t)%(2s + 3t)> + (25 + 3t)?
= 250ts® + 25t*(8s® + 3657t + Hdst® + 27t°) + 4s® + 9t + 12st
= 250ts% 4 2005°t* 4 9005%t® 4 1350st* + 675t° + 4s? + 9t + 12st.

Die partiellen Ableitungen dieser Komposition (nennen wir sie g) beziiglich
dieser Basis sind gegeben durch

0g/0s = 500ts + 600s*t* + 1800st® + 1350t* + 8s + 12t
und

dg/0t = 250s* + 400s°t + 2700s*t* + 5400st® + 3375t* + 18t + 12s..

In der zweiten Basis w; = (1,1,1) und wy = (2,—3,0) ist die Identifikation
gegeben durch

(r,u) — rwy +vwe =r(1,1,1) + u(2,-3,0) = (r + 2u,r — 3u, )
und dieser Ausdruck wird unter f abgebildet auf

2(r + 2u)(r — 3u)? + (r + 2u)*r® 4+ 1
= 21 + 4r%u — 12r%u — 24ru® + 18ru® + 36u® + r° + 4rtu + 4r3u? + r?
= 29 — 8rfu — 6ru® + 36u + r° + driu + 4r3u® + 2

Die partiellen Ableitungen der Komposition (nennen wir sie h) beziiglich
dieser Basis sind

Oh/Or = 6r® — 16ru — 6u? + 5r* + 16r°u + 12ru® + 2r
und
Oh/Ou = —8r* — 12ru + 108u? + 4r* + 8r’u.

Fazit: Koordinaten sind gut fiir Berechnungen aber schlecht fiir die Mathe-
matik.
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47. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 47.1. Leite aus der allgemeinen Kettenregel die Kettenregel fiir
Funktionen in einer Variablen ab.

Aufgabe 47.2. Leite aus der allgemeinen Kettenregel die Kettenregel fiir
differenzierbare Kurven (fiir eine differenzierbare Kurve f: J — V und eine
differenzierbare Umparametrisierung h: I — J) ab.

Aufgabe 47.3. Bestitige die Kettenregel anhand der beiden Abbildungen
0: R? — R? (u,v) — (u®v? u + sin v,v%),
und
v R* — R?, (z,y, 2) — (2y — 2%, 2y + yzexp x),
und ihrer Komposition ¢ o ¢ in folgenden Schritten.

(1) Berechne fiir einen beliebigen Punkt P € R? das Differential (Dyp)p
mit Hilfe von partiellen Ableitungen.

(2) Berechne fiir einen beliebigen Punkt @ € R?® das Differential (Dv)q
mit Hilfe von partiellen Ableitungen.

(3) Berechne explizit die Komposition ¢ o ¢: R? — R2

(4) Berechne direkt mit partiellen Ableitungen in einem Punkt P € R?
das Differential von ¥ o p: R? — R2.

(5) Berechne das Differential von ¢ o p: R? — R? in einem Punkt P €
R? mit Hilfe der Kettenregel und den Teilen (1) und (2).

Aufgabe 47.4. Es seien G C R™ und D C R" offene Mengen, und f: G —
R"™ und g: D — R* Abbildungen derart, dass f(G) C D gilt. Es sei weiter
angenommen, dass f in P € G und g in f(P) € D total differenzierbar ist.
Zeige

o (P)
gofi m _ (99 g, o
2 Dup) = (GEen. g o
8:1)1'

Aufgabe 47.5. Es sei I C R ein reelles Intervall und seien
f,g: I — R

zwei differenzierbare Funktionen. Beweise die Produktregel aus der allgemei-
nen Kettenregel unter Verwendung von Aufgabe 46.3.
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Aufgabe 47.6. Es seien V und W euklidische Vektorrdume und
f,g: G— W

seien Abbildungen auf einer offenen Menge G C V', die in Richtung v € V
differenzierbar seien. Zeige, dass dann auch die Abbildung

h: G— R, P+— (f(P),g(P)),
in Richtung v € V differenzierbar ist, und dass
(Dvh)<P) = <f(P)7<Dvg)(P)> + <<va)(P)ag(P>>
gilt.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 47.7. (5 Punkte)
Wir wollen die Kettenregel anhand der beiden Abbildungen
0: R? — R? (u,v) — (uv,u — v,v?),
und
v R* — R?, (2,9, 2) — (zy2?, yexp(z2)),
und ihrer Komposition v o ¢ veranschaulichen.

(1) Berechne fiir einen beliebigen Punkt P € R? das Differential (Dyp)p
mit Hilfe von partiellen Ableitungen.

(2) Berechne fiir einen beliebigen Punkt @ € R?® das Differential (Dv)q
mit Hilfe von partiellen Ableitungen.

(3) Berechne explizit die Komposition 1 o ¢: R? — R2

(4) Berechne direkt mit partiellen Ableitungen in einem Punkt P € R?
das Differential von ¥ o ¢: R? — R2

(5) Berechne das Differential von 1) o ¢: R? — R? in einem Punkt P €
R? mit Hilfe der Kettenregel und den Teilen (1) und (2).

Aufgabe 47.8. (8 Punkte)
Wir betrachten die Funktionen

R? L5 R* L R? 5 R?
mit

flu,v) = (u2, uv, U — vz) ,

g(.ﬁlﬁ,y,Z) = (33 +y2 - Z,ZL’QQZ),
und
h(r,s) = (r’s,s%).
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Berechne das totale Differential von h o g o f in einem beliebigen Punkt
P = (u,v) auf vier verschiedene Arten.

Aufgabe 47.9. (4 Punkte)

Es sei
f: R" — R™\ {0}
eine differenzierbare Abbildung. Zeige, dass dann auch die Abbildung
R* — R, P f(P)]I,

differenzierbar ist und bestimme das totale Differential davon.

Aufgabe 47.10. (5 Punkte)

Sei V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum und G C V eine offene Teil-
menge. Weiter seien f,g: G — R zwei in P € G differenzierbare Funktionen.
Wende die Kettenregel und Aufgabe 46.3 auf das Diagramm

G L% R xR 2R

an, um zu zeigen, dass die Gleichung
(D(f-9))p =g(P)-(Df)p+ f(P)-(Dg)p
gilt.

48. VORLESUNG - TAYLOR-FORMEL

Wir betrachten die Polynomfunktion
f: R — R, (z,y) — 22 — 52%y — 3y — 42 4 62y + Tz + 8y — 1.

Offenbar ist f(0,0) = —1, d.h. der Wert der Funktion ist unmittelbar am
konstanten Koeffizienten des Polynoms ablesbar. Ahnliches gilt fiir die Ab-
leitungen an der Stelle (0,0): Um beispielsweise %(0, 0) auszurechnen, muss
man lediglich den Term 7z anschauen. Alle anderen Summanden ergeben
unter der partiellen Ableitung nach x direkt 0 (wenn z gar nicht vorkommt)
oder einen Ausdruck der Form iaz*"'y’. Da man darin z = 0 und y = 0
einsetzt, ergibt sich immer 0, mit der Ausnahme ¢ = 1 und j = 0. Somit ist
8(0,0) = 7.

Die hoheren Ableitungen sind ebenfalls , direkt“ aus den Koeffizienten ables-
bar. Beispielsweise ist

0
%%f((),o) =2-(—4) = =8,
o 0
%Kyf(oyo) = 0,
0 0 0
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0 0 0

5 50 5y T0.0) = 2-(-5) = —10.

Die Taylor-Formel - Vorbereitungen

Die Taylor-Formel in einer Variablen, die wir im ersten Semester kennenge-
lernt haben, liefert zu einem Punkt und einer gewiinschten Ordnung eine op-
timale Approximation in diesem Punkt einer (hinreichend oft differenzierba-
ren) Funktion durch ein Polynom, das Taylor-Polynom. Eine entsprechende
Aussage gilt auch in mehreren Variablen. Wir beginnen mit einigen Vorbe-
reitungen.

Zu einem Monom z7' - x3* - - - z]» nennt man die Summe

n

|r = (r, .. ) | = er

Jj=1
den Grad des Monoms. Ein Polynom in n Variablen,
— T1 .72 s
f(xh cee ’mn) = E , A(ry,ery) L1 Lo™ e "L
(Tlv---vrn)ENn

(wobei die Summe endlich ist) ldsst sich entlang des Grades der beteiligten
Monome anordnen, also

e

flzy,... x,) = Z Z Ay )T XY T

d=0 \ (r1,...,rn)EN", |r|=d
Fiir jedes k € N kann man dies auch schreiben als
flz, o xn) = Ti(xq, ..., x0) + Re(xy, ... xp)

mit (z = (z1,...,2,))

k
T T Tn
Tk('r) = : : : : a(rl7---7r7L)x11x22 e ‘rn

d=0 \ (r1,...,rn)EN", |r|=d

und

Rk ('r> - Z a’(rly---y"‘n)xgl 122 e x:Ln
d=k+1 \ (r1,...,rn)EN" |r|=d
Fiir Ry gilt dabei
R
lim, o M =0.
]
Bei k =1 ist

Ti(x) = a(0,....0) T @(1,0,..,00C1 + - - . T Q(0,..0,1)%n

die affin-lineare Approximation von f im Punkt 0 = (0,...,0), und da-
bei gilt fiir die Abweichung in der linearen Approximation die Beziehung
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r(z) = Rﬂfﬁ)‘ Im Allgemeinen liefern die Polynome Tj(z) bessere Approxi-

mationen im Nullpunkt als die lineare Approximation, und mit Ry(z) kann
man die Abweichung kontrollieren. Entscheidend fiir uns ist, dass man nicht
nur fiir Polynomfunktionen, sondern generell fiir hinreichend oft differenzier-
bare Funktionen f approximierende Polynome finden und die Abweichung
gut kontrollieren kann. Dies ist der Inhalt der Taylor-Formel fiir Funktionen
in mehreren Variablen.

Zu einem Vektor = (z1,...,x,) € R” und einem Tupel r = (ry,...,r,) aus
natiirlichen Zahlen setzt man abkiirzend
= ot

Entsprechend schreibt man fiir eine Polynomfunktion abkiirzend

_ r1 .,.72 5 _ T
flxy,...,x,) = E Ay, )T T Ty = E a,x’.

(r1,...,rn)EN” reNm

Die gleiche Abkiirzungsphilosophie iibernimmt man fiir Richtungsableitun-
gen. Wenn V' ein R-Vektorraum ist mit einer Basis wq, ..., w,, so setzt man
D; := D,,und fir r = (rq,...,r,) setzt man

rTo._ T1 T2 Tn
D" = Di'oDyo---0Dm.

Diese Bezeichnung verwendet man insbesondere im R", versehen mit der
Standardbasis und den partiellen Ableitungen. Man beachte, dass man auf-
grund des Satzes von Schwarz unter gewissen Differenzierbarkeitsvorausset-
zungen samtliche Reihenfolgen von Richtungsableitungen in dieser Weise aus-
driicken kann. Des weiteren definieren wir fiir ein Tupel r = (rq,...,r,) die
Fakultdt durch

rl:=rl---r,!

und fiir m = (mq,...,my) mit Zle m; = n die Polynomialkoeffizienten

durch
n n! n!
m) " m! omalma!-omy!

Bevor wir die Taylor-Formel beweisen, die das lokale Verhalten einer Funktion
in einer ,kleinen®“ offenen Ballumgebung eines Punktes beschreibt, wenden
wir uns dem lokalen Verhalten in dem Punkt léngs einer fixierten Richtung
zu, wofiir wir die Taylor-Formel in einer Variablen zur Verfiigung haben. Zu
einer Funktion (G C V, V euklidischer Vektorraum)

f: G—R

ist die Differenzierbarkeit im Punkt P € GG in Richtung v € V dquivalent zur
Differenzierbarkeit der Funktion

h: I — R, t — h(t) = f(P + tv),

fiir £ = 0, wobei I ein geeignetes reelles Intervall ist. Wir werden zunéchst
zeigen, dass eine entsprechende Beziehung auch fiir hohere Ableitungen gilt.
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Satz 48.1. Set G C R" offen,
f: G—R
eine k-mal stetig differenzierbare Funktion, P € G ein Punkt und v =
(v1,...,v,) € R™ eine fizierte Richtung. Es sei
h: I — R, t —> h(t) = f(P + tv),

wobei I ein offenes Intervall um 0 sei mit P+ tv € G fir allet € 1. Dann
st h ebenfalls k-mal stetig differenzierbar, und es gilt

k! . ;
EOESY DT (P + ) v
|r|=k
fiir allet € 1.

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

Definition 48.2. Es sei G C R” eine offene Teilmenge,
f: G—R
eine k-mal stetig-differenzierbare Funktion und P € G. Dann heifit

S D)y

r=(r1,...,7n), [7|<k

das Taylor-Polynom vom Grad® <k zu f in P.

Es liegt also ein Polynom in den (verschobenen) Variablen vy, ..., v, vor.
Wenn P = (ay,...,a,) ist, so schreibt man meistens x; — a; statt v;, wobei
die z; die Standardkoordinaten des R™ bezeichnen. Man spricht auch vom
Taylor-Polynom der Ordnung k oder einfach vom k-ten Taylor-Polynom.

Das 0-teTaylor-Polynom ist das konstante Polynom, das durch den Funkti-
onswert f(P) gegeben ist, das 1-teTaylor-Polynom ist die lineare Approxi-
mation von f in P und das 2-teTaylor-Polynom ist die quadratische Appro-
ximation von f in P.

Bemerkung 48.3. Ein Polynom f vom Grad < k stimmt mit seinem Taylor-
Polynom vom Grad > k im Nullpunkt 0 = (0,...,0) iiberein. Wegen der
Additivitat der Richtungsableitungen muss man dies nur fiir f = azi'--- 2"
iiberpriifen. Es ist aber

D f(0) = D*---D;"f(0) = (ri!)---(rpl)a = rla
und
Def(0) =0
fiir jedes n-Tupel s = (s1,...,5,) # .
23Die etwas sperrige Formulierung ,,vom Grad < k “ ist dem Umstand geschuldet, dass

die k-ten Ableitungen alle 0 sein konnen. In diesem Fall hat das Taylor-Polynom einen
Grad < k, enthélt aber alle Informationen bis zum Grad k.
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Wenn man zu einem Polynom f die Taylor-Polynome in einem Punkt
P = (ay,...,a,) berechnen mochte, so kann man (neben der Berechnung
der Ableitungen) auch folgendermaflen vorgehen: Man schreibt das Polynom
f in den Variablen y; = x; — a;. Dazu ersetzt man in f die Variablen z; durch

T, = :L“Z-—ai—l—ai :y¢+ai

und rechnet dies aus, bis ein Polynom in y; dasteht. Aus diesem Polynom
sind die Taylor-Polynome im Entwicklungspunkt P direkt ablesbar.

Beispiel 48.4. Wir betrachten die Funktion
f: R — R, (z,y) — ¥ sin 2 — 3zy

und wollen die Taylor-Polynome bis zur Ordnung 3 dazu im Nullpunkt be-
rechnen. Das Taylor-Polynom der Ordnung 0 ist das konstante Nullpolynom,
da f(0,0) = 0 ist. Fiir das Taylor-Polynom der Ordnung 1 miissen wir die
beiden partiellen Ableitungen ausrechnen. Diese sind

of
ox
mit den Werten 1 und 0. Daher ist

0
:eycosx—?)yund—f:eysinx—?)x

dy

T

die lineare Approximation zu f, also das Taylor-Polynom der Ordnung 1. Fiir
das Taylor-Polynom der Ordnung 2 berechnen wir die zweiten Ableitungen,
diese sind

oo9of .

%%f—e sin x ,

(%%:eycosx—i%
und

oof .

O_ya_y_e sin x .

Die Werte dieser zweiten partiellen Ableitungen sind 0, —2,0, sodass das
zweite Taylor-Polynom (also die quadratische Approximation) gleich
T — 22y

ist. Fiir das Taylor-Polynom der Ordnung 3 berechnen wir die dritten Ablei-
tungen, diese sind

o 0 of

A R
Oz Ox Ox e s,
33g——ey sin x
Oy 0x 0x ’
0 0 0f y

— — <~ =¢Ycosx



173

und

Die Werte dieser dritten partiellen Ableitungen sind —1, 0, 1, 0, sodass (wegen
(3,0)! =6 und (1,2)! = 2) das dritte Taylor-Polynom gleich

2 1 3+ 1 2
T —2xYy — =% —
Yy 6 B Yy
ist.
Satz 48.5. Sei G C R" offen,

f: G—R

eine (k+1)-mal stetig differenzierbare Funktion, P € G ein Punkt undv € R"
derart, dass die Strecke von P nach P+ v ganz in G liegt. Dann gibt es ein
c e [0,1] mit

f(P‘f'U):Z: "+ Z i f(P4cv)-v

lr|<k ° lr|= k+1

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

Die Taylor-Formel

Satz 48.6. Sei G C R" offen,
f: G—R

eine k-mal stetig differenzierbare Funktion, P € G ein Punkt und ¢ > 0
derart, dass U (P,€) C G ist. Dann gilt fir alle v mit P +v € U (P,¢€) die
Beziehung

FP+v) = 3 D (P) -0 + Relo)
Ir|<k

wobes
|[Bi(v) [|

=0
lollF

hmv—>0
15t.

Beweis. Nach Satz 48.5 gibt es zu jedem v € U (0, €) ein (von v abhéngiges)
c €10, 1] mit
1 r T 1 T T
fP+v) = > SDTIP) 0+ Z—!D f(P+cv)-v
[r|<k—1 Ir|= k;
1
= f(P D" f(P))v".
> =D . T Z + ) — D' f(P))v

lr|<k Ir|= i !
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Die rechte Summe ist also die Abweichungsfunktion Ry, die wir abschétzen
miissen. Wegen

|Ri(0)]] < % | D"f(P + cv) = D"f(P)|] - [[0"]]

lr|=k

1 T T T1 T

= ZgHDf(PHv)—Df(P)II-!vl|---!vn”
|r|=k ’

1
< > DT (P 4 cv) = DU AP - (o]l - o]

Irl=k
1
— Z 5 || D" f(P+cv)— D f(P)|| - ||v]|F
Irl=k
ist Re(v)| 1
W < Y S ID P+ o) = D(P)

|r|=k

Da nach Voraussetzung die k-ten Richtungsableitungen stetig sind, existiert
fir jede einzelne Funktion D" f(P + cv) — D" f(P) der Limes fiir v — 0 und
ist gleich 0. Daher gilt dies auch fiir die Summe rechts und damit auch fiir
den Ausdruck links. 0

48. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 48.1. Bestimme das Taylor-Polynom vom Grad < 3 fiir die Funk-
tion
R? — R, (z,y) — 2® —y - sin =,

im Nullpunkt (0, 0).

Aufgabe 48.2. Notiere das Taylor-Polynom fiir eine (hinreichend oft diffe-
renzierbare) Funktion in 2 oder 3 Variablen fiir die Grade k = 1,2, 3.

Aufgabe 48.3. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, G C V
offen, P € G und seien
fig: G—R

zwei zweimal stetig differenzierbare Funktionen. Zeige durch ein Beispiel,
dass das Taylor-Polynom zum Produkt fg im Punkt P vom Grad < 2 nicht
das Produkt der beiden Taylor-Polynome von f und g in P vom Grad < 1
sein muss.
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Aufgabe 48.4. a) Schreibe das Polynom
f =32 — da?y + 22y — x + 5y
als Polynom in den Variablen v =2 —2 und v =y + 1.

b) Bestimme mit Teil a) die Taylor-Polynome von f im Entwicklungspunkt
(2,—1).

c¢) Berechne diese Taylor-Polynome tiber Ableitungen.

Aufgabe 48.5. Bestitige Satz 48.1 fiir f(z,y) = 2%® in (0,0) und v = (2, 3)
bis zur dritten Ableitung.

In den folgenden Aufgaben werden einige Figenschaften der Polynomialko-
effizienten besprochen, die eine Verallgemeinerung der Binomialkoeffizienten
sind.

Sein € Nund r = (rq,...,r,) ein n-Tupel natiirlicher Zahlen. Es sei k :=
>, rj. Dann nennt man die Zahl

i=1
E\ k!
) ol oy

einen Polynomialkoeffizienten.

Aufgabe 48.6. Zeige, dass die Anzahl der (geordneten) Partitionen zum

Anzahltupel r = (r1,...,r,) einer k-elementigen Menge gleich
k! k!
Lol

ist.

Aufgabe 48.7. In einem Studium werden 11 Leistungsnachweise verlangt,
und zwar 3 Seminarscheine, 5 Klausuren, 2 miindliche Priifungen und eine
Hausarbeit, die in beliebiger Reihenfolge erbracht werden kénnen. Wieviele
Reihenfolgen gibt es, um diese Leistungsnachweise zu erbringen?

Aufgabe 48.8. Es seien k,n € Nund r = (r,...,7,) mit Y77 r; = k.
Zeige, dass die Anzahl der k-Tupel

(i1, ... ix) € {1,...,n}"*,

in denen die Zahl 7 genau r;-mal vorkommt, gleich

k! k!

rl ooyl
ist.
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Aufgabe 48.9. Es seien k,n € Nund r = (r,...,7,) mit Y7 r; = k.
Zeige, dass die Anzahl der Abbildungen

(1,....k} — {1,...,n},

bei denen das Urbild zu ¢ € {1,...,n} aus genau r; Elementen besteht, gleich

E\ k!
) ol

ist.

Aufgabe 48.10. Es seien aq, ..., a, reelle Zahlen. Beweise den Polynomial-
satz, das ist die Gleichung

k
(ay + ...+ a,)k = Z (7") ayttayt---a.

T’=(T’1 """ Tn)v Z?:l ri=k
Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 48.11. (4 Punkte)

Bestimme das Taylor-Polynom vom Grad < 3 fiir die Funktion

R* — R7 (l’,y,Z) > 2z - €exp (l’y),

im Nullpunkt (0,0, 0).

Aufgabe 48.12. (4 Punkte)

Bestimme das Taylor-Polynom vom Grad < 4 fiir die Funktion

R?* — R, (z,y) — cos(x) - sin(y),

im Punkt (7, 7/2).

Aufgabe 48.13. (5 Punkte)

Es sei f ein Polynom in n Variablen vom Grad < k. Zeige, dass f mit dem
Taylorpolynom vom Grad < k von f im Nullpunkt iibereinstimmt.
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Aufgabe 48.14. (5 Punkte)
Sei G C R" offen, P € G ein Punkt und

f: G—R

eine Funktion. Sei k € N. Zeige, dass es maximal ein Polynom p(z1,...,x,)
vom Grad < k£ mit der Eigenschaft geben kann, dass

[ f(x) —p)]l _

0
|z [*

lim$—>0

gilt.

49. VORLESUNG - EXTREMA

Zu einer reellwertigen Funktion
f: G—R

auf einer offenen Menge G C R" interessieren wir uns, wie schon bei ei-
nem eindimensionalen Definitionsbereich, fiir die Extrema, also Maxima und
Minima, der Funktion, und inwiefern man dies anhand der (hoheren) Ab-
leitungen (falls diese existieren) erkennen kann. Wir verallgemeinern zuerst
die relevanten Definitionen auf die Situation, wo der Definitionsbereich ein
beliebiger metrischer Raum ist.

Definition 49.1. Sei (M, d) ein metrischer Raum und
f: M —R

eine Funktion. Man sagt, dass f in einem Punkt x € M ein lokales Mazimum
besitzt, wenn es ein € > 0 gibt derart, dass fiir alle ' € M mit d(x,2") < €
die Abschétzung

fz) = f(a)

gilt. Man sagt, dass f in x € M ein lokales Minimum besitzt, wenn es ein
e > 0 gibt derart, dass fiir alle ' € M mit d(z,2’) < € die Abschétzung

flz) < f@)

gilt.

Definition 49.2. Sei (M, d) ein metrischer Raum und
f: M —R

eine Funktion. Man sagt, dass f in einem Punkt z € M ein usoliertes lokales
Mazimum besitzt, wenn es ein € > 0 gibt derart, dass fiir alle ' € M mit
d(z,2") < e und 2’ # x die Abschétzung

fx) > f(a)
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gilt. Man sagt, dass f in x € M ein isoliertes lokales Minimum besitzt, wenn
es ein € > 0 gibt derart, dass fiir alle ' € M mit d(x,2’) < € und 2’ # z die

Abschéatzung
flz) < f(2)
gilt.

Ein globales Maximum liegt in x € M vor, wenn f(z) > f(2') fir alle 2’ € M
ist.

Beispiel 49.3. Die Funktion
R? — R, (z,y) — 2% + 1,

hat in P = (0,0) den Wert 0 und iiberall sonst positive Werte, daher liegt in
P ein (isoliertes) globales Minimum vor.

Wenn die Funktion f: M — R ein lokales Mimimum im Punkt P € M
besitzt, so gilt dies auch fiir die Einschrankung von f auf jede Teilmenge
N C M, die P enthélt. Beispielsweise muss ein (lokales) Minimum einer
Funktion der Ebene auch auf jeder Geraden durch diesen Punkt ein (lokales)
Minimum sein.

Dies heifit umgekehrt, dass wenn eine Funktion f: R? — R auf einer Geraden
L durch P ein isoliertes lokales Maximum und auf einer anderen Geraden
L ein isoliertes lokales Minimum besitzt, dass dann kein lokales Extremum
vorliegen kann. Solche Punkte nennt man Sattelpunkt oder Passpunkt, das
Standardbeispiel ist das folgende.

Beispiel 49.4. Wir betrachten das Verhalten der Funktion
R?* — R, (z,y) — 2% — 2.

in P = (0,0). Die Einschrankung dieser Funktion auf der durch y = 0 gege-
benen Geraden (also auf der z-Achse) ist die Funktion z + 22, die in P ein
(isoliertes) globales Minimum besitzt. Die Einschrankung dieser Funktion auf
der durch z = 0 gegebenen Geraden (also auf der y-Achse) ist die Funktion
y — —y?, die in P ein (isoliertes) globales Maximum besitzt. Daher kann f
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in P kein Extremum besitzen. Auf den durch y =  und y = —z gegebenen
Geraden ist die Funktion die Nullfunktion.

Beispiel 49.5. Wir betrachten im R? die beiden Kreise K; und K5, wobei
K, den Mittelpunkt (0,1) und Radius 1 und K5 den Mittelpunkt (0,2) und
Radius 2 habe. K liegt innerhalb von K5, und die beiden Kreise beriihren
sich in P = (0,0). Durch diese beiden Kreise wird die Ebene (neben den zwei
Kreislinien selbst) in drei offene Gebiete aufgeteilt: Das Innere des Kreises
K, (= A), die grofie offene Kreisscheibe ohne die kleine abgeschlossene Kreis-
scheibe (= B) und das AuBiere von K, (= C). Der innere Kreis K; wird als
Nullstelle der Funktion fi(z,y) = 2* + (y — 1) — 1 beschrieben. Im Innern
von K ist diese Funktion negativ, auf K; hat sie den Wert 0 und auflerhalb
davon hat sie positive Werte. Entsprechendes gilt fiir K5 und die Funktion
fo(z,y) = 2% + (y — 2)® — 4. Wir setzen

f(x,y) = f1(17,y)f2($,y)
= (P+@y-17-1)-(+ (y—2)*—1)
= (J:2+y2—2y)~(x2+y2—4y)
= 2+t + 2277 — 69 — 62y + 82

Diese Funktion nimmt auf den beiden Kreisen den Wert 0 an, sie ist auf A
positiv, auf B negativ und auf C' wieder positiv.

Die Funktion f besitzt in P kein lokales Minimum, da sie dort den Wert
0 besitzt und da jede beliebig kleine Ballumgebung U (P, ¢) den Bereich B
trifft, wo f negative Werte besitzt. Die Einschréankung der Funktion auf jede
Gerade durch den Nullpunkt besitzt aber dort ein lokales Minimum. Sei dazu
G eine solche Gerade. Wenn G die z-Achse ist, so verlauft diese Gerade (bis
auf P selbst) in C'; wo f nur positive Werte annimmt, sodass in P ein (sogar
globales) Minimum vorliegt. Sei also G eine von der z-Achse verschiedene
Gerade durch P. Die eine Hilfte der Geraden verldauft ganz in C, wo die
Funktion positiv ist. Die andere Hélfte verlauft, ausgehend von P, zuerst in
A, dann in B und schlieSlich in C'. Da die Funktion auf A positiv ist, kann
man ein Teilintervall [—6, 0] der Gerade wéhlen derart, dass dieses Teilstiick
(abgesehen von P) nur in A und C' verlduft. Auf diesem Teilintervall nimmt
die Funktion in P den Wert 0 und sonst {iberall positive Werte annimmt.
Daher besitzt die eingeschrinkte Funktion ein lokales Minimum. Das dabei
zu wahlende § héangt natiirlich wesentlich von der Steigung der Geraden ab,
es gibt kein gemeinsames 0 fiir alle Geraden.

Der Gradient

Wenn eine Funktion f: V — R total differenzierbar ist, so ist das totale
Differential in einem Punkt eine lineare Abbildung von V' nach R. Fiir solche
linearen Abbildungen gibt es einen eigenen Namen.
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Definition 49.6. Sei K ein Korper und sei V' ein K-Vektorraum. Eine lineare
Abbildung

V — K

heifit auch eine Linearform auf V.

Wenn G C R" ist, so bilden die partiellen Ableitungen von
f: G—R

in einem Punkt P € G eine Matrix mit einer einzigen Zeile, die bei stetigen
partiellen Ableitungen das totale Differential reprisentiert. Eine solche Ma-
trix kann man aber ebenso auch als ein n-Tupel in R und damit als einen
Vektor in R" auffassen.

Lemma 49.7. Es sei (V,(—,—)) ein euklidischer Vektorraum und
f:V—R
eine Linearform. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor w € V' mut
fv) = (w,v).
Wenn uy,...,u, eine Orthonormalbasis von V und f(u;) = a; ist, so ist

dieser Vektor gleich w =7 a;u;.

Beweis. Die Aussage folgt aus dem Zusatz. Sei also eine Orthonormalbasis
n

Ui, ..., U, gegeben und sei w = ", a;u;. Dann ist fiir jedes j
(w,u) = O auiug) = a; = f(uy).
i=1

D.h. die beiden linearen Abbildungen v — (w,v) und f stimmen auf einer
Basis iiberein, sind also nach Satz 9.5 identisch. Fiir jeden anderen Vektor
w' =" bu; ist der Wert der zugehorigen Linearform an mindestens einem
Basisvektor u; von f(u;) verschieden, daher liegt Eindeutigkeit vor. O

Definition 49.8. Sei (V, (—, —)) ein euklidischer Vektorraum, G C V offen
und

f: G—R

eine in P € G differenzierbare Funktion. Dann nennt man den eindeutig
bestimmten Vektor w € V' mit

(Df)p () = (w,v)

fiir alle v € V den Gradienten von f in P. Er wird mit

grad f(P)

bezeichnet.
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Man beachte, dass wir durchgehend die endlichdimensionalen Vektorrdume
mit einem Skalarprodukt versehen, um topologische Grundbegriffe wie Kon-
vergenz und Stetigkeit zur Verfiigung zu haben, dass diese Begriffe aber nicht
von dem gewahlten Skalarprodukt abhéngen. Dem entgegen hingt aber der
Gradient von dem gewéhlten Skalarprodukt ab.

Bei V' = R", versehen mit dem Standardskalarprodukt, ist der Gradient
einfach gleich

a0 (P)

grad f(P) = |
2(p)

Bemerkung 49.9. Zu einer differenzierbaren Funktion f: R™ — R lésst sich

der Gradient (beziiglich des Standardskalarproduktes) einfach durch parti-

elles Differenzieren berechnen. Es wére aber eine kiinstliche Einschriankung,
nur diese Situation zu betrachten. Um dies zu illustrieren sei beispielsweise

fiRP—R

eine differenzierbare Funktion und £ C R3 eine Ebene, die etwa als Losungs-
menge der linearen Gleichung 5x — 4y 4+ 9z = 0 gegeben sei. Dann induziert
das Standardskalarprodukt des R® durch Einschrinkung ein Skalarprodukt
auf E. Diese Ebene ist zwar isomorph zu R?, es ergibt aber keinen Sinn, das
eingeschrénkte Skalarprodukt als Standardskalarprodukt anzusprechen. Der
Gradient G zu f in einem Punkt P € R? ldsst sich direkt mit den partiellen
Ableitungen zu den drei Raumkoordinaten berechnen. Bei P € E wird im
Allgemeinen der Gradient nicht auf E liegen. Die eingeschrankte Funktion

ist aber ebenfalls differenzierbar und besitzt daher einen Gradienten G, der
auf F liegt, und dieser ldsst sich nicht iiber partielle Ableitungen berech-
nen, da es auf F keine Standardbasis gibt. Ubrigens ist G die orthogonale
Projektion von G auf E.

Satz 49.10. Sei (V,(—,—)) ein euklidischer Vektorraum, sei G C V offen
und sei

f: G—R

eine in P € G differenzierbare Funktion. Dann gelten folgende Aussagen.
(1) Fiir jeden Vektor v € V ist
((Df)p ()] <|lv]] - |lgrad f(P)]] .

(2) Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn v linear abhingig zum Gra-
dienten ist.

(3) Sei grad f(P) # 0. Unter allen Vektoren v € V mit ||v||= 1 ist die
Richtungsableitung in Richtung des normierten Gradienten maximal,
und zwar gleich der Norm des Gradienten.
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Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

Der Gradient gibt demnach die Richtung an, in die die Funktion den stérksten
Anstieg hat. In die entgegengesetze Richtung liegt entsprechend der steilste
Abstieg vor.

Lokale Extrema von Funktionen in mehreren Variablen

Wir wollen mit den Mitteln der Differentialrechnung Kriterien erarbeiten, in
welchen Punkten eine Funktion

f: G—R

ein lokales Minimum oder ein lokales Maximum annimmt. Wenn man sich
den Graph einer solchen Funktion als ein Gebirge {iber der Grundmenge G
vorstellt, so geht es also um die Gipfel und die Senken des Gebirges. Der
folgende Satz liefert ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines lokalen
Extremums, das das entsprechende Kriterium in einer Variablen verallgemei-
nert.

Satz 49.11. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und G C 'V
eine offene Teilmenge. Es sei

f: G—R

eine Funktion, die im Punkt P € G ein lokales Extremum besitzt. Dann
gelten folgende Aussagen.

(1) Wenn f in P in Richtung v € V differenzierbar ist, so ist
(Duf)(P) = 0.

(2) Wenn f in P total differenzierbar ist, so verschwindet das totale Dif-
ferential, also

(Df)p = 0.
Beweis. (1) Zu v € V betrachten wir die Funktion
h: I — R, t — h(t) = f(P + tv),

wobei [ ein geeignetes reelles Intervall ist. Da die Funktion f in P ein lokales
Extremum besitzt, besitzt die Funktion h in ¢ = 0 ein lokales Extremum.
Nach Voraussetzung ist h differenzierbar und nach Satz 20.3 ist h'(0) = 0.
Diese Ableitung stimmt aber mit der Richtungsableitung iiberein, also ist

(Duf)(P) = h(0) = 0.
(2) folgt aus (1) aufgrund von Proposition 46.8. O

Ein lokales Extremum kann also nur in einem sogenannten kritischen Punkt
einer Funktion auftreten.
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Definition 49.12. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, G C
V offen und

f: G—R

eine differenzierbare Funktion. Dann heifit P € G ein kritischer Punkt von
f (oder ein stationdrer Punkt), wenn

(Df)p=0

ist. Anderfalls spricht man von einem requldren Punkt.

Die Hesse-Form

Wir sind natiirlich auch an hinreichenden Kriterien fiir das Vorliegen von
lokalen Extrema interessiert. Wie schon im eindimensionalen Fall muss man
sich die zweiten Ableitungen anschauen, wobei die Situation natiirlich da-
durch wesentlich verkompliziert wird, dass es zu je zwei Richtungsvektoren
v und w eine zweite Richtungsableitung D, = D, D,, gibt. Die zweite Rich-
tungsableitung wird dadurch handhabbar, dass man sie in die sogenannte
Hesse-Form bzw. Hesse-Matrix zusammenfasst.

Definition 49.13. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum,
G C V eine offene Menge und

f: G—R
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Zu P € G heifit die Abbildung
Hessp f: V xV — R, (u,v) — D, D, f(P),
die Hesse-Form im Punkt P € G.

Definition 49.14. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum,
G C V eine offene Menge und

fi G—R

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Es sei eine Basis v;, i =
1,...,n, von V gegeben mit den zugehorigen Richtungsableitungen D; :=
D,,i=1,...,n. Zu P € G heiflit dann die Matrix

D\Dyf(P) --- DiD,f(P)

die Hesse-Matrix zu f im Punkt P beziiglich der gegebenen Basis.
Die Hesse-Form zu einem festen Punkt P ordnet also zwei Vektoren eine

reelle Zahl zu, und sie ist durch ihre Hesse-Matrix vollstandig beschrieben.
Damit ordnet sie sich in das Konzept von symmetrischen Bilinearformen ein.
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49. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 49.1. Es seien L und M metrische Rdume und es sei

p: L—M
eine stetige Abbildung. Es sei

p(P) =@
und es sei

f: M —R

eine Funktion, die im Punkt () € M ein lokales Extremum besitze. Zeige,
dass

fop
in P ein lokales Extremum besitzt.

Aufgabe 49.2. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Zeige,
dass eine von 0 verschiedene lineare Abbildung

f:V—R

keine lokalen Extrema besitzt. Gilt dies auch fiir unendlichdimensionale Vek-
torrdume? Braucht man dazu Differentialrechnung?

Aufgabe 49.3. Berechne den Gradienten der Funktion

3

f: R — R, (n,y,2) — 2%y — 252"

in jedem Punkt P € R3.

Aufgabe 49.4. Es sei (V, (—, —)) ein euklidischer Vektorraum, G C V' eine
offene Menge, P € G ein Punkt und

f: G—R

eine in P differenzierbare Funktion. Zeige, dass f und (Df)p im Punkt P
den gleichen Gradienten besitzen.

Aufgabe 49.5. Es sei (V, (—, —)) ein euklidischer Vektorraum, G C V' eine
offene Menge, P € G ein Punkt und
f: G—R

eine in P differenzierbare Funktion. Zeige, dass ein Vektor v € V' genau dann
zum Kern von (D f)p gehort, wenn er orthogonal zum Gradienten grad f(P)
ist.
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Aufgabe 49.6. Bestimme die kritischen Punkte der Funktion
f: R — R, (z,y) — 2> + ¢~

Aufgabe 49.7. Bestimme die kritischen Punkte der Funktion
f: R? — R, (z,y) — zy* — .

Aufgabe 49.8. Bestimme die kritischen Punkte der Funktion
f: R —R, (2,y) — 2%y —y* + 2.

Aufgabe 49.9. Betrachte die Linearform
L: R —R, (z,y,2) — =+ 3y — 42.
(1) Bestimme den Vektor u € R® mit der Eigenschaft
{(u,v) = L(v) fiir alle v € R?,
wobei (—, —) das Standardskalarprodukt bezeichnet.
(2) Es sei
E = {(z,y,2)|3z — 2y — 52 = 0} C R?
und es sei p = L|g die Einschriankung von L auf E. Bestimme den
Vektor w € E mit der Eigenschaft
(w,v) = p(v) fir allev € E,

wobei (—, —) die Einschrénkung des Standardskalarprodukts auf E
bezeichnet.

Aufgabe 49.10. Es sei
f: G—R
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, wobei G C V eine offene Menge
in einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum sei. Zeige, dass fiir P € GG
und v € V die Beziehung
Z %Drf(P) = %HessP flv,v)
[r|=2

gilt.

Aufgabe 49.11. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, G C V/
offen, und P € G. Man gebe ein Beispiel von zwei zweimal stetig differen-
zierbaren Funktionen

f,g: G—R

an derart, dass ihre quadratischen Approximationen in P iibereinstimmen,
und die eine Funktion ein Extremum in P besitzt, die andere nicht.
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Aufgabe 49.12. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, dim (V)
> 2, G C V offen, und P € GG. Man gebe ein Beispiel von zwei zweimal stetig
differenzierbaren Funktionen

f,g: G—R

an derart, dass ihre quadratischen Approximationen in P iibereinstimmen,
und die eine Funktion ein Extremum in P besitzt, die andere nicht.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 49.13. (3 Punkte)

Sei V' ein reeller Vektorraum mit einem Skalarprodukt (—, —). Zeige, dass in
der Abschéitzung

[{v, W) <[[v]] - [[w]]

von Cauchy-Schwarz genau dann die Gleichheit gilt, wenn v und w linear
abhéngig sind.

Aufgabe 49.14. (4 Punkte)

Bestimme die kritischen Punkte der Funktion

f: R —R, (2,y) — 29® — 2y + sin y.

Aufgabe 49.15. (4 Punkte)

Bestimme die globalen Extrema fiir die Funktion
f: D—R, (2,y) — 2> +y* + 2y,

wobei D C R? das durch die Eckpunkte (0,0), (1,0) und (0,1) gegebene
abgeschlossene (volle) Dreieck ist.

Aufgabe 49.16. (4 Punkte)

Berechne den Anstieg der Funktion
[ R? —= R, (z,y) — 2’y —x + 3,

im Punkt P = (1,1) in Richtung des Winkels a € [0, 27]. Fiir welchen Winkel
ist der Anstieg maximal?
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Aufgabe 49.17. (5 Punkte)
Betrachte die Funktion
f: R —R, (2,y,2) — x+ siny — 2z

a) Bestimme den Gradienten G von f im Punkt P = (0,0, 0) € R? beziiglich
des Standardskalarprodukts (—, —).

b) Es sei

E={(z,y,2)|2z —y+32=0} CR®
und es sei g = f|g die Einschrinkung von f auf E. Bestimme den Gradienten
G von ¢ beziiglich der Einschrinkung des Standardskalarprodukts auf E.

c) Zeige, dass G die orthogonale Projektion von G auf E ist.

Aufgabe zum Hochladen

Aufgabe 49.18. (bis 10 Punkte)

Erstelle eine Graphik, die Beispiel 49.5 illustriert (es sollten der Graph der
Funktion, geeignete Léngsschnitte und die Nullstellenmenge wiedergegeben
werden).

50. VORLESUNG - KRITERIEN FUR EXTREMA

Bilinearformen

Definition 50.1. Sei K ein Korper und sei V' ein K-Vektorraum. Eine Ab-
bildung

VxV—K, (v,w) — (v,w),
hei3t Bilinearform, wenn fiir alle v € V' die induzierten Abbildungen
V— K, w+— (v,w),
und fiir alle w € V die induzierten Abbildungen
V— K, v— (v,w),
K-linear sind.

Definition 50.2. Es sei K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum und (—, —) eine Bilinearform. Es sei vy, ..., v, eine Basis von V. Dann
heifit die n x n-Matrix

(Vi, Vj)1<ij<n

die Gramsche Matriz von (—, —) beziiglich dieser Basis.
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Die Hesse-Matrix ist beispielsweise die Gramsche Matrix der Hesse-Form
beziiglich der Standardbasis im R". Fiir Elemente v = Z? a;v; und w =
> 7 bw; und die Gramsche Matrix G ist
b1
(vyw) = (ay, ..., a,)G | ¢
bn
Definition 50.3. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und (—, —) eine
Bilinearform. Die Bilinearform heifit symmetrisch, wenn

(v, w) = (w,v)

fiir alle v,w € V gilt.

Die Hesse-Form ist eine symmetrische Bilinearform aufgrund des Satzes von
Schwarz.

Definitheit

Definition 50.4. Es sei V ein reeller Vektorraum mit einer symmetrischen
Bilinearform (—, —). Diese Bilinearfrom heifit

(1) positiv definit, wenn (v, v) > 0 ist fiir alle v € V', v # 0.

(2) negativ definit, wenn (v,v) < 0 ist fur alle v € V., v # 0.

(3) positiv semidefinit, wenn (v,v) > 0 ist fiir alle v € V.

(4) negativ semidefinit, wenn (v,v) < 0 ist fiir alle v € V.

(5) indefinit, wenn (—, —) weder positiv semidefinit noch negativ semi-
definit ist.

3
4
5

Positiv definite symmetrische Bilinearformen nennt man auch Skalarproduk-
te. Eine Bilinearform auf V kann man auf einen Untervektorraum U C V ein-
schrianken, wodurch sich eine Bilinearform auf U ergibt. Wenn die urspriing-
liche Form positiv definit ist, so iibertrédgt sich dies auf die Einschriankung.
Allerdings kann eine indefinite Form eingeschrankt auf gewisse Unterrdume
positiv definit und auf andere negativ definit werden.

Wir besprechen nun das Minorenkriterium?* fiir Definitheit.
Lemma 50.5. Sei (—, —) eine symmetrische Bilinearform auf einem end-
lichdimensionalen reellen Vektorraum und sei vy, ...,v, eine Basis von V.

Es sei G die Gramsche Matriz zu (—, —) beziiglich dieser Basis und es seien
Dy, die Determinanten der quadratischen Untermatrizen

My, = ((vi,vj)h<ij<k, k=1,...,n.

Dann gelten folgende Aussagen.

24Unter einem Minor versteht man die Determinante einer quadratischen Untermatrix
einer Matrix. Man konnte also genauso gut von einem Determinantenkriterium sprechen.
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(1) Genau dann ist (—, —) positiv definit, wenn alle Dy positiv sind.
(2) Genau dann ist (—, —) negativ definit, wenn das Vorzeichen in der
Folge Dy =1, D1, Do, ..., D, an jeder Stelle wechselt.

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

Es gilt auch, dass wenn alle Minoren Dj # 0 und weder alle positiv noch
abwechselndes Vorzeichen besitzen, dass dann die Matrix indefinit ist.

Hinreichende Kriterien fiir lokale Extrema

Wir kommen jetzt zu hinreichenden Kriterien fiir die Existenz von lokalen
Extrema einer Funktion

f: G— R,

die auf Eigenschaften der zweiten Richtungsableitungen, genauer der Hesse-
Form, beruhen und die entsprechenden Kriterien in einer Variablen verall-
gemeinern. Zunédchst brauchen wir ein Lemma, das beschreibt, wie die Defi-
nitheit (oder der , Definitheitstyp“*®) der Hesse-Form vom Punkt abhingt.

Lemma 50.6. Sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, G C 'V
eine offene Teilmenge und

f: G—R

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Es sei P € G ein Punkt, in
dem die Hesse-Form Hessp f positiv (negativ) definit sei. Dann gibt es eine
offene Umgebung U, P € U C G, derart, dass die Hesse-Form Hessqg f in
jedem Punkt Q € U positiv (negativ) definit ist.

Beweis. Sei vy, ...,v, eine Basis von V', und sei G(Q) die Gramsche Matrix
zur Hesse-Form Hessg f im Punkt @) € G beziiglich dieser Basis. Aufgrund
der Differenzierbarkeitsvoraussetzungen hiangt G(Q) stetig von @) ab. Daher
hiangen auch die Determinanten der quadratischen Untermatrizen von G(Q)
stetig von () ab. Die Determinanten

Dy (P) = det (G(P)ij)1<ij<k)

ZDer Typ einer symmetrischen Bilinearform hat eine wohldefinierte Bedeutung:
Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum mit einer symmetrischen Biline-
arform (—, —). Man sagt, dass eine solche Bilinearform den Typ

(P, q)
besitzt, wobei
p :=max (dimg (U),U CV, (—, —)|u positiv definit)
und ¢ := max (dimg (W), W C V, (—, —)|w negativ definit)
ist.
Es ist stets p+ ¢ < dim (V) und es ist p = dim (V') genau dann, wenn die Form positiv
definit ist.
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sind alle von 0 verschieden. Daher gibt es eine offene Umgebung U, P € U C
G, derart, dass fiir alle ) € U die Determinanten

Dy(Q) = det ((G(Q)ij)1<ij<k)

das gleiche Vorzeichen haben wie Dy (P). Da diese Vorzeichen nach Lemma
50.5 iiber die Definitheit entscheiden, folgt die Behauptung. O

Satz 50.7. Se: V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, G C'V eine
offene Teilmenge und

f: G—R

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Es sei P € G mit (Df)p = 0.
Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Wenn Hessp f negativ definit ist, so besitzt f ein isoliertes lokales
Mazimum i P.

(2) Wenn Hessp f positiv definit ist, so besitzt f ein isoliertes lokales
Minimum in P.

(3) Wenn Hessp f indefinit ist, so besitzt f in P weder ein Minimum
noch ein Mazimum.

Beweis. (1). Aufgrund von Lemma 50.6 gibt es ein § > 0 derart, dass die
Hesse-Form Hessg f negativ definit ist fiir alle @ € U (P,0). Fiir alle Vekto-
ren v € V, v e U(0,§), gibt es nach Satz 48.5 ein ¢ = ¢(v) € [0, 1] mit

(o) = 1)+ 3 DU(P o) = [(P)+ 5 Hessp i f(0,0)

Da die Hesse-Form negativ definit ist, steht rechts fiir v £ 0 eine Zahl, die
echt kleiner als f(P) ist. Daher liegt ein isoliertes lokales Maximum vor. (2)
wird wie (1) bewiesen oder durch betrachten von —f darauf zuriickgefiihrt.
(3). Sei Hessp f indefinit. Dann gibt es Vektoren v und w mit

Hessp f(v,v) > 0 und Hessp f(w,w) <0.

Wegen der stetigen Abhéngigkeit der Hesse-Form gelten diese Abschétzungen
auch fir Hessg f fiir @ aus einer offenen Umgebung von P (mit den gleichen
Vektoren v und w). Wir kénnen durch Skalierung von v und w annehmen,
dass P+ v und P + w zu dieser Umgebung gehoren. Wie im Beweis zu Teil
(1) gilt daher (v und w sind nicht 0)

F(P4+0) = f(P) 4 5 Hesspoes f(0,0) > F(P)
und
f(P+w) = f(P)—l—%HessPerw flw,w) < f(P)

mit ¢, d € [0, 1]. Also kann in P kein Extremum vorliegen. O
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Beispiel 50.8. Wir betrachten die Funktion
f: R —R, (z,y) — 2+ 32 — 20y — * + o°.
Die partiellen Ableitungen sind

0 0

—f: 1+ 62 — 2y und —f:—2x—2y+3y2.

ox Oy

Zur Berechnung der kritischen Punkte dieser Funktion eliminieren wir  und
erhalten die Bedingung

9y — 8y +1 = 0,

+v7 4
9 9

fiihrt. Die kritischen Punkte sind also

Pl:(@,ﬂ;z) undpF(—M—l —@é),

die zu

54 9 9

Die Hesse-Form ist in einem Punkt @ = (z,y) gleich

6 -2
Hessqg f = (_2 —2+6y) .

Zur Bestimmung des Definitheitstyps ziehen wir Lemma 50.5 heran, wobei
der erste Minor, also 6, natiirlich positiv ist. Die Determinante der Hesse-
Matrix ist
—16 + 36y,

was genau bei y > g positiv ist. Dies ist im Punkt P, der Fall, aber nicht
im Punkt P,. Daher ist die Hesse-Matrix im Punkt P, nach Lemma 50.5
positiv definit und somit besitzt die Funktion f im Punkt P, nach Satz 50.7
ein lokales Minimum, das zugleich ein globales Minimum ist. In P, ist die
Determinante negativ, so dass dort die Hesse-Form indefinit ist und somit,
wiederum nach Satz 50.7, kein Extremum vorliegen kann.

Beispiel 50.9. Wir betrachten die Abbildung
v: Ry xR — R, (z,y) — V.
Es ist
2V = e(lna)y

Die partiellen Ableitungen sind

0 0

P_Y jmay Y yong ZF = (Inz)- ™2V = (In z) - a2¥.

or =« x dy

Da die Exponentialfunktion stets positiv ist, ist P = (1,0) der einzige kriti-
sche Punkt. Die Hesse-Matrix in einem Punkt (x,y) ist

( —uty®  (naz)y  Lylnz o(n x)~y) ( —uty’ gy Lyle xy)
X — x .

T x
1+yxln z , o(nz)y (In z)? - e(ln )y % cz¥ (Inx)?-2Y
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In P ist dies
Hessp ¢ = (2 (1]) .

Nach Lemma 50.5 ist daher die Hesse-Form im kritischen Punkt weder po-
sitiv definit noch negativ definit. Man kann direkt zeigen, dass diese Matrix

indefinit ist (vom Typ (1,1)), da diese Bilinearform auf <1

1) positiv und auf

(_11) negativ definit ist. Nach Satz 50.7 liegt in diesem Punkt also kein
Extremum vor.

Dies kann man auch ohne Differentialrechnung erkennen. Fiir x = 1 oder
y = 0 ist ¥ = 1. Ansonsten gelten die folgenden Beziehungen.

(1) FirO <z <1lundy > 0ist ¥ < 1.
(2) Fiir x > 1 und y > 0 ist a¥ > 1.
(3) FirO<z <1lund y<O0ist z¥ > 1.
(4) Fiir x > 1 und y < 0 ist 2¥ < 1.

Daher gibt es in jeder Umgebung von (1,0) Punkte, an denen die Funktions-
werte grofer bzw. kleiner als 1 sind.

Bemerkung 50.10. Es sei
g: la,b] — R
eine stetige Funktion und
a=Tog < <Ty<...<xp<b=ux,11

eine Unterteilung des Intervalls durch n Zwischenpunkte (in n+1 Teilinterval-
le). Dazu gehort die Treppenfunktion, die auf [z;, z;11[ den konstanten Wert
g(x;) annimmt. Wenn g monoton wachsend ist, so ist dies eine untere Trep-
penfunktion, und das zugehorige Treppenintegral ist eine untere Schranke
fiir das bestimmte Integral f: g(t)dt. Das Treppenintegral ist gegeben durch

f@y,. o an) = Zg(fvi) (@ir1 — @)

Wir fragen uns, fiir welche Intervallunterteilung mit n Teilpunkten das Trep-
penintgral maximal oder minimal wird. Dazu kann man die differentiellen
Methoden zur Bestimmung von Extrema fiir Funktionen in mehreren Varia-
blen verwenden, vorausgesetzt, dass ¢ (hinreichend oft) differenzierbar (in
einer Variablen) ist. In diesem Fall sind die partiellen Ableitungen von f

gleich
of _
oz, g'(:) (i1 — i) — g(z:) + g(i1)
firi=1,...,n (wobei 2o = a und x,,1 = b zu lesen ist). Als Definitionsbe-

reich von f kann man die offene Menge

{(x1,...,xp)]a <z <29 < ..., <b} CR"
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oder aber [a, b]" wihlen. Es ist im Allgemeinen schwierig, die kritischen Punk-
te dieser Abbildung zu bestimmen.

Beispiel 50.11. Wir wollen fiir die Funktion
g R—R, t—g(t)=1—13,

und das Einheitsintervall [0, 1] bestimmen, fiir welche zwei Unterteilungs-
punkte 0 < x < y < 1 das Treppenintegral der zugehorigen (dreistufigen)
unteren Treppenfunktion maximal wird. Das Treppenintegral wird durch die
Funktion

flay) = a(l-2")+(@y—2)(1-y)
= x—x4—|—y—y4—x+xy3
= —a'+y—y' +ay’
beschrieben. Die partiellen Ableitungen dieser Funktion sind

af_ 3 3

8—f:1—4y3+3xy2.
dy

Wir bestimmen die kritischen Punkte. Aus der ersten partiellen Ableitung
ergibt sich die Bedingung
y = Viz

und daraus ergibt sich mit der zweiten partiellen Ableitung die Bedingung

1—162% +3-425323 = 0,

und

also
(16 —3-4°%)2* = 1
bzw.
T = 3; =~ (,4911.
V16 — 3 -42/3
Somit ist

V16 —3- 4237 V16 —3-42/3

der einzige kritische Punkt. Wir bestimmen die Hesse-Matrix in diesem
Punkt, sie ist

1 Y4
P = ( Vi ) ~ (0,4911, 0, 7796)

(1227 3y?
Hessp f = ( 3y? —12y2+6xy>

—2,8942 1,8233
1,8233 —4,9961) °

also negativ definit nach Lemma 50.5. Daher liegt in P ein Maximum nach
Satz 50.7 vor.

und in P gleich
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Beispiel 50.12. Wir wollen fiir die Funktion
g: R— R, t—> 1,

und das Einheitsintervall [0, 1] bestimmen, fiir welche n Unterteilungspunkte
0<z <...<ux, <1das Treppenintegral der zugehorigen ((n+1)-stufigen)
unteren Treppenfunktion maximal wird. Das Treppenintegral wird durch die
Funktion

fxy, ..., xn) = x1(v2— 1) + 22(x3 —20) + . ..
+xn71(xn - xnfl) + xn(l - xn)

n—1 n
o 2
= TiTiv1 + Ty — x;
i=1 =1

beschrieben. Die partiellen Ableitungen dieser Funktion sind

o _ o

axl_ 2 1,
of

= T i+1 — 2@
8:@ T 1+l’+1 T

firte=2,...,n— 1 und

of

= Ty_1+1—2x,.
axn Tpn_1+ X

Wir bestimmen die kritischen Punkte, indem wir die partiellen Ableitungen
gleich 0 setzen. Die ersten n — 1 Gleichungen ergeben sukzessive die Bedin-
gungen

xTr; = iIl
fiir alle 7. Dies zeigt man durch Induktion, der Induktionsanfang (i = 1) ist
trivial, ¢ = 2 folgt direkt aus der ersten Gleichung und der Induktionsschritt
ergibt sich aus

Tiv1 — —Tj—1 -+ 2]7@ = —<Z — 1).1'1 + 221’1 = (Z + 1)1‘1
Aus der letzen Gleichung folgt schliefllich
0=z, 1+1-2z, =1+(n—1-2n)x; = 1—(n+ 1)y

und somit r; = n+r1 Der einzige kritische Punkt liegt also in der dquidistan-
ten Unterteilung vor. Die Hesse-Form ist (unabhéngig vom Punkt) gleich

-2 1 0 ... ... 0
1 =2 1 0 0
0 1 -2 1 0
o ... 0 1 =2 1
o ... ... 0 1 =2

Diese Matrix ist negativ definit nach Lemma 50.5. Daher liegt in der dquidi-
stanten Unterteilung nach Satz 50.7 das Maximum vor.
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50. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Wenn in den folgenden Aufgaben nach Extrema gefragt wird, so ist damit
gemeint, dass man die Funktionen auf (isolierte) lokale und globale Extrema
untersuchen soll. Zugleich soll man, im differenzierbaren Fall, die kritischen
Punkte bestimmen.

Aufgabe 50.1. Untersuche die Funktion
f: Rz —>R7 (‘ray) |—>.I‘2 _y27

auf Extrema.

Aufgabe 50.2. Untersuche die Funktion
f: Rz —>R7 (may) '—>$2 _y47

auf Extrema.

Aufgabe 50.3. Untersuche die Funktion
f: R2 — R, (x,y) — 222 + 3y* + bay,

auf Extrema.

Aufgabe 50.4. Untersuche die Funktion
f: R? — R, (z,y) — 222 + 39> + 4ay,

auf Extrema.

Aufgabe 50.5. Untersuche die Funktion
f: R2 — R? (x,y) — fL’y2 —$3y,

auf Extrema.

Aufgabe 50.6. Bestimme fiir die Funktion

f: D—R, (z,y) — zyy/3 — 22 — 92,

den maximalen Definitionsbereich D C R? und untersuche die Funktion auf
Extrema.
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Aufgabe 50.7.*
Bestimme die kritischen Punkte der Funktion
o: R — R, (z,y) — (32° — 22y — y* + 52),

und entscheide, ob in diesen kritischen Punkten ein lokales Extremum vor-
liegt.

Aufgabe 50.8.*
Untersuche die Funktion
[ R? — R, (z,y) — 2 +zy — 6y° — v,

auf kritische Punkte und Extrema.

Aufgabe 50.9.*

Bestimme die lokalen und globalen Extrema der auf der abgeschlossenen
Kreisscheibe B(0,1) = {(z,y) € R*|2? + y* < 1} definierten Funktion

f: B(071>—>R7 (x,y)'—>x2+y3—y2—y.

Aufgabe 50.10.*
Wir betrachten die Abbildung

xrz

f: RxRy xR — R, (x,y,z)l—>m
(es ist also y > 0).

a) Berechne die partiellen Ableitungen von f und stelle den Gradienten zu

f auf.

b) Bestimme die isolierten lokalen Extrema von f.

Aufgabe 50.11.*
Untersuche die Funktion
f: R — R, (z,y) — —32° 4+ 22y — Ty* + ,

auf Extrema.

Aufgabe 50.12. Wir betrachten die Funktion
f:00,1] — R, t+—1—¢

Fiir welches z € [0, 1] besitzt die zugehorige zweistufige (maximale) untere
Treppenfunktion zu f den maximalen Flacheninhalt? Welchen Wert besitzt
er?
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Aufgabe 50.13.*
Wir betrachten die Funktion
f:00,1] — R, t+—1—1¢2

Fiir welche z,y € [0, 1], z < y, besitzt die zugehorige dreistufige (maximale)
untere Treppenfunktion zu f den maximalen Flacheninhalt? Welchen Wert
besitzt er?

Aufgabe 50.14. Es sei K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-Vektor-
raum und (—, —) eine Bilinearform auf V. Zeige, dass (—, —) genau dann
symmetrisch ist, wenn es eine Basis vq,...,v, von V gibt mit

(Ui>Uj> = <Uj,Uz'>
fir alle 1 <14,57 <n.

Aufgabe 50.15. Sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum mit ei-
ner symmetrischen Bilinearform (—, —) auf V. Es sei uq, ..., u, eine Ortho-
gonalbasis auf V' mit der Eigenschaft (u;,u;) > 0 fiir alle i = 1,... n. Zeige,
dass (—, —) positiv definit ist.

Aufgabe 50.16. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und
(—, —) eine symmetrische Bilinearform auf V. Zeige, dass die Gramsche Ma-
trix zu dieser Bilinearform beziiglich einer geeigneten Basis eine Diagonal-
matrix ist, deren Diagonaleintrage 1, —1 oder 0 sind.

Aufgabe 50.17. Man gebe ein Beispiel einer symmetrischen Bilinearform,
das zeigt, dass der Unterraum maximaler Dimension, auf dem die Einschrén-
kung der Form positiv definit ist, nicht eindeutig bestimmt ist.

Aufgabe 50.18. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, G C
V' eine offene Menge und

f: G—R
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Zeige, dass die Hesse-Form von
f in jedem Punkt P € GG symmetrisch ist.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 50.19. (3 Punkte)

Bestimme die Gramsche Matrix des Standardskalarproduktes im R3 beziig-

1 2 0
lich der Basis [ 2], | 4| und | 1
3 5 5

Aufgabe 50.20. (3 Punkte)

Man gebe ein Beispiel fiir einen endlichdimensionalen reellen Vektorraum V/
mit einer symmetrischen Bilinearform (—, —) auf V' und einer Basis u4, ..., u,
von V derart, dass (u;,u;) > 0 fir alle ¢ = 1,...,n ist, aber (—, —) nicht
positiv definit ist.

Aufgabe 50.21. (4 Punkte)
Sei I =] — 7, 7[. Untersuche die Funktion

COS T

f:IxI—R, (z,y)— ,
Ccos y

auf Extrema.

Aufgabe 50.22. (4 Punkte)
Untersuche die Funktion
f: R? —R, (2,y) — 2% + 99 + 629,

auf Extrema.

Aufgabe 50.23. (5 Punkte)
Sei
h: Ryg — R
eine Funktion und betrachte
f: R — R, (z,y) — h(z® + 9.

Zeige, dass f allenfalls im Nullpunkt (0,0) ein isoliertes lokales Extremum
besitzen kann, und dass dies genau dann der Fall ist, wenn A in 0 ein isoliertes
lokales Extremum besitzt.
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51. VORLESUNG - DIFFEOMORPHISMEN

Der Satz iiber die Umkehrabbildung

Es sei I C R ein reelles Intervall und
f: I —R

eine stetig differenzierbare Funktion mit f’(z() # 0 in einem Punkt 2y € 1.
Nehmen wir an es gelte f/(zg) > 0. Da die Ableitung stetig ist, gibt es auch
ein offenes Intervall J =|zg — €, 29 + €[C I derart, dass f'(x) > 0 ist fir
alle z € J. Aufgrund von Satz 20.7 (2) ist somit f auf J streng wachsend.
Daher ist insbesondere f auf J injektiv. Das Bild J' = f(J) ist nach dem
Zwischenwertsatz ein Intervall und daher liegt eine Bijektion

f|]2 J — J
vor. Nach Satz 19.9 ist die Umkehrfunktion

g: J —J
ebenfalls differenzierbar, und ihre Ableitung in y € J' ist ¢'(y) = m.
Daher ist die Umkehrfunktion auf J’ auch stetig differenzierbar. Eine dhnli-
che Argumentation ist durchfithrbar, wenn f(z¢) < 0 ist. Insgesamt bedeutet
dies, dass aus dem Nichtverschwinden der Ableitung in einem Punkt folgt,

dass die Funktion sich in einer kleinen offenen Umgebung des Punktes bijek-
tiv verhalt mit stetig differenzierbarer Umkehrabbildung.

Der Satz iiber die (lokale) Umkehrabbildung verallgemeinert diese Beob-
achtung auf héhere Dimensionen. Er gehdrt zu den wichtigsten Sétzen der
mehrdimensionalen Analysis und besagt, dass eine stetig differenzierbare Ab-
bildung ¢ zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen, fiir die das totale
Differential in einem Punkt bijektiv ist (was voraussetzt, dass die Dimen-
sion des Definitionsraum mit der Dimension des Zielraums iibereinstimmt),
die Abbildung selbst auf geeigneten kleinen offenen Umgebungen von P und
von ¢(P) eine Bijektion ist. D.h. die Abbildung verhélt sich lokal so wie das
totale Differential.

Der folgende Satz heifit Satz tiber die Umkehrbarkeit. Wir verzichten auf den
recht aufwéandigen Beweis.
Satz 51.1. Es seien V| und Vy euklidische Vektorriume, sei G C Vi offen
und es set

p: G— Vs

eine stetig differenzierbare Abbildung. Es sei P € G ein Punkt derart, dass
das totale Differential

(De)p



200

bijektiv ist. Dann gibt es eine offene Menge Uy C G und eine offene Menge
Uy C Vo mit P € Uy und mit p(P) € Uy derart, dass ¢ eine Bijektion

gO’Uli U1 — U2
induziert, und dass die Umkehrabbildung
(@loy) ™ Uz — Uh

ebenfalls stetig differenzierbar ist.
Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

Dabei ergibt sich das totale Differential der Umkehrabbildung in einem Punkt
¢(P) aufgrund der Kettenregel einfach als Umkehrabbildung des totalen Dif-
ferentials in P.

Definition 51.2. Seien V' und W endlichdimensionale reelle Vektorraume,
sei G C V offen, sei P € G und sei

p: G— W

eine in P differenzierbare Abbildung. Dann heif3t P ein reguldrer Punkt von
©, wenn

rang (Dy)p = min (dim (V), dim (W))

ist. Andernfalls heifit P ein kritischer Punkt oder ein singuldrer Punkt.

Bemerkung 51.3. Eine differenzierbare Abbildung ¢: G — W ist genau
dann regulédr in einem Punkt P € G, wenn das totale Differential (Dy)p den
maximal moglichen Rang besitzt. Der Rang ist nach Lemma 11.2 und nach
Lemma 11.3 gleich dem Spalten- bzw. Zeilenrang einer beschreibenden Ma-
trix. Daher ist der Rang maximal gleich der Anzahl der Zeilen und maximal
gleich der Anzahl der Spalten, also maximal gleich dem Minimum der beiden
Dimensionen.

Bei dim (W) = 1 ist P ein reguldrer Punkt genau dann, wenn (D¢)p nicht
die Nullabbildung ist. Daher stimmt diese Definition von regulér mit Defi-
nition {iberein. Bei dim (V') = 1 bedeutet die Regularitit wiederum, dass
(Dy)p # 0 ist. Generell bedeutet bei dim (V) < dim (W) die Regularitét,
dass (Dy)p injektiv ist, und bei dim (V) > dim (W) bedeutet die Regula-
ritat, dass (D) p surjektiv ist. Insbesondere bedeutet bei dim (V') = dim (W)
die Regularitdt in P, dass das totale Differential bijektiv ist und dass daher
die Voraussetzung im Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit erfiillt ist.

Beispiel 51.4. Wir betrachten die Abbildung
P RQ — R27 (l’,y) — ('%2 - y,x+my)

Diese Abbildung ist differenzierbar und die Jacobi-Matrix in einem Punkt

P = (z,y) ist
2v -1
1+y =« )~
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Die Determinante davon ist

202 + 1+,
so dass die Bedingung

y# —22° —1
die reguléren Punkte der Abbildung charakterisiert. Im Nullpunkt (0, 0) liegt
beispielsweise ein reguldrer Punkt vor, so dass dort aufgrund des Satzes iiber
die lokale Umkehrbarkeit lokal eine Bijektion vorliegt, d.h. es gibt offene
Umgebungen U; und U von (0, 0) derart, dass die eingeschrinkte Abbildung

gD’Ul : U1 — U2
bijektiv ist (mit stetig differenzierbarer Umkehrabbildung).
Wie grofl kann dabei U; gewdhlt werden? Wir beschréanken uns auf offene
Ballumgebungen U (0,7). Bei r > 1 enthélt eine solche Kreisscheibe zwei
Punkte der Art
(£z,-1).
Diese werden unter ¢ auf
p(tz,-1) = (2% = (=1), 2 + 2(-1)) = (z° +1,0)

abgebildet, also auf den gleichen Punkt. Daher ist die Einschrankung der
Abbildung auf eine solche Kreisscheibe nicht injektiv, und auf einer solchen
Menge kann es keine Umkehrabbildung geben.

Betrachten wir hingegen U; = U (0,7) mit » < 1 und Us := ¢(U;). Da Uy
keine kritischen Punkte enthélt, ist nach Aufgabe 51.14 das Bild U, offen.
Die eingeschriankte Abbildung ¢|y,: Uy — Us ist nach Definition von U,
surjektiv, so dass nur die Injektivitdt zu untersuchen ist.

Das Gleichungssystem

2 —y=wvund x + 2y = v

fiihrt auf

y=2a>—u

und auf

r(1+2°—u) =2+ (1 —uwz = v.
Seien (z,y) und (z,7) aus U ((0,0), 1) mit

p(r,y) = o(T,9)

gegeben. Dann ist

P (l—u)r =v=734+1—u)i
und somit

0=2"-+(1-u)(z—-2) = @—-28) (P +zi+2+1—u).
Bei x # & muss also
i+ +1-u=0
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?—u = —272—7*—1und ebenso § = —xZ—2>—1.

sein. Dies bedeutet y = «x
Wegen

z(y+1) =wv
und y+1 > 0 miissen x und v das gleiche Vorzeichen besitzen. Daher miissen
auch z und 7 das gleiche Vorzeichen besitzen. Daraus folgt aber

y = —ai—i*—1< -1,

so dass es in der offenen Kreisumgebung mit Radius 1 keine zwei verschiede-
nen Urbilder geben kann.?¢

Diffeomorphismen

Der Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit gibt Anlass zu folgender Definition.

Definition 51.5. Es seien V; und V5 euklidische Vektorraume und U; C V;
und U, C V5 offene Teilmengen. Eine Abbildung

@: U1—>U2

heifit C*- Diffeomorphismus, wenn ¢ bijektiv und k-mal stetig differenzierbar
ist, und wenn die Umkehrabbildung

go_lz Uy — U,

ebenfalls k-mal stetig differenzierbar ist.

Der Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit besagt also, dass eine stetig differen-
zierbare Abbildung mit invertierbarem totalen Differential lokal (!) ein C'-
Diffeomorphismus ist (es gibt auch C*-Versionen von diesem Satz). Zwei of-
fene Mengen U; und U, heifien C*-diffeomorph, wenn es einen C*-Diffeomor-
phismus zwischen ihnen gibt.

Der Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit macht keine Aussage iiber die Grofie
der offenen Mengen, auf denen ein Diffeomorphismus vorliegt. Abbildungen,
die auf groflen und iibersichtlichen Teilmengen umkehrbar sind, werden durch
Koordinatensysteme bereit gestellt. Wir besprechen hier Polarkoordinaten
und Kugelkoordinaten.

Wir haben gelegentlich fiir die reelle Ebene (bzw. die komplexen Zahlen) Po-
larkoordinaten verwendet. Hier besprechen wir Polarkoordinaten in Hinblick

auf lokale Umkehrbarkeit.

26Man kann auch folgendermaBen argumentieren: Die Ableitung von % + (1 — u)x nach
zist 322+ (1—u) = 322 +1— (22 —y) = 222 +1+y. Wegen |y| < 1 ist dies positiv. Somit
ist 2% + (1 —wu)x streng wachsend in 2 nach Satz 20.7. Daher gibt es zu einem vorgegebenen
Punkt (u,v) € Uy nur ein z, das die Bedingung

P+ (1l—uz=v

2

erfiillt. Wegen y = x* — u ist auch die zweite Komponente y eindeutig bestimmt.
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Beispiel 51.6. Die Abbildung
¢0: R? — R?, (r,a) — (r cos a,7 sin a),

heifit Polarkoordinatenauswertung. Sie ordnet einem Radius und einem Win-
kel denjenigen Punkt der Ebene (in kartesischen Koordinaten) zu, zu dem
man gelangt, wenn man in Richtung des Winkels (gemessen von der z-Achse
aus gegen den Uhrzeigersinn) die Strecke r zuriicklegt. Sie ist in jedem Punkt
(r, ) stetig differenzierbar mit der Jacobi-Matrix

cos « —r sin «

sina  rcosa )
Diese Abbildung ist nicht injektiv, da die Abbildung im zweiten Argument,
also im Winkel «, periodisch mit der Periode 27 ist. Bei r = 0 ist - unabhéngig

von « - das Bild gleich (0, 0). Ferner ist p(—r, a+m) = ¢(r, o). Die Abbildung
kann also nicht global invertierbar sein.

Die Determinante der Jacobi-Matrix ist

r(cos® a + sin® a) =7.
Bei r # 0 liegt also nach Satz 11.11 ein bijektives totales Differential vor.
Nach dem Satz iiber die lokale Umkehrabbildung gibt es zu jedem Punkt
(r,a) mit 7 # 0 eine offene Umgebung (r,«) € U; und eine bijektive Abbil-
dung

90|U1: U1 — U2 = gO(Ul)
Bei r > 0 kann man beispielsweise als offene Umgebung das offene Rechteck

Uy =lr—0,r+0x]a—ea+e¢

mit 7 > 6 > 0 und mit 7 > ¢ > 0 wéhlen. Das Bild davon, also U,, ist der
Schnitt des (offenen) Kreisringes zu den Radien r — § und r + 0 und dem
(offenen) Kreissektor, der durch die beiden Winkel av — € und a4 € begrenzt
ist.

Man kann diese Abbildung zu einer bijektiven Abbildung, und zwar zu einem
Diffeomorphismus, auf groflen offenen Mengen einschréinken, beispielsweise
zu

R, x| — m,7[— R?\ {(x,0)|z < 0}, (r,a) — (r cos a,7 sin ).



204

Die Bijektivitit folgt dabei aus den grundlegenden Eigenschaften der trigo-
nometrischen Funktionen, siehe insbesondere Satz 21.8. Wenn man das offene
Intervall | — 7, 7| durch das halboffene Intervall | — 7, 7] ersetzt, so bekommt
man eine Bijektion zwischen Ry x| — 7, 7] und R?\ {(0,0)}. Man kann aber
nicht von einem Diffeomorphismus sprechen, da dies nur fiir offene Mengen
definiert ist. Die Umkehrabbildung ist iibrigens noch nicht einmal stetig.

Beispiel 51.7. Die Abbildung
R?* — R?, (r,0,0) — (r cos o sin @, r sin ¢ sin 6, r cos 0)

(bzw. die Einschrinkung davon auf Teilmengen wie Rso x [0, 7] x [0, 27])
nennt man Kugelkoordinatenauswertung. Diese Abbildung bildet die Kugel-
koordinaten (r,0,¢) auf die zugehorigen kartesischen Koordinaten (zx,y, 2)
ab.

,’?f (F', 6! ';D)

Die Bedeutung der Kugelkoordinaten sind folgendermafen: r ist der Abstand
von (z,y, z) zum Nullpunkt. Bei r = 1 definieren die beiden Winkel ¢ und
0 einen Punkt auf der Einheitskugel, und zwar bestimmt ¢ einen Punkt auf
dem Einheitskreis in der 2 — y-Ebene (auf dem Aquator) und # bestimmt
einen Punkt auf dem zugehérigen Halbkreis (der durch den Aquatorpunkt
und Nord- und Siidpol festgelegt ist), wobei der Winkel zum Nordpol ge-
messen wird. Fiir (r = 1 und) einen festen Winkel § parametrisiert ¢ einen
Breitenkreis, wobei 6 = 7 den Aquator beschreibt. Bei einem festen Win-
kel ¢ hingegen parametrisiert # den oben angesprochenen Halbkreis, einen
Langenkreis. In der Geographie herrschen iibrigens etwas andere Konventio-
nen, man wéhlt den zweiten Winkel aus [—7, 7] (statt + und — spricht man
von nordlicher und siidlicher Breite) und nimmt — sin 6.

Die Jacobi-Matrix der Abbildung ist
cos p sin @ 1 cos @ cos @ —rsin p sin 6

sin ¢ sin @ rsin @ cos @ 1 cos @ sin 6
cos 0 —r sin 0 0



205

und die Determinante davon ist

r? sin 6 .

D.h. bei r # 0 und 0 € Zx ist das totale Differential invertierbar und daher
liegt nach Satz 51.1 ein lokaler Diffeomorphismus vor. Die inhaltliche Inter-
pretation der Abbildung zeigt, dass hier iiberhaupt ein Diffeomorphismus
zwischen R, x]0, 7[x[0, 27[ und R?\ {(0,0, z)| 2 € R} vorliegt.

51. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 51.1. Zeige, dass die Abbildung
R2 — R x R+7 (I,y) — (x7€w+y)’

bijektiv ist. Man gebe explizit eine Umkehrabbildung an.

Aufgabe 51.2. Es sei
fi R—R, z— f(x),
eine Funktion. Zeige, dass die Abbildung
R* — R?, (z,y) — (z,y + f(2)),
bijektiv ist. Bestimme explizit eine Umkehrabbildung.

Aufgabe 51.3. Man gebe ein Beispiel einer bijektiven differenzierbaren Ab-
bildung
p: Uy — Uy

mit einer stetigen Umkehrabbildung 1 derart, dass ¥ nicht differenzierbar
ist.

Aufgabe 51.4. Definiere explizit einen Diffeomorphismus zwischen R™ und
einer offenen Kugel U (0,7) C R™.

Aufgabe 51.5. Es seien
fisoosfn R—R
stetig differenzierbare Funktionen. Betrachte die Abbildung
fr R —R" (x1,...,2,) —> (fi(z1), ..., fulzn)),
Zeige:



206

(1) Die Abbildung f ist differenzierbar.

(2) Das totale Differential von f in 0 ist genau dann bijektiv, wenn von
samtlichen Funktionen f;, ¢+ = 1,...,n, die Ableitungen in 0 nicht 0
sind.

(3) f ist genau dann auf einer offenen Umgebung von 0 bijektiv, wenn
die einzelnen f; in einer geeigneten Umgebung bijektiv sind.

Aufgabe 51.6. Bestimme die reguliren Punkte der Abbildung
0: R? — R? (2,9) — (2%y, 2 — sin y).

Zeige, dass ¢ in P = (1,0) regulér ist und bestimme das totale Differential
der Umkehrabbildung von ¢|y in ¢(P), wobei U eine offene Umgebung von
P sei (die nicht explizit angegeben werden muss).

Aufgabe 51.7. Seien U, V, W euklidische Vektorraume und seien ¢ : U —
V und ¢ : V — W differenzierbare Abbildungen. Es sei ¢ regulér in P € U
und ¢ reguldr in QQ = p(P) € V. Ist dann 1 o  reguldr in P? Unter welchen
Voraussetzungen stimmt dies?

Aufgabe 51.8. Das komplexe Quadrieren
C —C, z+— 22,
kann man reell schreiben als
0: R? — R? z+iy = (z,y) — (x+iy)? = 22—y + 2izy = (2° —?, 22y).

Untersuche ¢ auf reguldre Punkte. Auf welchen (mdoglichst groBen) offenen
Teilmengen ist ¢ umkehrbar?

Aufgabe 51.9.*
Man gebe ein Beispiel einer Funktion
f: R— R,

das zeigt, dass im Satz iiber die (lokale) Umkehrbarkeit die Bijektivitéit im
Allgemeinen nur auf echten Teilintervallen besteht.

Aufgabe 51.10.*

Man gebe fiir jedes n € N eine bijektive, total differenzierbare Abbildung
on: R* — R"

an, fiir die das totale Differential in mindestens einem Punkt nicht regular

ist.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 51.11. (2 Punkte)

Seien U; und U, offene Mengen in euklidischen Vektorrdumen V; und V,. Es
sei

@: Ul — U2
eine bijektive Abbildung, die in einem Punkt P € U; differenzierbar sei

derart, dass die Umkehrabbildung in @ = ¢(P) auch differenzierbar ist.
Zeige, dass das totale Differential (D) p bijektiv ist.

Aufgabe 51.12. (4 Punkte)
Bestimme die Umkehrabbildung zur Abbildung
R? — R?, (2,y) — (x + 9%, —y* — 20> — 2 +y* + .+ 9).

(Tipp: Versuche, diese Funktion als Hintereinanderschaltung von einfacheren
Abbildungen zu schreiben.)

Aufgabe 51.13. (3 Punkte)

Seien V] und V5 endlichdimensionale reelle Vektorrdume, G C V; offen und
sel

p: G— Vs
eine stetig differenzierbare Abbildung. Es sei U C G eine offene Teilmenge
derart, dass fiir jeden Punkt P € U das totale Differential (D¢g)p bijektiv
ist. Zeige, dass dann das Bild ¢(U) offen in V5 ist.

Aufgabe 51.14. (7 Punkte)
Betrachte die Abbildung
p: R — R, (2,y) — (¢ +y,29).

(1) Bestimme die reguldren Punkte von .

(2) Zeige, dass in den kritischen Punkten die Abbildung ¢ nicht lokal
invertierbar ist, dass also die Einschrankung von ¢ in keiner offenen
Umgebung eines kritischen Punktes bijektiv wird.

(3) Lasst sich jedes reelle Zahlenpaar (s,p) schreiben als (s,p) = (x +
Yy, vy)?

(4) Ist ein reelles Zahlenpaar (x,y) bis auf Vertauschen der Komponenten
eindeutig durch die Summe z + y und das Produkt zy festgelegt?
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Aufgabe 51.15. (5 Punkte)
Betrachte die Abbildung
0: R* — R3 (2,9,2) — (x +y + 2,2y + 22 + yz, 1Y2).

Zeige, dass ein Punkt (z,y,2) genau dann ein kritischer Punkt von ¢ ist,
wenn in (z,y, z) zwei Zahlen doppelt vorkommen.

Aufgabe 51.16. (5 Punkte)
Betrachte die Abbildung
p: R? — R?, (2,y,2) — (2° — y?2,y + sin zz).

Zeige, dass die Menge der kritischen Punkte von ¢ eine Gerade umfasst, aber
auch noch weitere (mindestens einen) Punkte enthélt.

52. VORLESUNG - IMPLIZITE ABBILDUNGEN

Der Satz iiber implizite Abbildungen

Definition 52.1. Zu einer Abbildung
p: L—M
zwischen zwei Mengen L und M heift zu y € M die Menge
Fy=A{z e Llp(r) =y}

die Faser von ¢ iiber y.

Die Faser zu einem Punkt ist also einfach das Urbild ¢~ !({y}) von y. Zu
einem Punkt P € L nennt man die Faser iiber ¢(P) auch die Faser durch P.
Bei M = R sagt man statt Fasern auch Niveaumengen oder, insbesondere
bei L = R?, auch Héhenlinien.

Beispiel 52.2. Wir betrachten die Funktion
f: RT— R, (z,y) — 22 + ¢

Da diese nur nichtnegative Werte annimmt, sind die Fasern zu z € R_ leer.
Die Faser zum Wert 0 besteht aus dem einzigen Punkt (0,0). Die Faser zu
einem positiven Wert z € R, ist

{@y)la®+y* =2},
das ist der Kreis mit dem Radius /z. Zu jedem Punkt P = (z,%0) # (0,0)
ist die Faser (oder die Niveaumenge) durch diesen Punkt also ein Kreis Z.
Eine hinreichend kleine offene Ballumgebung U (P, §) von P enthélt nur einen

Teil des Kreisbogens, der homéomorph zu einem offenen Intervall ist. Die
differenzierbare Abbildung

Ja,b[— R? t — \/22 + 2 (cos t, sin t)
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(mit geeignet gewihlten Intervallgrenzen) induziert dabei eine Homomor-
phie zwischen ]a, b[ und dem Kreisbogenausschnitt Z N U (P, 0).

In einer topographischen Karte wird ein Gebirge durch seine Niveaulinien
(Hohenlinien) représentiert.

Die Kiistenlinie ist die Nullfaser der Héhenabbildung. In den reguldren Punkten
der Kiiste kann man eine Tangente anlegen und die Kiiste lokal als Graph einer
Funktion beschreiben. Ein singulérer Punkt einer Kiiste ergibt sich beispielsweise
bei einer Meereserhebung, die genau in einem Punkt an die Wasseroberfléiche
stoft, oder einem Sattelpunkt zwischen ,zwei“ Inseln, der sich auf Meeresniveau
befindet.?”

Beispiel 52.3. Es sei f: R - R, z — f(x), eine Funktion in einer Varia-
blen. Dazu kann man die Funktion in zwei Variablen,

T2 ]R2 —>R7 (x7y) r—>y—f(x),

2TDass man solche singuléren Punkte in der Natur nur selten antrifft, liegt daran, dass
das Hohenprofil der Erde nur endlich viele kritische Punkte und damit nur endlich viele
Gipfel und Sattelpunkte besitzt. Es ist daher unwahrscheinlich, dass der Meeresspiegel
genau auf der Hohe eines solchen kritischen Punktes liegt. Wenn man aber Ebbe und Flut
betrachtet, so werden solche Punkte immer wieder durchlaufen.
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betrachten. Die Fasern von ¢ iiber ¢ € R sind durch

Fo = {(z,y) e R?’|y = f(x) +c}

charakterisiert. D.h. die Faser iiber c¢ ist einfach der Graph der durch
x +— f(z) + ¢ definierten Funktion. Alle Fasern gehen durch eine Verschie-
bung ineinander {iiber, sie sind parallel zueinander. Die Punkte einer jeden
Faser stehen in Bijektion mit der z-Achse, indem nédmlich  auf (z, f(x) + ¢)
abgebildet wird.

Der Satz diber implizite Abbildungen wird zeigen, dass unter gewissen Dif-
ferenzierbarkeitsvoraussetzungen die Fasern einer Abbildung sich lokal als
Graphen von Abbildungen realisieren lassen.

Eine Abbildung ¢: R™ — R™ mit

o1, ) = (@11, )y om(T1, s xn)) = (Y1, -+ YUm)

fithrt unmittelbar zu einem Gleichungssystem

Y1 =01(T1, )y Ym = Pm(T1, o T)

Die Losungsmenge eines solchen Gleichungssystems ist gerade die Faser iiber
y = (Y1, --,Ym). Man kann sich fragen, wie zu gegebenem y = (y1,...,Ym)
die Losungsmenge aussieht, welche Struktur sie hat und wie sie sich mit y
verandert. Das ,,grobe Muster® zeigt sich schon deutlich bei einem [inearen
Gleichungssystem in n Variablen und m Gleichungen. Dort sind bei n >
m, und wenn die Gleichungen linear unabhéngig sind, die Losungsmengen
(n — m)-dimensionale affine Untervektorraume des R". Insbesondere sind
alle Losungsmengen gleich und besitzen die gleiche Dimension.

Das Bestimmen der Losungsmengen ist im Allgemeinen sehr viel schwieriger
als im linearen Fall und auch gar nicht effektiv durchfithrbar. Dennoch ver-
mittelt die lineare Approximation durch das totale Differential den richtigen
Ansatz fiir das Studium allgemeiner Fasern. Eine reichhaltige Strukturaus-
sage iiber die Gestalt der Faser in einem Punkt P ist nur dann zu erwarten,
wenn das totale Differential in P surjektiv ist. In diesem Fall ist der Kern des
totalen Differentials, also die Losungsmenge des durch diese lineare Abbil-
dung gegebenen linearen Gleichungssystems, tangential an die Faser durch
P, und man kann auf hinreichend kleinen offenen Mengen eine Bijektion
zwischen dem Kern und der Faser stiften.
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Der Querschnitt eines Achats. Die chemische Zusammensetzung variiert mit dem
Ort und damit variiert auch die Frequenz des reflektierten Lichts, also die
optische Erscheinung, mit dem Ort. Man sieht also die (verdickten) Fasern der
Lichtabbildung.

Satz 52.4. Set G C R" offen und sei

p: G— R™
eine stetig differenzierbare Abbildung. Es sei P € G und es sei Z =@ 1 (p(P))
die Faser durch P. Das totale Differential (Dy)p sei surjektiv. Dann gibt es
eine offene Menge P € W, W C G, eine offene Menge V- C R™™™ und eine
stetig differenzierbare Abbildung

v V—W
derart, dass (V) C ZNW ist und ¢ eine Bijektion

v V—ZN0W

induziert. Die Abbildung 1 ist in jedem Punkt Q € V requldr und fiir das
totale Differential von v gilt

(De)uq) © (D) = 0.
Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

Bemerkung 52.5. Den Satz iiber implizite Abbildungen kann man auch
so formulieren: Es seien V und W endlichdimensionale reelle Vektorraume,
G C V offen und es sei ¢: G — W eine stetig differenzierbare Abbildung. Es
sei a € G ein Punkt, in dem das totale Differential (D¢), surjektiv sei, und es
sei V = E| & Es eine direkte Summenzerlegung von V' in Untervektorrdume
E; und E; (mit a = (aq,a9)) derart, dass E; = kern (Dy), und (Dg),|g,
surjektiv (und damit bijektiv ist) ist (dadurch ist Ey, aber nicht E, eindeutig
festgelegt). Dann gibt es offene Mengen a; € U; C Ej und ay € Uy C Ey mit
U, x Uy C G und eine stetig differenzierbare Abbildung

0: U1 — U2
derart, dass der Graph von 6, also
['={(z,0(x))|x €U},
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mit der Faser iiber b = ¢(a), geschnitten mit U; x Us, also
{(I,U) €Uy x UQ“O('Z‘JU) = b} )

iibereinstimmt. Sind auf E; und FE, jeweils Basen fixiert mit Koordinaten
(X1, ..o, Tpem) bzw. (v1,...,vy) (/ k nund m seien die Dimensionen von /
k Vund W ), so wird lokal die Faser durch den Graph von m Funktionen
01,...,0, in den n —m Variablen (z1, ..., %, ) gegeben. Die Faser ist dann
nach den Variablen (vy,...,v,,) ,aufgelost®, d.h. diese Koordinaten lassen
sich unter der impliziten Bedingung, dass die Punkte zur Faser gehoren sol-
len, explizit durch die anderen, frei wahlbaren Koordinaten (z1,...,Z,_m)
ausdriicken.

Definition 52.6. Seien V' und W endlichdimensionale reelle Vektorraume,
sei G C V offen und sei

p: G—W
eine stetig differenzierbare Abbildung. Es sei P € G ein Punkt, in dem das
totale Differential (D¢)p surjektiv sei, und sei Y die Faser von ¢ durch P.
Dann nennt man

TpY = ke (Dg)p = {v] (D) (v) = 0}

den Tangentialraum an die Faser Y in P.

Héufig wird auch der an P angelegte affine Raum
P+ ke (Dg)p = {P + v (D) (v) = 0}

als Tangentialraum bezeichnet. In diesem Sinne ist der Tangentialraum kein
Untervektorraum von V', da er nicht durch den Nullpunkt verlaufen muss,
er ist aber die Verschiebung eines Untervektorraums. Solche Rdume nennt
man affin-lineare Unterrdume. Sie besitzen eine sinnvoll definierte Dimensi-
on, ndmlich die Dimension des zugehorigen Vektorraumes. Der Tangential-
raum an einem reguldren Punkt zu einer Abbildung ¢: R™ — R™ besitzt
die Dimension n —m. Der Satz iiber implizite Abbildungen besagt, dass eine
offene Teilmenge des Tangentialraumes an P sich bijektiv und differenzierbar
auf eine offene Umgebung von P auf der Faser abbilden ldsst. Der Tangenti-
alraum ist also eine lineare Approximation der Faser.

Beispiel 52.7. Wir betrachten die differenzierbare Funktion
x
¢ RXR\(0) >R (0.9) —

Die Jacobi-Matrix dieser Funktion ist

()
y  yr)’

so dass die Funktion in jedem Punkt regulér ist und Satz 52.5 anwendbar ist.
In diesem Fall kann man die Fasern auch direkt bestimmen. Die Bedingung

— =_C
)
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mit ¢ € R fithrt auf
r=cy,

so dass die Fasern der Abbildung die punktierten Geraden (d.h. ein Punkt
ist rausgenommen) durch den Nullpunkt sind (auBer der z-Achse, auf der
die Abbildung nicht definiert ist). Damit hat man explizit eine Auflésung
der Faser nach z gegeben. Dass die Fasern unter dieser Divisionsabbildung
(punktierte) Geraden sind ist ein Ausdruck davon, dass man Briiche erweitern
kann, ohne ihren Wert zu dndern.

Der Tangentialraum in P = (x,y) wird nach der Definition durch den Kern
der Jacobi-Matrix gegeben, und dieser wird durch den Vektor (z,y) selbst
aufgespannt. Der Tangentialraum an P ist hier also die Gerade, die durch P
und den Nullpunkt definiert ist, und stimmt (bis auf den Nullpunkt) mit der
Faser iiberein.

Beispiel 52.8. Wir betrachten die Abbildung
¢: Ry xR —R, (z,y) — ¥

und kniipfen an Beispiel 50.9 an. Der einzige kritische Punkt ist P = (1,0),
ansonsten ist die Abbildung in jedem Punkt regulidr und daher lassen sich
lokal die Fasern als Graphen beschreiben. Die Faser {iber 1 besteht aus der
durch x = 1 gegebenen Geraden und der durch y = 0 gegebenen Halbgeraden,
die sich im kritischen Punkt senkrecht schneiden. Ansonsten sind die Fasern
durch die Gleichung
¥ =c

mit einem ¢ € R, bestimmt (fiir nichtpositives ¢ sind die Fasern leer). Wir
schreiben diese Bedingung als e(™ #)¥ = ¢ und daher als

(Inx)y = In c.
Bei 2 # 1 kann man dies zu
Inc
Y7
n
auflosen und bei y # 0 zu
In ¢
r=ev

Der Satz iiber die injektive Abbildung

Als ein weiteres Korollar aus dem Satz iiber die Umkehrabbildung besprechen
wir die Situation, wo das totale Differential injektiv ist.

Satz 52.9. Seien V und W endlichdimensionale reelle Vektorrdume, sei G C
V' offen und sei

p: G— W
eine stetig differenzierbare Abbildung. Es sei P € V ein Punkt, in dem das
totale Differential (Dy)p injektiv sei. Dann gibt es eine offene Umgebung U,
P e U C G, derart, dass ¢|y injektiv ist.
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Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

52. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 52.1. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum mit einem
Skalarprodukt (—, —), U C V offen und

f:V—R
eine differenzierbare Funktion. Es sei
v: I —U

eine differenzierbare Kurve, die ganz in einer Niveaumenge von f verlauft.
Zeige, dass

(grad f(P),y'(t)) = 0
ist fiir P = ~(t) und alle ¢ € I.

Aufgabe 52.2. Es seien L und M Mengen und L x M ihre Produktmenge.
Beschreibe die Faser der Projektion

LxM— M, (z,y) — vy,

iiber einem Punkt y € M. Kann die Faser leer sein?

Aufgabe 52.3. Betrachte die Abbildung
0:R—R, z+—2°— 2% — 22+ 2.

Fiir welche Punkte P € R ist ¢ regulir? Was besagt der Satz iiber implizite
Abbildungen in dieser Situation? Wie sieht lokal die Faser in einem regulédren
Punkt aus? Kann es leere Fasern geben? Bestimme die Faser iiber 0.

Aufgabe 52.4. Seien Ly,...,L, und My,..., M, Mengen und seien
i Li — M,

Abbildungen. Zu einem Punkt P, € M; sei F; C L; die Faser von ; iiber
P;. Zeige, dass die Faser der Produktabbildung ¢ = ¢; X --- X ¢, iiber
P=(P,...,P,) gleich F} x --- x F, ist.
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Aufgabe 52.5. Es seien
f,g: R— R

zwei stetig differenzierbare Funktionen, deren Ableitungen f’ und ¢’ stets
positiv seien. Zeige, dass die Funktion

p: R — R, (z,y) — f(z) + g(y),

stetig differenzierbar und in jedem Punkt regulér ist. Man gebe explizit eine
Beschreibung der Fasern von ¢ als Graph an.

Aufgabe 52.6. Beschreibe die Fasern der Abbildung
¢: R? — R, (z,y) — 2.

Man gebe, falls dies moglich ist, Diffeomorphismen zwischen R und den Fa-
sern von ¢ an.

Aufgabe 52.7. Beschreibe den Tangentialraum an die Faser in jedem re-
guldren Punkt der Abbildung

0: R? — R, (x,y) — xy.

Aufgabe 52.8.*
Wir betrachten die Abbildung

0: R\ {0} x R — R?, (z,y) — (-2, —3).

a) Bestimme die reguléren Punkte der Abbildung ¢.

b) Zeige, dass ¢ in P = (1,2) lokal eine differenzierbare Umkehrabbildung
1 = ! besitzt, und bestimme das totale Differential von v im Punkt o(P).

¢) Man gebe alle Punkte Q € R\{0} xR an, in denen ¢ nicht lokal invertierbar
ist.

Aufgabe 52.9.*
Wir betrachten die Abbildung
¢0: R® — R* (a,b,c,d,u,v) — (au+bv + c+d,ad — be,ac — b*, bd — c?).

a) Bestimme die Jacobi-Matrix zu dieser Abbildung.
b) Zeige, dass ¢ im Nullpunkt nicht regulér ist.
c) Zeige, dass ¢ in (1,1,0,0,1, 1) regular ist.

Die néchste Aufgabe kniipft an Aufgabe 33.17 an.
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Aufgabe 52.10. Im Nullpunkt 0 € R? befinde sich die Pupille eines Auges
(oder eine Linse) und die durch z = —1 bestimmte Ebene sei die Netzhaut
N = R? (oder eine Fotoplatte). Bestimme die Abbildung

R, x R x R — R?,

die das Sehen (oder Fotografieren) beschreibt (d.h. einem Punkt des Halb-
raumes wird durch den Lichtstrahl ein Punkt der Netzhaut zugeordnet). Ist
diese Abbildung differenzierbar? Fiir welche Punkte ist diese Abbildung re-
gulédr, wie sehen die Fasern aus?

In der speziellen Relativitédtstheorie ist auf dem V' = RxR"™ die Lorentz-Form

(vyw) = ((t, 21, x0), (S,YL, -+ Yn)) = —ts+zyr + ..+ Tl

wichtig, wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit représentiert. Diese Form ist eine
nicht-ausgeartete Bilinearform vom Typ (n, 1). Sie erlaubt es, die ,, Welt“ in
lichtartige, zeitartige und raumartige Vektoren aufzuteilen, und den Zusam-
menhang dieser fundamentalen Gréflen zu verstehen. Die zugehorige quadra-
tische Form ist die Abbildung

0 V=R XR" —R, (t,21,...,7,) — =+ 25+ ...+ 22

Ein Vektor v € V heifit zeitartig, wenn p(v) < 0 ist, lichtartig, wenn @(v) =0
ist und raumartig, wenn @(v) > 0 ist. Mathematisch setzt man im Allgemei-
nen ¢ = 1.

Aufgabe 52.11. Wir betrachten die Abbildung
0: R? — R, (t,1) — —t* +2°.

Bestimme die reguldren Punkte und die Fasern dieser Abbildung.

Aufgabe 52.12. Wir betrachten die Abbildung
o: R* — R, (t,2,y) — —t* + 2% +¢°.

Bestimme die reguldren Punkte und die Fasern dieser Abbildung.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 52.13. (5 Punkte)
Zeige, dass die Fasern der Abbildung
p: R — R, (z,y) — 2 — ¢,

in jedem Punkt P = (z,y) lokal homtomorph zu einem offenen reellen In-
tervall sind. D.h. dass es zu jedem Punkt P = (x,y) eine offene Umgebung
(x,y) € U, ein offenes Intervall I C R und eine stetige Bijektion

I — UnNFp,
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gibt (wobei Fp die Faser von ¢ durch P bezeichnet), deren Umkehrabbildung
ebenfalls stetig ist.

Aufgabe 52.14. (5 Punkte)

Es sei

0: R —R
eine stetige Funktion und es sei P € R? ein isolierter Punkt, d.h. es gebe
eine offene Umgebung P € U derart, dass ¢(Q) # ¢(P) ist fiir alle @ € U,
Q # P. Zeige, dass dann ¢ in P ein isoliertes lokales Extremum besitzt.

Aufgabe 52.15. (3 Punkte)

Beschreibe den Tangentialraum an die Faser in jedem reguldren Punkt der
Abbildung
0: R* — R, (z,y,2) — 22 + 1> + 22

Aufgabe 52.16. (4 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
0: R* — R, (z,y,2) — 2> +y* + 2%,
im Punkt P = (1, —1,2). Man gebe eine differenzierbare Abbildung
v: U — R3

an, wobei U eine moglichst grofie offene Teilmenge des Tangentialraumes
TpF an die Faser Fp von ¢ durch P ist, die eine Bijektion zwischen U und
V N Fp stiftet (P € V C R3 offen).

Aufgaben zum Hochladen

Aufgabe 52.17. (5 Punkte)
Sei
o: R* — R, (z,y,2) —> 2> +y* + 2%
Man fertige eine Skizze an, die die Fasern, die Tangentialrdume und lokale
Diffeomorphismen zwischen Tangentialraum und Faser sichtbar macht.

Aufgabe 52.18. (5 Punkte)
Sei
v: Ry xR — R, (x,y) — V.
Man fertige Skizzen fiir den (1) Graph und (2) die Fasern und die Tangenti-
alrdume dieser Abbildung an.
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53. VORLESUNG - PICARD-LINDELOF

Wir haben schon fiir verschiedene Differentialgleichungen gezeigt, dass eine
Losung existiert und durch eine Anfangswertbedingung eindeutig bestimmt
ist. Der Satz von Picard-Lindeldf beweist dies recht allgemein unter der Vor-
aussetzung, dass das Vektorfeld lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt.

Lipschitz-Bedingung

Rudolf Lipschitz (1832-1903)

Fiir den Satz von Picard-Lindeldf wird die Voraussetzung wesentlich sein,
dass das Vektorfeld lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt.

Definition 53.1. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C
R ein offenes reelles Intervall, U C V eine offene Menge und

f: IxU—V, (tv) — f(t,v),

ein Vektorfeld auf U. Man sagt, dass das Vektorfeld f einer Lipschitz-Bedin-
gung geniigt, wenn es eine reelle Zahl L > 0 gibt mit

1f(tu) = f(Ev)[|< L [[u—v]
fir allet € I und u,v € U.
Die reelle Zahl L nennt man auch eine Lipschitz-Konstante fiir das Vektor-

feld f.

Definition 53.2. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C
R ein offenes reelles Intervall, U C V eine offene Menge und

fr IxU—YV, (t,v) —> f(t,v),
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ein Vektorfeld auf U. Man sagt, dass das Vektorfeld f lokal einer Lipschitz-
Bedingung geniigt, wenn es zu jedem Punkt (¢,v) € I x U eine offene Umge-
bung

(t,v)eI'xU CIxU
gibt derart, dass das auf I’ x U’ eingeschriankte Vektorfeld einer Lipschitz-
Bedingung geniigt.

Die folgende Aussage liefert ein wichtiges und leicht iiberpriifbares hinrei-
chendes Kriterium, wann ein Vektorfeld lokal einer Lipschitz-Bedingung ge-
nigt.

Lemma 53.3. Es sei [ C R ein reelles offenes Intervall, U C R™ eine offene
Menge und

f:IxU—R" (t,vr,...,05) —> f(t,v1,...,0,),
ein Vektorfeld auf U derart, dass die partiellen Ableitungen nach v; existieren
und stetig sind. Dann gentigt f lokal einer Lipschitz-Bedingung.

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

Fiir ein lineares Differentialgleichungssystem
v = A(t)v + 2(t)

mit einer stetigen Matrix A(t) sind die Bedingungen der vorstehenden Aus-
sage erfiillt. Die i-te Komponente des Vektorfelds besitzt ja die Gestalt

fl(t, Uly.-. ,’Un) = aﬂ(t)vl + ..+ am(t)vn —+ Zz(t>

Daraus folgt, dass f; nach v; partiell ableitbar ist mit der stetigen Ableitung
a;;(t), so dass die Bedingungen erfiillt sind.

Differential- und Integralgleichungen

Mit dem Begriff des Integrals einer Kurve, das wir in Vorlesung 36 eingefiihrt
haben, kann man Differentialgleichungen auch als Integralgleichungen schrei-
ben.

Lemma 53.4. Es set V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C R
ein offenes reelles Intervall, U C V eine offene Menge und

f:IxU—V, (t,v)— f(t,v),

ein stetiges Vektorfeld auf U. Es sei (to,w) € I x U wvorgegeben. Dann ist
eine stetige Abbildung

v J — V t—0(t),

auf einem Intervall J C I mit ty € J genau dann eine Lisung des Anfangs-
wertproblems (insbesondere muss v differenzierbar sein)

v' = f(t,v) und v(ty) = w,
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wenn v die Integralgleichung

v(t) =w +/t f(s,v(s))ds
erfillt.

Beweis. Sei die Integralbedingung erfiillt. Dann ist v(ty) = w und aufgrund
des Hauptsatzes der Infinitesimalrechnung gilt v'(t) = f(¢,v(t)). Insbesonde-
re sichert die Integralbedingung, dass v differenzierbar ist. Wenn umgekehrt v
eine Losung des Anfangswertproblems ist, so ist v'(s) = f(s,v(s)) und daher

w+/t f(s,v(s))ds = w+/ v'(s)ds = w+v(t) —v(ty) = v(t).

to

Der Satz von Picard-Lindelsf

Wir kommen nun zum wichtigsten Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die
Losungen von gewohnlichen Differentialgleichungen.

Satz 53.5. Fs sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C R
ein offenes reelles Intervall, U C V eine offene Menge und

f:IxU—V, (tv) — f(t,v),

ein Vektorfeld auf U. FEs sei vorausgesetzt, dass dieses Vektorfeld stetig sei
und lokal einer Lipschitz-Bedingung geniige. Dann gibt es zu jedem (to, w) €
I xU ein offenes Intervall J mitty € J C I derart, dass auf diesem Intervall
eine eindeutige Losung fir das Anfangswertproblem

v = f(t,v) und v(ty) = w

existiert.

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

Die Picard-Lindelof-Iteration

Der Beweis des Satzes von Picard-Lindeldf, den wir nicht vorgefiihrt haben,
lauft iiber die dquivalente Integralgleichung und ist prinzipiell kontruktiv.
Darauf beruht die Picard-Lindelof-Iteration, mit der man Losungen appro-
ximieren kann. Die Giite der Approximationen wird dabei durch geeignete
Normen auf Funktionenrdumen gemessen, was wir nicht ausfiithren.
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Bemerkung 53.6. Es sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum,
I C R ein offenes reelles Intervall, U C V eine offene Menge und

f: IxU—V, (tv) — f(t,v),

ein Vektorfeld auf U. Es sei (to,w) € I x U eine Anfangsbedingung. Es
sei vorausgesetzt, dass dieses Vektorfeld stetig sei und lokal einer Lipschitz-
Bedingung geniige. In der Picard-Lindelif-Iteration definiert man iterativ
eine Folge von Funktionen

on: I —V
durch ¢g = w (dies ist also die konstante Funktion mit dem Wert w) und
durch

t
pues(t) = w [ Fs.on(s))ds.

to
Dann gibt es ein Teilintervall ]a, b[C I mit ¢y €]a, b] derart, dass fiir ¢ €]a, b]
die Folge @, (t) gegen einen Punkt () konvergiert (man sagt, dass die Funk-
tionenfolge punktweise konvergiert; es gelten hier auch stéarkere Konvergenz-
aussagen). Diese Grenzfunktion ¢ ist dann eine Losung des Anfangswertpro-
blems

v = f(t,v) und v(ty) = w .

Bei einer linearen Differentialgleichung mit stetigen Koeffizientenfunktionen
konvergiert dieses Verfahren auf ganz I.

Wir wenden dieses Verfahren auf eine Differentialgleichung mit getrennten
Variablen an, fiir die wir die Losung schon kennen (siche Aufgabe 30.7).

Beispiel 53.7. Wir wenden die Picard-Lindelof-Iteration auf die Differenti-
algleichung

y =F(ty) =ty
mit der Anfangsbedingung y(0) = 1 an. Daher ist ¢y = 1. Die erste Iteration
liefert

t
1
01(t) = 1+/ sds = 1+§t2.
0

Die zweite Iteration liefert

wo(t) = 1+/OtF(s,g01(s))ds

t 1
= 1+/ F(5,1+—82) ds
0 2
t 1
= 1+ / s+ —s%ds
0 2
1 1
= 1+ -t + =4
+ o5t + 2
Die dritte Iteration liefert

p3(t) = 1+/OtF(S,g02(S))dS
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' Ly 14
= 1+ Fls,14+=s"4+=5"|ds
0 2 8
t

1 1
T s _5d
—l—/o s—|—25 —|—83 S
1 1 1
= 14 24 ¢t + —¢5.
+2 +8 +48

Zur Eindeutigkeit der Losungen von Differentialgleichungen

Der Satz von Picard-Lindelof sagt, dass es unter den gegebenen Vorausset-
zungen lokal, also auf einem gewissen Teilintervall, eine eindeutige Losung
der Differentialgleichung gibt. Die folgende Aussage zeigt, dass eine Losung
dort, wo sie definiert ist, eindeutig bestimmt ist. Wir verwenden die folgende
Zusammenhangseigenschaft eines reellen Intervalls J, die aus dem Zwischen-
wertsatz folgt: Fine nichtleere Teilmenge M C J, die sowohl offen als auch
abgeschlossen ist, muss gleich ganz J sein.

Satz 53.8. FEs set V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, I C R
ein offenes reelles Intervall, U C V eine offene Menge und

f:IxU—V, (t,v) — f(t,v),

ein stetiges Vektorfeld auf U, das lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Es
sei J C I offen und es seien

V1, V2 J—V
Losungen des Anfangswertproblems
v' = f(t,v) und v(ty) = w.

Dann ist v = v,.

Beweis. Wir betrachten die Menge
M ={te Jv(t) =vqs(t)} .

Wegen t, € M ist diese Menge nicht leer. Zu jedem Punkt ¢t € I gibt es
nach Satz 53.5 eine offene Intervallumgebung ¢ € J', worauf es zu gegebener
Anfangsbedingung v(t) = vy genau eine Losung der Differentialgleichung
gibt. Wenn t € M ist, so ist vi(t) = vo(f) und daher stimmen v; und v
in einer offenen Umgebung ¢ € J' mit der eindeutigen Losung und damit
untereinander iiberein. Also ist J' C M. Dies bedeutet, dass M eine offene
Teilmenge von J ist. Andererseits sind v; und v, stetig und daher ist nach
Aufgabe 33.6 die Menge M auch abgeschlossen in M. Aus der Vorbemerkung
folgt M = J. O

Das folgende Beispiel zeigt, dass ohne die Lipschitz-Bedingung die Loésung
eines Anfangswertproblems nicht eindeutig bestimmt ist. In diesem Beispiel
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ist das Vektorfeld nach v ableitbar, die Ableitung ist aber nicht stetig, so
dass Lemma 53.3 nicht anwendbar ist.

Beispiel 53.9. Wir betrachten das Anfangswertproblem
v’ = 303 mit v(0) = 0
zum zeitunabhéngigen Vektorfeld
f: R— R, v —s 30%°% = 3V2

Offensichtlich gibt es die stationédre Losung

h(t) =0,
aber auch

g(t) =+t
ist eine Losung, wie man durch Nachrechnen sofort bestétigt. Aus diesen

beiden Lésungen kann man sich noch weitere Losungen basteln. Seien dazu
a < b reelle Zahlen. Dann ist auch

(t —a)? fiir t < a,
e(t) =<0 fira <t <b,
(t —b)3 fiir t > b,
eine Losung. D.h. es gibt Losungen, bei denen das Teilchen beliebig lange (im
Zeitintervall von a nach b) ruht und danach (und davor) sich bewegt. Sobald

sich das Teilchen in einem Punkt # 0 befindet, ist der Bewegungsablauf lokal
eindeutig bestimmt.

Bemerkung 53.10. Zu einem stetigen Vektorfeld
f:IxU—V, (tv) — f(t,v),

kann man sich fragen, ob es ein maximales Definitionsintervall J fiir die
Losung eines Anfangswertproblems

v = f(t,v) und v(tp) = w
gibt. Dies ist in der Tat der Falll Man kann némlich alle Teilmengen
J C I offen , ty € J, es gibt eine Losung vy auf J

betrachten. Wegen Satz 53.8 stimmen zwei Losungen v; und vy auf dem
Durchschnitt J N J’ {iberein, und liefern daher eine eindeutige Losung auf
der Vereinigung J U J'. Daher enthélt die Menge der Teilintervalle, auf denen
eine Losung definiert ist, ein maximales Teilintervall J.

Dieses Teilintervall kann kleiner als I sein. Die Grenzen des maximalen Teil-
intervalls, auf dem eine Losung definiert ist, heiflen auch Entweichzeiten.
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54. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 53.1. Zeige, dass die Betragsfunktion
R— R, 2+ |2|,
Lipschitz-stetig ist mit Lipschitz-Konstante 1.
Es sei
f: L— M, z+— f(z),

eine Abbildung zwischen den metrischen Rdumen L und M. Dann heifit f
gleichmdfig stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein 0 > 0 gibt mit folgender
Eigenschaft: Fiir alle z, 2’ € L mit d(z,2") < 0 ist d(f(x), f(2')) <e.

Aufgabe 53.2. Es sei
f: L— M, z— f(z),

eine Abbildung zwischen den metrischen Rdumen L und M, die Lipschitz-
stetig sei. Zeige, dass f auch gleichméflig stetig ist.

Aufgabe 53.3. Es sei
fi R—R, z— f(x),

eine Polynomfunktion vom Grad > 2. Zeige, dass f nicht gleichméfig stetig
ist.

Aufgabe 53.4. Zeige, dass die Funktion
f: Q—R

mit

0, falls z < V2,
f(z) =
1, falls z > V2,

stetig, aber nicht gleichméfig stetig ist.
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Aufgabe 53.5. Sei
f:IxU—V

ein stetiges Vektorfeld, das auf einer offenen Menge U C V eines endlich-
dimensionalen reellen Vektorraums definiert sei und lokal einer Lipschitz-
Bedingung geniigt. Es sei W C V ein Untervektorraum mit der Eigenschaft,
dass fiir alle t € I und P € U N'W die Beziehung f(t, P) € W gilt. Zeige,
dass eine Losung des Anfangswertproblems

v = f(t,v) mit v(tg)) =w e UNW

ganz in W verlauft.

Aufgabe 53.6. Man gebe ein Beispiel einer stetigen Funktion
f: ]07 1[—> Rv
derart, dass das Bild von f beschrénkt ist und f nicht gleichméfig stetig ist.

Aufgabe 53.7. Bestimme die ersten vier Iterationen in der Picard-Lindel6f-
Iteration fiir die gewohnliche Differentialgleichung

y =y +t+yt
mit der Anfangsbedingung y(0) = 0.

Aufgabe 53.8. Bestimme die ersten vier Iterationen in der Picard-Lindel6f-
Iteration fiir die lineare gewohnliche Differentialgleichung

() -G 90

mit der Anfangsbedingung z(0) = 1 und y(0) = —1.
Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 53.9. (4 Punkte)
Wir betrachten das Vektorfeld
f: RxR* — R? (t,u,v) — (tPuv, u® — tv?).
Bestimme fiir jedes t € R die nicht-reguldren Punkte des Vektorfeldes
fi: R? — R?, (u,v) — (tPuv,u® — tv?).

Welche Ortspunkte sind zu keinem Zeitpunkt regular?
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Aufgabe 53.10. (3 Punkte)

Finde fiir das zeitunabhéngige Differentialgleichungssystem

() -C)-0 )

Losungen mit u(0) = a und v(0) = b, wobei a,b € R sind.

Aufgabe 53.11. (4 Punkte)

Lose das Anfangswertproblem
v' = f(t,v) und v(1) = (3,2,6)
zum ortsunabhéngigen Vektorfeld

[ RxR* =R (t,z,y,2) — t*(3,1,4) — e (2, —-1,7)
+ (t — t%")(0,4,5) + (2,2,2).

Aufgabe 53.12. (2 Punkte)

Bestimme in Beispiel 53.7 eine explizite Formel fiir die Iterationen ¢,,.

Aufgabe 53.13. (4 Punkte)

Bestimme die ersten vier Iterationen in der Picard-Lindelof-Iteration fiir die
lineare gewohnliche Differentialgleichung

G- N0)

mit der Anfangsbedingung z(0) = 1 und y(0) = 1.

Aufgabe 53.14. (4 Punkte)
Wir betrachten das zeitunabhéngige Vektorfeld

f: R—>R,vr—>302/3:3\3/¥.

Zeige direkt, dass dieses Vektorfeld stetig ist, aber nicht lokal einer Lipschitz-
Bedingung geniigt.
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54. VORLESUNG - GRADIENTENFELDER
Definition 54.1. Sei V ein euklidischer Vektorraum, U C V offen und
h: U —R
eine differenzierbare Funktion. Dann nennt man die Abbildung
U— V, P+ grad h(P),
das zugehorige Gradientenfeld.

i) fa) (b) .

-
jombed
i [ O, e

Ein Gradientenfeld ist also ein zeitunabhingiges Vektorfeld. Man spricht
auch von einem Potentialfeld, die Funktion A (manchmal —h) heift dann
ein Potential des Vektorfeldes. Wenn h zweimal stetig differenzierbar ist, so
geniigt nach Lemma 53.3 das zugehorige Gradientenfeld lokal einer Lipschitz-
Bedingung.

Die folgende Aussage zeigt, dass die Losungskurven der zugehorigen Differen-
tialgleichung v" = grad h(v) senkrecht auf den Fasern von h liegen. Die Fa-
sern beschreiben, wo das Potential (oder die Hohenfunktion) konstant ist, die
Losungen beschreiben den Weg des steilsten Abstiegs. Wenn h beispielsweise
die Hohenfunktion eines Gebirges ist, so gibt das Gradientenfeld in jedem
Punkt den steilsten Anstieg an und die Trajektorie einer Losungskurve be-
schreibt den Verlauf eines Baches (wir behaupten nicht, dass die Bewegung
eines Wassermolekiils im Bach durch diese Differentialgleichung bestimmt
ist, sondern lediglich, dass der zuriickgelegte Weg, also das Bild der Kurve,
mit dem Bild der Losungskurve iibereinstimmt). Der Bach verlauft immer
senkrecht zu den Hohenlinien.

Lemma 54.2. Sei V' ein euklidischer Vektorraum, U CV offen,
h: U —R
eine differenzierbare Funktion und
U—V, P— G(P) = grad h(P),
das zugehorige Gradientenfeld. Es sei

p: J—U
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eine Losung der Differentialgleichung

v =G(v).
Dann steht '(t) senkrecht auf dem Tangentialraum Ty, F der Faser F von
h durch o(t) fir alle t € J, fir die p(t) requlire Punkte von h sind.

Beweis. Sei P = p(t) ein reguldrer Punkt von h und sei v € TpF ein Vektor
aus dem Tangentialraum. Dann gilt direkt

(0,0(1) = (1, Ge(1)) = (v,grad h(P)) = (D), (v) = 0.

Beispiel 54.3. Wir betrachten die Produktabbildung
h: R? — R, (z,y) — 2.
Das zugehorige Gradientenfeld ist
R? — R?, (2,9) — G(z,y) = (y,2).

Die Fasern von h sind das Achsenkreuz (die Faser iiber 0) und die durch
xy = ¢, ¢ # 0, gegebenen Hyperbeln. Die Losungen der Differentialgleichung

1) _ (e2) _ (0 1) (¢
©h P1 1 0] \p2
sind von der Form

o(t) = (@1(t),2(t)) = (a cosh t +bsinh t,a sinh ¢ + b cosh t)

mit beliebigen a,b € R, wie man direkt nachrechnet. Dabei ist ¢(0) = (a, b).
Fir a = b = 0 ist dies die stationdre Losung im Nullpunkt, in dem die
Produktabbildung nicht regulér ist. Bei a = b = 1 ist ¢(t) = (€', €'), das
Bild dieser Losung ist die obere Halbdiagonale (ohne den Nullpunkt), bei

a=0b= —11ist p(t) = (—e',—€"), das Bild dieser Losung ist die untere
Halbdiagonale, bei a = 1 und b = —1 ist p(t) = (e”*, —e™"), das Bild dieser
Losung ist die untere Hélfte der Nebendiagonalen, bei ¢ = —1 und b =

1ist p(t) = (—ete™?), das Bild dieser Losung ist die obere Hélfte der
Nebendiagonalen.

Ansonsten treffen die Losungskurven das Achsenkreuz in einem Punkt #
(0,0). Wenn man diesen Punkt als Anfangswert zum Zeitpunkt ¢ = 0 nimmt,
so kann man die Losungskurven als

(a cosh t,a sinh t)
(zum Zeitpunkt ¢t = 0 befindet sich die Losung auf der z—Achse im Punkt
(a,0)), und als
(b sinh ¢,b cosh t)
um Zeitpunkt ¢ = 0 befindet sich die Losung auf der y—Achse im Punkt

(z
(0,b)) realisieren. Die Bahnen dieser Losungen erfiillen die Gleichung x?(t) —
y2(t) = a® bzw. 2*(t) — y*(t) = b?, d.h. sie sind selbst Hyperbeln.
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Wegintegrale und Gradientenfelder

Lemma 54.4. Es set U C R" eine offene Teilmenge und
h: U—R

eine differenzierbare Funktion mit dem zugehorigen Gradientenfeld G =
grad h. Es sei v: [a,b] — U ein stetig differenzierbarer Weg in U. Dann
qilt fiir das Wegintegral

/ G = h(y(b)) — h(1(a).

D.h. das Wegintegral hingt nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges ab.?®

Beweis. Aufgrund der Kettenregel ist

[o- ] (), )

Korollar 54.5. Es sei U C R"™ eine offene Teilmenge und
h: U —R

eine differenzierbare Funktion mit dem zugehorigen Gradientenfeld G =
grad h. Es seivy: [a,b] — U ein stetig differenzierbarer Weg mit ~y(a) = v(b).

Dann st
/ G =0
¥

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 54.4. O

Satz 54.6. Es sei U C R™ eine offene zusammenhdingende Teilmenge®® und
G: U—R"

ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann sind die folgenden Figenschaften
dquivalent.

28Tn einem Potentialfeld ist also die geleistete Arbeit gleich der Potentialdifferenz von
Start- und Endpunkt.

2Eine offene Teilmenge U C R™ heiBt (Weg-)zusammenhingend, wenn man je zwei
Punkte P, @Q € U durch einen stetigen Weg miteinander verbinden kann.
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(1) G ist ein Gradientenfeld.
(2) Fiir jeden stetig differenzierbaren Weg ~y: [a,b] — U hingt das We-
gintegral f7 G nur vom Anfangspunkt ~y(a) und Endpunkt v(b) ab.

Beweis. Die Implikation (1) = (2) folgt aus Lemma 54.4. Sei umgekehrt
die Eigenschaft (2) erfiillt. Wir geben eine auf U definierte Funktion h an,
die differenzierbar ist und deren Gradientenfeld gleich dem vorgegebenen
Vektorfeld ist. Dazu sei ein Punkt P € U fixiert. Fiir jeden Punkt ) € U
gibt es einen stetig differenzierbaren Weg>°

v: la,b) — U
mit y(a) = P und v(b) = Q. Wir setzen

hQ) = /V a.

Aufgrund der vorausgesetzten Wegunabhingigkeit des Integrals ist h(Q)
wohldefiniert. Wir miissen zeigen, dass diese so definierte Funktion in jedem
Punkt @ € U und in jede Richtung v = (vy,...,v,) € R" differenzierbar ist
und die Richtungsableitung mit (G(Q),v) iibereinstimmt. Dazu betrachten
wir

BQ + tv) — h(Q) = /66* _ /0 3 Gi(Q + 5v) - s,

wobei § der verbindende lineare Weg von ) nach Q+tv sei (und ¢ hinreichend
klein sei, sodass @) + tv € U ist). Fiir den Differentialquotienten ist

limt_m h(Q + tUt) _ h<Q) = Zn: limt_>0 %/t GZ(Q + SU) . Uids
i=1 0
= ZGi(Q) " U
i=1
= (G(Q),v).

Die Integrabilitidtsbedingung
Wie kann man erkennen, ob ein gegebenes Vektorfeld ein Gradientenfeld ist?
Eine notwendige Bedingung schldgt sich in der folgenden Definition nieder.
Definition 54.7. Es sei U C R" eine offene Teilmenge und
G: U—R"

30Aus der Existenz eines verbindenden stetigen Weges folgt die Existenz eines ver-
bindenden stetig differenzierbaren Weges. Man konnte also auch diese Eigenschaft als
Definition fiir zusammenhéngend nehmen.
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ein differenzierbares Vektorfeld. Man sagt, dass G die Integrabilititsbedingung
erfiillt (oder lokal integrabel ist), wenn

oG,
P) =
fiir alle P € U und alle 7, j gilt.

(P)

Lemma 54.8. Das Gradientenfeld einer zweimal stetig differenzierbaren
Funktion erfillt die Integrabilititsbedingung.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 45.11. O
Beispiel 54.9. Das Vektorfeld
G RZ — R27 (x,y) — (_y,l'),

erfiillt wegen

8G1 8C¥2

2 = 222

dy 7 ox
nicht die Integrabilitdtsbedingung. Es kann also nach Lemma 54.8 kein Gra-
dientenfeld sein.

Definition 54.10. Eine Teilmenge 7" C R"™ heifit sternfirmig beziiglich eines
Punktes P € T, wenn fiir jeden Punkt () € T' die Verbindungsstrecke s@ +
(1 —-s)P, s€0,1], ganz in T liegt.

Satz 54.11. Es set U C R"™ eine sternformige offene Teilmenge und
G: U—R"

ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann sind die folgenden Eigenschaften
dquivalent.

(1) G ist ein Gradientenfeld.

(2) G erfillt die Integrabilititsbedingunyg.

(3) Fiir jeden stetig differenzierbaren Weg ~y: [a,b] — U hingt das We-
gintegral fv G nur vom Anfangspunkt v(a) und Endpunkt v(b) ab.

Beweis. Die Aquivalenz (1) <= (3) folgt aus Satz 54.6 und die Implikation
(1) = (2) aus Lemma 54.8. Es bleibt also (2) = (1) zu zeigen, wobei wir
explizit eine Stammfunktion A zum Vektorfeld G angeben. Es sei P € U ein
Punkt derart, dass U beziiglich P sternformig ist. Wir definieren h((Q)) iiber
das Wegintegral zu G zum linearen Verbindungsweg

v: [0,1] — U, t — P +t(Q — P),

also

na - [ - [ et p
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Wir miissen zeigen, dass der Gradient zu h gleich G ist, d.h. es ist % = G;
zu zeigen. Dafiir konnen wir P = 0 annehmen und wir schreiben v statt Q.
Mit diesen Bezeichnungen und Voraussetzungen ist

aiih(v) _ ai ( /O 1(G(tv),v>dt>
_ /01 (aii(G(tv),W)dt
o))

1 n
_ /0 thj%Gj(tv)—i—Gi(tv)dt
j=1 ¢

0
0%

n

1
9
_ /0 t vy Gilt) + Gifto)de

=1 !

1
= / (t et Gi(tv)) dt
0
Dabei beruht die zweite Gleichung auf der Vertauschbarkeit von Integration
und Differentiation (das haben wir nicht bewiesen), die vierte Gleichung auf

Aufgabe 54.9, die fiinfte Gleichung auf der Integrabilitdtsbedingung und die
sechste Gleichung auf der Kettenregel. U

Beispiel 54.12. Wir betrachten das Vektorfeld
1

G: R*\ {(0,0)} — R?, (z,y) — m(—y,x).
Wegen
G, Q( —y ) =@+ 2y o -2ty
dy Oy \2*+y’ (22 +y2)? (22 +y2)?
und

oGy, 0 x (@) —x(22) -2t 4P

Oor  Ox <1‘2—+y2) @4y (@)
erfiillt dieses Vektorfeld die Integrabilitdtsbedingung. Es handelt sich aber
nicht um ein Gradientenfeld, da das Wegintegral zum Einheitskreis nicht 0

ist im Gegensatz zu Korollar 54.5.
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54. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 54.1. Es sei

h: R" — R
eine Linearform. Bestimme das zugehorige Gradientenfeld und die Lésungen
der zugehorigen Differentialgleichung.

Aufgabe 54.2. Skizziere die Hohenlinien und das Gradientenfeld zur Funk-
tion
h: R? — R, (z,y) — 2(z — 3)% +3(y — 1)%.

Aufgabe 54.3. Der Body-Mass-Index wird bekanntlich iiber die Abbildung
m
@: R+ X R+ —>R, (m,l) — l_2,
berechnet, wobei m fiir die Masse und [ fiir die Liange eines Menschen (oder
eines Tieres, einer Pflanze, eines Gebdudes) steht (in den Einheiten Kilo-

gramm und Meter).

(1) Fiir welche Punkte ist diese Abbildung regulér?

(2) Skizziere das zugehorige Gradientenfeld.

(3) Wenn man seinen Body-Mass-Index verringern moéchte, und dabei
dem Gradienten dieser Abbildung vertraut, sollte man dann besser
abnehmen oder grofler werden? Inwiefern héngt dies vom Punkt, in-
wiefern von den gewéhlten Einheiten ab?

(4) Wie lassen sich die Fasern dieser Abbildung als Graphen von Funk-
tionen beschreiben?

(5) Berechne die Hesse-Matrix von ¢ und bestimme ihren Typ in jedem
Punkt.
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(6) Zu welchen Daten wird das Maximum bzw. das Minimum des Body-
Mass-Index angenommen, wenn man ihn auf [30,300] x [1,2] ein-
schrankt, und welche Werte besitzt er dann?

(7) Modelliere die Abbildung, die den Menschen aus einer Menge T ih-
ren Body-Mass-Index zuordnet, mittels Messungen, Produktabbil-
dung und Hintereinanderschaltung.

Aufgabe 54.4.*
Sei

G: R" —R"
ein Gradientenfeld und sei

p: J— R"”
(J C R ein offenes Intervall) eine Losung der zugehorigen Differentialglei-
chung v = G(v). Es gelte ¢'(t) # 0 fiir alle t € J. Zeige, dass ¢ injektiv
ist.

Die Himmelsscheibe von Nebra. Ist die Mondsichel darauf sternférmig?

Aufgabe 54.5. Betrachte zu r,s € Ry mit r 4+ s > 1 und s < r 4+ 1 die
,sichelférmige“ Menge

M, s = {(az,y) ER Va2 +y2 < /(z—1)2+y2 > s} .

Fiir welche r, s ist diese Menge sternformig?

Aufgabe 54.6. Zeige, dass das Vektorfeld
G: R — R? (2,9) — (2x —y cos ¥, — sin x),

ein Gradientenfeld ist und bestimme ein Potential dazu.



235

Ob ein Vektorfeld auf U C R? die Integrabilititsbedingung erfiillt lisst sich
dquivalent mit der sogenannten Rotation ausdriicken.

Zu einem partiell differenzierbaren Vektorfeld
G:U—R?

auf einer offenen Teilmenge U C R? nennt man
ox ox
rot (G)(P) == | %51(P) — %5 (p)

die Rotation von G.

Die Rotation ist ebenfalls ein Vektorfeld.

Aufgabe 54.7. Es sei
G: U —R?
ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U C R3.

Zeige, dass G genau dann die Integrabilitdtsbedingung erfiillt, wenn rot (G) =
0 ist.

Aufgabe 54.8. Berechne zum Vektorfeld
G {(0:2) € Bz 0} — B (a2 (2024 2, 2 )
z

die Rotation.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 54.9. (4 Punkte)

Bestimme die Losungen der Differentialgleichung, die zum Gradientenfeld
der Funktion

h: R? — R, (z,y) — x4 v,
gehort.

Aufgabe 54.10. (3 Punkte)
Welche linearen Vektorfelder
G: R" — R", v+— Mo,

sind Gradientenfelder? Wie sehen die Potentialfunktionen dazu aus?
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Aufgabe 54.11. (3 Punkte)
Zeige, dass das Vektorfeld
G: R* —R3 (z,y,2) — (yez — 3a%2, xe® + 2yz, xye® +y? — x?’) ,

ein Gradientenfeld ist und bestimme ein Potential dazu.

Aufgabe 54.12. (3 Punkte)
Berechne zum Vektorfeld

3x __ 1
G: {(5,9,2) Ry £0, 2 > 0} — R, <x,y,z>»—><e s “)
Yy z Ty

die Rotation.

Aufgabe zum Hochladen

Aufgabe 54.13. (5 Punkte)

Fertige eine Illustration zu Beispiel 54.3 an.

55. VORLESUNG - VOLUMINA

Volumenberechnungen

Ein n-dimensionaler (achsenparalleler) Quader
Q = [CLl?bl] X [a27b2] X X [anabn] g R"
hat nach Definition das n-dimensionale Volumen

A(Q) = (b —a1) (b2 —az) -+ (bn — ay).
Bei n = 1 handelt es sich um die Streckenlénge, bei n = 2 um den Fléchenin-
halt eines Rechtecks, bei n = 3 um das Volumen eines Quaders. Im Rahmen

der MaBtheorie versucht man , moglichst vielen“ Teilmengen 7" C R" ein
sinnvolles Volumen, geschrieben

AT,

zuzuordnen. Dies ist eine recht aufwéndige Theorie, von der wir hier nur ei-
nige Prinzipien, Ergebnisse und Berechnungsansitze vorstellen konnen. Wir
beschréanken uns auf kompakte, also abgeschlossene und beschréankte Teil-
mengen des R” (diese stellen wir uns als einen ,starren Korper® vor). Fiir
den Subgraphen zu einer Funktion, also die Menge (die in der Tat beschriankt
und abgeschlossen ist)

{(z,9)]0<y < f(z), a <z < b}
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zu einer stetigen Funktion
jY [G,b]--)ﬂ@zo

haben wir schon verwendet, dass der Flicheninhalt durch das bestimmte
Integral der Funktion berechnet werden kann. Integration ist das wichtigste
Hilfsmittel zur numerischen Bestimmung von allgemeinen Volumina.

Wir besprechen nun einige wichtige Prinzipien von Volumina.

Uberpflasterungseigenschaften

Integrierbare Funktionen hatten wir iiber Ober- und Untersummen einge-
fithrt. Fiir eine beliebige (kompakte) Teilmenge 7" kann man das Volumen
ebenfalls iiber Obersummen berechnen, wobei man Uberpflasterungen von 7'
mit einer Familie von (achsenparallelen) Quadern @);, ¢ € I, betrachtet.

Definition 55.1. Es sei 7' C R” eine Teilmenge. Eine Familie von (achsen-
parallelen) Quadern Q;, ¢ € I, mit 7" C (J,.; @; nennt man eine Quader-
Uberpflasterung von T.

Zu einer endlichen Uberpflasterung (bei der also die Indexmenge I endlich
ist) nennt man die Summe ) ., \*(Q;) die Quadersumme (oder Quadervo-
lumensumme oder Gesamtvolumensumme) der Uberpflasterung. Eine wich-
tige Charakterisierung des Volumens einer kompakten Teilmenge ist, dass sie
gleich dem Infimum iiber alle Quadersummen von Uberpflasterungen ist.

Satz 55.2. Es sei T C R" eine kompakte Teilmenge. Dann ist das n-dimen-
sionale Volumen von T gleich dem Infimum fdber die Volumensumme aller
endlichen Quader-Uberpflasterungen Q;, 1 € I, von T, also

A"(T) = inf {Z AMQ)|T < UQz} :

iel el

Man konnte insbesondere die rechte Seite, also das Infimum iiber die Qua-
dervolumensummen von Uberpflasterungen, als Definition des Volumens an-
setzen. Die Aussage gilt auch, wenn man mit beliebigen Quadern statt nur
mit achsenparallelen Quadern arbeitet.

Bemerkung 55.3. Eine abgeschlossene, aber nicht beschriankte Teilmenge
T C R™ wird nicht durch endlich viele Quader iiberpflastert. Diese Mengen
haben aber dennoch ein sinnvolles Volumen (das unendlich sein kann) und es
gilt auch eine entsprechende Aussage zu Satz 55.2, wobei man allerdings als
Indexmenge die natiirlichen Zahlen zulassen muss. Zu einer Uberpflasterung
T C U;en @i muss man ),y A"(Q;) als Reihe von nichtnegativen Zahlen
interpretieren. Da wir uns fiir das Infimum interessieren, sind hierbei nur die
konvergenten Reihen relevant (wenn es keine Uberpflasterung mit endlicher
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Volumensumme gibt, so besitzt die Teilmenge das Volumen oo). Diese Be-
trachtung ist beispielsweise dann notig, wenn man uneigentliche Integrale als
Flécheninhalt eines (unbeschrinkten) Subgraphen verstehen mdochte.

Wir erwdhnen einige weitere wichtige Eigenschaften des Volumens. Diese Ei-
genschaften werden natiirlich von einer sinnvollen Volumentheorie erwartet,
ihr Nachweis kann aber im einzelnen schwierig sein.

Lemma 55.4. (1) Fiir kompakte Teilmengen Ty und Ty in R™ mit T} C
T2 18t
A1) < ANY(Ty).
(2) Fir T C U, Ti mit kompakten Teilmengen T,T; (I endlich) ist

AT <> NYTY).

el

Beweis. Wir argumentieren {iber die Uberpflasterungseigenschaft im Sinne
von Satz 55.2. Die Eigenschaft (1) ist klar, da eine Quaderiiberpflasterung
der groBeren Menge insbesondere eine Uberpflasterung der kleineren Menge
ist.

Zum Beweis von (2) konnen wir uns auf zwei kompakte Teilmengen 7} und
T, beschrinken. Wenn Q;, i € I, eine endliche Uberpflasterung von 7} und
P;, i € I, eine endliche Uberpflasterung von T} ist, so ist deren Vereinigung
eine Uberpflasterung von T} UT,. Daher ist das Volumen von T} UT, maximal
gleich der Summe. 0

Lemma 55.5. Es seien 11 und T, disjunkte kompakte Teilmengen im R™.

Dann ist

Beweis. Die Abschétzung < folgt aus Lemma 55.4 (2).

Fiir die andere Abschitzung sei eine Uberpflasterung von T; U T, gegeben.
Aufgrund der Disjunktheit und der Kompaktheit gibt es einen positiven
Abstand zwischen den beiden Mengen, d.h. es gibt ein € > 0 derart, dass
d(Py, Py) > 0 ist fir alle P, € T} , P, € T,. FEinen Quader aus der Uber-
pflasterung, der beide Teilmengen schneidet, kann man dann in endlich viele
Quader unterteilen, so dass diese zu (mindestens) einer der beiden Mengen
disjunkt sind. So erreicht man eine Verfeinerung der Uberpflasterung mit der
gleichen Quadervolumensumme, deren Quader nur eine Teilmenge treffen.
Daher ist die Volumensumme dieser Uberpflasterung gleich der Summe der
Volumensumme der beiden Teiliiberpflasterungen und damit mindestens so

grof} wie \"(T7) + A" (13). d

Lemma 55.6. Es seien T1 C R™ und Ty C R™ kompakte Teilmengen. Dann
qgilt fiir die Produktmenge Ty x Ty C R™ x R™ = R"™™ die Beziehung

NH(TY % Ty) = AY(TY) - A™(Th).
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Eine typische Produktmenge ist ein Zylinder, also das Produkt aus einer
Grundmenge B C R" und einer Stecke, also einem Intervall I C R. Sein Vo-
lumen ist das Produkt aus dem Volumen der Grundmenge und der Strecken-
lange.

Lemma 55.7. Es set V C R™ ein Untervektorraum der Dimension k < n
und T C'V eine kompakte Teilmenge Dann ist \*(T') = 0.

Man beachte, dass dies eine Aussage iiber das n-dimensionale Volumen ist,
nicht iiber das k-dimensionale Volumen als Teilmenge in V =2 R*. Insbeson-
dere besitzen einzelne Punkte im R™, n > 1, das Volumen 0. Da sich jede
Teilmenge aus seinen Einzelpunkten zusammensetzt, kann die obige Vereini-
gungsregel nicht fiir beliebige Vereinigungen gelten, d.h. die Gleichungskette

AY(T) = A" (U{za}) =) x({Py => 0=0

pPeT PeT pPeT

ist falsch (andernfalls hitte jede Teilmenge das Volumen 0). Teilmengen,
deren Volumen 0 ist, nennt man Nullmenge.

Volumina und lineare Abbildungen

Eine weitere wichtige Eigenschaft der Maftheorie ist die Translationsinvari-
anz. Fiir eine beliebige Teilmenge T' C V' in einem Vektorraum V' und einen
Vektor v € V nennt man

TH+v={s+vlzeT}
die um v verschobene Menge.

Lemma 55.8. FEs sei T C R" eine kompakte Teilmenge und v € R™. Dann
15t

AT +v) = A™(T).

Beweis. Dies folgt direkt aus der Uberpflasterungseigenschaft, da beliebige
Quader-Uberpflasterungen mitverschoben werden kénnen und so iiber die
gleiche Menge das Infimum gebildet wird. O

Fiir lineare Abbildungen gilt die folgende Beziehung zwischen dem Volumen
einer Teilmenge und dem Volumen ihres Bildes.

Satz 55.9. Es sei T C R" eine kompakte Teilmenge und
¢: R* — R", 2 — ¢(x),
eine lineare Abbildung. Dann ist

A (@(T)) = |det o] - X*(T).
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Beweis. Dies folgt u.A. aus der multiplikativen Zerlegung einer Matrix in
Elementarmatrizen und eine Diagonalmatrix (siehe Satz 10.8) und aus dem
Determinantenmultiplikationssatz. U

Korollar 55.10. Be: einer Streckung
p: R" — R", v — av,

um den Streckungsfaktor a € R gilt fiir jede kompakte Teilmenge T' C R™ die
Formel

A'(p(T)) = |a]" - A"(T).
Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Satz 55.9 O

Beispiel 55.11. Den Fliacheninhalt des Einheitskreises haben wir in Beispiel
25.10 iiber ein Integral als m bestimmt. Unter der durch die Matrix M =

(8 2) gegebenen linearen Abbildung wird der Einheitskreis

{(z.y)l2* +y* <1}
auf
by)|2? +y* <1} = L i<
{(az,by)|2* +y* <1} = (u,v)lgu —1—?@ <
= {(u,0)|0*u* + a*v® < a®b*}
abgebildet. Das Bild ist eine (achsenparallele) Ellipse. Thr Flidcheninhalt ist
nach Satz 55.9 gleich wab.

Das Cavalieri-Prinzip

Bonaventura Cavalieri (1598-1647)
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Fiir Berechnungen ist das Cavalieri-Prinzip entscheidend. Mit ihm wird
die Berechnung eines n-dimensionalen Volumens auf die Integration des
(n — 1)-dimensionalen Volumens des Querschnitts des Korpers T' zuriick-
gefithrt. Zu einer Teilmenge 7' C [a,b] und einem z € [a,b] nennt man
T(z) = ({x} xR*™1) NT den Querschnitt von T durch z. Der Quer-
schnitt ist eine kompakte Teilmenge des R"~! und besitzt somit ein (n — 1)-
dimensionalse Volumen, das mit x variiert.

Satz 55.12. Es sei T C [a,b] x R"™! eine kompakte Teilmenge und es sei
vorausgesetzt, dass die Funktion

h: [a,b] — R, 2 — h(z) = A" (z x R*"'NT)

stetig ist. Dann ist
b
AT = / h(z) da

Beispiel 55.13. Wir wollen das Volumen einer dreidimensionalen abge-
schlossenen Kugel vom Radius r berechnen, also von

B(r)={z e R% ||z||<r} .

Wegen Satz 55.9 gilt dabei A3(B(r)) = r3A3(B(1)), d.h. es geht im Wesent-
lichen darum, das Volumen der Einheitskugel auszurechnen.

Fiir jedes fixierte u, —1 < u < 1, kann man den Querschnitt als

T(h) = {(x1,x9,23) € B(1)|z3 = u}
= {(z1,22) € R*2] + 23 <1—u*}

schreiben, d.h. als eine Kreisflache vom Radius v/1 —u2. Aufgrund des
Cavalieri-Prinzips ist daher

N(B(1)) = /11)\2 (32 (m))dh
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Definition 55.14. Zu einer Teilmenge 7" C R x R, nennt man
{(z,y cos a,y sin ) € R*| (z,y) € T, a € [0, 27]}
die zugehorige Rotationsmenge (um die z-Achse).
Zu einer Funktion
fi]a,b] — Rxo

nennt man die Rotationsmenge (oder Rotationskérper) zum Subgraphen zu
f auch den Rotationskorper zu f.

Satz 55.15. Es sei
f: la,b] — Rsq, t — f(2),

eine stetige Funktion und sei K C R?® der Rotationskirper zu f um die x-
Achse. Dann besitzt K das Volumen

N(K) = 7- / FO)2dt.

Beweis. Die Querschnittsfliche zu ¢ ist ein Kreis mit Radius f(¢), dessen
Flicheninhalt ist 7 f(¢)? nach Beispiel 25.10. Somit folgt die Aussage aus
dem Cavalieri-Prinzip. O
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Definition 55.16. Es sei B C R” und P € R*"! ein Punkt. Dann nennt
man die Menge

Kg={P+t(Q—-P)|Qe B, tel01]}
den Kegel zur Basis B mit der Spitze P.

Satz 55.17. Es sei B C R™ kompakt, P € R""' ein Punkt und Kg der
zugehorige Kegel. Es set h = P, die letzte Koordinate von P. Dann ist Kp
ebenfalls kompakt, und es gilt
1
N (Kp) = ——A\"(B) - |h].
(Kp) = ——=X"(B) - |n

Beweis. Der Durchschnitt von K = Kp mit der durch z,,, = u, u zwischen
0 und h, gegebenen Hyperebene ist

K(u) = {(x1,...,xp,u)| (x1,...,2,,u) € Kp} = {P+

(h —u)
h

Wegen der Translationsinvarianz und Korollar 55.10 ist dessen Volumen
gleich |h;h“‘n A"(B). Nach dem Cavalieri-Prinzip ist also (mit s = h — u)

|R|
A (Ky) = N(K (s)) ds

(Q—PMQEB}
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55. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 55.1. Bestimme das Volumen einer gleichseitigen Pyramide (eines
Tetraeders) mit Seitenlédnge 1.

Aufgabe 55.2. Es seien drei Punkte Py, P, P3 € Q? C R? gegeben. Zeige,
dass der Flacheninhalt des durch diese drei Punkte bestimmten Dreiecks eine
rationale Zahl ist.

Aufgabe 55.3. Bestimme das Volumen des Rotationskorpers, der entsteht,
wenn der Sinusbogen zwischen 0 und 7 um die z-Achse gedreht wird.

Aufgabe 55.4. Bestimme das Volumen des Korpers, der entsteht, wenn die
Standardparabel um die y-Achse gedreht wird und dies mit der Ebene zu
y = h ,gedeckelt“ wird, in Abhéngigkeit von A > 0.

Aufgabe 55.5. Berechne das Volumen der Einheitskugel mit dem Cavalieri-
Prinzip.

Aufgabe 55.6. Fasse die Einheitskugel als Rotationskorper auf und berech-
ne damit ihr Volumen.

Aufgabe 55.7. Bestimme das Volumen des Korpers, der entsteht, wenn
man aus dem Einheitszylinder, dessen Grundflache eine Einheitskreisscheibe
ist und der die Hohe 1 besitzt, den (offenen) Kegel herausnimmt, der den
oberen Zylinderdeckel als Grundfliche und den unteren Kreismittelpunkt als
Spitze besitzt.
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Aufgabe 55.8.*

Bestimme das Volumen des Rotationskorpers, der entsteht, wenn man den
Graphen der Funktion

f:]0,1] — Rsg, t —> t+VE+1,

um die t-Achse rotieren lasst.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 55.9. (5 Punkte)

Es sei K die Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt in (0, R) und dem Radius
0 < r < R. Berechne das Volumen des Rotationskorpers, der entsteht, wenn
sich K um die x-Achse dreht.

Aufgabe 55.10. (6 Punkte)

Es sei V' der Viertelkreis mit dem Mittelpunkt in (1, 0), dem Radius 1 und den
Eckpunkten (0,0) und (1, 1). Berechne das Volumen des ,,runden Trichters®,
der entsteht, wenn man V um die y-Achse dreht.

Aufgabe 55.11. (5 Punkte)

Es sei D das Dreieck mit den Eckpunkten (3,4), (5,5) und (4, 6). Bestimme
das Volumen des Rotationskorpers, der entsteht, wenn man D um die z-
Achse dreht.

Aufgabe 55.12. (4 Punkte)

Berechne das Volumen des Kegels, dessen Spitze in (2, 3,5) liegt und dessen
Grundflache die durch

{(z,y) € R?*|32” + 2y* < 4}
gegebene Ellipse ist.

Aufgabe 55.13. (6 Punkte)

Es sei T' ein Kreissektor des Einheitskreises zum Winkel « (im Bogenmaf).
Begriinde mit Uberpflasterungseigenschaften und mit Satz 55.9, dass der
Flacheninhalt von T' gleich & ist.
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56. VORLESUNG - MEHRFACHINTEGRALE

Es sei T' C R”™ eine kompakte Teilmenge und es sei
fl T — RZO

eine stetige Funktion. Wir wollen das Integral fT fdA™ definieren, wofiir man,
wenn die Variablen des R™ mit x, o, ..., x, bezeichnet werden, auch

//.../f(xl,xg,...,xn)dazldxg...dxn

schreibt. Diese Schreibweise wird dann bevorzugt, wenn die jeweiligen Gren-
zen sinnvoll beschrieben werden konnen und so die Berechnung des Integrals
auf die sukzessive Berechnung non n Einzelintegralen (in einer Variablen)
zuriickgefithrt werden kann. Bei n = 2 spricht man von einem Doppelintegral
und bei n = 3 von einem Dreifachintegral.

Eine wichtige Interpretation des Integrals ist, dass f eine Massenverteilung
(oder Ladungsverteilung oder Temperaturverteilung) auf dem Kérper T be-
schreibt. In diesem Fall ist das Integral gleich der Gesamtmasse des Korpers
T. Bei f = 1, also bei einer konstanten Massenverteilung, erhélt man iiber
ein Integral das Volumen des Grundkorpers. Wir fithren das Integral als
(n 4 1)-dimensionales Volumen des Subgraphen ein.

Definition 56.1. Sei 7' eine Menge und
f: T — Ry
eine nichtnegative Funktion. Dann nennt man die Menge
S(f) = {(z.y) € Tx R0 < y < f(x)}
den Subgraph der Funktion.
Definition 56.2. Es sei T C R” eine kompakte Teilmenge und
f: T — Ry

eine stetige Funktion. Es sei S(f) der Subgraph dieser Funktion. Dann setzt
man

/T FAX = A (S(f)

und nennt dies das (mehrdimensionale) Integral iiber T zu f.

Damit wird der Integralbegriff auf den Volumenbegriff zuriickgefiihrt. Fiir ei-
ne stetige, aber nicht notwendigerweise nichtnegative Funktion f zerlegt man
den Definitionsbereich in die beiden Teilmengen 759 = {P € T'| f(P) > 0}
und T<o = {P € T| f(P) < 0}, die ebenfalls kompakt sind, und setzt

/deA"z - fdA"—/T<O(—f)d)\”.
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Ebenso kann man die positiven und negativen Funktionen f, = min (f,0)
und f_ = min (—f,0) einfiihren und das Integral als [ fyd\" — [ f_dA"

ansetzen.
Aus allgemeinen Volumenregeln ergben sich die folgenden Integrationsregeln.

Lemma 56.3. Es sei T' C R™ eine kompakte Teilmenge und es seien
f,g: T — R
stetige Funktionen. Dann gelten folgende Figenschaften.

(1) Fira,beR gilt

/af+bgd)\" = a/fd)\”—l—b/gd)\”.
T T T

(2) Aus f(P) < g(P) fir alle P €T folgt [, fd\* < [ gd\".
(3) Wenn es eine Zerlegung T = Ty U Ty in kompakte Teilmengen mit
A (Ty NTy) =0 gibt, so ist

/ fd\" = fd)\" fd\".
T

Die letzte Aussage ist auch ein Ansatz, um das Integral zu einer Funktion
zu definieren, die nicht notwendigerweise stetig ist. Wenn es eine Zerlegung
T = U,e; T in endlich viele kompakte Teilmengen 7T; gibt derart, dass das
Volumen der Durchschnitte 7; N7} fiir i # j jeweils 0 ist (die Durchschnitte
miissen also Nullmengen sein) und dass die Einschrénkungen f; =
sind, so setzt man fT fd\r =", fTi fid\". Eine solche Zerlegung ist auch
bei stetigen Funktionen haufig sinvoll.

Der Satz von Fubini

Ein besonders einfacher Fall liegt vor, wenn 7' = [a, b] X [c,d] ein Rechteck
ist. Diese Situation wird durch den Satz von Fubini abgedeckt.
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Satz 56.4. Es sei
f:la,b] x [¢,d] — R

eine stetige Funktion. Dann gilt

/[a,b]x[c,d} fd\* = /ab (/Cdf(x,y)dxl) d\! = /Cd (/abf(:p,y)d,\l) AL

Beweis. Der Querschnitt des Subgraphen zu x = xq ist der Subgraph der auf
x = x( eingeschrankten Funktion, also

{(xo,y,z)|0§z§f(x0,y), nggd} .

Sein Fldcheninhalt ist fcd f(zo,y)dy, und dieser Fliacheninhalt hingt selbst
stetig von xg ab (das haben wir nicht bewiesen). Daher ergibt sich die Aussage
aus dem Cavalieri-Prinzip. O

Zumeist schreibt man in der vorstehenden Situation fab < fcd f(z, y)dy> dzx.

Beispiel 56.5. Wir wollen das Integral der Funktion
f: R? —R, (2,y) — 2° — 2y + 2%,

tiber dem Rechteck @ = [—2, 1] x [0, 2] mit dem Satz von Fubini ausrechnen.
Dies fiihrt auf

2
Jorme = ]
Q 0
1 1
- /O (<§:p3 - §x2y + 2y3x> |1_2) dy
—/ L o Sy ap) d
= gyt gty ) dy
3
= / (3+—y+6y3) dy
O 2

. 32 34 2
= (3y+4y +2y)lo

1

/ (3:2 —xy + 2y3) daj) dy
-2

1

2
2
2

= 6+3+24
= 33.
Korollar 56.6. Es seien
fila, 0] — R
und
g: [e,d] — R

stetige Funktionen. Dann gilt

/MH fgd/\2—(/f dx)~(/c ()dy).
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Beweis. Nach Satz 56.4 ist
b d
[ ey = | f(:v)g(y)dy> di
[a,b] x[c,d] a c

= }bellﬁ (/[dg(y)dy> dx

Mehrfachintegrale iiber stetig berandeten Gebieten

Wir betrachten nun Mehrfachintegrale iiber komplizierteren Teilmengen T,
wobei zuniichst T eine kompakte Teilmenge im R? sei. Eine handhabbare
Klasse von Teilmengen sind diejenigen, die (zumindest stiickweise) durch
stetige Funktionen in einer Variablen berandet sind. Die Grundversion sieht
dabei folgendermaflen aus: Es sei I = [a, b] ein reelles Intervall und es seien

g,h: I — R

zwei stetige Funktionen mit g(x) < h(x) fiir alle z € [a, b]. Diese zwei Funk-
tionen (bzw. ihre Graphen) legen dann ein Fldchenstiick 7" fest, némlich

T'=A{lzyla<z<b g(r)<y<h)}.

Man spricht von einem stetig berandeten Flichenstiick. Das Integral {iber T’
zu einer stetigen Funktion f: T — R kann man folgendermaflen berechnen.

Satz 56.7. Es sei [ = [a,b] ein reelles Intervall und es seien
g.h: I —R

zwei stetige Funktionen mit g(z) < h(z) fir alle x € [a,b]. Es sei T das
durch die beiden zugehdrigen Graphen begrenzte Flichenstiick iber [a,b], und
es set

f+T—R
eine stetige Funktion. Dann ist

b h(zx)
/de)\2 :/ ( " f(:c,y)dy) dzx.

Beweis. Dies folgt aus dem Cavalieri-Prinzip: Indem man f, und f_ getrennt
betrachtet, kann man annehmen, dass f keine negativen Werte annimmt.
Fiir diese Funktionen ist das Integral durch das Volumen des Subgraphen
definiert. Die Querschnittsfliche des Subgraphen zu xy € [a,b] ist gerade

fghéio)) f(xo,y)dy. Diese Flicheninhalte héngen stetig von zy ab (das haben

wir nicht bewiesen) und somit ist das Integral iiber diese Flicheninhalte nach
dem Cavalieri-Prinzip das Volumen des Subgraphen. O
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Beispiel 56.8. Es sei 1" die obere Einheitskreisscheibe und
[: T —R, (z,y) — flz,y) =2y +xy’.

Dann ist nach Satz 56.7

- 1 V1—22 ) ;
fdX\* = Yy + xy’dy | dz
T -1 \Jo
1

1 ]
-1
i
= / <%x2\/1—x2 —i—ix\/l—x#)dx
-1
e 2 2 2\ 2
= 595 (1—95)—1——3:(1—:6) dx
-1
i
1 1 1 1 1
= /1 (§x2—§x4+zx—§x3+zx5)dx
_ Lo, 1y 1, 1 5 1 6\
- (8I+6x 37 T Tt )=
2
15

Natiirlich kénnen die begrenzenden Funktionen auch von y abhédngen. Allge-
meiner kann man haufig ein komplizierteres Flachenstiick durch Einfiithrung
eines ,,Gitters® in Flédchenstiicke zerlegen, die zu diesem Grundtyp gehoren.
In diesem Fall erhdlt man das Gesamtintegral durch Aufsummieren der
Teilintegrale.

Wir betrachten nun dreidimensionale Bereiche 7" und Integrale dariiber. Eine
typische Situation ist dabei wieder, dass T" durch stetige Funktionen berandet
wird, und zwar in der folgenden Weise: Es sei I = [a, b] ein reelles Intervall,

g.h: [ —R
seien zwei stetige Funktionen mit g(z) < h(x) und
p.¢: {(y)lrel g(r) <y <h(r)} —R

seien zwei stetige Funktionen mit p(z,y) < ¢(z,y). Diese Funktionen begren-
zen dann den Bereich

T = {(z,y,2)|z €1, g(z) <y < h(z), p(z,y) <z < q(z,y)}.

Eine stetige Funktion f: 7' — R kann man integrieren, indem man die be-
randenden Funktionen als Integrationsgrenzen verarbeitet.

Satz 56.9. Es sei T C R? eine kompakte Teilmenge, die durch folgende Da-
ten beschrieben werde: Ein reelles Intervall I = [a,b], zwei stetige Funktionen

g,h: I — R
mit g(x) < h(x) fir alle x € [a,b] und zwei stetige Funktionen
p.q: {(zy)lr el g(zr) <y <h(z)} —R
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mit p(x,y) < q(x,y) derart, dass

T = {(z,y,2)|z e, glx) <y < h(z), pz,y) <z <q(z,y)}
ist. Es sei
f+T—R

eine stetige Funktion. Dann ist

b h(x) q(z,y)
/fd)\3 :/ / / flx,y,2)dz | dy | dz.
T a g(z) p(z,y)

Beweis. Dies folgt ebenfalls aus dem Cavalieri-Prinzip. U

Héufig ldsst man dabei die Klammern weg, da die Integralzeichen und das
Integrationssymbol du als Klammerung ausreichen. Ein Mehrfachintegral ist
von innen nach auflen zu lesen und zu berechnen. Die einzelnen Integrale sind
dabei, abgesehen davon, dass sie von zusétzlichen unbestimmten Parametern
abhéngen, gewohnliche eindimensionale Integrale.

Beispiel 56.10. Es sei R = [a,b] X [c,d] ein Rechteck,
q: [U,,b] X [Cv d] — RZOa (:E,y) — Q(m7y)a

eine stetige Funktion und 7" der Subgraph zu dieser Funktion, also T' =
{(z,y,2)|la <x<b c<y<d,0<z<qx,y)}. Fir eine auf T definierte
stetige Funktion f ist somit nach Satz 56.9

b prd  prq(z,y)
/fd)\3 = / / / f(z,y, z)dzdydzx.
T a c 0

Der Schwerpunkt

Definition 56.11. Zu einer kompakten Teilmenge (einem Kérper) T C R™
und einer stetigen Massenverteilung

f: T — RZO
mit dem Gesamtvolumen M = fT fd\" (das als positiv vorausgesetzt sei)
nennt man den Punkt S = (sq,...,s,) mit

S; 1= M/xlfd/\"— M/xz (1, ..., xp)dxy ... dzy
den Schwerpunkt von T (beziiglich der Massenverteilung f).

Um die i-te Koordinate des Schwerpunktes zu erhalten muss man also iiber
das Produkt aus i-ter Koordinatenfunktion und der Massenverteilung inte-
grieren. Wenn die Massenverteilung (oder Massendichte) f konstant (also der
Koérper homogen ist), so nennt man den Schwerpunkt auch den geometrischen
Schwerpunkt.
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Beispiel 56.12. Wir berechnen den Schwerpunkt der oberen Einheitshalb-
kugel, also von

T={(z,y,2) eR*|a*+y* +2* <1, 2> 0} .

Die z- und die y-Koordinate muss aus Symmetriegriinden natiirlich 0 sein.
Fiir die z-Koordinate berechnen wir

1 pVima? py/1-a?2—y2?
/ / / zdzdydx
\/1 x2 1
= / (1—{E —y)dyd:v
—1J-vi=a? 2

/(1—95 )Wﬁdas
/,
s
/st

V1i—z2?
1— 1_x2_§(1_x2)m
1-2®) VI—a?+ - (1—1:2)@)@
1—3: \/1—7:1:26&:
/ 1—x2)mmj.
-1

Wir fithren die Substitution mit z = sin v durch und erhalten (ohne den
Vorfaktor)

’-‘»—A

~—

N~ N~

1

OJI»Jk —

’-‘»—A

~—

WIN N

s

/2 (1—sin2u)cosu-cosudu = / (1—sin2u)(1—sin2u)du

wl

INETT

= / 1—2sin® u + sin* udu

INE]

™

2 4
= 2/ 1 —2sin? u + sin? udu.
0

Unter Verwendung von Beispiel 25.3 ist dieses Integral gleich

T ™ 3 7w 3
2(2-2-4+°.2) = 2n.
(2 173 2) 8"

Das Volumen der halben Einheitskugel ist nach Beispiel 55.13 gleich %71'.
Daher ist die z-Koordinate des Schwerpunkts gleich

2 3
5787 3

2
3T 8
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56. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 56.1. Berechne das Integral

/ zy d\?
Q

iber dem Quader @ = [a,b] X [c, d].

Aufgabe 56.2. Es sei G der Subgraph unterhalb der Standardparabel zwi-
schen 1 und 3. Berechne das Integral

/x2+xy—y3d)\2.
G

Aufgabe 56.3. Bestimme den Schwerpunkt des oberen Einheitshalbkreises
{@yla®+y* <1,y >0}

Aufgabe 56.4.*
Berechne das Integral zur Funktion

f(r,s,t) = s*t+r cos t
iiber dem Einheitswiirfel W = [0, 1]>.

Aufgabe 56.5. Berechne das Integral [, fd\?, wobei f(z,y,2) = 2z und T
der Einheitszylinder {(z,y,2)[ 2 +y* <1, -1 <z,y <1,0 < 2 < 1} ist.

Aufgabe 56.6. Auf der quadratischen Platte P = [—1,1] x [—1, 1] sei eine
elektrische Ladung gemif f(z,y) = y — x? verteilt. Bestimme den Schwer-
punkt der positiven Teilladung und den Schwerpunkt der negativen Teilla-
dung.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 56.7. (4 Punkte)

Es sei G der Subgraph der Sinusfunktion zwischen 0 und w. Berechne die
Integrale

a) [,z d\,
b) [oyd\2.

Aufgabe 56.8. (5 Punkte)

Berechne das Integral zur Funktion f(z,y) = z(sin z)(cos (zy)) iiber dem
Rechteck @ = [0, 37] x [0, 1].

Aufgabe 56.9. (4 Punkte)

Berechne mittels Integration den Schwerpunkt eines Dreiecks, das durch die
drei Punkte (0,0), (a,0) und (b, ¢) (mit a,c > 0) gegeben sei.

Aufgabe 56.10. (6 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung

2uv

[ R — R, (u,0) — @+ ) to+1)

Fiir welche Quadrate Q = [a,a + 1] x [b,b + 1] der Kantenlédnge 1 wird das

Integral
/ fdx?
Q

maximal? Welchen Wert besitzt es?

Aufgabe 56.11. (5 Punkte)

Berechne das Integral [ B(P) x? — y3d)\? iiber der Kreisscheibe B(P,r) in
Abhéngigkeit von P = (a,b) € R* und r € R,.
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57. VORLESUNG - DIE TRANSFORMATIONSFORMEL

Die Transformationsformel fiir Integrale

Wir kommen zur Transformationsformel fiir Integrale, wofiir wir noch eine
Bezeichnung einfiihren.

Definition 57.1. Sei G C V eine offene Teilmenge in einem endlichdimen-
sionalen reellen Vektorraum und sei

p: G—V
eine total differenzierbare Abbildung. Dann nennt man die Determinante

det (Dyp)p

die Jacobi-Determinante (oder Fundamental-Determinante) von ¢ in P € G.

Wir betrachten die Jacobi-Determinante als eine auf G definierte reellwer-
tige Funktion P — J(p)(P) = J(P) := det (Dy)p. Bei einer stetig partiell
differenzierbaren Abbildung ist sie stetig, da dann die Eintrége in der Jacobi-
Matrix stetige Funktionen sind. Bei einer linearen Abbildung

p: R" — R"”

stimmt das totale Differential in jedem Punkt mit ¢ selbst iiberein, und
daher ist die Jacobi-Determinante konstant. In Satz 55.9 haben wir gesehen,
dass die Determinante der linearen Abbildung das Verhéltnis zwischen dem
Volumen von Bild und Urbild festlegt. Eine wesentliche Verallgemeinerung
von dieser Beziehung wird durch die beiden folgenden Aussagen gegeben.

Satz 57.2. FEs seien G und H offene Mengen im R™ und es sei
p: G—H

ein C'-Diffeomorphismus mit der Jacobi-Determinante (J(p))(z) = det
(Do), fir v € G. Es sei T C H eine (in R™) kompakte Teilmenge und
es set

f+T—R
eine stetige Funktion. Dann ist ¢~ 1(T) ebenfalls kompakt und es gilt

/fow :/ (f o 0) | 7(g)] dN".
T e~ 1(T)

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

Héaufig startet man auch mit einer kompakten Teilmenge S C G und setzt
T = ¢(S) (dann gilt S = ¢ !(T)). Es kann auch auf S eine stetige Funktion
f definiert sein, dann muss man f = fo o~ ! setzen. Da ein Diffeomorphismus
vorausgesetzt wird, ist die Aussage dieses Satzes grundsétzlich symmetrisch.
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Korollar 57.3. Es seien G und H offene Mengen im R™ und es se:
p: G—H

ein C-Diffeomorphismus mit der Jacobi-Determinante (J(p))(x) = det
(D), firx € G. Es sei T C H eine (in R™) kompakte Teilmenge. Dann gilt

SOENIRCCIES

Beweis. Dies folgt aus Satz 57.2, angewendet auf die konstante Funktion
f=1. U

Beispiele zur Transformationsformel

Beispiel 57.4. Wir betrachten das komplexe Quadrieren
C—C, z+— 2%
In reellen Koordinaten ist dies die differenzierbare Abbildung
0: R? — R? (2,9) — (2% — ¢, 227).

Diese Abbildung ist wegen ¢(z,y) = ¢(—z, —y) nicht injektiv. Allerdings ist
die Einschrankung auf die positive Halbebene G = {(z,y)| z > 0} injektiv,
und das Bild davon ist H = R*\ R_ (also die Ebene ohne die negative reelle
Achse). Die Jacobi-Matrix von ¢ ist

20 —2y

mit der Jacobi-Determinante

(J(P)(z,y) = 42” + 4y”.
Wir mochten den Fldcheninhalt des Bildes T' = ¢(.S) des Einheitswiirfels
S =1[0,1] x [0, 1] unter dieser Abbildung berechnen (die eine Seite des Ein-
heitswiirfels gehort nicht zu G, dieser Rand ist aber eine Nullmenge nach
Lemma 55.7 und daher fiir den Flacheninhalt und die Integration unerheb-
lich). Aufgrund von Korollar 57.3 ist dann

MN(T) = / 42? + dyPd\?
S

1 1
= //(4x2+4y2) dxdy
0 0
L7y
= / (—x3+4xy2) lody
o \3
Lrg
= — 442 ) d
/o <3+ y) v
_ 43 1
= (3y+3y)lo

N
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w] co

Korollar 57.5. Es sei
0: R? — R? (r,0) — (r cos 0,7 sin ),

die Polarkoordinatenauswertung und es seien G und H offene Mengen, auf
denen ¢ einen Diffeomorphismus induziert. Es sei T C R? eine (in R?)
kompakte Teilmenge und

f+T—R

eine stetige Funktion. Dann ist
/f(a:,y) d)\*(x,y) = / f(rcos @,rsin@)-rd\(r,0).
T e~ 1(T)

Dies gilt auch dann, wenn auferhalb von Nullmengen ein Diffeomorphismus
vorliegt. Insbesondere gilt bei stetigem f die Formel

00 21
[z, y) dN(z,y) = / / f(rcos@,rsinf)-rdfdr.
R2 o Jo

Beweis. Dies folgt wegen

det (Dy) = det (
direkt aus Satz 57.2. O
Lemma 57.6. Es st

cos § —rsin 0

) =rcos’f +rsin®f =r
sinf 7 cosé

+00 )
/ e dx = /7.

Beweis. Durch eine einfache Substitution ist die Aussage dquivalent zu
+00 1

e
—co V2T

Nennen wir dieses Integral /. Nach einer Variante des Satzes von Fubini fiir
uneigentliche Integrale ist

& < m, /—1 % dt UL L0 v
fr— e . e = —€ .
—00 27T —00 27T R2 27T

Durch Einfithrung von Polarkoordinaten x = r cos # und y = r sin 6 ist
dieses Integral nach Korollar 57.5 und nach Fubini gleich

1 TQ
= e~z -rdX\(r,0)

2m [0,27] xR

— % (/mﬂld)\l(e)) (/R e -rd)\l(r)>

2
= / e~z -rd\'(r)
RZO

2
“Tdt = 1.
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[e.e] 7‘2
= e 2z -rdr
0

r
= —e 2]
= 1.

Damit ist auch I = 1. O
Korollar 57.7. Fiir die Zylinderkoordinatenauswertung
U: G =R,x]0,27[xR — R? (r,0,2) — (rcos §,rsin@, z),
eine kompakte Teilmenge T'C W(G) und eine stetige Funktion
f+T—R

/dex* - [Dl(T)(fo\I/)-rdA?’.

Dies kann man auch als

///fxy dxdydz—/// F(r,0,2) - rdrdodz

schreiben, wobei f = f oW bezeichnet.

gilt die Beziehung

Beweis. Dies folgt aus Satz 57.2, da die Jacobi-Determinante der Zylinder-
koordinatenauswertung gleich r ist. O

Korollar 57.8. Fiir die Kugelkoordinatenauswertung

U: G =R, x]0,7[x]0, 27— R?, (r,0,0) — (r cos ¢ sin 6, r sin ¢ sin 6, r cos 6),

eine kompakte Teilmenge T'C W(G) und eine stetige Funktion
f-T—R

qilt die Beziehung

/fd)\3 = / (f o W)r? sin 6 dA®,
T T-1(T)
Dies kann man auch als
///fxy, dxdydz—/// r0,<p )72 sin 0 drdfdyp
schreiben, wobei f = f o U bezeichnet.

Beweis. Nach Beispiel 51.7 ist die Jacobi-Determinante von ¥ im Punkt
(r, 0, ¢) gleich 72 sin @, so dass die Aussage aus Satz 57.2 folgt. O



259

Beispiel 57.9. Es soll eine Strafie in der Ebene der Breite 2a asphaltiert wer-
den. Dabei wird die Strale durch den Verlauf des Mittelstreifen vorgegeben,
der durch die Kurve

m@y—+R{tH%¢@y:<§g)7

bestimmt ist. Dabei sei ¢ zweimal stetig differenzierbar und bogenparametri-
siert, d.h. es sei f'(¢)®+¢'(t)* = 1, was bedeutet, dass die Mittelstreifenkurve
mit normierter Geschwindigkeit durchlaufen wird. Die Breite ist dabei senk-
recht zum Mittelstreifen zu messen. Die zu asphaltierende Trasse wird dann
durch die Abbildung

w[Qﬂxpﬂﬂy—nwwamké(ﬁg)+r(ﬁ$07

parametrisiert. Wir nehmen an, dass diese Parametrisierung injektiv ist, was
erfiillt ist, wenn die Mittelstreifenabbildung ¢ injektiv ist und die Strafle
nicht zu breit werden soll.

Die Jacobi-Matrix der Parametrisierung ist
_ (S =rg"(t) —4'(t)
(De)er) = (g’(t) +rfrt) @) )
Die Determinante davon ist

F@OF @) +4d@)g ) —r(g"@)f () — f()g (1))
=1—=r(g"(O)f' () = ["(t)g'(1))-

Daher ist die Asphaltfliche nach der Transformationsformel gleich
[ e ore - rode) o
[0,s]x[—a,a]
Wenn wir weiter annehmen, dass

9" () f(t) = f(D)g' (1] <

Q|



260

ist (was bedeutet, dass die Strafienbreite nicht allzu grof ist), so ist dieses
Integral nach Korollar 56.6 geich

/[O e T (g" () f'(8) = ["(t)g'(£)) dN®

= 2as+ </zrdr) (/U g f'@)— f(t)g'(t) dt)

= 20 ([ 050 - 00 i)

= 2as.

Dies bedeutet, dass die Asphaltfliche gleich der Mittelstreifenldnge mal der
Straflenbreite ist.

Volumentreue Abbildungen

In Vorlesung 31 haben wir iiber Isometrien gesprochen, also lineare Abbil-
dungen zwischen euklidischen Vektorrdumen, die das Skalarprodukt und ins-
besondere die Norm respektieren. Aufgrund von Aufgabe 57.7 ist die Deter-
minante einer Isometrie auf dem R"™ gleich 1 oder —1, so dass sich geméf
Korollar 57.3 das Volumen von beliebigen kompakten Teilmengen 7" C R"
unter der Abbildung nicht dndert, d.h. es ist stets \"*(o(T")) = A\"(T).

Definition 57.10. Es seien G und H offene Mengen im R™ und es sei
p: G— H
ein C''-Diffeomorphismus. Man sagt, dass ¢ volumentreu ist, wenn
[(J(@))(@)] = |det (Dyp)| = 1
ist fiir alle x € G.
Im ebenen Fall spricht man natiirlich von flachentreu. Fiir einen volumen-
treuen Diffeomorphismus ist A*(p(7")) = A*(T") nach Korollar 57.3.

Beispiel 57.11. Es sei h € Ry| ein beliebiges Polynom in der einen Varia-
blen y. Dann ist die Abbildung
p: R — R?, (z,y) — (z + h(y),y)

ein flichentreuer Diffeomorphismus. Die Jacobi-Matrix von ¢ ist ja

Jak(0) (@) = <(1) hli‘”)),

so dass die Jacobi-Determinante konstant gleich 1 ist. Wenn man die Rollen
von x und y vertauscht und die Hintereinanderschaltung von solchen Abbil-
dungen betrachtet, so erhélt man flachentreue Abbildungen, denen man es
nicht auf den ersten Blick ansieht. Beispielsweise ist zu p(z,y) = (z+ 9%, y)
und ¥(z,y) = (z,y + 2*) die Hintereinanderschaltung

(WVop)(z,y) = v(p(z,y))
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= U (z+y%y)
= (x+y Y+ x+y)>
= x—i—y y + 2 + 327y +3xy4+y6).

57. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 57.1. Interpretiere die Substitutionsregel als einen Spezialfall der
Transformationsformel.

Aufgabe 57.2. Zeige, dass der Flacheninhalt eines Annulus gleich dem Pro-
dukt aus der Liange des Mittelkreises und der Breite ist.

Aufgabe 57.3. Zeige, dass die Abbildung
R? — R?, (2,y) — (v +¢% —y* — 229> — 2 + 92 + 2+ 9)

flachentreu ist.

Aufgabe 57.4. Wir betrachten die Abbildung
0: R* — R? (2,9) — (z + sin y,y + cos x).

Berechne das Minimum und das Maximum von |det (D) p| auf dem Quadrat
Q = [0,27] x [0, 27]. Welche Abschitzung ergibt sich daraus fiir A?(p(Q))?

Aufgabe 57.5. Beschreibe die Abbildung
C —C, z+— 25,

in reellen Koordinaten und bestimme die Jacobi-Matrix und die Jacobi-
Determinante davon. Ebenso fiir z*.
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Aufgabe 57.6. Finde moglichst grofe offene Teilmengen G C C = R? und
H C C derart, dass die Abbildung

C —C, z+— 23,

einen Diffeomorphismus von G nach H induziert.

Aufgabe 57.7. Zeige, dass die Determinante einer linearen Isometrie
L: R" — R"

gleich 1 oder gleich —1 ist.

Tipp: Was passiert mit dem Einheitswiirfel?

Aufgabe 57.8. Man gebe ein Beispiel fiir eine lineare Abbildung
p: R" — R"”

derart, dass ¢ volumentreu, aber keine Isometrie ist.

Aufgabe 57.9. Es seien G und H offene Mengen im R™ und es sei
p: G—H

ein volumentreuer C'-Diffeomorphismus. Es sei G’ zusammenhiingend. Zeige,

dass entweder (J(¢))(x) = 1 fiir alle x € G oder aber (J(p))(z) = —1 fiir
alle z € G gilt.

Aufgabe 57.10. Bestimme durch Integration die z- und die y—Koordinate
des Schwerpunkts der oberen Einheitshalbkugel (siehe Beispiel 56.12).

Aufgabe 57.11. Man gebe ein Beispiel eines Diffeomorphismus
p: G— H

auf offenen Mengen G, H C R" und einer kompakten Teilmenge 7" C G an
derart, dass fiir den Schwerpunkt S von 7" und den Schwerpunkt S” von ¢(7T')
nicht o(S) = 5" gilt.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 57.12. (5 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
@: R2 — R?, (z,y) — (2° —y°, 21/°).

Berechne das Minimum und das Maximum von |det (Dy)p| auf den beiden
Quadraten Q1 = [0,1] x [0,1] und Q5 = [1,2] x [1,2]. Welche Abschitzungen
ergeben sich daraus fiir A?(¢(Q1)) und fiir A(¢(Q2))?

Aufgabe 57.13. (7 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
[0,10] — R, 2 +— 22,

und interessieren uns fiir die Strafle der Breite 1, deren Mittelstreifen der
vorgegebene Funktionsgraph ist.

a) Zeige, dass zu zwei verschiedenen Punkten auf dem Funktionsgraphen die
Senkrechten der Lange 1 (mit dem Mittelpunkt auf dem Graph) untereinan-
der {iberschneidungsfrei sind.

b) Man gebe eine (moglichst einfache) Parametrisierung der Strafie an.

¢) Bestimme den Flicheninhalt der Strafe.

Aufgabe 57.14. (3 Punkte)

Beschreibe das komplexe Potenzieren
C—C, z+—— 2",

in Polarkoordinaten.

Aufgabe 57.15. (4 Punkte)
Bestimme die Jacobi-Matrix zur Abbildung

C=2R? — C=R? 2+ 2",

in einem beliebigen Punkt P = (a,b) mit der Hilfe von Polarkoordinaten.
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Aufgabe 57.16. (3 Punkte)

Es sei T' C R™ eine kompakte Teilmenge und vy, ..., v, eine Basis von R"
mit den zugehodrigen Koordinatenfunktionen vy, ..., y,. Es sei
f: T —R

eine stetige Massenverteilung auf 7' mit der Gesamtmasse M > 0. Zeige, dass

1
t= — o fdA™
; M/Tyzf

die i-te Koordinate des Schwerpunktes von 7' beziiglich dieser Basis ist.

Aufgabe 57.17. (4 Punkte)

Zeige durch ein Beispiel, dass unter den Polarkoordinaten der Schwerpunkt
einer kompakten Teilmenge 7' C R? nicht in den Schwerpunkt des Bildes
(T iberfiihrt werden muss.

58. VORLESUNG - DER SATZ VON GREEN

Wir betrachten eine kompakte Teilmenge T C R?, deren Rand R sich stiick-
weise durch reguldre Kurven parametrisieren lasst. D.h. es gibt abgeschlos-
sene Intervalle [;, j = 1,..., k, und geschlossene, iiberschneidungsfreie (also
auf dem halboffenen Intervall injektive), stiickweise stetig differenzierbare,
regulidre Kurven
Yj: ]j — Rz

derart, dass ihre Bilder R; = 7,(I;) untereinander disjunkt sind und ihre
Vereinigung gleich R ist. Dabei werden die Kurven so durchlaufen werden,
dass T stets , links® liegt. Eine solche Teilmenge nennen wir hier eine requldr
berandete, ebene Teilmenge.

Man beachte, dass die einzelnen Intervalle I; selbst in endlich viele Inter-
valle zerlegt sind, auf denen jeweils eine stetig differenzierbare reguliare Kur-
ve definiert ist. Dies ist beispielsweise bei einem Rechteck der Fall, dessen
Rand durch einen geschlossenen Weg parametrisiert wird, der durch 4 linea-
re Teilstiicke gegeben wird.

Bei einem einzigen Intervall I zerlegt die Kurve v die Ebene in einen inneren
Teil (nédmlich 7') und einen #ufleren Teil. Die Eigenschaft, dass T" bei der
Randparametrisierung links liegt, bedeutet, dass der Rand gegen den Uhr-
zeigersinn durchlaufen wird. Eine mathematisch einwandfreie Definition von
diesen Begriffen ist nicht trivial. Wenn zwei (oder mehrere) geschlossene We-
ge gegeben sind, so konnen diese nebeneinander oder ineinander liegen. Im
zweiten Fall (beispielsweise bei zwei konzentrischen Kreisen) ist die duflere
Umrandung gegen den Uhrzeigersinn zu durchlaufen und die innere Umran-
dung mit dem Uhrzeigersinn.
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Es sei eine solche reguldr berandete, ebene Teilmenge 7" und ein stetig dif-
ferenzierbares Vektorfeld F' gegeben, das auf einer offenen Umgebung von T
definiert sei. Dann gibt es eine Beziehung zwischen dem Integral des Vektor-
feldes langs der parametrisierten Randkurven und dem Integral {iber T' zur
Funktion % — %—1;1. Diesen erstaunlichen Zusammenhang kann man auch zur
Berechnung von Flacheninhalten einsetzen. Es gibt auch hoherdimensionale

Verallgemeinerungen wie den Satz von Stokes.

Y
Ca

C.

C

.
a b X

Eine typische Situation, in der der Satz von Green anwendbar ist.

Satz 58.1. Es sei T C R? eine requlir berandete, ebene Teilmenge mit dem
Rand R = 0T und es sei

F:U—R?
ein auf einer offenen Menge U DO T definiertes stetig differenzierbares Vek-
torfeld. Dann ist

OF, OF, ) )
F — —fL‘7 —_LE, d)\,
| /T(alx D=2 o)

d.h. das Wegintegral zum Vektorfeld F' iiber den Rand von T stimmt mit dem
zwetdimensionalen Integral rechts tber T tiberein.

Beweis. Wir geben eine Beweisskizze. Da sowohl Wegintegrale als auch Inte-
grale iiber ebenen Bereichen additiv im Vektorfeld bzw. in der Funktion sind
und da partielles Ableiten ebenfalls additiv ist, kann man sich auf Vektorfel-
der der Form F = (F},0) bzw. (0, F3) beschrinken. Wir unterteilen den R?
mit einem Gitter derart, dass fiir die einzelnen Gitterrechtecke @) gilt, dass )
ganz in T' liegt oder aber ) NT aus drei geraden Seiten und einer Berandung
besteht, die man als den Graph einer stetig differenzierbaren Funktion in der
gegeniiberliegenden Seite realisieren kann. Das Integral zur Funktion iiber
T ist additiv beziiglich einer solchen Zerlegung. Der in ) N T durchlaufene
Rand stimmt natiirlich nur in einer Seite mit einem Stiick des Randes von T’
iiberein. Wenn man aber die Wegintegrale iiber alle diese Teilstiicke aufsum-
miert, so wird jede gerade Seite von ()N7T', die nicht zum Rand von T" gehort,
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doppelt durchlaufen, und zwar einmal in die eine Richtung und einmal in die
entgegengesetzte Richtung. Daher heben sich diese Teilwegintegrale weg und
in der Summe bleibt das Wegintegral iiber den Rand von 7" iibrig. Wir gehen
also davon aus, dass T' die Form

T = {(z,y) eR’la<a<b c<y<h(z)}
mit einer stetig differenzierbaren Funktion
h: la,b] — R

mit h(x) > c besitzt. Eine Parametrisierung des Randes wird dann durch
die Wege v1(t) = (a,c) + t(1,0) mit t € [0,b — a], %(t) = (b,c) + t(0,1)
mit ¢ € [0,h(b) — ¢] (wir parametrisieren also so, dass die Zeit immer bei
0 anfingt), v3(t) = (b,0) + (—t,h(b — t)) mit ¢ € [0,b — a] und schlieflich
1(t) = (a, ( ) +£(0,—1) mit ¢ € [0, h(a) — ]. Dabei ist fiir F' = (F},0)

LF = /71F+[y2F+/73F+/74F
J

b—a b—a

Fl(a+t,c)dt+0+/ Fi(b—t,h(b—t))(—1)dt + 0

0 0
a

— /: Fy(x,¢)dz + /ba Fy(z, h(z))de

Sei nun F' = (0, Fy) auf T' wie zuvor. Fiir die Abschnitte, auf denen h streng
wachsend oder streng fallend ist, kann man durch eine feinere Gitterunter-
teilung den Graphen auch abhéngig von y realisieren. Dabei ensteht eine
Situation, die analog zu der schon behandelten Situation ist (wobei sich die
Rollen von x und y und die Komponenten des Vektorfeldes vertauschen). Auf
einem Abschnitt, auf dem h konstant ist (sagen wir gleich d), ergibt sich die
Behauptung unter Verwendung des Satzes von Fubini aus

/F _ /F+/F+/F+/F
Y Y1 _'YQ Y3 Y4 B
- 0+/ Fg(b,c+t)dt+0+/ Fyla,d —t)(—1)dt
0 0
d c
= /Fa(b,y)der/ Fy(a,y)dy
c d

_ /FQ(b,y)—Fz(a,y)dy
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d
/ / @dxdy

b pd
F.
/ &dydz
@fvg ,
/T Ee —=d\*.
O

Beispiel 58.2. Es sei 7" C R? die Teilmenge, die durch die z-Achse, die
Gleichung = = 1 und den Parabelbogen begrenzt wird, und es sei F(z,y) =
(e”, zy) ein Vektorfeld. Wir wollen die beiden Integrale im Satz von Green
unabhéngig voneinander berechnen. Den Rand von 7" kann man durch drei
Wege 71,72, 73 reguldr parametrisieren, wobei

71(15) = (t,O),
72(t) = (1,1)

w(t) = (1—t, (1-1)7),

(jeweils mit ¢ € [0,1]) ist. Fiir das Wegintegral gilt somit

Joro e

- /Fl(t,o)dtJr/ Fy(1,t)dt

0 0
1

und

/F11—t1—2t+t2)( 1)+ Fy(1 —t,1— 2t +1%)(2t — 2)dt
— / tdt+/tdt+/ e (1 —t)(1 =2t +7)(2t — 2)dt
— e—1+2—|—( ) o— /0(1—t)4dt

_ L= 5 (1
= 5tz (A=)
12
2 5
1
— 10
Zur Berechnung des Doppelintegrals ist
OF, R _
oxr Oy v

Somit ist

0F, O0F, / 9
—Z — ——d)\ = d\
/T ox dy T 4

1 x?
= / / ydydx
o Jo
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Bemerkung 58.3. Fiir ein stetig differenzierbares Gradientenfeld F' ist
(nach Satz 45.11)

OF, oF
%(‘ray) - 8—y($,y) =0,

so dass das Flidchenintegral im Satz von Green gleich 0 ist. Daher muss das
Wegintegral ebenfalls 0 sein, was schon in Korollar 54.5 gezeigt wurde (und
auch in hoheren Dimensionen gilt).

Korollar 58.4. Es sei T C R? eine regulir berandete, ebene Teilmenge mit
dem Rand R = JT. Dann ist

1) = [ 0

= _/ <y7 0)7
T
d.h. der Flicheninhalt von T lisst sich tiber geeignete Wegintegrale lings des
Randes berechnen.

Beweis. Dies ergibt sich aus Satz 58.1 fiir das Vektorfeld F(z,y) = (0,x)
bzw. G(z,y) = (—y,0). O

Korollar 58.5. Es sei T C R? eine regulir berandete, ebene Teilmenge mit
dem Rand R = 0T wund dem Fldicheninhalt m > 0. Dann kann man den
Schwerpunkt S von T durch Integration eines geeigneten Vektorfeldes be-
stimmen, und zwar ist

1 1
rg = —— [ (zy,0 :—/ 0, z?
s R( ) =5 R( )

m

und
1 1 )
ys = m/R(O,xy) = _2m/R<y ,0).

Beweis. Wir beweisen die Aussage fiir die z-Koordinate des Schwerpunktes
unter Verwendung von Satz 58.1. Fiir das Vektorfeld F(x,y) = (zy,0) ist

0F, O0F

ox oy
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und daher ist

0F, OF, 1
m/xd)\2 = a—;—a—yldAQ = R(xy,()).
Fiir das Vektorfeld G(x,y) = (0, z?) ist
06, oG, _,
ox oy

und daher ist

mgzi/xd)\Q— L @—%)\2— /Ox
m Jr 2m Jp Ox 2m

Beispiel 58.6. Es sei T' der Subgraph der Sinusfunktion zwischen 0 und 7.
Wir wollen den geometrischen Schwerpunkt von 7" mit Hilfe von Korollar
58.5 berechnen. Der Flidcheninhalt von 7' ist bekanntlich

m:/ sint = —costlj = 2.
0

Der Rand von 7" wird durch die beiden Wege 71(t) = (¢,0) und 1(t) =
(m — t,sin (m —t)) (jeweils fiir ¢ € [0,7]) parametrisiert. Daher ist die -
Koordinate des Schwerpunkts mit Hilfe des Vektorfeldes F(x,y) = (xy,0)
gleich

4

1 s
_ —-/ (m— #)sin (7 —t) (—1)dt
2 Jo
r/Mm
= = u sin u du
2 Jo
1 . -
= 5(—ucosu—i—smu)|0
1
= —7"'7
2

was auch aus Symmetriegriinden klar ist. Die y-Koordinate des Schwerpunk-
tes berechnet sich mit Hilfe des Vektorfeldes G(z,y) = (%,0) zu

1
ySZ_Z/G

1
- -/

b
A

sin? u du

= =
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Der Satz von Gauss in der Ebene

Definition 58.7. Zu einer offenen Teilmenge V' C R™ und einer zweimal
differenzierbaren Funktion

u: V—DR
nennt man
A ’u  0*u N 0%u
u = .
0%x,  0%x9 0%z,

die Laplace-Ableitung von u.

Die Zuordnung u — Awu nennt man auch den Laplace-Operator.

Definition 58.8. Eine zweimal differenzierbare Funktion
u: V—DR

auf einer offenen Teilmenge V' C R"™ heift harmonisch, wenn

 Pu | DPu N 0%u
Pz x| D%z,

Au =0

ist.

Eine harmonische Funktion ist also eine (zweifach differenzierbare) Funktion
u, die die Laplace-Gleichung
Au =0
erfiillt. Zu einer komplex-differenzierbaren Funktion
g: C—C
ist sowohl der Real- als auch der Imaginirteil eine harmonische Funktion.

Wir mochten aus dem Satz von Green den sogenannten Satz von Gauss fiir
die Ebene ableiten. Dafiir beschrinken wir uns auf eine offene Menge V' C R?
in der Ebene. Zu einer zweimal differenzierbaren Funktion

u: V—R
gehort das Gradientenfeld grad u = (g—;, g—;) . Wir betrachten das Vektorfeld

ou Ou
F(.ﬁl?,y) = (_a_ya %) 3

das in jedem Punkt senkrecht auf dem Gradienten steht. Aufgrund von Lem-
ma 54.2 ist F(z,y) stets tangential an die Hohenlinie durch den Punkt (z,y).
Zwischen diesem Vektorfeld und dem Laplace-Operator besteht der folgende
Zusammenhang.
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Satz 58.9. Es sei T' C R? eine regulir berandete, ebene Teilmenge mit dem
Rand OT und es sei
u: V. — R?

eine auf einer offenen Menge V' 2O T definierte zweimal stetig differenzierbare

Funktion. Dann ist
/ (—@,@> = /Audv.
oT dy’ Ox T

Beweis. Wir wenden Satz 58.1 auf das Vektorfeld
ou Ou
F - (= Y=

an. Der Integrand im Doppelintegral ist dann
aFQ _ 8F1 . 82u + 82U
ox oy  0%x 0%

= Au.
O

Bei einer harmonischen Funktion sind also insbesondere die Wegintegrale
iiber geschlossenen Wegen zu dem Vektorfeld F' gleich 0. Bei einer nicht
konstanten harmonischen Funktion sind die Hohenlinien iibrigens nicht ge-
schlossen.

Beispiel 58.10. Die Funktion
u: R? — R, (z,y) — 2% — ¢

ist harmonisch. Daher ist fiir eine reguléir berandete, ebene Teilmenge T

/Aud)\Q =0
T

und daher ist nach Satz 58.9 auch

ou Ou /
- — | = 2y,2x) = 0.
/aT( oy ax) o 2020

Fir T = B(0,1) ist beispielsweise mit der trigonometrischen Parametrisie-

rung vy
/(2y,2:1:) = 0.
gl

Dies ergibt sich auch direkt aus

/W(yw) - [

—sint -sint + cost - costdt

27
1 —2sin® tdt

o—

t—t+sint cost)[s"

[
o
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Beispiel 58.11. Die Funktion
u: R? — R, (z,y) — 22 + 3/

ist nicht harmonisch, ihre Laplace-Ableitung Awu ist konstant gleich 2. Fiir
die Einheitskreisscheibe 7" = B(0, 1) ist somit

/Aud/\2 = /Qd)\2 = 2.
T T

Daher ist nach Satz 58.9 auch

ou Ou /
——, =) = [ (~2y,22) = 2r,
/aT( ay ax) (72, 22)

wobei v die trigonometrische Parametrisierung des Einheitskreises bezeich-
net. Dies ergibt sich auch direkt aus

2m
/(—y,x) = / sint -sint + cost - costdt
o7 0

2
- / 1dt
0

= 2.

58. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 58.1. Bestitige den Satz von Green fiir das Einheitsquadrat 7' =
[0,1] x [0, 1] und das Vektorfeld

F(z,y) = (zy,y°)
durch explizite Berechnungen.

Aufgabe 58.2. Es sei 7' C R? die Teilmenge, die durch die z-Achse, die
Gleichung = = 1 und den Parabelbogen begrenzt wird, und es sei F(z,y) =
(r+y?, 2%y) ein Vektorfeld. Bestitige den Satz von Green fiir diese Situation
durch explizite Berechnungen.

Aufgabe 58.3. Bestitige den Satz von Green durch explizite Berechnungen
fir die Menge T' = [—2,2] x [—2,2]\ U (0, 1) (also das zentrierte Quadrat der
Seitenlidnge 4 ohne den offenen Einheitskreis) und das Vektorfeld F(x,y) =

Aufgabe 58.4. Man mache sich klar, dass der Satz von Green nicht be-
hauptet, dass der Flicheninhalt eines umrandeten Gebiets im R? nur von
der Lange des Randes abhéngt.
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Aufgabe 58.5. Es sei T das durch (0,2), (1,—1) und (—2,—1) gegebene
Dreieck und h(z,y) = x?y. Finde ein stetig differenzierbares Vektorfeld F
mit

oF: OF;
h(l”y) = 8_; - 6)_y1

und berechne damit fT hd\? durch ein Wegintegral iiber den Dreiecksrand.

Aufgabe 58.6. Es sei
f: C\ {0} — C\ {0}, z+—> 271,

das komplexe Invertieren. Zeige, dass sowohl der Realteil als auch der Ima-
giniirteil dieser Funktion (jeweils aufgefasst als eine Funktion von R? nach
R) eine harmonische Funktion ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 58.7. (4 Punkte)
Es sei T' das durch (0,2), (1,—1) und (—2,—1) gegebene Dreieck und
h(z,y) = (32%y° — z sin y).

Finde ein stetig differenzierbares Vektorfeld F' mit

OF. OF
h(%y) = 8_; - 8_y1

und berechne damit fT hdA? durch ein Wegintegral iiber den Dreiecksrand.

Aufgabe 58.8. (4 Punkte)

Bestétige den Satz von Green fiir das Einheitsquadrat 7' = [0, 1] x [0, 1] und
die Vektorfelder

F(z,y) = (2"y’, 2"
mit a, b, ¢, d € N durch explizite Berechnungen.

Aufgabe 58.9. (5 Punkte)

Bestétige den Satz von Green durch explizite Berechnungen fiir die Menge
T = B(0,2) \ U (0,1) und das Vektorfeld F(z,y) = (22 — zy, zy?).

Aufgabe 58.10. (4 Punkte)

Berechne den Flédcheninhalt der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe iiber
ein geeignetes Wegintegral.
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Aufgabe 58.11. (4 Punkte)

Es sei 7 ein stiickweise reguldrer Weg, der das durch die x—Achse, die beiden
Gleichungen x = % und z = 5 und die Hyperbel (also den Graph der Funktion
y = %) gegebene Gebiet gegen den Uhrzeigersinn umrandet. Berechne das
Wegintegral iiber v zum (auf R, x R._; definierten) Vektorfeld

Fle.y) = (sin (%), Inx+ (1+—1y)2)

Aufgabe 58.12. (5 Punkte)

Es sei

pP:C—C
eine komplexe Polynomfunktion. Zeige, dass sowohl der Realteil als auch der
Imaginirteil dieser Funktion (jeweils aufgefasst als eine Funktion von R? nach
R) eine harmonische Funktion ist.
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