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AUFGABE 5.1. Axiomatisiere den Korperbegriff in einer geeigneten Sprache
erster Stufe.

Eine Menge K heifit ein Kdrper, wenn es zwei Verkniipfungen (genannt Ad-
dition und Multiplikation)

+: A xK—Kund -: K x K — K

und zwei verschiedene Elemente 0,1 € K gibt, die die folgenden Eigenschaf-
ten erfiillen.

(1) Axiome der Addition
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b, ¢ € K gilt: (a+b)+c = a+(b+c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a + b= b+ a.
(c) 0 ist das neutrale Element der Addition, d.h. fiir alle a € K ist
a+0=a.
(d) Existenz des Negativen: Zu jedem a € K gibt es ein Element
be K mita+0=0.
(2) Axiome der Multiplikation
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt: (a-b)-c=a-(b-c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a-b=1b"-a.
(c) 1ist das neutrale Element der Multiplikation, d.h. fiir allea € K
ista-1=a.
(d) Existenz des Inversen: Zu jedem a € K mit a # 0 gibt es ein
Element ¢ € K mit a-c = 1.
(3) Distributivgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt a-(b+c¢) = (a-b) + (a-c).

AUFGABE 5.2. Axiomatisiere den Begriff eines angeordneten Korpers in einer
geeigneten Sprache erster Stufe.

Ein Korper K heifit angeordnet, wenn es eine totale Ordnung ,>“ auf K
gibt, die die beiden Eigenschaften

(1) Aus a > b folgt a 4+ ¢ > b+ ¢ (fiir beliebige a,b,c € K)
(2) Aus a > 0 und b > 0 folgt ab > 0 (fiir beliebige a,b € K)

erfillt.
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AUFGABE 5.3. Zeige, dass die folgenden pradikatenlogischen Ausdriicke all-
gemeingiiltig sind.

(1)
(2)

VaVyVz((r =y ANy =2) >z = z2).

(VzPz) — Py
(wobei P ein einstelliges Relationssymbol ist).

(3)
PLAp2Aps—p,
wobei py, pa, p3 die Gruppenaxiome sind und
p=Vz(Ve(zx =x ANxz=2x) > z=e)

ist.

AUFGABE 5.4. Es sei I' eine Ausdrucksmenge und p ein Ausdruck in einer
Sprache erster Stufe. Zeige, dass I' F p genau dann gilt, wenn I' U {—=p} nicht
erfiillbar ist.

Bei den beiden folgenden Aufgaben soll mit den Peano-Axiomen der zweiten
Stufe argumentiert werden.

AUFGABE 5.5. Zeige ausgehend von den Peano-Axiomen, dass jedes Element
n € N, n # 0, einen Vorgénger besitzt.

AUFGABE 5.6. Man gebe Beispiele (M,0,") fir Mengen mit einem ausge-
zeichneten Element 0 € M und einer Abbildung ' : M — M an, die je zwei
der Peanoaxiome erfiillen, aber nicht das dritte.



