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AUFGABE 1. (3 Punkte)
Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

1

2)

3) Eine konvergente Folge in einem angeordneten Korper.

4) Der Betrag einer komplexen Zahl.

5) Der Rang einer linearen Abbildung.

6) Die Determinante (rekursive Definition) einer n x n-Matrix.

(
(
(
(
(
(

Losung

(1) Es seien L und M Mengen und es sei
F:L —M
eine Abbildung. Zu einer Teilmenge T' C M heif}t
FYT)={z e L|F(z)eT}
das Urbild von T unter F'.

(2) Eine Menge N mit einem ausgezeichneten Element 0 € N (die Null)

und einer (Nachfolger-)Abbildung

"N — N,n+—n/,

heifit natirliche Zahlen (oder Peanomodell fiir die natiirlichen Zah-

len), wenn die folgenden Peano-Aziome erfiillt sind.

(a) Das Element 0 ist kein Nachfolger (die Null liegt also nicht im

Bild der Nachfolgerabbildung).

(b) Jedes n € N ist Nachfolger hochstens eines Elementes (d.h. die

Nachfolgerabbildung ist injektiv).

(c) Fiir jede Teilmenge T' C N gilt: wenn die beiden Eigenschaften

o0 cT,
e mit jedem Element n € T ist auch n’ € T,
gelten, so ist T'= N.

(3) Es sei (x,)nen eine Folge in einem angeordneten Korper. Die Fol-
ge heiflit konvergent, wenn es ein x € K gibt derart, dass folgende
Eigenschaft erfiillt ist. Zu jedem € € K, ¢ > 0, gibt es ein ng € N

derart, dass fiir alle n > ng die Beziehung
|z, —x|<e€

gilt.



(4)

Zu einer komplexen Zahl
z=a+b
ist der Betrag definiert durch
|z|= Va2 + b2.
Es sei K ein Korper und es seien V und W zwei K-Vektorrdume.
Es sei
p:V—W
eine lineare Abbildung und V' sei endlichdimensional. Dann nennt
man
rang ¢ = dim(bild ¢)
den Rang von .
Es sei K ein Korper und sei M = (a;;);; eine n x n-Matrix iiber
K. Zuie {l,...,n} sei M; diejenige (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die
entsteht, wenn man in M die erste Spalte und die i-te Zeile weglésst.
Dann definiert man rekursiv

det M — ann | fallsn =1,
S (=) ta; det M fiirn > 2.
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AUFGABE 2. (2 Punkte)

Seien L, M, N Mengen und
f:L—Mundg: M — N

Abbildungen mit der Hintereinanderschaltung
gof:L— N, z+—— g(f(x)).

Zeige: Wenn g o f injektiv ist, so ist auch f injektiv.

Losung

Seien x1, x5 € L gegeben mit f(x1) = f(x2). Wir miissen zeigen, dass x; =
ist. Es ist

(o)1) = g(f(x1)) = 9(f(z2)) = (g0 [)(x2).

Da nach Voraussetzung g o f injektiv ist, folgt 1 = o, wie gewiinscht.



AUFGABE 3. (4 Punkte)

Es sei M eine beliebige Menge. Zeige, dass es keine surjektive Abbildung von
M in die Potenzmenge B (M) geben kann.

Losung

Wir nehmen an, dass es eine surjektive Abbildung
F:M— B (M), z+— F(x),
gibt, und miissen dies zu einem Widerspruch fithren. Dazu betrachten wir
T={zeMlzgF(x)}.

Da dies eine Teilmenge von M ist, muss es wegen der Surjektivitit einy € M
geben mit

Fly)=T.
Es gibt nun zwei Fille, namlich y € F(y) oder y ¢ F(y). Im ersten Fall ist also
y € T, und damit, nach der Definition von T', auch y ¢ F(y), Widerspruch.
Im zweiten Fall ist, wieder aufgrund der Definition von T, y € T, ebenfalls
ein Widerspruch.
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AUFGABE 4. (14 (=342+1+8) Punkte)
Betrachte auf Z x (Z \ {0}) die Relation
(a,b) ~ (c,d), falls ad = be ist.

a) Zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.
b) Zeige, dass es zu jedem (a, b) ein dquivalentes Paar (a',0’) gibt mit ¥’ > 0.

c) Es sei M die Menge der Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation. Wir
definieren eine Abbildung

©:Z— M, z—|[(2,1)].
Zeige, dass ¢ injektiv ist.

d) Definiere auf M (aus Teil ¢) eine Verkniipfung + derart, dass M mit dieser
Verkniipfung und mit [(0, 1)] als neutralem Element eine Gruppe wird, und
dass fiir die Abbildung ¢ die Beziehung

p(21 + 22) = p(21) + p(22)
fiir alle 2z, 2o € Z gilt.

Losung

a) Wegen der Kommutativitat der Multiplikation in Z ist ab = ba, woraus
die Reflexivitat folgt. Zur Symmetrie sei (a,b) ~ (¢, d), also ad = be. Dann
ist auch ¢b = da, was (¢, d) ~ (a,b) bedeutet. Zur Transitivitéit sei

(a,b) ~ (¢,d) und (c,d) ~ (e, f),

also

ad = bc und cf = de.
Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich
adf = bef = bde.
Da d # 0 ist, folgt daraus af = be, was (a,b) ~ (e, f) bedeutet.

b) Es sei (a,b) vorgegeben. Wegen b # 0 ist b > 0 oder b < 0. Bei b > 0
sind wir fertig, da (a,b) zu sich selbst dquivalent ist. Bei b < 0 betrachten
wir (—a, —b). Der zweite Eintrag ist positiv, und wegen

a(=b) = —(ab) = b(—a)
sind (a,b) und (—a, —b) dquivalent zueinander.

c) Seien z1, 2y € Z vorgegeben und ¢(z1) = ¢(z2). Das bedeutet [(z1,1)] =
[(22,1)] bzw. (21,1) ~ (22, 1), also

21 = 211 = ]_ZQ = Z9.



d) Wir setzen
[(a,0)] + [(¢, d)] := [(ad + cb, bd)] .
Wegen b, d # 0 ist auch bd # 0. Zur Wohldefiniertheit dieser Verkniipfung sei
(a,b) ~ (a',b') und (c,d) ~ (¢, d'),
also
ab' = a'bund cd' = dd.
Wir behaupten
(ad + cb,bd) ~ (a'd + V', b'd").
Dies folgt aus
(ad + cb)'d = adb'd + cbb'd
= ab'dd + cd'bV/
a'bdd' + ¢ dbl/
bda'd' + bdc't/
= bd(d'd + V).

Die Assoziativitit folgt aus

([(a, 0)] + [(c; d)]) + [(e, £)]

[(ad + be, bd)] + [(e, f)]
[(ad + be) f + bde, bdf |
ladf + bef + bde, bdf]
ladf 4+ b(cf + de), bdf]
[(

[(

a,b)] + ([(cf + de, df)])
a,0)] + ([(c; d)] + [(e, f)]).

Wegen
[(a,0)] +[(0, )] = [(al +80,61)] = [(a,D)]
(und ebenso in der anderen Reihenfolge) ist (0, 1) das neutrale Element.

Wir behaupten, dass zu [(a,b)] das inverse Element durch [(—a,b)] gegeben
ist. Dies folgt aus

[(a,0)] + [(—a,b)] = [(ab+b(—a),b%)] = [(ab—ab,b*)] = [(0,5*)] = [(0,1)],
wobei die letzte Gleichung sich aus 0-1 = 0 - b? ergibt.

Schliellich ist fiir 21,20 € Z

p(z1t22) = [(z1422,1)] = [(z1- 14122, 1-1)] = [(21, D]+ [(22, 1)] = (21)+(22).
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AUFGABE 5. (3 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass fiir « > 3 die Beziehung
2+ (2 4+ 1) > (v +2)?

gilt.

Losung

Wir rechnen die beiden Seiten aus, die zu zeigende Abschitzung bedeutet
dann
2w+ 2+ 1>+ 4+ 4.

In einem angeordneten Korper erhalten sich bei beidseitiger Addition die
Abschétzungen, so dass die Abschiatzung dquivalent zu

2 —2r—-3>0
ist. Wir schreiben die linke Seite als
-2 -3 =2"-2r+1-1-3 = (v —1)* -4
Beiz > 3 ist x — 1 > 2 und daher
(x—1)2 > 2z —1) > 2% = 4,

also gilt fiir x > 3 die Abschiitzung (z —1)? —4 > 0 und damit die urspriing-
liche Abschétzung.



AUFGABE 6. (5 Punkte)
Beweise durch Induktion, dass fiir n > 10 die Abschétzung
an Z n4

gilt.

Losung

Induktionsanfang fiir n = 10. Es ist 31 = 95 = 81-81-9 > 6000-9 > 10000 =
n*. Zum Induktionsschluss sei n > 10. Dann ist
1 1 1 1
3t =3.3" >3.n' = n4—|—§n4+§n4+§n4—l—§n4.
Andererseits ist nach der binomischen Formel

(n+1)* = n* +4n® + 6n* +4n + 1.

Wir miissen
VR VU VRS SIS S 4 3 2
n —|—§n —|—§n +§n —|—§n >n +4n° +6n“ +4n+1
nachweisen. Der erste Summand stimmt links und rechts iiberein, fiir die
anderen Summanden zeigen wir, dass die linken, also jeweils %n‘*, mindestens
so grof wie die rechten sind. Dies folgt aber direkt aus n* > 8n? (da n > 10),

aus n* > 12n2, da ja n? > 12 ist, aus n* > 8n und aus n* > 2.
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AUFGABE 7. (3 Punkte)

Entscheide, ob die Folge

3nd —n? -7

23+ n+8

in Q konvergiert und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Ty =

Losung

Fiir n > 1 kann man die Folge (durch Erweiterung mit 1/n3) schreiben als

CmP-n?-7 3-1-5%
T Ot nts 2+ L+ 57

Folgen von Typ a/n, a/n? und a/n3 sind Nullfolgen. Aufgrund der Summen-
regel fiir konvergente Folgen konvergiert der Zahler gegen 3 und der Nenner
gegen 2, so dass nach der Quotientenregel die Folge insgesamt gegen 3/2 € Q
konvergiert.
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AUFGABE 8. (8 (=6+2) Punkte)
Es sei K ein angeordneter Korper und sei
V=K%
der Vektorraum aller Folgen in K (mit komponentenweiser Addition und
Skalarmultiplikation).
a) Zeige (ohne Sétze tiber konvergente Folgen zu verwenden), dass die Menge
der Nullfolgen, also
U = {(@n)nen, | (Zn)nen, konvergiert gegen 0}
ein K-Untervektorraum von V ist.

b) Sind die beiden Folgen

(1/n)nen, und (1/712),L€NJr

linear unabhéngig in V7

Losung

a) Wir miissen zeigen, dass U nicht leer ist und bzgl. der Addition und
der Skalarmultiplikation abgeschlossen ist. Die konstante Nullfolge, also das
Nullelement von V, ist offenbar eine Folge, die gegen 0 konvergiert. Seien
T = (Tn)nen, Und ¥y = (Yn)nen, zwei Folgen aus U, also zwei Nullfolgen. Wir
miissen zeigen, dass auch die Summe x + y gegen null konvergiert. Sei dazu
e > 0 vorgegeben. Fiir €/2 gibt es, da die beiden Folgen gegen 0 konvergieren,
natiirliche Zahlen ny und mg mit

|z, | < % fiir n > ng

und
€ .
lyn |< 3 fiir n > my .

Aufgrund der Dreiecksungleichung fiir den Betrag gilt daher fiir n > max (ng, mg)
die Abschétzung

< < €€
|Zn + Yn| <] 20| + |yn| < 5 + 5 €

also liegt eine Nullfolge vor. Zum Nachweis der Abgeschlossenheit unter der

skalaren Multiplikation sei (,)nen, konvergent und s € K gegeben. Wir

miissen zeigen, dass die Folge sx,,n € N, gegen 0 konvergiert. Bei s = 0 ist

dies die Nullfolge, sei also s # 0. Wegen

| sz, |=|—sx, |
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konnen wir annehmen, dass s positiv ist. Sei € > 0 vorgegeben. Dann ist €/s
ebenfalls positiv und aufgrund der Konvergenz von (z,),en, gegen 0 gibt es
ein ng derart, dass fiir n > ngy die Beziehung

|z, | < €/s
gilt. Fiir n > ng gilt daher wegen der Multiplikativitit des Betrags
|szp|= s |x,| < se/s = ¢,
so dass auch diese Folge gegen 0 konvergiert.

b) Die beiden Folgen sind linear unabhéngig. Sie sind beide nicht die kon-
stante Nullfolge. Sie wéren also nur dann linear abhéingig, wenn die eine Folge
ein skalares Vielfaches der anderen wére. Nehmen wir also an, dass fiir ein
s € K die Beziehung

1 1
—_ = §—
n n?
fiir alle n € N gilt. Fiir n = 1,2 bedeutet dies insbesondere

1
l=slund = =s-.
2

4
Dies bedeutet s = 1 und s = 2, was nicht zugleich erfiillt sein kann.
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AUFGABE 9. (2 Punkte)

Berechne iiber den komplexen Zahlen das Matrixprodukt

141
2—1 —=1-3¢ -1

11—z
) 0 4—2

2+ 51

Losung

Man multipliziert die erste Zeile mit der Spalte rechts und erhélt
(2—1)(14+4)+(—1-38)(1—i)—(2+5¢) = 2+42i—i+1—14+i—3i—3—2—5i = —3—6:i.
Die zweite Zeile multipliziert mit der Spalte rechts ergibt
i(14+i)+(4—-2i)(2+5i) =i —1+8+200 —4i+10 = 17+ 174.
Das Ergebnis ist also der Spaltenvektor
-3 — 60
17+ 174
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AUFGABE 10. (3 Punkte)
Es sei K ein Korper und es seien V' und W zwei K-Vektorrdaume. Es sei
p:V—W

eine lineare Abbildung. Zeige, dass ¢ genau dann injektiv ist, wenn kern ¢ =
0 ist.

Losung

Wenn die Abbildung injektiv ist, so kann es neben 0 € V keinen anderen
Vektor v € V mit p(v) = 0 geben. Also ist ¢~ !(0) = 0. Sei umgekehrt
kern ¢ = 0 und seien vy, v € V gegeben mit ¢(vy) = ¢(vy). Dann ist wegen
der Linearitét

p(vr —va) = p(v1) — p(v2) = 0.
Daher ist v; — vy € kern ¢ und damit vy, = vs.
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AUFGABE 11. (3=(2+1) Punkte)

Es sei K ein Korper und es seien V und W zwei K-Vektorrdume. Es sei
vy, ..., U, ein Erzeugendensystem von V und es sei wy,...,w, eine Familie
von Vektoren in W.

a) Zeige, dass es maximal eine lineare Abbildung
p:V—W
mit ¢(v;) = w; fir alle ¢ geben kann.

b) Man gebe ein Beispiel fiir eine solche Situation an, wo es keine lineare
Abbildung mit p(v;) = w; fiir alle i gibt.

Losung

a) Es sei v € V beliebig. Da ein Erzeugendensystem vorliegt, gibt es eine

Darstellung
v = Zaﬂ)i.
i=1

Da eine lineare Abbildung Linearkombinationen erhélt, muss fiir eine lineare
Abbildung ¢ mit p(v;) = w; gelten
p(v) = SD(Z av;) = Zai@(vi) = Zaiwi-
i=1 i=1 i=1

Es gibt also fiir ¢(v) nur diese eine Moglichkeit und daher gibt es maximal
ein .

b) Sei V =W = K und sei v; = 1, vy = 0, w; = we = 1. Die beiden Vektoren
v, und vy sind ein Erzeugendensystem von K, da dies fiir v; allein schon gilt.

Es gibt aber keine lineare Abbildung mit ¢(vs) = ¢(0) = 1, da eine lineare
Abbildung 0 auf 0 schickt.
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AUFGABE 12. (4 Punkte)

Bestimme den Kern der linearen Abbildung

X X
2 1 5 2
R w2 7 1|
ya 4
9 —1 —4 3
w w

Losung

Es geht darum, das lineare Gleichungssystem

2x24+y+5z+2w = 0
v —2y+7z —w = 0
2 —y—4z+3w = 0

zu 16sen. Wir eliminieren mit Hilfe der ersten Zeile die Variable y. Das resul-
tierende System ist ([1' =11+ 21, I1I' =111+ 1)

2v+y+5z+2w = 0
Tx +17z24+3w = 0
4z +z4+b5w = 0.

Wir eliminieren nun aus /I’ mittels /71" die Variable z, das ergibt (11" —
17111")

2v +y+5z+2w = 0
dr 4+ z+5w = 0
—61z — 8w = 0.

Wir konnen jetzt dieses System losen, wobei z # 0 die anderen Variablen
eindeutig festlegt. Sei x = 82. Dann ist w = —61. Damit ist

z=—4x — 5w =—4-82—5(—61) = —328 4+ 305 = —23.
Schliefilich ist
y=—2x—5z—2w=—2(82) —5(—23) —2(—61) = —164 + 115+ 122 = 73.



Die Losungsmenge, also der Kern, ist somit

82
73

{s |s € R}.

—23
—61

17
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AUFGABE 13. (4 (=2+2) Punkte)
a) Bestimme, ob die komplexe Matrix
2450 1—2
3—4i 6—2i
invertierbar ist.

b) Finde eine Losung fiir das inhomogene lineare Gleichungssystem

M ) o4+ T2

Z9 0
Losung
a) Wir berechnen die Determinante der Matrix. Diese ist

det M = (2+450)(6 — 2i) — (3 — 4i)(1 — 2i)
= 12410+ 30i — 4i — (3 — 8 — 4i — 6i)

= 27+ 3061.
Insbesondere ist die Matrix invertierbar.
b) Es ist
54 + 721 5 det M
0 0

Daher kénnen wir direkt eine Losung angeben, ndmlich

21 _y 6 — 2 _ 12 — 4
29 —(3 — 44) —6 + 8i
Es ist ja
2451 1—21 2(6 — 29) _ (2+58)(6 —27) + (1 — 24)(—3 + 49)
3—41 6—2 2(—3 + 44) (3 —44)(6 —2i) 4 (6 — 2i)(—3 + 44)
2det M

0
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AUFGABE 14. (4 Punkte)

Es sei K ein Korper und es seien V' und W endlichdimensionale K-Vektor-
raume mit dim(V) = n und dim(W) = m. Welche Dimension besitzt der
Produktraum V x W?

Losung

Der Produktraum besitzt die Dimension n + m. Um dies zu beweisen sei
vy, ..., U, eine Basis von V und wy, . . ., w,, eine Basis von W. Wir behaupten,
dass die Elemente

(v5,0), 5 € {1,...,n}, und (0,w;), i € {1,...,m},
eine Basis von V' x W bilden.

Sei (v,w) € V x W. Dann gibt es Darstellungen

n m
v = E a;v; und w = E bjw; .
j=1 i=1

Daher ist

(v,w) = (Z a;v;, Z byw;)
= (Z a;v;,0) + (0, Z bw;)
= Zaj(vj70)+zbi(0>wi)7

j=1 i=1
d.h., es liegt ein Erzeugendensystem vor.

Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit sei
> " a;(v,0) + > bi(0,w;) =0 = (0,0)
j=1 i=1
angenommen. Die gleiche Rechnung riickwérts ergibt
(Z a;vj, Z byw;) = (0,0)
j=1 i=1

und das bedeutet

zn:ajvj =0 und zm:biwi =0.
j=1 i=1

Da es sich jeweils um Basen handelt, folgt a; = 0 fiir alle j und b, = 0 fiir
alle 7.
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AUFGABE 15. (2 Punkte)

Es sei K ein Korper und es seien V und W zwei K-Vektorrdume. Es sei
Homg (V, W) der K-Vektorraum der linearen Abbildungen von V' nach W
und es sei v € V ein fixierter Vektor. Zeige, dass die Abbildung

F:Homg(V,W) — W, ¢ — F(p) := p(v),

K-linear ist.

Losung

Zur Additivitat. Seien ¢,9 € Homg(V,W). Dann ist (nach der Definition
der Addition auf Homg (V, W))

Fle+4) = (p+9)(v) = o) +¢(v) = Fp) + F(¢).
Zur Skalarmultiplikation. Sei ¢ € Homg (V, W) und s € K. Dann ist (wieder
aufgrund der Definition der Skalarmultiplikation auf Homg (V, W))

F(sp) = (sp)(v) = sp(v) = sF(p).



