Apuntes: Aeroelasticidad y
vibraciones.






Apuntes: Aeroelasticidad y
vibraciones.

Alejandro Roger Ull
Ingenieria Aerondautica

Primera edicién — 01 de julio de 2012



Alejandro Roger Ull Aeroelasticidad y vibraciones

Acerca de estos apuntes

Estos apuntes se han realizado para cubrir el temario de la asignatura “Aeroelasticidad y
vibraciones”, que se imparte en el quinto curso de Ingenieria Aeronautica, en intensificacion
en Aeronaves, en la Escola Tecnica Superior d’Enginyeries Industrial i Aeronautica de Terrassa,
de la Universitat Politécnica de Catalunya (ETSEIAT — UPC).

Licencia

Esta obra estd bajo una licencia Attribution-ShareAlike 3.0 Unported (CC BY-SA 3.0) de
Creative Commons. Para ver una copia de esta licencia, visite:

http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.es_ES
En lineas generales:
Es libre de:

e Compartir — Copiar, distribuir y comunicar publicamente la obra.
e Transformar la obray crear obras derivadas.
e Hacer un uso comercial de esta obra.

Bajo las condiciones siguientes:

e Reconocimiento — Debe reconocer al autor de la obra original (pero no de una
manera que sugiera que tiene su apoyo o apoya el uso que hace de su obra).

e Compartir bajo la Misma Licencia — Si altera o transforma esta obra, o genera una
obra derivada, sélo puede distribuir la obra generada bajo una licencia idéntica a ésta.



Alejandro Roger Ull Aeroelasticidad y vibraciones

Contenidos

Modulo 1. Introduccion a la aeroelasticidad.

Tema 1. FENOMENODS ABIOEIASTICOS. .oiiuviiee ittt e e s aree e eans 6
Modulo 2. Aeroelasticidad del perfil.

Tema 2. Aeroelasticidad estdtica. Divergencia e inversion de mando...........cccccceeeeevveeennnen. 7
Tema 3. Aeroelasticidad dindmica. FIameE0.......occeiviiiiiiiiiiiieeccecee e 10

Tema 4. Teoria del perfil oscilante y cdlculo de fuerzas aerodinamicas en flujo
incompresible. FUNCION de TheodOorsen. .......cuieeiicieeeeciiee e 18

Tema 5. Teoria del perfil oscilante y cdlculo de fuerzas aerodindamicas en

(ole120Y o ZT]1 o] =TRSO R 28
Tema 6. Aeroelasticidad dinamica. Rafagas y turbulencias. ........cccoecvveeeieciieiicciiee e, 40
Tema 7. Aeroelasticidad dinamica. Flameo en separacion y bataneo. ........ccccoceveeeercieeennnns 53
Fema8- Aeroelasticidad-dethrbomMBGtHRES: o ottt 59
Mddulo 3. Estructuras unidimensionales.
Tema 9. INEFOAUCCION. ¢ttt ettt et ettt st st beenbeesaees 60
Tema 10. Aeroelasticidad estdtica en alas rectas........cooceveereereenienieneeeeee e 60
Tema 11. Flameo en alas de gran alargamiento.........ccoveeeeciieieeciiee e 75
Tema 12.  Flujo incompresible no estacionario en torno a alas deformables. .........ccccuee.. 83



Alejandro Roger Ull Aeroelasticidad y vibraciones

Moddulo 1. Introduccion a la aeroelasticidad.

Temal. Fendmenos aeroelasticos.

La aeroelasticidad estudia la interaccidon entre fuerzas aerodinamicas, fuerzas elasticas y
fuerzas de inercia. Por ello se aplicardn muchos conceptos que se han ido adquiriendo en otras
asignaturas a lo largo de la carrera. Se contemplaran los principales fendmenos aeroelasticos:

e Aeroelasticidad estatica:
a Divergencia (Divergence):
Modificacién del dngulo de ataque que puede estabilizarse o explotar en funcion
de la velocidad.

& Inversion de mando (Control reversal):
Al deflectar el alerén aumenta la sustentacidn, pero se produce también un
aumento del momento de picado. Esto disminuye el angulo de ataque, lo que
disminuye a su vez la sustentacion. El mando pierde efectividad.

e Aeroelasticidad dinamica:
A Flameo (Flutter):
Se produce cuando el perfil empieza a oscilar. Si las fuerzas aerodinamicas
extraen energia del sistema, el sistema se amortigua. Si entregan energia al
sistema entonces, si el sistema puede disiparla, se amortiguara, pero si no puede
disiparla entonces explotara. Si durante la oscilacidn se alcanza la zona no lineal
entonces durante parte de ciclo se entrard en pérdida.

A Bataneo (Buffeting):
Se produce por una excitacién exterior armodnica, por ejemplo una estela del ala
sobre el estabilizador horizontal.

A Rafagas (Gusts):
Las rafagas se tratan como excitaciones conocidas, y la turbulencia se trata
estadisticamente.

La Figura 1.1 muestra las relaciones entre las diferentes acciones y los fenémenos de estudio.

A e R - Inversién de mando A - Fuerzas aerodindmicas
RN N D - Divergencia E - Fuerzas elasticas
S ° G - Réfagas [ - Fuerzas inerciales
RD DS F - Flameo
P B - Bataneo No entran en la asignatura:
A / V - Vibraciones
E I ./ DS - Estabilidad dindmica
*-eve-

Figura 1.1: Tridngulo de Collar de fuerzas aeroeldsticas.
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Modulo 2. Aeroelasticidad del perfil.

Tema 2. Aeroelasticidad estatica. Divergencia e inversion de mando.

En aeroelasticidad estatica el movimiento vertical no tiene ningun efecto, ya que no se tienen
en cuenta las velocidades de desplazamiento, y sélo se considera la variacién en angulo de
ataque debido al giro. Es decir, en la Figura 2.1 no es necesario considerar el efecto de la
rigidez a flexidn kj, para estudiar el fenédmeno estatico de divergencia.

ay + a,

Figura 2.1: Modelizacion del perfil.

En la Figura 2.1 ay + @, representa el angulo de ataque modificado por los elementos
eldsticos. La distancia e es la que hay entre el eje elastico ee y el centro aerodindmico ac. La
ecuacion de equilibrio sera:

koo, =L-e+ Mgy,
koae =qS - (e- Cra(ap + ae) +c- CMac) (2.1)

Cuando se trabaja con perfiles, la superficie de referencia S representa la cuerda c, ya que la
superficie por unidad de envergadura es c - 1. Se elige esta nomenclatura para que tenga
concordancia con los casos de ala larga.

Despejando el angulo de ataque eldstico a, se obtiene:

Z_S(e'cla'ao +C'CMac)
a

a, = (2.2)

Se
1 —qk_acla

Para que se produzca la divergencia el denominador de la ecuacién (2.2) se debe anular. Por lo
tanto la presion dindmica de divergencia qp vy la velocidad de divergencia Up son:

"~ Secy,

2k,
pSeciy

(2.3)

1 2
qp =§P0UD = Up=
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Si el eje elastico x,, esta por delante del centro aerodinamico x,, es decir e < 0, entonces no
existe la velocidad de divergencia.

En la Tabla 2.1 se recuerdan algunos valores habituales:

‘ Incompresible ‘ Subsdnico ‘ Supersdnico
Posicidn del centro aerodindmico x,, 1/4 1/4 1/2
Coeficiente de sustentacion ¢; 2na 2na/f 4a /B

Coeficiente 8 1 /1 — M2 M2 — 1

Tabla 2.1: Parametros aerodindmicos habituales.

El planteamiento para el fendmeno de inversién de mando es el mismo, pero con un alerén. Se
quiere ver qué incremento de sustentacion produce este alerdn. Lo primero que se debe
suponer es que se estd a una velocidad inferior a la de divergencia, y que por lo tanto se ha
alcanzado un equilibrio en angulo de ataque.

Ahora se toma este angulo como referencia y se deflecta el alerén un angulo 3, Figura 2.2.

Figura 2.2: Modelizacion del perfil con aleron.

Esta deflexion modifica la distribucion de la sustentacion en el borde de salida del perfil, lo que
origina un momento de cabeceo. El angulo de ataque elastico debido Unicamente a 8 sera:

ka-ae=L-e+Mac=qS-(e-(cla-ae+clﬁ-ﬁ)+c-cMacﬁ-ﬂ) (2.4)

Despejando se obtiene:

c
ae  C1p T g CMacp
= (2.5)



Alejandro Roger Ull Aeroelasticidad y vibraciones

Se pueden definir la variacién de sustentacién debida a la deflexién del alerén ALR vy la
variacién total AL?, que incluye el efecto eldstico, como:

ALR = qe,ScipPB, AL® = qoScipfB + Qoo SC1o e (2.6)

Entonces la efectividad del mando se define como:

c ¢ . tMacp
AL? Clg e e €18t 5 CMacp e cp
— =1 — . — =1 _——— =14
ALR ag B ap ke _ ke  _
qSe "la qSec,
14 3(_5(: C1aCmacp
_ a ‘ip (2.7)
N Se
1- Cg(—a *Cla

La inversién de mando se produce cuando la efectividad se anula. La presién dinamica de
inversion de mando gg es entonces:

1 K Clﬁ
=_pUt=--22._"F :
qr =5 PUk S¢ CrracpCia (2.8)

La efectividad del mando también se puede escribir como L/LF:

L _4q
Lo 29)
dp

La Figura 2.3 representa la efectividad del mando en funcién de la presion dindmica.

2.0
1.5 /
T 11
Lo s\\\ 0.9
00 07 | \L
N 05 N\
qr/qp \9'3 ) \

0.5

.
o
n

Efectividad del mando L/LR

Iy NER NN
NERNAN

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Presién dinamica q/qp

Figura 2.3: Efectividad del mando en funcidn de la presion dindmica
para diferentes presiones de inversion.
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Tema 3. Aeroelasticidad dinamica. Flameo.

Se plantea la teoria del flameo con un ejemplo como el que se muestra en la Figura 2.4. Se
supone que el sistema parte de un sistema estacionario equilibrado, por lo que sélo se
consideran las variaciones temporales de las variables.

A

Uer b ’ b
e a e

k k
“7\/}\ @ G A /fe\ d
A\ 4

w
>
=
7\
v

Figura 2.4: Modelo de perfil para el estudio del flameo.

El movimiento vertical h se define positivo hacia abajo. Las distancias horizontales a, c y e son
definidas positivas hacia la derecha, por lo que a es negativa en la Figura 2.4.

Con el perfil sometido a una corriente U, se trata de conocer el comportamiento temporal de
h(t), a(t) y B(t). Se obtendran la energia cinética y la energia potencial del sistema, y se
plantearan las ecuaciones de Lagrange.

La posicidon de un punto del perfil en funcién del tiempo sera:
zp(x,t) = —h(t) + (ab — x) - a(t) + (cb — x) - H(x — eb) - B(¢) (2.10)
Donde H(x) es la funcién escalon de Heaviside:

0, x<0

H(x) = {1’ >0 (2.11)

La energia cinética T se calcula como:

b
T = %J (—fl + (ab — x)a + (cb — x)H(x — eb)/?)zdm
-b

L b(fl2+(ab—x)2-d2+(cb—.x).2-H(x—eb)-.Ez—
=—J —2(cb—x)-H(x —eb)-hf —2(ab —x) - ha +
b +2(ab—x)(cb—x)-H(x—eb)-dﬁ) dm

1.1 1 . . .
= SMh? + 51,67 + 2 Igh + Sghd + Sghp + (Ig + (c —a)bSp)ap  (2.12)

Donde S, y Sg representan el momento estatico, y I, y Ig representan el momento de inercia,
respecto a los ejes de a y 8 respectivamente.

-10 -
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La energia potencial U se obtiene de:
1 1 1
— 2 2 2

1 1 1
=-Mwih? + = l,w2a® + Elﬁwéﬁz (2.13)

2 2
Las frecuencias propias de la ecuaciéon (2.13) no son las frecuencias acopladas del sistema, sino
gue son las frecuencias propias de los muelles, como si el resto de los grados de libertad
estuvieran bloqueados.

k k
w2 = I_“ w} = iy Wh, W, W # W7, Wg, W3 (2.14)
a

g
SN
=|F

La disipacién D es:

Wi M 1B,

D =
2w 2w 2w

_ Mgk 1, 11agah , 1159895

= 22 (2.15)
2 w 2 w 2 B

Se trata de una disipacion histerética, que no depende de la frecuencia de oscilacién. Se puede
demostrar que, en flameo, la frecuencia w es la misma para todos los grados de libertad. Se ha
hecho también la suposicién de que el acoplamiento modal en amortiguacién es despreciable,
por lo que no aparecen términos cruzados como en la energia cinética.

La ecuacién de Lagrange para cada grado de libertad ¢ queda:
d <6T> aU aD iy (2.16)
dr\oz) Tar ToE T '

Donde Q¢ es la fuerza generalizada para el grado de libertad ¢. Desarrollando el sistema:

hgh

Mii+5ad+55[?+ h+Mwih = Q,
Seh + 1@ + (Ig + (c — a)bSp)B + fa (jga P+ [ywia = Qg (2.17)
393
Sﬁh + (IB + (C - a)bSB)a + IBB + ﬁ + IB Bﬁ = QB

Las fuerzas generalizadas se pueden obtener aplicando el principio de los trabajos virtuales,
mediante un desplazamiento virtual del perfil §z, que origina un cambio virtual en los grados
de libertad 6¢. Las fuerzas generalizadas seran:

ow

b
- = . . 2.18
Q¢ 368" w f-qu Acy, - 8z, dx (2.18)

Dado que ni g Ni Ac,r dependerdn del desplazamiento virtual del grado de libertad 6¢, basta
con realizar la derivacion unicamente en el término §z,, utilizando la expresion (2.10).

-11 -
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Por lo que finalmente queda, recordando que el eje h apunta hacia abajo:

b
Qn = f Gwlcy(—1) dx =—L [N/m], Fuerza 2D
-b
b
Qu = f dwlcy(ab —x) dx = M, [(N - m)/m], Momento 2D (2.19)
-b

b
Qs = f qoolcy(cb —x)dx =Mg  [(N-m)/m], Momento 2D
eb

En el Tema 4 se utilizard aerodinamica linealizada no estacionaria para obtener la variacion de
la distribucion del coeficiente de presion Ac,. Al considerar dngulos pequefios se desprecian

los términos de segundo orden, por lo que sera proporcional a los términos:
Acpyr o« a,B,h,a, B, hdp (2.20)

Por lo tanto las fuerzas dependerdn de estos mismos términos, es decir, de la solucion del
movimiento, y se podran afiadir al lado derecho del sistema (2.17):

L(t) = L(a, B, h &, B, . &, )
Mo (t) = Mq(a, B, b, &, B, b, &, B) (2.21)
Mp(t) = Mg(a, B, h, &, B, h, &, )

Se definen los siguientes parametros:

S,
Xy = M—‘Z Distancia adimensional entre CG y ee
S,
xXg = M_i) Distancia adimensional entre CGjeron ¥ €€alersn
; (2.22)
r2 = MZZ Radio de giro adimensional del perfil
I
rﬁz = M—I;;Z Radio de giro adimensional del alerén

De forma que el sistema (2.17) se puede rescribir, dividiendo sus ecuaciones por 1/Mb,
1/Mb?y 1/Mb? respectivamente:

h . w2g, h h L
E+Xad+xBﬁ+thhE+w;21E= —m
h . T2 M
xaE+r§d+(rE+(c—a)xﬁ),8+ e agad‘l‘?”o?wczza = MI;XZ (2.23)
2 2
TBWBIB 5 o Mg

P L
xﬁE+(TB +(c—a)xﬁ)a+rﬁﬁ+ B+rgwpp = Vb2

Considerando soluciones armdnicas del tipo:

h(t) = h-elt,  A(t) =iwh-e'®t,  h(t) = —w?h-el®t (2.24)

-12 -
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La variacion de la distribucion del coeficiente de presion Ac,r se puede escribir como:
Acyr = (Acpa + iwAcye + (—wz)Acp&)a +(C¢)B+(C)h (2.25)

Y el sistema se puede escribir matricialmente como:

1 x4 xg h/b
—w? r2 rﬁz+(c—a)x[; a b+
sym 3 | B
Whgn 1(h/b
+i r2wig, a ¢+
riwpgpl' B
W 1¢h/b Qn/Mb
+ TZ W { a t = {Qq/Mb? (2.26)
rfwg|\ B Qp/Mb?
Donde:
Qn/Mb %pwUOZO —Cn  —Ca  —CpY(h/b
Qa/sz = CManh CMaa CMap|{ « (2.27)
Qp/Mb? Cmpn  Cmpa  Cmppl\ B

Ahora se aplican al sistema (2.26) los siguientes pasos:

1. Dividir por w?.
2. Sacar factor comin w? (frecuencia de referencia).
3. Se hace la hipétesis g, = gg = gp (son dificiles de determinar con mas precision).

Se definen dos parametros muy importantes que se emplearan a partir de ahora:

1. Frecuencia reducida k:

wb b/U, tiempo de residencia ) ) )
k=—= = — —, « 1 = casi-estacionario (2.28)
U, 1/w  tiempo de oscilacion

2. Coeficiente masico u:

M masa del perfil 40 — 80 avidn transporte

u= 5= - =~ 110 planeador (2.29)
PooTh masa del aire que lo rodea 2_c barco, submarino

Empleando estos dos pardmetros y dividiendo por w? se obtiene:

1 2 2
1 ‘zpooUoo= 1 U2 _ 1 (2.30)
w? M 2um w?b?  2muk?

-13 -
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Y el sistema (2.26) queda:

h/b 0
(2 k=g ) | -]
0

Donde las matrices de masa M, de rigidez con disipacién K y de fuerzas Q son:

[ 1 x, Xg
M= 2 rﬁz+(c—a)x,;
sym rﬁz
w,zl ]
w2 |
K= r2
2
1)
2B
T
B éJ
[—Cin —Cla  —Cip
Q = |’Mah CMaa CMaﬁ]
[CMBh CMBa  CMBB

(2.31)

(2.32)

La solucidn trivial seria que el vector de desplazamientos sea nulo. Descartando esta soluciéon

la otra posibilidad es:

det( M + ( ) (1+ig,) K— zwkz Q)
Se puede rescribir como un problema de autovalores:
1 Wa\2
det (K-l (M + Sk Q) - (f) (1+ig) 13) =det(A—z15) =0
Existen varios métodos para la resolucién. Uno de ellos es el llamado VG:

1. Seleccionar un rango para la frecuencia reducida k entre 1073y 1, con:

k1>k2>k3>"'>kn

2. Entre dos valores de k se calculan p matrices Q adicionales por interpolacién:

ky o ky o kg,
Qk1 Q11 Qriz Q2 Qi2r Qrzz - Qn

3. Partiendo de la frecuencia reducida k; mayor se obtiene:

— 1
A; =K 1 (M 2 k2 le})

4. Se calculan los autovalores z; de la matriz A.

-14 -

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)



Alejandro Roger Ull Aeroelasticidad y vibraciones

5. Para cada autovalor se comprueba:

\ ( 2
RE(Zi) >0 ? L . ! Re(zl-) — (%) - wp
Im(z;) = woib (2.38)
~go ? k. = hadild - U
Re(z) | "

6. En caso negativo se vuelve al paso 3 y se pasa a la siguiente Quij-

En el caso compresible la matriz Q depende también del nimero de mach M, y ademas el
parametro masico u depende de la densidad p.,, que a su vez depende de la altitud H, igual
gue la velocidad del sonido a.,. Para obtener la solucidn en régimen compresible hay que
comprobar para varias altitudes si existe la velocidad de flameo.

Fijar un numero de Mach M.
Aplicar los pasos 1y 2 del método VG para incompresible, con Q = Q(M,, k;).
Fijar una altitud H, con la que se obtiene it y a.
Continuar el método VG para encontrar kg, wg, Ug.
Comprobar si Ur/ae = M.
Si: Se ha obtenido un punto (M, H) para el que se produce el flameo. Para
obtener el siguiente punto volver al paso 1.

vk wN e

No: No se produce flameo a esa altitud para el nimero de Mach fijado. Volver al
paso 3.

El fendmeno de flameo puede interpretarse fisicamente de dos formas. Desde un punto de
vista aerodindmico hay que tener en cuenta que la circulacién global debe ser nula, motivo por
el que al aparecer una circulacion en el perfil, aparece una de signo contrario en la posicién
inicial. Por esta misma razoén, al modificarse la circulacién por efecto de la oscilacidn en «, se
desprenden pequenas circulaciones adicionales continuamente, como muestra la Figura 2.5.

> X

5555 - :>:>_Fi)

dlr —dr

Figura 2.5: Conservacion de la circulacion a lo largo del tiempo.

Si la variacion es lenta entonces se puede considerar que estas circulaciones son pequefias y
que el ¢; esta en fase con el grado de libertad a. Pero, si no son despreciables, hay que afiadir
otra contribucion ¢;4¢, proporcional a &, y por lo tanto desfasada en /2 rad.

cir(t) = 2ma(t) (Enfase), ciaf * @ (Endesfase) (2.39)

Ahora interesa comprobar el trabajo que realiza cada una de estas contribuciones a lo largo de
un periodo de oscilacién completo de 27 rad, suponiendo la soluciéon arménica:

-15-
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a(t) = a(0) - cos wt, a(t) = —w - a(0) - sinwt (2.40)

El trabajo se puede calcular como:
21/ W a
szFdazf Fa dt, — =g, T=wt (2.41)
0
Para la contribucién en fase se tiene:
21/ W 27
Wf«f a-ddtocf costsintdr =0 (2.42)
0 0

Algo ldgico, ya que durante la mitad del ciclo la fuerza acompafia al desplazamiento y durante
la otra mitad se opone al mismo.

En el caso de la contribucién desfasada:

WdfOCJ
0

Es decir, el valor del trabajo dependera del término de proporcionalidad, porque el término
armodnico no se anulara, a diferencia del caso de la contribucion en fase. Si War < 0 entonces

21/ W 2T

d-ddtxf sintsintdt =m # 0 (2.43)
0

el aire extrae energia del sistema y no se produce el flameo. En el caso contrario, si W;r > 0,
el aire introduce energia en el sistema, y si la estructura no es capaz de disipar el trabajo, se
producira el flameo.

Desde un punto de vista estructural se puede considerar un sistema de 2 grados de libertad sin
amortiguacion. Planteando la ecuacidn del movimiento de la estructura:

M-§+K-§E=q,b-Q-§ (2.44)

Aunque habitualmente no se hace, porque es complicado transformar la matriz de fuerzas Q,
se puede aplicar la transformada de Laplace a la ecuacion (2.44):

—a, ++/a3 — 4a,a,

app* + ap? +a, =0 = p?= ) p = edtiwt (2.45)

2a,

Si se dibujan las raices en funcién de la velocidad, Figura 2.6, se comprueba que a partir de
Us = Ug uno de los grados de libertad empieza a extraer energia del otro.

Figura 2.6: Evolucion de las raices del sistema estructural.

-16 -
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Por ultimo, resulta conveniente estudiar la influencia de los diferentes parametros en el
flameo para un caso con 2 grados de libertad en a y h.

e La velocidad de flameo se hard minima cuando las dos frecuencias propias
desacopladas sean muy cercanas.

e También se hara minima para valores del pardametro masico entre u = 2y u = 10, lo
gue puede afectar a aviones pequefios.

e Del mismo modo también se hara minima para x, pequefia. Para aumentarla se aplica
normalmente un equilibrio dindmico, afiadiendo algo de masa al borde de ataque del
ala o de los alerones y flaps.

e Por ultimo, en el caso compresible, para aviones de transporte, el flameo no empieza
hasta My, = 0.4, y a partir de ahi la altitud H aumenta hasta alcanzar un pico en
M, = 1, para después disminuir un poco y estabilizarse.

Ur Ur
A A

Flameo Flameo

| > Wy /W : : >

1 h/ a > 10 u
Ur Hp
A A

Flameo
» Xo

Figura 2.7: Evolucion del flameo con diferentes pardmetros.

-17 -
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Temad. Teoria del perfil oscilante y calculo de fuerzas aerodinamicas en flujo

incompresible. Funcién de Theodorsen.

En este tema se calcularan las fuerzas aerodinamicas no estacionarias que se producen cuando
todos los grados de libertad oscilan con una misma frecuencia w.

Se realizan las siguientes hipdtesis:

1. Fluido ideal, es decir, incompresible, no viscoso y con conductividad térmica nula.
2. Campoirrotacional ent = 0, por lo tanto la vorticidad global se tendra que conservar.
3. Teorialinealizada. Causa y efecto del mismo orden.

La ecuacion fundamental es la de continuidad, de donde se deduce que el campo de

velocidades V se deriva de un potencial ®:

V-V=0 = V=Vd = VPd(x,zt)=0 (2.46)

Hay que recordar que el potencial @ es una funcién arménica, que cumple la ecuacién de
Laplace. Las condiciones de contorno son:

e En el perfil, superficie fluida, con velocidad tangente al obstaculo.

F(x,z,t) =0 bFE _9F +V®d-VF =0 (2.47)
= = _—— . = .
X2 Dt Ot

e En el campo lejano, la velocidad es uniforme.
x> 47250 = d=Uyx (2.48)
e Se cumple la condicidn de Kutta en el borde de salida.
Acp|x=b =0 (2.49)

El perfil se descompone en efectos estacionarios y transitorios. Se supone que las magnitudes
estacionarias estan en equilibrio y se estudiaran las fuerzas transitorias. El espesor o la
curvatura no tienen transitorio, el perfil no se infla ni se dobla a lo largo de la cuerda.

Estacionarios: @ /\ \

Espesor Curvatura Angulo de ataque
Transitorios: ¢ w\ : )
Oscilacion vertical Oscilacion dngulo de ataque Oscilacion del flap/alerén

Figura 2.8: Descomposicion del perfil.

Es conveniente definir la escala de estos parametros para poder determinar la magnitud de sus
efectos. En comparacidon con la cuerda, referencia de orden unidad, se considera que el
espesor, la curvatura y el angulo de ataque son de una magnitud 7 «< 1. Del mismo modo se
considera que las oscilaciones tendran una magnitud § < t.
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La geometria del perfil se puede definir a partir de la funcidn:
F(x,z,t) =z—1-25(x) =& - z,(x,t) =0 (2.50)

Donde z, contiene los pardmetros geométricos estacionarios y z; contiene los transitorios.
Notese que la definicidn de Ty § hace que z, y z; sean de orden unidad.

Aplicando la tercera hipdtesis, se supone entonces que la solucidon para el potencial serd el
potencial correspondiente al flujo sin perturbar U, x, de magnitud unidad, junto con el efecto
de las perturbaciones estacionarias ¢,, escaladas una magnitud 7, y el efecto de las
perturbaciones transitorias ¢4, escaladas una magnitud §.

D(x,z,t) =Upx+7-90o(x,2) + 6 p1(x,21) (2.51)

Noétese que la definicion de T y & hace que ¢, y @, también sean de orden unidad. Si se
introduce esta solucion en la ecuacidn de continuidad (2.46), al aplicar la laplaciana el término
correspondiente al flujo sin perturbar U,x desaparece. Separando los términos segin su
magnitud, T 6 §, se obtienen entonces dos ecuaciones:

VZpo(x,z) =0, Vip,(x,2z,t) =0 (2.52)
La condicion de contorno a aplicar en el campo lejano para estas ecuaciones es inmediata:
x2+z2>50 = @y=¢,; =0 (2.53)

Para obtener la condicidn de contorno en el perfil hay que introducir la ecuacién de su
geometria (2.50) y la solucién para el potencial (2.51) en la condicion de contorno (2.47).

DF 0z Up+T @ox+6-¢ —T+Zgy—0-2
—_0 = —6'—1+ o) 0x 1x { 0x 1x}=0 (2.54)
Dt ot T Poz + 6 @1, 1
Donde los subindices x y z hacen referencia a las derivadas en esas coordenadas. Esta
ecuacion se puede separar segun el orden de magnitud de sus términos:
o(1) U~ Zox + 00z =0 = @o; = Us - Zox (2.55)
000) =21t U Z1x + 01, =0 = @1, =Us 215 + 73;
La derivada temporal z;; es una novedad respecto al procedimiento que se seguia en la
asignatura “Aerodindmica”. Estas condiciones para las derivadas en z de ¢, y ¢, se imponen
en el perfil, es decir, en z = 72y + §z;. Pero linealizando esta ecuacidn para el perfil se puede

considerar que es suficiente aplicarlas en z = 0.

(p02|2=0 = Uoo *Zoxs (P12|Z=0 = Uoo *Z1x + Z1t (256)

Por dltimo, para obtener la condicion de Kutta, hay que aplicar la ecuacién de Euler-Bernoulli,
relacionando los valores locales con los del campo lejano.

v 1 p 1 Poo
—+-(VP)2+—=-U2 +— =ct 2.57
6t+2( )+ 732 +,Doo c ( )
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La expresién para la presion p linealizada se puede obtener como en el caso del potencial o de
la geometria del perfil, anadiendo las diferentes perturbaciones:

P =DPw+T Do(x,2)+35 p(x,21t) (2.58)

Sustituyendo en la ecuacién (2.57) y separando los términos segun su orden de magnitud:

Po Po
o(7) Us 900x+p_= 0 = ,0_= —Us * Pox
p°° p°° (2.59)
1 1
0(8) @1t + Uprx + p_ =0 = p_ = —(Uso®1x + ¥1¢)
Escrito en términos del coeficiente de presion ¢,:
Do % %
Acpo(x,2) = —2U—o: Acp; (x,2,t) = — (le + U?) (2.60)
Y la condicién de Kutta queda:
Acp0|x=b =0, Acp1|x=b =0 (2.61)

En la asignatura “Aerodindmica” se tenia una distribucién de torbellinos estacionaria sobre el
perfil. El salto de velocidades a través del perfil venia representado por la intensidad de la
distribucidn de torbellinos y, (a de airfoil). Como ya se ha comentado, dado que la circulacién
global debe mantenerse nula, en régimen transitorio se desprende una distribucidn de
torbellinos ¥, (w de wake) para compensar los cambios en la distribucién del perfil y,.

<0000 + OO

-b » ¢ Ust

v
=

Figura 2.9: Desprendimiento de torbellinos de estela.

Se asumen las siguientes hipdtesis para la distribucion de torbellinos de estela y,,,:

1. Lostorbellinos permanecenenz = 0.
2. Los torbellinos viajan aguas abajo a una velocidad U,.
3. Lostorbellinos no inducen velocidad sobre si mismos.

En “Aerodinamica” se obtuvo, aplicando la integral de Cauchy a un problema anti-simétrico:

(2.62)

va(§, 1) _if”wtyw(n,t) q

p X—¢ 2m ), xX—n

P12(x, t) = ——f

Se suponen soluciones armadnicas, donde las variables con barra representan amplitudes:

2106, t) =z, (x) - e'f,  @(x,2,t) = @1(x,2) - €'°F,
(2.63)

pl(x' Z, t) = ﬁl(xi Z) : eiwt' Va(f; t) = Va(‘f) . eiwt' yw(nr t) = ?W(T’) : eiwt
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Sustituyendo en la ecuacién (2.62), considerando que ya se ha alcanzado el régimen
permanente, y que por lo tanto U, t — oo, se obtiene:

dn

_ . 1 (P 7a(8) et 1 (®F() - e
|P1(x,2) - 1] _ =~ — f WxT (2.64)

—_ ds — —
2m)_, x—¢ d 2m J,,
iwt

= (l(l)Z_l + Uooz_lx) e

Aplicando la condicion de Kutta (2.61) y la definicién para el salto de presiones (intradds
menos extradds) de la ecuacion (2.60) se obtiene, para el borde de salida:

1
|AQ1xlx=p = _U_|A<P1t|x=b (2.65)

En “Aerodindamica” se vio que el salto de velocidad horizontal es:

|A@1xlx=p = —Vw(b, 1) (2.66)

Y respecto al término A@; se puede considerar que la variacion a lo largo del tiempo se ha
propagado longitudinalmente con de la estela. Dado que la circulacién global se conserva:

o (° o (P dr
|Ap1¢lx=p = af_ooAgolx dx = 5 _b)/a(x, t)dx = % (2.67)
Por lo que la condicion de Kutta queda:
(b, t) = 1 dr F—fb (x)d (2.68)
Ywlb, t) = U dc’ = _byax X .

Este es el valor para y,, en el instante de tiempo t en la posicion b. Dado que los torbellinos se
desplazan aguas abajo a una velocidad U,,, en cualquier otra posicion 1 el valor sera:

1 |dr
Ywmt) = T U el b (2.69)
Uso
Aplicando el movimiento armdnico:
_ wr L e(e-1h)
Yw(m) - e'“t = —U—(lw)F-e Ueo (2.70)
Los términos exponenciales se pueden cancelar:
1 _ _jupl=b
Fuw () = == ()T e U (2.71)
Sustituyendo ¥, (1) en la ecuacidn (2.64) se obtiene:
. M—=b
1 by 1 (® iwl e “U
‘771z=—_f Ya($) df——f e g (2.72)
2m)_pyx —¢& 2n), Uy x-—7
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Se procede a continuacion a adimensionalizar las variables. Las variables sin barra que no
dependan del tiempo son amplitudes adimensionalizadas:

X r ¥1 Y

x—>E, Fzm, (plZZU—O:, )/azi (273)
Sustituyendo:
.wb
. T (1-m)
"o - ¥4(8) iwUebI [ €U (2.74)
d .
Uso * p1,(%) = = Py d¢ + 2nuoof1 prampel

Se puede cancelar el factor U, y emplear la frecuencia reducida k:

1 Ty, (® ikm . [PeTikn wb
=L d +_'elkf an, k=2 2.75
P12(x) 2ﬂf_1x §+5 a9 U (2.75)
Llegado este punto se puede aplicar el método de Goldstein para obtener y,. Dadas una
funcién conocida f(x) y una funcién incdégnita g(x), la ecuacion:

_ g
fix)= —ﬁ L x—¢

B / —X ,1+Ef(s‘)
gx) =—= 1+xf Tt —x (2.77)

Esto se puede aplicar a la ecuacién (2.75) como:

ikl ., (® e ikn 1 Yy, (O
— . ik dn=——| 2274
Pr==on "¢ fl x—1 7 ZHJ‘_lx—f d (2.78)

d¢ (2.76)

Tiene como solucion:

Resultando en:

2 1-x (P 14+¢ 1 kD . (Ce ik
o2 [ it (e em

El término que depende de ¢;, se tiene que integrar en & segln cada problema. Para

desarrollar el otro término es mas cdmodo invertir el orden de integracién, es decir, integrar
primero en & y después en . La integral en & sera:

1
f_lﬁ(gix'gin)df (2.80)

Dado que se realizardn muchas integrales similares, se presentan en la Tabla 2.2 los resultados

de algunas integrales habituales.
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Vhi+e 1 ti-g 1
f_l T'x—fdf__f_l Fx—f §
Tli+E € B
2. J‘_l T.x—f df = —7T(1+x)
1 1-¢ ¢ Donde:
> f_l‘,ﬁ’x—fdfz_"(l_x) —1<x<1
1+f

1++)
1_ ZX.X

1—'5
1+¢

1 1-¢ o
6. f_l 1—+§.6de_5
1+¢ A+1
L e )
Donde:
. [ TPy =
' N Ty A I+1

Tabla 2.2: Integrales habituales. Los pardmetros x y A se pueden ajustar segun convenga.

E=m ——x+x>

Teniendo en cuenta que:

1 1 _ 1 ( 1 1 ) (2.81)
§—x &—n x—n\§—x {—1n '
Entonces la integral (2.80) se puede resolver empleando las integrales 1y 7 de la Tabla 2.2.
L li+é/s 1 1
|, =)
S 1-8§\—x $—n
1 L l1+é/ 1 1
- f ( _ )d,g:
x=n) (1= —x §—n
1 1+ 1 L1+ 1
= f _E dg_f —f-—df
x—n\J41-¢ §—x 211§ &—n1
1 n+1 1 n+1

_ . _ : 2.82
x_nn T — x_nnn_l ( )

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (2.79):

’ 1+¢ @, 1kFe‘kf Sikn o p 41
d 2.83
Ya(x) = ml4x f f{—x 2 ), x—nn n—1 n) (283)
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Integrando esta ecuacién a lo largo del perfil se puede obtener una ecuacién para I' como se
define en la ecuacion (2.68):

f —-x ,1+§ P17 ikFeikf‘”e_ik" n+1
= —— 2.84
f 1+x f 1—ff—x 2 )y x—nn n— dn dx | )

Después de invertir de nuevo el orden de integracién, integrar en x, y aplicar las integrales 1y

8 de la Tabla 2.2, queda finalmente:

L l1+¢ L (P n+1
_ / _ ikTeik —ikn | |12 2.85
r 2]_1 1_{(/)12 d¢ —ikle —[1 e — 1] dnp ( )

Se introducen entonces las funciones de Hankel segunda especie de orden 0 y 1,

representadas por Héz) y Hl(z) y definidas como:

2i (@
Héz)(z) = ;f
1

e—izt 21 e—izt
(2)

A partir de estas funciones es posible escribir |a integral en n como:

—ik

* +1 T
[ e e i CR ORI O) R (2.87)
1

1 ik

De forma que la solucién para la circulacién I' queda:

re : fl T gua(E 0 e (2.88)
reikike (HP ) + i (0 ) -1y ¢ o ’

La solucién armdnica también se aplica a ¢4, antes de integrarla:

017 = UnZix + Z1p = @1y €90 = UpZy, - €19 + iz, - 't (2.89)
Eliminando las exponenciales y adimensionalizando queda:

iwb

— 2.90
U., Z ( )

P1z = Z1x t+

Ahora que ya se tiene la distribucion de circulacion y,(x), y también la circulacion T, interesa
obtener el salto de presiones. Aplicando la solucidn arménica al coeficiente de presion:

2 1 2 (_ iw _
Cp1 = —m(fmx + m%t) = Cp1 = —m(%x + E%) (2.91)
Y adimensionalizando queda:

cp1 = —2(@1x tik - @q) (2.92)

El salto de presiones en el perfil es la diferencia de intradds ¢,; menos extrados c;;l:
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Acpy = cp1 — Cz_;l = —2|A@yy + ik Ay ;=0 (2.93)
Teniendo en cuenta:
X X
Apiy = —Va(x), Aoy = f Apyy dx = — f Ya(x) dx (2.94)
—00 -1
Entonces queda:
X
Acy =2 (ya(x) + ikf Y (x) dx> (2.95)
-1

Aplicando la Tabla 2.2 se llega a:

2 1t 1- 1+ 1
R HRRGD /1+§ /1_§x_€—ik/\1(x,f) & +

(2.96)
2 1—x (Y [1+¢
¢ 2(1-000) [T | [Tt
Donde C (k) es la funcién de Theodorsen, que viene dada por:
Cclk) = Hl(Z)(k) = F(k) +iG(k), k-0=>Ck)-1 (2.97)
HP (k) + iH? (k)
YA;(x, &) es:
- [1 — £2+/1 — ¥2
A (x,$) =lln<1 i Tk ok o ek ) (2.98)
2 \1-x—Jl-ei-x°

Aunque es matematicamente inconsistente, si se toma un valor para la frecuencia reducida k
pequefio, k = 1072, se podrian despreciar todos los términos menos:

4 (1 ,1—x ’1+§ 1
ACm:EL‘p”@’k) Trx|1—¢x—¢)% (2.99)

Esto es matemdticamente inconsistente porque no se han despreciado las k que hay en ¢4,.

Aun asi es un procedimiento que resulta adecuado, porque ésta es la misma solucién que se
obtenia en “Aerodindmica”, salvo porque la condicidn ¢, , es diferente.

El concepto es el de operador aerodindmico estacionario. Se trata de un operador
representado por A que es aplicado a la condicidn de contorno en el caso estacionario wy. Si
este mismo operador estacionario se aplica a una condicidon no estacionaria, entonces se estd
aplicando aerodinamica casi-estacionaria:

Acpo = A(wp), Acy, = A(wy) (2.100)
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Donde w es solamente otra forma de llamar a la condicién ¢,, que representa la velocidad
vertical en el perfil, de ahi la letra w.

Qg1 =Wy = Z1, + ikz; (2.101)

El operador A puede ser la ecuacion (2.99), como es el caso, o bien puede ser ejecutar un
cddigo de CFD, o cualquier cosa que vincule la condicion estacionaria al salto de presiones.
Interesa ahora obtener el valor de Ac,; integrando la ecuacion (2.99) para las diferentes z,, es
decir, para los diferentes movimientos del perfil ilustrados en la Figura 2.8.

En el caso del movimiento vertical del perfil (flexidon para un ala larga) se tiene la condicidn:

Zl = — = = le = 0 = W1 = _lkz (2102)

Por lo que se puede integrar la ecuacién (2.99) aplicando la Tabla 2.2, obteniendo:

1—x
1+ x

h
Acyip = 4 : ikE (2.103)

Para la oscilacion en angulo de ataque (torsidon para un ala larga) se tiene:
zZi=(a—x)a = z,,=—a = w;=-a+ik(a—98a (2.104)
E integrando la ecuacidn (2.99) se obtiene:

1—x

.- il — 2.105
s (4+ik-4(1+x—a)) ( )

ACpla =

Para el caso del alerén se hace la simplificaciéon de que la posicién de la charnela e es 0:

zy=(c—x)BH(x) = 2z, =—PHX) = wy =(-F+ik(c—&P)H(x) (2.106)

La integracién solo hay que hacerla entre 0 y 1 por la funcidn escaldon de Heaviside H(x). Hay
que aplicar el cambio de variable £ = tan 8 y tener en cuenta que:

0
J‘A+Bcos€ 49 = BB Ab — aB Vbz—aztan(7)+a+b (2.107)
a+ bcos6 to mtan(g)_a_b
Obteniendo entonces:
4w [1—x 1+vV1—x2
Acplﬁ_E E 1+ x+l ﬁ+

(2.108)

4 T |1— 1+ i | 1+vV1—x2 N 1—x "

rr 2.1+ x x =) x—c)ln 1+x ikep
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La forma de la expresidn para los dos primeros casos es la habitual para la distribucion del
coeficiente de presiones, como se muestra en la Figura 2.10. Finalmente:

Acpy = Acpyip + Acpiq + Acplﬁ (2.109)
Acplh, ACpla Acplﬁ
! x 1 1 X
-1 1 -1 0 1

Figura 2.10: Distribucion del coeficiente de presion.

Una vez se ha obtenido Ac,qr, ya sea empleando la funcién de Theodorsen en la ecuacion
(2.96), o bien trabajando con aerodindmica casi-estacionaria, para obtener las fuerzas
aerodinamicas generalizadas hay que volver a la ecuacion (2.19). En forma dimensional, y
considerando la solucidon armodnica, estas fuerzas son:

1

1
Qn = EpooUozob'f Acyy - (1) dx = qoob - (=)
1

1

1
Qu = 3 pulZb? f Acy - (@ —x) dx = qub? - Cyg (2.110)
1

1 1
Qs = Epc,oUozob2 . -fo Acyy - (c —x)dx = qob? - cyp

Para calcular, por ejemplo, la fuerza vertical Qy, la integral se puede descomponer en:

1 1
Qn = Epoouo%,bf (Acpip + Acprg + Acyip)(—1) dx (2.112)
-1

Y sustituyendo los valores de Acy1p, Acpy14 Y Acpyp de las ecuaciones (2.103), (2.105) y (2.108),
calculados con aerodinamica casi-estacionaria, utilizando las integrales 3 y 5 de la Tabla 2.2,
con x = 0 en la tabla, se obtiene:

1 _h h
_f_lACplh(_l) dx = —4mk5 =—Cn-y
! 1
f Acpio(—1) dx = —4 (n + ikm (E — a)> a =—Cg (2.112)
-1
1
f Acyip(—1) dx = (-Q2r+4) - 2ik(m(1 —c) +1—-20)) - B = —cip- B
-1

Las demas fuerzas se obtienen mediante un procedimiento similar, hasta completar la matriz
Q del sistema (2.31). Hay que recordar que este procedimiento se ha aplicado a un caso de
ejemplo, Figura 2.4, y que puede variar ligeramente en otros casos, pero por lo general los
pasos a seguir seran los mismos que los que aqui se han desarrollado.

-27 -



Alejandro Roger Ull Aeroelasticidad y vibraciones

Tema 5. Teoria del perfil oscilante y calculo de fuerzas aerodinamicas en compresible.

El problema del flujo compresible se plantea directamente en su formulaciéon potencial, el
procedimiento para llegar a este planteamiento se expuso en la asignatura “Aerodinamica”.

La ecuacién de Euler-Bernoulli para un flujo compresible no estacionario relaciona la velocidad
y la presidn junto con la densidad, a través de la velocidad del sonido a.

0> 1 , . a1 as
— +5 (VD)% +
2 Yy —

2.113
pr ct ( )

2 —
= 2+ =
1 2 y—1

Como se ve en la asignatura “Aerodindmica”, aplicando a esta ecuacién una derivada
sustancial se llega a su formulacién diferencial:

Dod 1

—(—=—+=(VD 2) —a’?v?d =0 (2.114
Dt(at 2( ) )

Puede comprobarse que en el caso incompresible, con a — o, la derivada temporal
desaparece frente al término de la laplaciana, obteniendo de nuevo V2® = 0. De nuevo se
procede a linealizar el problema, del mismo modo que en el Tema 4, con:

D(x,z,t) =Upx +7-0o(x,2) + 5 - p1(x,2,t), fKTK1 (2.115)

Introduciendo esta solucién en la ecuacidon (2.114) se puede desarrollar término a término. La
derivada temporal del potencial es solamente la de la perturbacién no estacionaria:

0P d
_ 500

== (2.116)
ot ot

El término del cuadrado de la velocidad, recordando que el gradiente del potencial es la
velocidad, ecuacidn (2.46), se puede desarrollar como:

(VCD)Z = U + 1oy + 6(p1x)2 + (t@o, + 6(/)12)2
~ U2 + 21U @ox + 26U Py (2.117)

La derivada sustancial se calcula entonces como:
D )= 2 ) 47 W)
Dt T ot
= g )+ VD V()
T ot

0 0 0
= =2 () + o + 7000 + 801) - == (+) + (100, + 81, - o () (2:118)

Por lo que finalmente, indicando de donde viene cada término, la ecuacién (2.114) es:

0%, 0%, d
0=26 Us6 2. 2119
ez T % Gxac FIAE (2.119)
92 92 92
+ULS E)x(g; +U27 a;”;’ + U2 s a;”; - Vov()
— a3 (tV%py + 6V%¢,) a’vZo

-28 -



Alejandro Roger Ull Aeroelasticidad y vibraciones

Donde se ha hecho también la aproximacidn a = a., despreciando términos de orden
superior. Esta aproximacién no es valida en régimen transdnico, pero en subsénico funciona
bien. Ahora se separa segun el orden de magnitud de los términos. Los de orden 7 son:
02 K 02
Ll Po_22% (2.120)

U2 — a? —a% ——
© 0x? © 9x2 © 0z2

Dividiendo por a2, escribiendo las derivadas en forma reducida, se llega a:

1- Mgo)(l)oxx + @z, =0 (2.121)

Por otro lado los términos de orden & son:

0%, 0%, 0%y
Sz t 2o g+ Ué PP aZVip, =0 (2.122)
De nuevo dividiendo por aZ y en forma reducida:
) M, 1
(1 —M&)P1xx + P12z — 2 o Pt Tz P = 0 (2.123)

De nuevo las ecuaciones (2.121) y (2.123) son idénticas al caso incompresible, ecuaciéon (2.52),
si se toma a,, — o, y por lo tanto M, = 0.

Para encontrar el coeficiente de presién hay que volver a la ecuacion (2.113) de Euler-Bernoulli
teniendo en cuenta las relaciones isentrdpicas:

2 2 r-1
a2=y2 E_i 5 L _ .(ﬁ) v (2.124)
p pY y—-1 v—=1 \ps
Entonces se puede escribir la ecuacion (2.113) como:
-1
od 1 a2 [ p YT 1 az,
— + = (VO)? + (—) =-U2+ (2.125)
at 2( ) Y —1\pgy 2 y—1
Despejando la presion:
2
p —1 V—1<aq’ 1 z) ” 2.12
—=|—=—M&+1- —+= (VD (2.126)
Poo ( 2 a2 \ot 2( )

La presion se linealiza igual que en la ecuacién (2.58) para el caso incompresible:

£=1+T&+6&
pOO poo poo
-
-1 y—1 1, vt
= TMOO+1— e, (6q)1t+EUoo+Uoorcp0x+Uoo6q)1x+'-->
-
y—1 vt
= 1_?((”plt+UooT(p0x+U008(p1x+"') (2.127)
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El término con MZ se ha cancelado con el que tiene U2 dentro del gradiente (V®)2. Los
términos del gradiente de orden menor que 7 6 § no se han escrito, se eliminaran ahora.
Esta expresion es de la forma (1 + €)%, con £ « 1, todos los términos en ¢ tienen T 6 §. Se
puede aplicar el desarrollo en polinomio de Taylor de primer orden en tornoa x = 0:

A+e)*=1+x-In(Q+e)=1+x-¢ (2.128)

Donde se ha desarrollado también el logaritmo en torno a € = 0. Como se hace el desarrollo
de primer orden, no tiene sentido considerar los términos de orden inferior a 7 6 §, quedando:

p Y Y —
—z1+T<— )(&Pu"‘U TPox + UssSP1x)
Poo y—1 aOo

14
~1-— (0Pt + UeoTPox + U0 1) (2.129)

[oe]

Separando de nuevo los términos segln su orden de magnitud:

Po Y Pox
°® b ag Vet T 0=y (2130
21 14 <P1x P1t ’
o(d) ~ = e (1t + UeP1x) = Cpy = —2( UZ >
Donde se ha tenido en cuenta que:
P ¥ _ P

p— ’ 2 2.131
%,Doono az  Pe ( )

Este resultado para el coeficiente de presion es el mismo que el que se obtuvo en la ecuacién
(2.60) para el caso incompresible, aunque no tenia por qué haber sido asi.

Esta formulacién del coeficiente de presion funciona bien en régimen subsdnico, y en régimen
supersoénico hasta M., = 2.5. En régimen subsdénico hay que forzar la condicion de Kutta y que
en el campo lejano no haya perturbacion. Para régimen supersonico la perturbacion debe ser
nula fuera del cono de Mach. A partir de M., > 2.5 es necesario emplear otra formulacion.

El coeficiente de presidn de van Dyke funciona bien hasta M., = 4. Para obtenerlo se linealiza
la ecuacién de Euler-Bernoulli en § pero no en 7. De este modo se gana mucha precision, pero
ya no es posible desacoplar el problema estacionario del transitorio. Volviendo a la ecuacion:

-1 _
£=(Y—M§o+1—y
ot

Poo 2 ago

v
v—-1
1 (a_q’ + % (Vq))2)> (2.132)

Ahora se realiza el mismo desarrollo que antes para el término del gradiente (V®)? de la
ecuacion (2.117), pero conservando mas términos:

1 2 1 2 1 2
E (V(D) = E (Uoo + TQPox + (Sq)lx) + E (T(pOZ + 6(plz)

1 1 2.133
~ = (Ve + 100x)" + (Voo + T00x)8¢1x + 57208, + 1600,01,  (2:133)
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Con lo que la ecuacién de Euler-Bernoulli queda:

Y

-1 -1 r-1
ﬂ=<1+TM§o—y ] (G+6-H)) (2.134)
Ao

P

Donde:

G 1(U + )2+1 2
=-Uxp+7 =T
2 Pox)” T 500z (2.135)

H= U + 100x)P1x + TPz P12 + P1¢

El siguiente paso es realizar un desarrollo en serie de Taylor de primer orden en 6H:

0 oo
£z|1 +8H.‘(p/p)
P P SH=0 6(61‘1) SH=0
N
y—1 y—1 \r1
~|1+ M2, — G +
(1+1 5w -1 )
1 1\t 1
14 Y — Y — V= Y-
SH - ——(1+——M2 -2 ——¢ -
* y—1<+z azo) <m)
Po P1 P1
~245. L 5 =1
p1 =7 (2.136)
poo poo 7pooU020

De este modo se gana precision para obtener ¢y, pero ahora el término no estacionario

P1/P« depende de G y H, que dependen a su vez de la solucidn estacionaria @,.

Ya se tienen dos expresiones para el coeficiente de presidn, la linealizada y la de van Dyke. A
continuacién se busca una solucién para el potencial de perturbacién ¢, para el caso
supersonico. Se considera que esta soluciéon estard formada por una superposiciéon de
soluciones elementales. Para este caso se utiliza una distribucion de dobletes no estacionarios.

n,z
(pl(x,z, t)
X
A,n,T)
D sy s .
> x,¢&

Figura 2.11: Distribucion de dobletes no estacionarios.

La perturbacién ¢, que hay en un punto x,z en el instante t, debida a un solo doblete
centrado en &, 7 de intensidad A producida en el instante T, es:
A, T
01(x,2,t,¢,n,T) = ST (2.137)
2
aZ(t—=T)? = ((x = &) = U (t = T))" = (z—1)?
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No se demuestra aqui, pero esta solucion cumple la ecuacién (2.123). La expresion es como
para el doblete estacionario, intensidad entre distancia, pero corregida con el tiempo. La
perturbacién momentdnea, producida en el instante T, se expande a la velocidad del sonido
A Y viaja aguas abajo a la velocidad U, como muestra la Figura 2.12.

A
v
[
1

Figura 2.12: Propagacion de una perturbacion.

Considerando 7 = t — T, existen unos valores limite de T que hacen que el radicando se anule,
y que a partir de estos valores sea negativo.

0=aZt?—((x—8& - Uoo‘f)2 —(z—n)?

= (a4 —UZ)* + 2Us(x =)t — (x = §* —(z—n)* =

Up(x—8&) £ Jaé(x —&)2 + (a3 — U3)(z —1n)?

Ug —aZ, '

Tl,Z = 71 < Ty (2138)

Estos valores 7; y T, representan los momentos en que el punto x, z entra y sale del circulo de
propagacion de la perturbacion respectivamente, como se puede intuir de la Figura 2.12.

0 11<1t<T1,
(pl{ (2.139)

=0 <14, T>T,

A continuacidn se calcula el efecto de una distribucién de estos dobletes. Se considerara que
esta distribucion esta situada enn = 0, es decir, sobre el perfil.

A la hora de aplicar el principio de superposicién e integrar el efecto de la distribucidon de
dobletes, hay que tener en cuenta que las perturbaciones originadas aguas abajo de & no
afectaran al punto x, z, puesto que este punto quedara fuera del cono de Mach.

n,z
atan O . ;
Y
~b < b

> x,¢&

Figura 2.13: Efecto de una distribucidn de dobletes.
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El punto &; estara en:

p = asin (Mi>' g = /Mgo -1, & =x—-pz (2.140)

Entonces el efecto de la distribucidn de dobletes serd, aplicando el principio de superposicion:

91002,0) = f f 0162, 6 €1, T) dudé
T2 A(,0,t—1)

1 3
B JUZ _ago.'[_b T3 \/(T_T1)(T2 - 1)

Donde se ha expresado ¢, (x,z,t;&,n,T) a partir de sus raices (t — ;) y (T —73), con un
cambio de signo.

drdé (2.141)

El objetivo ahora es conocer A(§) para conocer ¢, (x, z, 7). Para ello se aplica la condicién de
contorno en el perfil:

‘p12|2=0 =Us " 215 + 21¢ (2.142)

Para poder aplicar esta condicidn sera necesario derivar la ecuacion (2.141) respecto a z para
luego particularizar en el perfil z = 0. Con este propdsito se considera el cambio de variable:

T, — T T, +7 To—T
2 L cosO + 22 1, dr = — 22 lsing do (2.143)

T =

Se trata del mismo cambio de variable que se empleaba en la asignatura “Aerodindamica” en la
analogia de Prandtl-Glauert. Se tienen entonces las relaciones:

T~ T
T=17,=2>0=m T—1T) = (1 + cosH)
T~ T
T=17,20=0 T, —T = > (1 —-cosB) (2.144)
To—Tq
\/(T—Tl)(Tz—T)= 5 sin 6

Aplicando el cambio de variable en la ecuacion (2.141), sustituyendo el valor de &,
sustituyendo el valor de 7 en el argumento de 4, cancelando los (1/2)(t, — 7,) sin 8 de la raiz
y del diferencial dz, y cambiando el orden de integracién en 8 con un signo menos, se obtiene:

1 x—-fz rm
¢1=—j fAdef
JUZ —a%/-p  Jo
T — T T, +7
A=A<€,0,t—(22 1cost9+ 22 1))

Ahora aparece z en el limite de integracién en &. Para derivar esta ecuacion y aplicar la

(2.145)

condicién de contorno hay que tener en cuenta que la derivada en z de la integral en £ sera: la
derivada del limite superior por el integrando particularizado para ese limite; menos la
derivada en el limite inferior por el integrando particularizado para ese limite; mas la integral
de la derivada del integrando.
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Matematicamente:

ifh(Z)f(x, z)dx = a_h - f(h,z) — a_g - f(g,2) + fh(Z)_f dx (2.146)
0z 92 0z 0z 92 0
Aplicando esto a la integral (2.145) queda:
1 d(x — T
P17 = G~ f2) f Ado - (2.147)
U2 — aZ, 0z 0 £=x—-Pz
d(-Db)

T
fAdG‘ +

z 0 £=—b
fx ng — de df)

Dado que d(—b)/0dz = 0 el segundo término se anula. El tercero se desarrolla aplicando la

s
j Adb + S) (2.148)
0 E=x—-pz

ToA ‘L' -7 T,+7T
f j <—— 22 Lcos6 + 22 1)) do d¢

Se continda buscando la integral S. Para ello se empieza por aplicar la derivada en z. Como

0

regla de la cadena:

1
1 2

UZ — a?,

cos 6 no depende de z sélo hay que considerar:

T, — T, Ao d (T2 — Tl) z
= = — )= ——
2 U2 — a2 0z 2 o

(2.149)

T,+17; Ugx(x—§) d (1, +14
2 U2 —a? oz\ 2

Donde /- es la raiz que aparece en la solucidn para 7, y T,, en la ecuacién (2.138). Entonces:

T aA Z cos 9
f f de d¢ (2.150)

A continuacidn se realiza una integracién por partes en 6, con:

fb dv = |uv|} fb d o (Zcosg)de (2.151)
udv=|ul|? — | vdu, u=—, v = .
a “" ot =
Entonces:
0 (OA) 46 - 0 ((’)A) 46 - d (aA c’)t)de 0%2A( (1, —1,)sin@ ”
~ 90 \ot ~ 0t \ae ot \at 98 at2 2
. (2.152)
(zsme)
v =
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Por lo que queda:
. fx—ﬂz fx‘/”zf”azA ((1’2 —1,)sin 9)zsin9 0de (2.153)
b b Jo 0t2 2 Nas '

Ahora que ya se ha derivado respecto a z es cuando interesa particularizar para el perfil en

0A (z sin @
ot

z = 0. El primer término de la expresion de S se anula, el segundo queda, aplicando el
resultado para (7, — 71)/2 de la ecuacién (2.149):

T 32
f f g A.—-—Z sin? 0 do e (2.154)
0t? UZ —a% +—

Este término también se anula, por lo que queda finalmente:
S| 20 = 0 (2.155)

Sustituyendo este resultado en la ecuacidon (2.148), particularizada para z = 0 e igualada a la
condicién de contorno:

T
|#12]= O—J:2< / é—l) f A(lx = Bzl,=0,0, It = Tlemz—pz; 2=0)
a 0

JMZ —1
= m * T A(x 0, t) = Oozlx + z1; (2156)
Donde se ha tenido en cuenta para particularizar el tercer argumento de A que:
|T2—T1| Vazp2z2 + (a2, — U2)z?
= 2 _ 2
2 le=x-pz Uo =~ ac (2.157)
%) + T _ Uooﬁz
2 E=x—fz B Uozo - ac2>o

Y al particularizar paraz = 0:

T, —T T+ T
| : 1| =0, = =0 (2.158)
2 &=x, z=0 2 &=x, z=0
Finalmente:
0o
A(X, 0, t) = _7 |(Plz|z=0 (2159)

Ahora es posible regresar a la ecuacion (2.141), donde se planted encontrar A, para sustituir su
valor, quedando:

a
. —Z20, (£,0,t — 1)
0oL T drd
91(x,0,) \/mf_bfn Je—m-0 E
2 ,,(&0,t—1)
_ drd
rr\/MZ—J frl Ja—1)(; = 1) o o
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Con los valores de 7, y T, de la ecuacion (2.138) particularizados también para z = 0:

Up—ay x—¢ 1
Tl_(x_f)ugo—ago_ A Mg +1

(2.161)
U +aOO x—£ 1
=05 T e M, -1

Este valor es @7 para el extradds. El problema no estacionario es anti-simétrico, ya que
consiste sdlo en efectos de curvatura y angulo de ataque, no hay variaciones de espesor. Por
eso en el intradds sélo hay que cambiar de signo @7 = —¢7.

Hay que resaltar que, hasta este punto, para hacer este desarrollo no se ha supuesto
movimiento armodnico, al contrario que en el caso subsénico. Ahora si que se hard esta
suposicion de cara a encontrar el coeficiente de presion c,. Para ello sera necesario obtener

®1x Y P1¢- La solucidn armdnica es:

z,(x,t) = Z; (%) - elot
91(x,0,£) = §1(x,0) - el (2.162)
01,(5,0,t — 1) = §;,(§,0) - el0tD

Aplicando esta solucidn a ¢ se tiene:

2 $1,(5,0) - e7"

"\/FJ‘ -];1 \/(T_T1)(T2_T)

P1(x,0) = dr dé¢

= _\/ﬁf b@z 1(&,x) d€ (2.163)
Donde:
Ty e—iw‘r
1 =— d .
9=2] e .

De nuevo se aplica el cambio de variable de la ecuaciéon (2.143) de T a 6, y se cambia el signo
invirtiendo los limites de integracidn, quedando:

1 ™ . (1p-T To+T
1(5,x) = —f gmi0(Fzcos0+5) 4 (2.165)
TJo
Mediante la funcién de Bessel de primera especie de orden 0 definida como:
1™ .
Jo() = —f e~14cost gg (2.166)
TJo
Se puede obtener I como:
. To+7y 1
I(E,x) — e—lw > _f e—lw lcos@ do
T T

1

. To+Ty Tr — T
—lw—=5— 2 1
=e 2 ']0 ((,() )

(2.167)
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Y teniendo en cuenta que:

T, +T X — Mg, T, —T X — 1
2 1_ 4 _ ’ 2 1_ 4 _ (2.168)
2 e M5 —1 2 e M5 —1
Se puede escribir:
e %) x—¢ 1
1(§,x) = (aoo M%-1/ . > (2.169)
(fX) e ]Owaoo Mgo_l
En forma adimensional queda:
1 X
00 = = [ 1,16 ¢
JME —17-1
(2.170)
—ile\£[§°1(x—f) Mg
1) =e Mem1T o ko (x—§)

A partir de este resultado para ¢, se conseguird ahora el coeficiente de presidn. Para ello se
supone un perfil como el de la Figura 2.4 de la pagina 10, con el movimiento del perfil:

zy=—h(t)+ (ab—x) - a(t) + (cb —x) - B(t) - H(x — eb) (2.171)
Se puede aplicar entonces la condicién de contorno derivando esta ecuacién:

P12z = Uoozlx + Z1t
=Up(—a—p-H(x—eb))—h+(ab—x)d+ (ch—x)f - H(x —eb) (2.172)

Suponiendo movimiento arménico (las amplitudes dimensionales se indican con una barra):
D1z = —Uoo(a + BH(x — eb)) —iwh + (ab — x)iwa + (ch — x)iwBH(x — eb) (2.173)

Y en forma adimensional:

912(£,0)=—(a+p-H(E —e))— ik% + (a — Oika + (c —x)ikp - H(x —e) (2.174)

Entonces, para integrar la ecuacién (2.170) se puede aplicar aerodindmica casi-estacionaria, es
decir, considerar k pequefia y despreciable salvo cuando aparece en @ ,.

Si ademads el numero de Mach es suficientemente alto M., = 1.2 (para que no aparezca una
indeterminacién), dado que la funcidon de Bessel de primera especie de orden 0 en el origen
vale J,(0) = 1, entonces se puede comprobar que I(§,x) = 1, por lo que se puede integrar
facilmente el potencial ¢;.

Una vez se tiene el potencial ya se puede obtener el coeficiente de presidn como se vio en la
ecuacion (2.130), con ¢, en forma dimensional (¢, es siempre adimensional):

2
cp1(x,0,t) = Uz (U P1x + ¥1¢) (2.175)
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Aplicando movimiento arménico y adimensionalizando ¢, se puede escribir:

Cp1(x,0) = _% (Uw@1x +iw@y) = =2 (§01x + %901) (2.176)
Como ya se ha comentado, esta solucidn es para el extradds, en el intradds cambia el signo:
cp1 (%) = —2(@1x + ikeq), Cp1 = 2(@1x + 1kepy) (2.177)
Por lo que el salto de presiones es:
Acp1 = cp1 — Cp1 = 4(@1x + ikepq) (2.178)

Y a partir del Acy,y ya es posible obtener las fuerzas generalizadas igual que en el Tema 4,
ecuacion (2.110).

Por dultimo, para nuimeros de Mach elevados, entre 4 y 10 aproximadamente, puede
emplearse la llamada teoria del piston. Para ello se considera una k moderada, ya no tiene que
ser despreciable. Lo que si se debe cumplir es k/M,, <« 1. Entonces la funcion I(¢, x) queda:

. k .
15, %) ~ e~ ik(x=9) Jo (M_ (x — f)) ~ e~ ik(x=§) (2.179)
Donde se ha aplicado de nuevo J,(0) = 1. El potencial ¢, es entonces:

1 (* ,
1(x,0) ~ — o f $12(£,0) - e dg (2.180)
0 J—1

Para obtener ¢, habra que derivar esta expresion del potencial, para ello es necesario aplicar
de nuevo la ecuacidén (2.146) para derivar una integral con variables en los limites. Entonces:

Cp1 = —2(@1x tik - 1)

2

a (* . x .
= M_<6_f $1,(£,0) - e k=8 dg 4 ikf 01,(£,0) - e k6= df)
0 \0XJ_1 -1

2
= M. <(Plz(x: 0) + f

X

017(£,0) - (—ik)e k=9 d¢ +
1

x
+ ikf 912(§,0) - 7D df)
-1

2
= M—<P1z(x, 0) (2.181)

Donde se han cancelado los dos términos integrales entre ellos por ser iguales. De nuevo se
puede calcular Acy, y a partir de éste se obtienen las fuerzas generalizadas.
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Recapitulando, en el Tema 4 y el Tema 5 se han encontrado expresiones para el coeficiente de
presion ¢, por diferentes métodos. En todos ellos es necesario encontrar una forma de
relacionar la condicidn de contorno del perfil ¢,, con el potencial ¢, para poder derivarlo y
encontrar el coeficiente de presion ¢y;.

Para el caso incompresible, en el Tema 4, se ha encontrado una expresién para el coeficiente
de presion c¢,q, ecuacion (2.60). Esta expresion se ha desarrollado encontrando el potencial ¢4
a partir de una distribucidén de torbellinos en el perfil y la estela, una solucién que cumple Ila
laplaciana del potencial, ecuacion (2.52). Finalmente se ha obtenido una expresion para Ac,q
directamente en funcién de la condicion de contorno para ¢4,, que contiene la funcién de
Theodorsen, ecuacidn (2.96).

En el caso compresible se ha aplicado la teoria linealizada a la ecuacién de Euler-Bernoulli, y se
ha encontrado la misma expresion para ¢, que en el caso incompresible, ecuacion (2.130).
Esta teoria linealizada es valida en régimen subsdnico, y en régimen supersénico desde
My = 1.2 hasta M, = 2.5. La diferencia con el caso incompresible estd en la forma de
obtener ¢, empleando la ecuacién (2.123). Para cumplir esta ecuacién se ha utilizado la
distribucion de dobletes no estacionarios en supersénico, ecuacién (2.137), obteniendo al final
una expresidn para ¢, ecuacion (2.170).

En régimen supersonico la precision de c,; mejora si se emplea, en lugar del coeficiente
linealizado, el coeficiente de van Dyke, obtenido a partir de la presién p; de la ecuacién
(2.136). Funciona desde M, = 1.2 hasta M, = 4.

Por ultimo, para régimen supersénico elevado se puede emplear la teoria del piston para
simplificar la expresion de ¢, y dejarla en funcion de ¢ ,. Es valida entre Mg, = 4y My, = 10.

Hay que resaltar que ninguna de estas teorias es valida en régimen transdnico.

Ademas se ha visto como, aplicando aerodinamica casi-estacionaria, es posible simplificar las
ecuaciones (2.96) 6 (2.170), de forma que sea mas sencillo integrar ¢4, en estas ecuaciones.
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Tema 6. Aeroelasticidad dinamica. Rafagas y turbulencias.

Para el estudio de rafagas se considera un perfil en una corriente que se desplaza a una
velocidad U, y que recibe una perturbacion en velocidad vertical conocida. Este cambio en la
velocidad vertical originara una variacién en angulo de ataque, lo que provocard una
perturbacién en las fuerzas aerodindmicas que desplazaran el perfil.

U Z
%)
—_—)

we(t) K Uy
1
—_—

Figura 2.14: Problema de rdfagas.

v
=

—3>

»

El desplazamiento del perfil también originara unas fuerzas aerodindmicas, pero en esta
ocasidon no se podra suponer movimiento arménico. Sin embargo, dado que se trabaja con
excitaciones conocidas, serda posible realizar una transformada de Laplace, escribirla en
términos de sus armodnicos y tratar estos armdnicos de forma similar a las secciones
anteriores.

El objetivo de este estudio es:

1. Obtener los picos de aceleracion y comprobar que sean menores que el maximo
especificado en las normas para la rafaga tipica.
2. Determinar los esfuerzos dindmicos para obtener la vida a fatiga.

Esta asignatura se centra en el primer objetivo, el segundo corresponderia a las asignaturas de
“Estructuras aeroespaciales” y “Disefio de maquinas en aerondutica”. Se realizan las siguientes

hipdtesis:
1. Alalarga, se estudia el perfil con una teoria bidimensional.
2. Componente lateral no uniforme nula, la rafaga tiene sélo componente vertical.
3. Flujoincompresible, M, = 0.
4. Unico grado de libertad en flexién &, positivo hacia arriba.

La ecuacién dinamica es:

dzf 2.182

M-W=LM(t)+LG(t) (2.182)

Donde se han separado las fuerzas de sustentacidn en las provocadas por la rafaga L; y las
inducidas por el movimiento del perfil Ly,.

Del mismo modo que en la asignatura “Mecdnica de vuelo 11”, se estudiaran aqui dos funciones
de entrada unitarias y se obtendrd la respuesta del sistema para estas funciones. Luego, la
respuesta a una funcién de entrada arbitraria se podra escribir como una superposicion de
respuestas unitarias a lo largo del tiempo empleando la integral de convolucidn.
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Se considera como variable de entrada el angulo de ataque a y como respuesta la sustentacién
adimensional. El tiempo se adimensionaliza como s = U, t/b.

Como ya se ha comentado, se ha de tener en cuenta el angulo de ataque inducido por la rafaga
de velocidad vertical, y también el dngulo de ataque inducido por el movimiento del perfil. Se
definen entonces dos funciones de respuesta unitaria, la funcién de Kussner y la funcién de
Wagner que consideran estos dos efectos respectivamente.

En primer lugar, la funcion de Wagner ¢(s) se obtiene como la respuesta de la sustentacién
adimensional de una placa plana en un flujo incompresible, que en t =0 cambia
instantdneamente de @« =0 a a = 1rad. La sustentacidon experimenta un transitorio, la
respuesta vale ¢ (0) = 0.5 inicialmente y va tendiendo a 1.

Por otro lado, la funcién de Kussner (s) se obtiene como la respuesta de la sustentacién
adimensional de una placa plana en un flujo incompresible cuando en t = 0 incide una rafaga
escalén que induce un angulo de ataque a = 1 rad. El escaldn se ird desplazando aguas abajo
a velocidad U, de modo que no todo el perfil ve el cambio en angulo de ataque de golpe.
Inicialmente la sustentacion serd 1 (0) = 0, y al final todo el perfil vera un dngulo de ataque de
1 rad, por lo que el valor final de la respuesta sera 1 también.

0.8

0.6

/
///¢(S)
0.4 /
0.2

0 2 4 6 8 10

Tiempo adimensional s

Figura 2.15: Funciones de Wagner ¢(s) y de Kussner (s).

Entonces se puede decir que la respuesta debida al movimiento instantaneo del perfil sera la
respuesta unitaria de Wagner ¢(s) multiplicada por el dngulo de ataque que induce el
movimiento, debido a la velocidad vertical del grado de libertad a;, = —é/Uoo. Por otro lado,
la respuesta debido a una rafaga escalén de velocidad vertical wg serd la respuesta unitaria de
Kussner 1 (s) multiplicada por el angulo de ataque que induce la rafaga a; = wg/Us.

A continuacién se obtienen estas dos funciones a partir de la expresién para la sustentacién
generalizada en funcidn del desplazamiento h (que apunta hacia abajo, al revés que &) y el
angulo de ataque a. Aunque el dngulo de ataque no sea un grado de libertad, representa la
perturbacién que se introduce, por esto se debe tener en cuenta.

Suponiendo que el movimiento es armdnico (como ya se ha dicho, no tiene por qué serlo), con
amplitudes hgy y «, al desarrollar la teoria del Tema 4 se obtiene la siguiente expresidn para la
sustentacion:
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L(k) = (mpoob?(—w?) + 2mpo Uso bC (k)iw) - hy (2.183)

1
+ (npoobz(inOo + baw?) + 2mpe U bC (k) (UOO +b (E - a) iw)) ag

Es posible escribir esta expresiéon en forma de funcién de transferencia:
L(k) = Hyp(iw) - ho + Hyo(I0) - g (2.184)

Donde H;;(iw) y H;,(iw) son funciones de transferencia que dependen de la frecuencia iw.
Entonces, para obtener la sustentacidn de un movimiento que no sea armodnico, se puede
aplicar la transformada de Fourier, denotada aqui por una barra, que se define como:

f(w) = foof(t) e 10t dt, f) = %fwf(iw) cel@t du (2.185)

De forma que queda:
L(iw) = Hy(iw) - h(iw) + Hy (i) - @(iw) (2.186)

Entonces se puede aplicar la transformada inversa para obtener L(t):
1 7 . . _
L(t) = Ef el@t. {(npwbz(—wz) + 2mpooUgsb - C(k)iw) - h + (2.187)

1
+ <7Tpc,ob2(ia)Uoo + baw?) + 2mPe UsbC (k) (Uoo +b (E - a) iw)) &} dw

A excepcion de los términos que incluyen la funcién de Theodorsen C (k) los demas son faciles
de anti-transformar, teniendo en cuenta que donde aparezca iw la anti-transformada es una
derivada, y donde aparezca —w? la anti-transformada es una segunda derivada:

L(t) = — w— — ba— 2.188
(©) 2r dt? 21 dt adtz ( )

2MPo Usb
| 2mPoUsnb

Tpob? d?h  mpyb? da d?a
p £ (U )+

o f_oo ei“’t-C(k)-{iwi_1+(Uoo+b(%—a)iw)§}dw

Aunque no se pueda observar a primera vista, el término que multiplica a la funcién de
Theodorsen es la transformada de la velocidad vertical del perfil, cambiada de signo, vy
particularizada en el punto x = b/2. Para comprobarlo, si el perfil es:

z; = —h(t) + (ab — x)a(t) (2.189)

La velocidad vertical sera:
dh da
17 = UnnZ1x + 21¢ = —Ugpa(t) — —+ (ab — x) — (2.190)
dt dt
Aplicando la transformada, cambiando de signo y particularizando para x = b/2:

o
N\ Przlrenyz = Ul + iwh + b (5 - a) i (2.191)
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Por lo tanto:

L(t)—1 b? 012h+1 b2 (U, %~ b da 2.192
_2.000 de2 2.000 o) a ( . )

~ poUnb f 9 C(K) - |P1slemn/z do

A partir de la ecuacion (2.192) es posible obtener la funcién de Wagner ¢(s) y la funcién de
Kussner Y (s) aplicando las condiciones de contorno con las que se definieron. En el caso de Ia

funcién de Wagner:
0 t<0 d?h da d?a
:{ ., ——=0, -—=0, -—=0 (2.193)
lrad t>0 dt? dt de?

La velocidad vertical que ve el punto x = b/2 ser4, sustituyendo en la ecuacién (2.190):

0 t<o0

_ = 2.194
|fP1z|x_b/2 {_Uoo £>0 ( )

Su transformada sera:

|P12]x=p/2 :f et |14l x=p/2 dt:f e 719t (—U,,) dt
—o0 0

e—iwt o Uoo
== (2.195)

0 1w

o

—iw
Sustituyendo en la ecuacién (2.192), adimensionalizando las frecuencias y tiempos:
o 1 © 1
Ly = poonobf elwt . C(k)E dw = pooUozobf elks . C(k)ﬁ dk  (2.196)

Pero por definicion, la funcion de Wagner ¢(s) es esta respuesta en sustentacidn, aunque hay
que darle dimensiones multiplicando por ¢; = 2x, porque a@ = 1 rad, y por la presién dinamica
y la cuerda:

Ly = %mefo <2b 21 - Pp(s) = 2mpo UZh - p(s) (2.197)

Entonces se puede despejar la funcién de Wagner:

_ 1! oo““Ck 1dk 2.198
¢(S)—%f_oo€ ‘()'E (2.198)

La funcion de Kussner 1(s) se obtiene siguiendo el mismo procedimiento, salvo porque en
esta ocasion el punto x = b/2 no vera ninguna velocidad hasta que no pase un cierto tiempo,
el que tarde la rafaga en alcanzar ese punto, teniendo en cuenta que se desplaza a una
velocidad Uy, :

0 t < 3b/2U,,

i _ 2.199
|012|x=p/2 {_Uoo t>3b/2U, ( )

-43 -



Alejandro Roger Ull Aeroelasticidad y vibraciones

La transformada de la velocidad vertical en este caso incluird una exponencial:

(o] oo

|§51z|x=b/2 = f eTiwt. |§012|x=b/2 dt = f3b e_iwt(—Uoo) dt
_o» e
e—iwt © U _.%
=‘— o — =——¢72 (2.200)
—1lw | 3b 1w
20w

Sustituyendo en la ecuacién (2.192), adimensionalizando las frecuencias y tiempos:

.3k .3k

i © e "2
dw = pooUOzobf e'ks . C(k) =

¢ dk (2.201)

oo
Ly(© = paU3b [ e c0%
o iw
De nuevo, por definicion la funcién de Kussner y(s) es esta respuesta en sustentacion, aunque
hay que darle dimensiones:

Ly(t) = %pmugﬁ, .2b - 21 - Y(s) = 2P USD - (s) (2.202)

Entonces se puede despejar la funcién de Kussner:

P(s) = ifw eik(s=3) . c(k) Ry (2.203)
2m)_ ik )
Una vez se tienen estas dos funciones, empleando la integral de convolucién de Duhamel, se
puede reproducir la respuesta a una rafaga arbitraria. En forma dimensional la integral es:

t
q(t) = f Ot —1) - o(0)dr (2.204)
0

Donde ®(t) es la funcién de excitacion, en términos del angulo de ataque, Q(t) es la llamada
funcién de instalacidn, que es la respuesta a un impulso unitario, y q(t) es la respuesta global.

Esta integral de convolucidn indica que el valor de la respuesta global en un instante t es la
superposicion de muchas respuestas unitarias sucesivas que se producen debido a unos
impulsos ocurridos en un instante anterior T, multiplicadas por el valor esta excitacién. Cuando
se lleva al limite esta superposicion se realiza la integral para T desde 0 hasta t.

Se escribe la derivada Q(t) porque se trata de la respuesta a un impulso unitario. Pero las
funciones de Wagner y Kussner son respuestas a un escalén unitario, no a un impulso. La
derivada de estas funciones corresponderia a la respuesta a un impulso unitario. Otra forma
de ver la integral de convolucidn, con la respuesta a un escaldn, resulta de integrar por partes:

u=o(7) . dv=Q(t—r1)dr (2.205)
du=dd =ddr v=—-0Q(t—1)
Donde Q(t) es por tanto la respuesta a un escaldn unitario. Entonces se obtiene:
. t
4O = |-t - @] + f 0t —1) - do (2.206)
0
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Si se supone Q(0) = 0, aunque esto no es asi para la funcion de Wagner, se tiene:

¢
q(t) = Q(t)®(0) + f Q(t—1)-do (2.207)
0

Entonces se puede visualizar la respuesta global en el instante t como la respuesta a un
escaldn unitario inicial, escalada segln la excitacidn inicial, mas la suma integral de las
respuestas a unas excitaciones de escalén unitario producidas en un instante anterior T,
multiplicadas por el aumento diferencial de excitacién en ese instante 7.

Para obtener la respuesta en sustentacion debida al movimiento del perfil Ly, (t) se utiliza la
funcién de Wagner como funcion de instalacion Q(s) = ¢(s). La funcién de excitacion es el
angulo de ataque que induce el movimiento vertical, que es el mismo en todo el perfil y vale

®(t) = — £(t)/Us. Por lo tanto, en forma dimensional, de la ecuacién (2.204) se obtiene:
2 d%¢ , d
Ly (t) = —mpeb? - 57 452 >+ 21pe Usb - —f d(s—o0)- (—d—) do (2.208)

Donde se ha tenido en cuenta que dt = (b/U,) ds. Como en el segundo término hay dos
derivadas temporales y una sola integral, al realizar el cambio de variable sélo ha quedado una
b dividiendo. Solamente el segundo término se obtiene de la integral de convolucién.

El primero hay que afadirlo porque la funcion de Wagner no tiene en cuenta la aceleraciéon
instantanea del perfil, que sin embargo si que genera una fuerza, como se puede ver en el
primer término de la ecuacién (2.183). Hay que tener en cuenta que en aquella ecuacion
—w?h, representa una segunda derivada, y que entre una expresién y otra ha cambiado el
signo porque ¢ es positiva hacia arriba, mientras que h era positiva hacia abajo.

De forma similar, para obtener la respuesta en sustentacidn debida a la velocidad inducida por
la réfaga L;(t) se utiliza la funcién de Kussner como funcion de instalacion Q(s) = ¥ (s). La
funcién de excitacion es la velocidad vertical ®(t) = w;(t)/Uy. De la ecuacion (2.204):

we (0)
d
Us

Lg(t) = 2mpo, UZh - fsll}(s —0) (2.209)
0

Con estos resultados la ecuacién dindmica (2.182) queda, adimensionalizando el tiempo:

U2 d? d?
b_zd_si TPoo Uzd—E—anooUzbf d(s—a) - ——Eda+

+ 2mp USD J.Sll')(s -0)- WZ(G) do (2.210)
0

[oe]

Es conveniente llegado este punto aplicar la transformada de Laplace y su inversa:

Fo) = L(FO) = j e Pt F(t) dt
(2.211)

FO =27 (F) =g [ "ot o) dp
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Se designa a las transformadas de Laplace con una barra, pero no deberia generarse ninguna
confusidn con las transformadas de Fourier que se emplearon para encontrar las funciones de
Wagner y Kussner. La transformada de Laplace tiene algunas propiedades de interés:

e Latransformada de una derivada es p por la transformada de la funcién sin derivar.
e La transformada de una integral de convolucidn es el producto de las transformadas
de las dos funciones del integrando.

Ademas las funciones de Wagner y de Kussner se pueden aproximar por las exponenciales:

¢(s) ~1—0.165- 004555 _ 335 . 703

o, - (2.212)
Ys)=1—-05-e77°5—-05-¢7°

Aunque no se ajustan muy bien para s > 1, estas aproximaciones son faciles de transformar:

I 1
=~ _0165-—— 0335 -
P(P) =2 = 0165 5455 ~ 0335 503
(2.213)
B(p) =2 — 05— 0.5
) =2 p+013 7 p+1

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacidn (2.210) y utilizando las dos propiedades
gue se han comentado se obtiene:

2

Uz _ L _w
Mﬁ p2€=—ﬂpwUé-pzf—ZﬂpooUé-p¢-pf+2npooU§ob-p¢-U—G (2.214)

Ahora se puede despejar finalmente el término de la transformada de la aceleracién p?&, que
era el objetivo para el que se propuso este estudio al principio del tema:

% b - _
a2\ _ . 2mpe,Ush - pip - U—G 20, PY W
L 152 p%& = UZ - = T 1- (2.215)
MZ3 L+ MpoUS + 21poUS - ¢ Atz +5¢
Donde el llamado parametro masico A es:
M

Es interesante aplicar una rafaga escaldén uniforme de intensidad w,, con w; = w,/p.
Dimensionalizando de nuevo el tiempo se obtiene:

(9 _US (476 _woUe P
dez) b2 “\ds?) 24 | 1 15 (2.217)
t 2,1

Entonces se puede definir el factor de atenuacién o factor de alivio k como:

d2&/de? /)
"=#/ub=“ +
07 T+t 2,1‘7’

(2.218)
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En el caso estacionario este factor de alivio es la unidad:

2 2 2
d<¢ Wo d“¢/dt

M—=2np U3b - —, k=—2"—_=1 2.219
ar - 2PeUeb = woUw/ 24b (2.219)

El maximo del factor de alivio se puede aproximar por la expresién:

0.88-1

~——— 2.220
maxr 534+ 2 ( )

Se ha visto cdmo se trata la rafaga, representada por una funcidon conocida, aplicando la
transformada de Laplace. Para la turbulencia se utiliza una excitacion aleatoria. En primer lugar
se presentan algunos conceptos para tratar la respuesta de un sistema lineal ante una
excitacion aleatoria f (t) de forma estadistica. Se consideran estas tres funciones estadisticas:

e Media n-ésima:

= lim ﬁf (F(©)"de (2.221)

Paran = 2 se obtiene la media cuadratica, que da una idea de la potencia contenida en f(t).

e Funcidn de auto-correlacion:

.1 (T
¢(1) = 711_r>130ﬁf_Tf(t) f(t+1)dt (2.222)

La funcién de correlacién permite comprobar la similitud entre dos funciones. En este caso se
emplea con la misma funcién, con el argumento desfasado una cantidad 7. Si se particulariza
en T = 0 se obtiene la media cuadratica, mientras que para T — oo entonces ¢ (t) — 0. Puede
comprobarse facilmente que la auto-correlacion es una funcion par, es decir ¢(t) = ¢p(—1).

e Densidad espectral de potencia:

O (iw) = @ (2.223)

Donde F (iw) es la transformada de Fourier de f(t), que se puede escribir como:

T
F(f®) = F(w) = Thl?of f() et de (2.224)
-T

Notese que F(iw) y F(—iw) son funciones complejas conjugadas, y se cumple la propiedad:
|F(iw)|? = F(iw) - F(—iw) (2.225)

Se recuerda también, de la ecuacion (2.185), cuando se dedujeron las funciones de Wagner y
Kussner, que la transformada inversa de Fourier es:

F(F(iw)) = %IWF(iw) - el®t dg (2.226)
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Una vez se han expuesto estas expresiones se empieza obteniendo una relacién entre la
densidad espectral de potencia y la funcién de auto-correlacién planteando la integral:

1= fooeiwf - F(iw) - F(—iw) dw (2.227)

A esta expresion solo le falta el factor 1/2m para tratarse de una transformada inversa.
Escribiendo F(iw) como una transformada de Fourier:

o) T
I = f elvT . F(—iw) - {Tlim f f(t) e it dt} dw (2.228)
— o -0 J_
Aplicando un cambio de variable w' = —w, el cambio de signo en dw se puede aprovechar

para invertir los limites de integracion, que también cambian de signo. Y cambiando también
el orden de integracién de w’ y t se obtiene:

T oo
I=1im | f(t) {f el (=D . F(iw") dw’} dt (2.229)
T

—00
T — —0

El término encerrado en llaves es la anti-transformada de f(t — 1), salvo por el factor 1/2m.

T
[ = lim f f®)-2m-f(t—r1)dt (2.230)
T—-o -T

Igualando las ecuaciones (2.227) y (2.230), recordando la propiedad (2.225):

1 7 . i _ T
Ef_ooelwﬂF(]w)l dw = 711_{120 J._Tf(t) Cf(t—1)dt (2.231)

Aplicando la definicion de la densidad espectral de potencia (2.223) se puede escribir:

1

1(® .
Z ®(iw) - el*T dw = lim —
f_oo (iw) - e w = lim 5T

T
2 f_Tf(t) flt—-v)dt (2.232)

A la izquierda queda la transformada inversa de Fourier de la densidad de potencia espectral,
salvo por un factor 1/7, y a la derecha la funcién de auto-correlacion (2.222). Finalmente:

Fl(r-o(w)=¢@ = %ﬂ-’(qﬁ(r)) = d(iw) (2.233)

A continuacion se analiza la respuesta aleatoria &,(t) y se definen para ella la funcién de auto-
correlacion de la respuesta ¥ (1) y la densidad espectral de potencia de la respuesta W(iw). Se
llama h,-(T) a la respuesta a un impulso unitario. De la relacién anterior se puede escribir:

Y(r) = %J.W‘P(iw) el“T dw (2.234)

Y la respuesta es posible escribirla en términos de la integral de convolucidn de Duhamel:

t
&) = f F@) - ho(t—7) dr (2.235)
0

-48 -



Alejandro Roger Ull Aeroelasticidad y vibraciones

Dado que para T < 0 la excitacion f(7) se considera nula, y para 7 > t la respuesta unitaria
h(t — 7) también se anula, se pueden extender los limites de la integral hasta el infinito.
Aplicando también el cambio de variable ¢ = t — 7 se puede escribir:

£.(t) = f F@ - ho(t—7) dr = f f(t—0) k(o) (~do) =

- f = 0) ho(o) do (2.236)

Teniendo en cuenta la definicién de la funcidn de auto-correlacién para la respuesta:

1T
Y@ = lim = f EO&E T (2.237)

Es posible introducir en esta expresion la integral de convolucién (2.236):

Y(r) = lim L

T (o (oo
Theo ZTf—T f_oo f_oof(t —o)f(t+1—0")h(0)h (o) dodo’dt  (2.238)

Donde o' representa la misma variable que o, se diferencian en que cada una es la variable de

una de las dos integrales de convolucién que se han introducido, para &,.(t) y para &.(t + 7).
Cambiando el orden de integracion de t:

oo o 1 T
Y(1) = f_ f_ h,(0) - h,(c") {Tli_r)roloﬁf_Tf(t —o)f(t+t—0") dt} dodo’ (2.239)

El término encerrado en llaves puede desarrollarse aplicando el cambio de variable t' =t — g,
obteniendo la funcién de auto-correlacién de la excitacién ¢:

T-o

. 1 ’ 14 / I — '
Tll_ILIOﬁ _T_af(t)f(t +(O’+T—O’))dt =¢p(t+o0—0')

1(® . )
=2 f el@(T+9-9)p(jw) dw (2.240)

Ahora es posible introducir este resultado en (2.239):
1 (%) (%) oo ) ) ) ,
Y(r) = E_[ _[ f d(iw)e'“*h,(0)e'“’h,.(¢")e™'“? dwdo do’ (2.241)
Separando las integralesen oy o’:
1r*® . *© ) «© o
Y(t) = E_f d(iw)e'?” {f h,(0)e'®? da} {J. h,.(c")e™'®? da’} dw (2.242)

De las integrales encerradas en llaves I; e I, se desarrolla la segunda. Como ya se ha dicho, la
respuesta unitaria h,.(¢") se anula para ¢’ < 0, y se puede cambiar el limite de integracion:

I, =f hr(a’)e_i“’al do’ =f hr(a’)e_i“"” do’ (2.243)
—00 0
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Haciendo el cambio de variable ¢’ = t — 7 se obtiene:

t t
I, = f h,(t — 7)el®T=t dr = g~iwt f el“Th.(t — 1) dr (2.244)

— 0o — 0o

Puede verse cémo la integral de la derecha es la integral de convolucién de Duhamel para una
entrada arménica e'®?. Esta integral es entonces la respuesta H, (iw) a una entrada arménica.
Aplicando el mismo procedimiento a la otra integral I; se puede escribir:

I, = H,(—iw) - e'®t, I, = H,.(iw) - e71¢t (2.245)

Y al multiplicar ambas queda, recordando la ecuacion (2.225):

[o¢]

Y(t) = %j |H,(iw)|? - ®(iw) - e'“T dw (2.246)

Finalmente al igualar esta ecuacién con la ecuacidn (2.234) se obtiene la relacidn entre la
densidad espectral de potencia de la excitacion y la de la respuesta:

1(® . 1r® .
. f W(iw) e do = f H, (i) [? - D(i) - €197 dw (2.247)
Igualando ambos integrandos:
Y(iw) = |H,(iw)|? - P(iw) (2.248)

Es decir, la densidad espectral de potencia de la respuesta es la densidad espectral de potencia
de la entrada multiplicada por la respuesta a una excitacidon armdnica.

Ahora que ya se ha desarrollado el tratamiento para la respuesta de un sistema lineal ante una
excitacion aleatoria, se concreta este andlisis para la respuesta de un perfil ante la turbulencia
atmosférica. Como se indicd al principio de este tema, interesa obtener la aceleracién de esta
respuesta, pero como no se puede conocer la respuesta exacta, habrd que trabajar con la
media cuadratica y la densidad espectral de potencia.

[oe]

£ = f oolP(ia)) dw = f |H(iw)|? - ®(iw) dw (2.249)
0 0

Como se ve mas adelante, la densidad espectral de potencia tendrd que obtenerse haciendo
un estudio de la atmédsfera y aplicando un modelo de turbulencia atmosférica. Este modelo de
turbulencia estara referenciado a tierra, por lo que sera necesario tener en cuenta que el perfil
se desplaza a una velocidad U, con respecto a la turbulencia.

Como ya se ha indicado, la funcidon H(iw) representa la respuesta a una excitacion armonica.
Como la frecuencia de la excitacion esta referenciada a tierra, por efecto Doppler la frecuencia
de la misma vista desde el perfil sera diferente segun la velocidad U,,. Entonces la excitacion
armonica vista desde un punto x del perfil puede escribirse como:

we = wg - e"i“’(t‘ﬁ) (2.250)

-50-



Alejandro Roger Ull Aeroelasticidad y vibraciones

El angulo de ataque inducido visto por el perfil sera:
d=—=—"-¢Ux.p it (2.251)

Para encontrar entonces la respuesta ante esta excitacion armdnica se puede aplicar el mismo
procedimiento que se usaba en el caso de rafagas, partiendo de la ecuacién dinamica:

2
M% = Ly (t) + L () (2.252)

No se demuestra aqui, pero la sustentacién inducida por la rafaga armdnica es:
Le(k) = 2mpoUqsb - S(k) - wy (2.253)

Donde S(k) es la funcidn de Sears, que puede expresarse combinando funciones de Bessel de
primera especie de orden 1, J;, con la funciéon de Theodorsen C(k) (que depende de las

funciones de Hankel de segunda especie de orden Oy 1, Héz) y Hl(z) (que a su vez son funcion
de las funciones de Bessel de primera y segunda especie de orden 0y 1, Jo, /1, Yo e Y1)):

S(k) = C(k)(Jo(k) —iJ1(k)) +1i/1(k) (2.254)

La funcidon de Sears representa la respuesta en sustentacidon cuando al perfil le llega una rafaga
armodnica pero no se permite su movimiento, de modo que la velocidad inducida se debe sélo
a la rafaga, y no al movimiento del perfil. Podria hacerse un ensayo asi en un tunel de viento.
Para la sustentacién debida al movimiento:

" : 2U _
Ly = —pob?1é — 2peyUsnh - C()E = —pob? (_wz +22000 lw) £ (2.255)
Se puede sustituir en la ecuacidn dindmica aplicando movimiento armdnico:
2Uo ]
—Mw?¢ = —mpe,b? (—a)2 + TC(k)la)) &+ 2P Ugob - S(k) - wy (2.256)
Entonces se puede despejar la respuesta en aceleracidn para la excitacidon armdnica:

Usw
. , € 27 pe Uy bS(K) 52 S(k)
H(w) = —w*— = = : (2.257)
Wy 2 2Uo, 1 1 2i
M + mtpe,b ( —TC(k)g) A+z|1-FC0)

Para la densidad espectral de potencia de la excitacién, el modelo de turbulencia atmosférica
mas extendido es el de von Karman, que viene dado por:

1+ 3(3—;)2

)

Donde la escala integral de turbulencia [ y la media cuadratica de la velocidad de turbulencia

w¢ son los dos parametros caracteristicos de este modelo de turbulencia atmosférica.

. w§
d(iw) = .

(2.258)
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Estos parametros estan relacionados con los de otros modelos de turbulencia como el k—¢ y el
k—w. Nétese que el modelo depende de U, porque la forma en que el perfil ve la turbulencia
cambiara segun la velocidad del perfil respecto a la misma.

Finalmente se puede introducir H(iw) y ®(iw) en la ecuacion (2.249) para obtener la media

cuadratica de la respuesta en aceleracién &2 y su densidad espectral de potencia W(iw).
Interesa entonces que el maximo de la media cuadratica de la aceleracién esté por debajo de
los limites legales.

> b/l

Figura 2.16: Media cuadrdtica de la aceleracion f_ 2 en funcién de
la semi-cuerda b y la escala integral de turbulencia .
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Tema 7. Aeroelasticidad dinamica. Flameo en separacidn y bataneo.

El flameo en separacién se produce cuando, durante parte del ciclo del movimiento de flameo,
el perfil se encuentra en la zona no lineal de la curva de sustentacién. Esto impide aplicar
aerodinamica linealizada. Puede suceder si por ejemplo, la amplitud del movimiento de flameo
es pequefia, pero la posicion de equilibrio ag era cercana a la pérdida.

C
A

N

<
N\

o~
N/

Figura 2.17: Separacion de flujo por flameo.

Por otro lado, en el caso de que la amplitud del movimiento sea muy grande, se puede
alcanzar la zona no lineal estructural, lo que obligaria a considerar efectos de plasticidad. No se
considerard esta situacion, y que supondra que las amplitudes del movimiento son pequefias.
Se estudiaran por separado los casos de flexidn y torsién. No se considerara el acoplamiento.

Si que habra que tener en cuenta los efectos de la histéresis aerodinamica. Estos se deben a
que la curva de sustentacion se obtiene en condiciones estaticas, por ejemplo en el tunel de
viento. Sin embargo, si las condiciones varian de forma rapida, hay que considerar que al
aumentar el angulo de ataque se produce un retraso en el desprendimiento, la corriente tarda
unos instantes en desprenderse. Por otro lado al disminuir el dngulo de ataque también se
produce un retraso en la re-adherencia.

Se estudia a continuacidn el caso de flexion, con el grado de libertad h(t) positivo hacia abajo.
El dngulo de ataque de equilibrio es ag; que, como se ha indicado, no se puede considerar
pequeno. La velocidad vertical h(t) induce entonces un angulo de ataque a(t) como se ve en
la Figura 2.18:

Uy cos agg

Figura 2.18: Movimiento de flameo en separacion de flexion.
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Es inmediato obtener la siguiente relacién a partir de la Figura 2.18:

Uy sinag + h
tan(ag + a) = ﬁ (2.259)
co SS

De donde se puede despejar el angulo a:

h
t) =— + at t +— 2.260
a(t) ags +a an( an s + 5 ass) ( )

Suponiendo que h/ (U cos ags) < 1 entonces se puede rescribir:

h

= (2.261)
Uy cos agg

a(t) = —ags + atan(tan agg + x), X

Y ahora se puede hacer el desarrollo en serie de Taylor de atan(tan ags + x) en tornoa x = 0:
2 ags — x? sinagg cos3 ags +

B , (2.262)
+ 3 C0S” s (Btan“ag — 1) + -

atan(tan ags + x) = ags + x cos

Sustituyendo el valor de x y agrupando las funciones trigonométricas, al sustituir la expansién
en la ecuacién (2.260) se cancelan los dos términos ay,, quedando:

2 N

h 1 h 1 h
a(t) = cos ag <a> — Esm(Zass) <E> - §cos(3ass) (E) +. (2.263)
Para h se asume una solucién armdnica:
h(t) = hycoswt = h=—whysinwt (2.264)

Y se considera la fuerza vertical N, positiva hacia abajo, como:

1 c n
N = EpooUEel “2b - cy, —Cy = Z(an(ass) ' (Of(t)) ) (2.265)

n=0

El coeficiente cy se ha expresado como serie de potencias de a, donde los coeficientes a,, son
funcién del dngulo de equilibrio ag. Esta funcidn se obtiene habitualmente de forma
experimental en funcidn de «, y lo que se hace es desarrollarla en esta serie de potencias. La
presidn dinamica relativa g,.; se puede obtener facilmente de la Figura 2.18:

1 1 _ .2
Grel = EpooUrZel =5 Pw ((Uoo cos ags)? + (UDo sinags + h) ) =

1 b R\
=§pooU°0 1+2m511’1a55+ E (2.266)

Sin embargo, esta expresion para el coeficiente de fuerza cy no tiene en cuenta el efecto ya
mencionado de histéresis aerodindmica, el retraso que sufre la separacion y la adhesién del
flujo por los cambios bruscos de angulo de ataque. Para tenerlo en cuenta lo que se hace es

afiadir un desfase ¥ a las h del angulo de ataque a, pero no en las de la presidn dindmica q,;.
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Sustituyendo todos estos resultados la expresidn para la fuerza vertical N queda, limitdndose
la expresion de cy a los v primeros términos:

1 2 ho(,() . . ho(l) 2 .2
N = —EpooUoo-Zb- 1—2U—smasssm(wt)+<u—> sin“(wt) | -

oo (o0}
v
n=0 «©

{ a,(ag) - (cos Qg (— f;_w) sin(wt + ) —

) (2.267)

1 how\“ |
— =sin(as) (—) sin?(wt + ¥) —
2 Us
3

~ Scos(3a) (—%‘:’) sin3(wt+¢)+---> }

Una vez se tiene esta expresion interesa obtener el trabajo que se realiza durante un ciclo de la
oscilacién, con periodo T, y la potencia asociada a ese trabajo. De este modo se puede deducir
qgue, si la potencia es negativa, la atmdsfera extrae energia del sistema y no se produce el
flameo. Por otro lado, si la potencia es positiva, entonces se producira el flameo, y se podran
determinar las condiciones en las que se produce. Para obtener el trabajo en un ciclo:

T T 1 (27
sz Ndhzj tht:_f Nh d(wt) (2.268)
0 0 w Jg
Y la potencia sera:
p=¥ _y w_1f2ﬂth( £ (2.269)
T " T 2m, @ '

Tras realizar esta integral, que no se desarrolla aqui, queda una expresion del tipo:

P 1 U3 ob- (4 (how)2 e (how)4 Lo (how>6 N (2.270)
— gPee U., Un, Us, '

Los términos con potencias impares se han cancelado al integrar durante un ciclo de oscilacién
completo. Los coeficientes A, B, C, etc. son funcidn de ags y Y. Segun los signos de estos
coeficientes las caracteristicas del flameo seran diferentes. Si se dibuja la potencia P en
funcién de la amplitud del movimiento hyw/U,, la pendiente de la curva para valores
pequefios de la amplitud vendra dada por el signo de A, para valores medios se impondra el
signo de B, y para valores grandes el signo de C dominara sobre los otros.

Intuitivamente, se puede entender que una potencia P positiva hara que la amplitud del
movimiento aumente, mientras que una potencia negativa hard que disminuya. Esto se puede
ver en la Figura 2.19 indicado por flechas junto a las curvas. Los puntos con P = 0 pueden ser
entonces de dos tipos: de ciclo limite y de flameo explosivo.

El flameo de ciclo limite es un punto de equilibrio estable para el que, si se produce una
pequefia perturbaciéon de amplitud o potencia, el sistema evoluciona hacia el punto de inicio.
El flameo explosivo se produce en puntos de equilibrio inestables. Un pequefio aumento de la
amplitud o la potencia hara que éstas se disparen.
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P A BEC P A BEC
A + + + A - - -
how
/ -
No existe el
flameo
~ hyw
P A BEC P A BEC
4 t - Flameo de 4 t o+ - Flameo de
ciclo limite ciclo limite

N e N
\' Us N Vs

P ABEC P ABC

A -+ — Flameo de A + — 4+

ciclo limite

Flameo explosivo I’\ 2
VY
Q‘ {h hOO.) /ll/’\‘\\ //
’?
ol U ho(l)

;I "\:‘ Uoo
\\\ A \ —o%
v J Flameode ™~ 7" Flameo Ug

\l
< ?

ciclo limite explosivo

P ABC P AB
-+

(64
A - — + A +

[

Flameo Flameo

explosivo / explosivo /
\\> hO w \ _ ho w

‘4 2

Figura 2.19: Evolucion de la amplitud y la potencia de flameo
para las diferentes combinaciones de signos de los coeficientes A, By C.

Los puntos de flameo de ciclo limite y flameo explosivo se pueden obtener igualando la
potencia a cero:

R
Il
o

(how)z _ —|B| + \/m (2.271)

Us 2|c|
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Si se considera que la amplitud es suficientemente pequefia, la expresidn de la potencia se
puede reducir a:

1 how z
p== ngo.Zb.dq(_) (2.272)
2P Us
El signo de esta expresidn dependerd exclusivamente del signo de A. Si se toman los dos
primeros coeficientes a,, de la expresidn (2.265) para cy:

A = —2a, sin ags — a4 €OS ag COSY (2.273)

El coeficiente a, representa c,, el coeficiente de fuerza en el punto de equilibrio, con ag, y
es siempre mayor que cero. Por otro lado el coeficiente a; representa la pendiente de la curva
de sustentacidn en ese punto. Para que se produzca flameo debera cumplirse que:

2aq tan agg

<207 7SS 2.274
aq cos ( )

Por lo tanto a; no sélo debe ser negativo, si no que ademas debera ser inferior a este valor.

Se analiza a continuacién el caso de torsidn. El procedimiento es andlogo, aunque el resultado
final es mds complejo. El perfil es libre de oscilar en torno a un punto x;,. La velocidad vertical
que ve cada punto del perfil sera ahora diferente, como se ilustra en la Figura 2.20.

Uy COS g

Figura 2.20: Movimiento de flameo en separacion de torsion.

El dangulo de ataque serd por tanto:

0(x — x,)

a(t) = atan| tanag, +
O < 557 Uy €OS g

) +0(t) — agg (2.275)

Mientras que la presidn dindmica relativa es:

o . 2
1 1 20(x —x O(x —x
Qrel = EPOOUEel = E,DOOUOZO <1 + %sin s + <%) ) (2.276)

Pero ahora a(t) y q,+; dependen de la posicion x. Para simplificar lo que se hace es suponer
gue existe un punto caracteristico del movimiento, situado a una distancia eb del punto x,, de
forma similar a cuando se utilizé el punto x = b/2 para obtener la funcién de Kussner.
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De este modo estas expresiones quedan:

Oeb
t) = at t —_— o(t) — 2.277
a(t) aan<anaSS+Uoocosass>+ (t) — ag ( )

. L2
1 2 1 ) 260eb Beb

Qrei1 = EpooUrel = EpOOUoo 1+ U sinagg + E (2.278)

De nuevo se supone una solucién armonica para 6(t):
0(t) =6ycoswt = 0 = —w0, sin wt (2.279)

Y el coeficiente de momento también se expresa en serie de potencias:

o

1 n
M = Epoonez - (2b)? - M Cm = Z(bn(ass) : (a(t)) ) (2.280)

n=0

Desarrollando a(t) en serie de Taylor en torno a 8, = 0, en forma adimensional:

1
a(t) = 0, cos wt + cos ags (—ekby) sin(wt) — Esin(Zass) (—ekBy)? sin?(wt)
1 (2.281)
- §cos(3ass) (—ekBy)3 sin3(wt) + -

De nuevo hay que aplicar el desfase ¥ a la hora de introducir el angulo de ataque en la serie de
potencias del coeficiente de momento para tener en cuenta el efecto de histéresis
aerodinamica. Una vez se hace esto se obtiene el trabajo en un ciclo completo y la potencia:

T . 1 2T . 1 2T .
W = f Mo dt = — M0 d(wt), P=— M0 d(wt) (2.282)
0 W Jo 21 J
No se hace aqui, pues se trata de un procedimiento muy largo, pero después de desarrollar
esta integral se llega a la expresion:

1
P = Ep“U"g" -(2b)? - (A'6,+B'OE+C'63 + ) (2.283)

De nuevo los coeficientes A’, B, C’, etc. son funcidn de a y P, y sus signos determinaran las
caracteristicas del flameo. Si se da la casualidad de que e = 0 y la frecuencia reducida se
considera pequefia se puede escribir la integral anterior como:

1X3X5%X--Xn )

2.284
2X4X6X--xXx(n+1) ( )

1 v
P = — poU3(4b)k siny Z (bnegl“
n=0

Todo este desarrollo tiene algunas deficiencias. Por un lado, en la realidad los coeficientes a,, y
b,, dependen también de la frecuencia reducida k y, en caso de tratarse de flujo compresible,
del nimero de Mach M. Ademas se han considerado los grados de libertad de torsidn y
flexion por separado, y no se ha estudiado el posible acoplamiento entre ambos.
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El dltimo fendmeno de aeroelasticidad en perfiles que se verd es el del bataneo, y se tratara
exclusivamente de forma cualitativa. El bataneo es el movimiento regular de una estructura
excitada por una turbulencia que se ha generado en alguna parte de la misma, y no por el
propio movimiento como sucede en el caso del flameo.

El nombre de bataneo proviene de la palabra batdn, que es una maquina compuesta de
gruesos mazos de madera, y representa como si la estructura recibiera golpes externos.

Existen dos casos principales de bataneo. El primer caso es el bataneo de cola, en el que la cola
estd excitada por la turbulencia que proviene del ala. El segundo se llama bataneo de
superficies de control, aunque no tiene por qué haber una superficie de control para
producirse.

Para el primer caso es necesario conocer con qué frecuencias dominantes se desprenden los
torbellinos del ala. El andlisis es similar al de la calle de torbellinos de von Kdrman. Una
aproximacién para la frecuencia dominante reducida seria:

054 -« a < 30°
k= 2bsina (2.285)
0.15-———— a > 30°

Uoo

El segundo caso afecta en régimen transodnico, cuando la superficie de control o la parte
posterior del perfil esta excitada por el movimiento de la onda de choque que se produce en el
extradds, como se ilustra en la Figura 2.21. La onda de choque se sitla en el extradds,
provocando una diferencia de presidn discreta muy elevada: la presién detras de la onda de
choque aumenta mucho. Por este motivo, en la capa limite se desarrolla un flujo inverso que
provoca un movimiento oscilante hacia adelante y hacia atras de la posicion de la onda de
choque. El andlisis de este fenémeno es muy complejo y no se desarrolla aqui.

Capa limite

\
\ Onda de

choque

Figura 2.21: Oscilacion de la onda de choque en vuelo transdnico.

Toma 8. Aeroelasticidad de turbomaauinas.
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Modulo 3. Estructuras unidimensionales.

Tema 9. Introduccion.

En este mddulo se desarrollardan los efectos aeroeldsticos en alas largas. El ala estara
representada como una viga, y se conocen las propiedades elasticas de la misma, como la
rigidez a torsién y a flexidn.

Unicamente se tendran en cuenta la variacién de las variables a lo largo de la envergadura. Por
ejemplo se contara con que el coeficiente de sustentacién sea diferente en diferentes perfiles
del ala, pero no se tendrd en cuenta su variacién a lo largo de la cuerda de cada perfil. Por esto
se considera que el estudio es unidimensional, y no bidimensional.

Los fendmenos aeroelasticos que se veran son los mismos que en el caso del perfil, pero su
analisis en el caso de alas largas arrojara nuevas conclusiones.

Tema 10. Aeroelasticidad estatica en alas rectas.

Para simplificar el tratamiento se consideraran alas sin flecha, en las que los centros de
cortadura de las secciones del ala estan alineados, formando el eje eldstico. En la asignatura
“Estructuras Aeroespaciales” se ve como obtener la posicidn del centro de cortadura de una
seccion del ala. Como en el caso del perfil, en aeroelasticidad estatica no influyen los
movimientos de flexidn, por lo que sdlo se tiene en cuenta la torsién.

Existen dos métodos para analizar el ala larga como una viga, empleando la formulacién
diferencial o la formulacion integral de la ecuacién de equilibrio. Cada una de las dos
formulaciones tiene su utilidad.

La formulacién diferencial tiene la ventaja de que es muy sencilla de resolver, si se supone que
un montén de cosas son constantes a lo largo de la envergadura, como la cuerda y las
propiedades eldasticas. Esto ultimo hace que los resultados tengan poca exactitud, pero
permite obtener una visién global de los fendmenos aeroelasticos.

Por otro lado la formulacién integral, aunque mas complicada analiticamente, es mucho mas
sencilla de implementar numéricamente, y por lo tanto es la que se usa en la realidad.

Eje elastico ee

Centro aerodinamico ac
Centro de gravedad CG

Figura 3.1: Representacion del ala recta.
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Antes de todo se definen las siguientes variables:

e Cuerda: c(y)
e Distancia ee — CG: d(y)
e Distancia ee — ac: e(y)
e Longitud de una semi-ala: l

e Masa por unidad de envergadura: m(y)
e Rigidez a torsidn: GJ](y)
e Giro o deformacidn en torsion: 0(y)
e Momento torsor: t(y)
e Distribucion de sustentacion: ¢, (y)
e Distribucion de momento ac: Cvacy)
e Factor de carga: N()

Se estudia en primer lugar la formulacidon diferencial. Se estudiard primero el problema
simétrico y después el anti-simétrico. La ecuacion de equilibrio es:

d do
@(6] : @) + t(y) =0 (31)

En “Estructuras Aeroespaciales” se ve la misma ecuacidn pero de forma diferente:

de
GJ &y T(y) (3.2)
Esto es porque aqui t(y) es el momento torsor aplicado, y en “Estructuras Aeroespaciales”
T(y) representa el esfuerzo a torsién que soporta la viga, que se obtiene del diagrama de
momentos. El diagrama de momentos no es mas que la integracidn a lo largo de la viga de los
momentos aplicados, por lo que t = dT/dy. El signo depende de los sistemas de referencia.

Para poder resolver analiticamente la ecuacién (3.1) serd necesario definirlo casi todo
constante. El momento torsor serd el provocado por las fuerzas aerodindmicas y el peso,
escalado por el factor de carga N, que en el caso simétrico es:

t(y) = qce - ¢, + qc? - cpqc — Nmgd, N=L/W=1+1%/g (3.3)

De nuevo, como en el caso del perfil, se supone un angulo de ataque de equilibrio, rigido,
a”(y), por lo que el angulo de ataque sera la combinacidn de la parte rigida y la deformacién:

aly)=a"(y)+6(y) (3.4)

Debe recordarse que este angulo de ataque se mide respecto a la linea de sustentacion nula
del ala LSN,,. La sustentacién serd:

¢, =cp +cf = cp(y) + () (3.5)

Aqui se esta haciendo la suposicion de que el coeficiente de sustentacidn c; de cada perfil sélo
se ve afectado por su propia deformacion, y no por la deformacién de los perfiles vecinos.
Tener este efecto en cuenta complicaria mucho el andlisis, y se hara solamente para la
formulacidn integral, ya que al discretizar sera mas sencillo tener este efecto en consideracion.
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Sustituyendo el momento torsor y la sustentacién, despejando los términos que dependen de
la deformacidn en torsién 6(y), la ecuacion diferencial queda:

d dé
E(G] E> + qce - c1 40 = —qce - cf — qc? - cyge + Nmgd (3.6)

Las condiciones de contorno implican que no haya giro en el encaste del ala y que no haya
momento torsor en la punta. Respectivamente:

8(0)=0, GJ-0'(D)=0 (3.7)

Suponiendo propiedades uniformes la ecuacién diferencial se puede escribir como:

%0 | j20 = (3.8)
dy? N '
Donde:
r 2
2= qcecw’ = qcecr  qc*Cuac N Nmgd (3.9)
GJ GJ GJ GJ

La solucién de la ecuacion serd la combinacién de la solucion homogénea (con k" = 0)
combinada con una solucién particular. La divergencia a torsién ocurrira cuando la solucién de
la ecuacién homogénea no sea una solucién trivial. De forma similar al caso del perfil, para
este andlisis no se tienen en cuenta los términos constantes k”. La solucidon homogénea sera:

0, (y) = Acos(Ay) + B sin(1y) (3.10)

Al imponer la condicién de contorno de no giro en el encaste 8(0) = 0 queda A = 0. Para la
condicién de contorno de no momento en la punta 8’ (1) = 0 queda:

BAcos(Al) =0 (3.11)
La solucion trivial seria B = 0. Para que se produzca la divergencia entonces cos(Al) = 0.
s
Al =(2n - 1)5, vn €N (3.12)

Comparando con la definicién de A, el valor mas pequefio serd el que corresponda con la
presion dinamica mas pequefia, que sera para la que se producira la divergencia:

12— (zil)z — % > qp= (Zzl)chcjm (3.13)

En el caso del perfil la presién dindmica de divergencia qp se podria escribir, partiendo de la
ecuacion (2.3), y suponiendo una seccién caracteristica del alaeny = 3/4 - [:

4 G
3 312cecy,’

GJ
v=2=374.1 (3.14)

k
dp2p = |—a |kg |
Seciy
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Comparando con la presién dindmica del ala:

w2 /4 U
dp3p _ m/4 ~ 1.8, D3D .13 (3.15)
dp 2p 4/3 Up 2p

Estos cdlculos no son muy precisos, pero sirven para hacerse una idea de la diferencia de los
valores calculados en teoria de perfiles con los correspondientes para alas.

Una vez se tiene la presion dindmica de divergencia qp interesa calcular la deformacidn del ala
para presiones inferiores a ésta. Para ello se obtiene de forma inmediata la solucidn particular:
kT
6,(y) = = (3.16)
Por lo que si la presidn dinamica es menor que la de divergencia, la solucién completa sera:
T

6(y) = Acos(dy) + Bsin(dy) + I;—z (3.17)

Aplicando las condiciones de contorno se obtiene:

k‘r‘
A= ' B = Atan(Al) (3.18)
Quedando entonces la solucién como:
kT
0(y) = = (1 — cos(1y) — tan(Al) sin(1y)) (3.19)

Este seria el valor de la deformacidn si no fuera porque la torsién modificara la sustentacion,
que a su vez modificara el factor de carga N. Por ello hay que elegir una definicién para N que
permita cerrar el problema. Existen dos opciones: dejar que N varie libremente o forzar un
valor de N impuesto. El factor de carga sera:

L 2!
N=W=Wf0qchdy (3.20)

Donde, teniendo en cuenta que se estd tratando el problema simétrico, se ha realizado la
integral desde 0 hasta [ y se ha multiplicado por 2. En el primer caso, en el que N puede variar:

2qc (!
N=wf (cf +cra-0()) dy =
0

2qc| k" 1 cos(Al) 1
=——o- ¢ 1+ CLaﬁ - Ism(ll) + tan(Al) - =

A A

2qc( k" 1
=W cL'l+cLaﬁ(l—itan(ll)> =

2qc , CLa , 2 1
= cl L+ (—qcec] — qc*cpqe + Nmgd) (l - —tan(ll)) (3.21)
qcecpq A
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De esta Ultima expresion es posible despejar N:

<c[ -%tan(ll) + chaC (%tan(ﬂl) — 1))
N = (3.22)

1 (W mgd (1 _ tan(ll))
qgc\ 21 e Al

Con el Unico objetivo de poder analizar un poco el resultado se realizan las simplificaciones de

que d = 0y que cyqc = 0. Entonces la deformacién en torsién queda:

K= — L acecr = 8(y) = — 1€/ A AD) sin(ly)) =
= —G—]qceCL = 0() = —W( — cos(Ay) — tan(Al) sin(1y)) =
= —C—L(l — cos(Ay) — tan(4l) sin(1y)) (3.23)
La

Si se compara entonces la sustentaciéon completa con la sustentacién de equilibrio rigida, se
puede ver como efectivamente, si Al = /2, entonces se produce la divergencia:

¢, Cl +cef c cl _
—= —ra =1+ Lra ——L(l — cos(Ay) —tan(Al) sin(1y)) | =
CL 93 L CLa
= cos(Ay) + tan(Al) sin(1y) (3.24)

Si por otro lado se considera que N debe ser constante, entonces serd necesario que el piloto
modifique la sustentacidn del mismo modo que lo hace la torsién, pero en sentido inverso.
Para ello el piloto induce un angulo de ataque a,, y el factor de carga N queda:

2 (! 2
N=N, = W_f qc(c[ +cra0 + cLaap) dy, Ny = W_f qccl dy (3.25)
0 0

Donde N, es el factor de carga del caso de equilibrio rigido, que debe mantenerse. Igualando
ambas expresiones se obtiene el angulo de ataque que debe inducir el piloto:

l 1 l
f qc(cLa® + crqap)dy =0 = a,= -7 6 dy (3.26)
0 0

Sustituyendo el valor del giro 6(y):

o, = —lk—r<z _ S0 | an(u) (COSW) - 3)) . <1 - ta“(m) (3.27)

L A2 A A A A? Al

Si se repiten las hipdtesis de que d = 0y que cpqc = 0:

k_r _ _i' a_ (c[ + 0+ cLaap) (3.28)
A? ClLa cl cl

Desarrollando de nuevo se comprueba como si Al = /2 se produce la divergencia:
L — 1+ cos(Ay) + tan(Al ( in(y) — — 3.29
E_ + cos(Ay) + tan(Al) { sin( y)—ﬂ) (3.29)
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Una vez se ha estudiado el problema de carga simétrica se estudia el problema anti-simétrico.
Para ello se supone que toda la parte simétrica estd en equilibrio, por lo que solo existen
cargas anti-simétricas, provocadas por una deflexion  de los alerones. El angulo de ataque
sera el obtenido por la deflexién de alerones, el inducido por la velocidad de balance p, y el
generado por la deformacién en torsién:

a r
a(y) =5 B~ {7 +00) (3.30)

(P \ -py

— o]

‘ S \\ lJ Z

=
) !

Figura 3.2: Velocidades inducidas por la velocidad de balance p.

v

v

v

Se aplican la misma ecuacion de equilibrio y ecuaciones de contorno:

d G 49 =0 6(0)=0 '(H)=0 331
(0 g) =0 s0=0  #0= (3:31)

El momento torsor es, considerando sélo términos anti-simétricos:
t(y) = qcecf + qc? - cyqcepB — Nmgd + qcecy (3.32)
Donde la sustentacion rigida es a su vez:

- pl dcy, da
L= b tan o =5 G~ e (-

I

) (3.33)

Se estan abreviando las derivadas de los coeficientes como:

dcy, dcy, dCrrac

CLp = B CLp = (/UL CMacp = 3B (3.34)

El factor de carga en el caso anti-simétrico se debe a la aceleracién angular p y varia
linealmente con y. El peso y demas cargas simétricas se consideran en equilibrio:

iy
NG) =2 3.35
o) (3.35)

Sustituyendo todos estos valores en la ecuacion diferencial queda:

d de pl .
E(G] E) + qcec o0 = —qcecigf — qcecwm - qcszaC/;,B + pymd (3.36)
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Ahora existen dependencias con respecto a y no sélo en 8(y) como pasaba en el caso
simétrico, sino también en el factor de carga y en los coeficientes aerodindmicos. Lo que se
hace es simplificar considerando propiedades uniformes, y ademas se divide el ala en dos
trozos, de forma que en la zona donde no hay alerdn:

y < l1 = CLﬂ == CMCLCB = 0 (337)
La ecuacién ahora se escribiria a trozos:
d2

1 l
dy291+1291=G—](—qce-ch5;+pymd> 0<y<l L<y<l
@ \) (3.38)

i 1 pl .
d—yzez + 120, = G—](—qce -cppPB — qce - CLPE —qc? - CyacpB + pymd)

Con dos condiciones de continuidad adicionales en el salto y = [, para el giro y el momento:

6:(l1) = 0,(1y), 61(l) = 65(1y) (3.39)

Se ha considerado que el alerdn llega al final del ala. Esto no tiene por qué ser asi, aunque seria
complicarlo mucho. No se hace aqui, pero desarrollando esta ecuacién se llega a la solucion:

l
8(y) = c1f + ¢, 5; +cap (3.40)
Donde:
in(A(l =1
¢ = —k, <la(1 — cos(/l(y — ll))) — Sm(COiTI))sin(/ly)>
Yy sin(1y) _ky sin(1y)
%=1 TeosGl)’ Cz—ﬁ(y‘m> 541

md 1 0 0<y<l
=28 k= — 1 ={
1= 2 eCLa(eCLB+CCMacB) a 1 L <y<l

De nuevo la solucion depende del valor de N, y ademas ahora depende de la evolucion
temporal de p y p. Por ello se proponen dos soluciones: el desplazamiento instantdneo del
alerény el tonel uniforme.

En el caso de desplazamiento instantaneo del alerdn se estudia el instante inicial después de la
deflexién de alerones, en el que se considera que p = 0 porque aun no ha tenido tiempo de
aumentar, pero la aceleracién p si se tiene en cuenta, y se considera constante.

El momento de balance es, considerando solo una semi-ala y multiplicando por 2:

1 l
Lp = ZJ qeeLy dy = chf (cLpB + cLab)y dy =
0 0

l
= 2qc f (cL,;ﬁ +cra(alB + 6315)) y dy (3.42)
0
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De aqui es posible obtener una expresién para p:

1
5= 2qc fo (CLﬁ +CLaC1)y dy.

l (3.43)
Iy — 2qc [ cLacsy dy

En el caso del tonel uniforme se estudia justamente la situacidon contraria, en la que la
velocidad angular p se ha estabilizado y se considera constante, y por lo tanto la aceleracién
angular debe anularse p = 0. El momento de balance es:

l
pr=0=2chcLydy=
0

l
pl pl
= 2qcf (CLBﬂ + Cip U + Crq (cl[)’ +cy U ))y dy (3.44)
0 e} o)

La expresidn que se obtiene para la velocidad angular es entonces:

p_l _ fol(CLB + CLacl)y dy .
Uoo fgl(ch + CLaCZ)y dy

(3.45)

El coeficiente que multiplica a 8 representa la efectividad del mando, la velocidad angular que
se alcanza para una deflexion de alerones . La inversién de mando se producird cuando el
valor de esta expresidn se haga nulo. No se hace aqui, pero si se desarrolla se obtiene:

cosAly N6 | (cosAly . o5 1?2 — l%)ECMaCB
p! ( cos Al 1) CLa + ( cosal LA )¢ CLa
Uy tan Al

1==7

Igualando el numerador a 0 se puede obtener el menor valor de A que produzca la inversion
de mando Ap. Entonces, de la definicidn de A, ecuacién (3.9):

2G
Up = Ag _24 (3.47)
PoCC * CrLq

Ahora que ya se ha estudiado la formulacion diferencial, y se ha realizado un analisis
cualitativo de la aeroelasticidad estatica en alas, se desarrollara a continuacion la formulacién
integral, mucho mas practica de cara a la realidad. Se empezara por el problema simétrico.

La base es el llamado coeficiente de influencia Cee(y,n), gue representa el efecto que tiene
un momento torsor unitario en una seccidén situada en el punto 1, sobre la deformacion en
torsién de una seccidn situada en el punto y. Entonces el giro completo en esta seccion y sera:

l
6(y) = f €% (y,m) - t(n) dn (3.48)
0

Donde se ha multiplicado el coeficiente de influencia por el momento torsor que esta
actuando en cada punto, ya que el coeficiente es para momentos unitarios. Este coeficiente de
influencia se podria obtener de la ecuacion diferencial aplicada para un momento unitario:
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d/ doy (1 x=0
@(G]@>——8(y—n), s ={y 170, (3.49)

Donde §(x) es la delta de Dirac. Sustituyendo el momento aerodinamico t(n):

!
6(y) = f C% (y,n) - (qecec] + qcecf + qc®cyqc — Nmgd) dn (3.50)
0

Como siempre, para el estudio de la divergencia basta con el término elastico del momento:

l
00y) = q fo €O (y,m) - cn) - e(n) - c£(n) dn (3.51)

Lo que se hace a continuacién es lo que da a esta formulacidn el sentido practico del que
carece la formulacién diferencial. Esta expresion puede discretizarse en m rebanadas, por lo
que el giro en la rebanada situada en y; se puede obtener como:

0(y) = QZ C%(y;,n;) - c(nj) -e(n;) - ct(n;) - w; - An; (3.52)
=

Donde w; representa una funcion de peso que determina la forma en la que se esta realizando
la integracion. Por ejemplo, si se aplica la regla del trapecio w; = 1. Tomara otros valores
diferentes si se aplican reglas diferentes, como la regla de Simpson. En forma matricial:

0=gq-(C%ew)ccf =q-Eccf (3.53)

Donde C?? es la matriz m x m de coeficientes de influencia, e es una matriz diagonal m x m
con las distancias entre el centro aerodindmico y el eje eldstico, y w es la matriz m X m de
pesos de integracion, y si se trabajo con la regla del trapecio w = I,,,. Por ultimo, cc; es un
vector columna m X 1. La expresiéon g -E es una relacidn estructural entre las fuerzas
aerodinamicas y el giro de las rebanadas. La matriz E se podria obtener aplicando un cédigo de
calculo estructural. Interesa ahora encontrar la misma relacion pero de forma aerodinamica.
Para ello existen tres métodos diferentes.

El primero es el lamado método de las rebanadas, y es el mas sencillo. Consiste en considerar
que el dngulo de ataque eldstico de cada rebanada sélo se ve influenciado por el giro, y que
ninguna rebanada induce angulo de ataque alguno sobre las demas. Por lo tanto la
sustentacion eldstica de una rebanada serd cf; = c;,0;, de donde se puede escribir, para
todas las rebanadas, en forma matricial:

e 1 1 i=j
0=A CcCy, a;; = m6ij, 6ij = {0 i#j (3.54)

Donde §;; es la delta de Kronecker, y por lo tanto A es una matriz diagonal m X m.

El segundo método es el método de la linea sustentadora, y se basa en la teoria de ala larga de
Prandtl que se vio en la asignatura “Aerodindmica”. En esta teoria se utilizaba una distribucion
de circulacion a lo largo del ala I'(y) de forma que la sustentacion se puede obtener como:
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1/2 - poU2ccy = pooUcsT (3.55)

Para aplicar esta teoria se realiza el cambio de variable y = [ - cos ¢ (habitualmente se usa la
letra 8, aqui se usa ¢ para no confundirla con el giro), y se describe I'(y) en serie de senos:

I'(y) = i A, sinng, ¢ = acos (%) (3.56)
n=1

Debido a las variaciones de circulacidon a lo largo de la envergadura, para conservar la
circulacidn es necesario considerar hilos de torbellinos que se desprenden del ala.

Figura 3.3: Desprendimiento de torbellinos.

Estos torbellinos que se desprenden interactuan con las rebanadas. Desarrollando esta teoria
es posible encontrar la matriz A:

1
A=A"+—-S'R'T’ (3.57)
8l
Donde A’ es la misma matriz diagonal A del método de las rebanadas, S’ es una matriz
diagonal m X m, R" es una matrizm X my T’ es una matrizm X m:

1

Sij = maﬁ, rj=@2j—Dsin((2j — 1¢;),  t; =asin((2j —D¢;) (3.58)

Esta matriz A es la misma que en el método de las rebanadas mas otra matriz que representa
la interaccidn de las diferentes rebanadas debido a los torbellinos que se desprenden.

El tercer y ultimo método es el de la superficie sustentadora. Consiste en aplicar el método
vortex lattice, o de entramado de torbellinos. El procedimiento es similar al método de paneles
de herradura de torbellinos que se ve en “Aerodindamica avanzada”, pero en el vortex lattice se
discretiza el ala no sélo en m rebanadas, sino también en s porciones a lo largo de la cuerda,
obteniendo un total de m X s paneles de herradura, tal y como se observa en la Figura 3.4.

El resto del método se desarrolla de forma muy similar a los paneles de herradura. Cada panel
estd formado por un hilo de torbellinos que pasa por x = 1/4 del largo del panel, y dos hilos
de torbellinos que se desprenden formando la herradura. El punto de control de cada panel
estd centrado en y y situado en x = 3/4 del largo del panel. De este modo se cumple la
condicidn de Kutta. Para obtener las circulaciones de cada herradura de torbellinos se impone
velocidad nula en cada punto de control y se resuelve el sistema:
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Figura 3.4: Esquema del método vortex lattice.

DWTI =a (3.59)

Donde a es un vector columna ms X 1 con los angulos de ataque locales de cada panel, T es
otro vector columna ms X 1 con el valor de la intensidad de cada herradura de torbellinos, y
DW es una matriz ms X ms que representa la velocidad normal, sobre cada punto de control,
inducida por todos los paneles.

El problema con este método es que tiene en cuenta la variacion de las caracteristicas
aerodinamicas a lo largo de la cuerda, pero con el modelo estructural que se ha elegido, sélo
con rebanadas, esto no es asi. Por ello los resultados del vortex lattice deben ser modificados
para encajar con el modelo estructural. La ecuacidn (3.55) se sigue aplicando en este caso,
pero lo que interesa es combinar los efectos de los s paneles de cada rebanada:

is
e 2
CCLl' = U_Z Fl (360)
© =

Donde se esta realizando la suma para la circulacidn de cada panel de la rebanada i. En forma
discreta se puede escribir:

2
T SDW~'a = ccf (3.61)

o]

Donde S es una matriz que permite sumar las circulaciones de cada rebanada, de la forma:

1 1 S0110 o 2 oio0 o o0 ]
S S S
s=|0 0 0f1 1 = 110 0 & 0 | (3.62)
lO o <« 0JO0O O -~ O0]1 1 1 J

Ademas, como la rebanada estructuralmente es de una pieza, hay que forzar que el angulo de
ataque de todos los paneles sea también el mismo. Esto se consigue mediante la expresion:

a=ST0 (3.63)

De este modo el angulo de ataque de todos los paneles de una misma rebanada queda
sustituido por el giro en el primer panel. Introduciendo esta expresion en la ecuacidn anterior:

2 -1¢T e
U SDW™"S" 0 = cc] (3.64)
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De forma que finalmente se puede obtener la matriz A por este tercer método:

2 -1
A= (U— -SDW! sT) (3.65)

[oe]

Ya sea por uno de estos métodos, o por otro, como puede ser un calculo de CFD, al final se
obtiene la matriz A que relaciona 0 y cc; en términos aerodinamicos, de la misma forma que
la matriz estructural E:

0 = Accj, 0=qg-Ecc} (3.66)
Por lo tanto se obtiene el problema homogéneo:
(A—q-E)cci =0 (3.67)
Y mediante un determinante se puede encontrar la velocidad de divergencia:
dettA—q-E)=0 = qp = Up (3.68)

De nuevo, igual que en el caso de la formulacion diferencial, si se esta por debajo de esta
velocidad de divergencia interesa entonces averiguar el giro 6(y). De la ecuacién (3.50),
cuando antes se eliminaron todos los términos menos el eldstico, ahora se mantendran todos:

l
0(y) = f C%(y,n) - (qececf + qcec] + qc®cyqc — Nmgd) dn (3.69)
0

En forma discreta:

0=Acci =q-Ecc; +q-Ecc] +q-Fcyye —N-Gmg
=q-Eccf +fS (3.70)

Donde las matrices F y G son:
F=Cc%c?w, G=cC%dw (3.71)
Finalmente el problema completo es:
(A—q-E)cc; =f° (3.72)

Bueno, finalmente no. Igual que con la formulaciéon diferencial, ahora queda determinar N. Se
analizan las mismas posibilidades: N libre y N fijada por el piloto.

En el caso de N libre:

2q (! 2q (' e
N = WJ;) cc, dy = Wfo (ccf +ccp)dy (3.73)
Si se discretiza esta integral se obtiene:

2
N=Wq-(1wcc[+1wccf), 1=[1 1 ™ 1] (3.74)
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Sustituyendo el valor de cc; de la ecuacion (3.72):
2q 1
N =W-1w(cc{+(A—q-E) (q-Ecc] +q-Fcyge—N-Gmg))  (3.75)

Ahora es posible sumar y restar A cc] dentro del paréntesis para que, combinado con el
término q - E cc], al multiplicar por (A — q - E)™! quede exactamente —cc] y se cancele con
el cc] que ya hay fuera. De este modo queda:

2
N:—q 1w(A—-q-E)'(Accl +q-Fcyg —N-Gmg) (3.76)

La Unica informaciéon que ha quedado del ala rigida es el dngulo de ataque rigido:
Acc] =d" (3.77)
Finalmente (ahora si) es posible despejar N:

2g 1wA—q-E)"1(a"+q-Fcyg)
+W(A—q~E)‘1Gmg

En el caso de N fijada por el piloto a un valor N, igual al inicial, rigido, se obtiene:

2q

N=N0 W

ch dy = —f (CCL +ccf + CcLaap) dy (3.79)

Donde el piloto induce un dangulo de ataque a,, para mantener N constante e igual a:

2q [
No=—| cc/ d 3.80
0= W J;) L ay ( )
Por lo tanto:
l
f (ccf + copqay) dy =0 (3.81)
0
Discretizando esta integral se tiene:
lweef +1wee,-a, =0 (3.82)
Y finalmente despejando a,:
1wcc)
@, = - L (3.83)
1wccy,

Con el valor de N de la ecuacion (3.78), o bien el valor de a,, de la ecuacion (3.83) que permite
encontrar el valor de N, ya es posible cerrar el problema simétrico de la ecuacién (3.72).

Para estudiar el problema anti-simétrico de la Figura 3.2 se vuelve a la formulacidon integral
para el giro de la ecuacién (3.48), y se aplica el momento torsor teniendo en cuenta
Unicamente los términos anti-simétricos, ecuacion (3.32), con lo que, sustituyendo también el
valor de c] de la ecuacidn (3.33) y del factor de carga N = py/g, ecuacién (3.35), se obtiene:
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!
pl .
0(y) = f c%(y,n) (qce (cLBﬁ +crp U_> +qc?cyacpB —mpnd + qcecf) dn (3.84)

-0
Se recuerda que se han abreviado las derivadas de los coeficientes como:

c =% Cr = aCL c =aCMac
BTep T T a(l/Uy,) MeF T oB

(3.85)

Discretizando en m rebanadas se puede escribir la ecuacion (3.84) en forma matricial:

l
9=q-Eccf+q-E(chﬁ-ﬁ+chp-5 )+q-FcMac[;-ﬁ—Gnm-p (3.86)

oo
Donde n es una matriz diagonal m X m con las posiciones de cada rebanada, cc.g, €CppY
Cpmacp SOn vectores columnam X 1,y las matrices E, F y G son:

E=C%ew, F=C%c?w, G=C%dw (3.87)

Donde e, c¢? y d son matrices diagonales m X m y w es la matriz de pesos de integracién. De
nuevo se pueden agrupar los términos rigidos:

0=q-Eccf +f° (3.88)

Llegado este punto hay que volver a encontrar la matriz A que relaciona el giro 0 y la
sustentacion elastica cc; de forma aerodinamica, mediante uno de los tres métodos que se
han descrito antes, o con algin cédigo de CFD. Combinando ambas expresiones se llega a la
misma solucién que en el caso simétrico (pero con matrices distintas):

0=Acc; = (A—-q-E)cci =12 (3.89)
Para que se produzca la divergencia el siguiente determinante debera anularse:
dettA—q-E)=0 - gqp (3.90)

Si se estd por debajo de la velocidad de divergencia interesara obtener f%. Pero dentro
aparecen el factor de carga N y la velocidad angular p. Por ello hay que considerar de nuevo
los casos de desplazamiento instantdneo del alerén y de tonel uniforme. En el primero se
considera p = 0 y p constante. Considerando una semi-ala y multiplicando por 2, la ecuaciéon
de momento de balance queda:

l l
Lp = 2] qgccy dy = qu (chﬁﬁ + cc,f)y dy (3.91)
0 0
En forma matricial:

Lp = 2qyw(ccyp - B+ ccf) (3.92)

Donde y es un vector fila con las posiciones de cada rebanada. Combinando y w = H, que serd
también un vector fila, y sustituyendo ccf, queda:

IL,p=2qH (chﬁB +(A—gq- E)‘l(q Eccipf+q-Feygpf—Gnm:- p)) (3.93)
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De donde se puede despejar el valor de p:

 2qH(ceypf+(A—q-E)H(qEceupf +q - F CuacpB))

5 (3.94)
L,+2¢gH(A—-¢q-E)"'Gnm

Para el caso del tonel uniforme se procede del mismo modo, pero con p = 0y p constante. La
ecuacion del momento de balance queda:

gp:o:zf
0

En forma matricial:

l l

l
qccy dy = 2qf (chﬁﬁ + ccpp 5— + ccf) y dy (3.95)
0 oo

pl - pl
0=H <chﬁﬁ + ccpp U +(A-q-E)? (qE (ccwﬁ + ccpp U_) + chMacﬁB)> (3.96)

Y despejando:

p_l ~ _H ceup + H(A —-q- E)—l(q -E CcCp +q-F CMaCﬁ) B (3.97)
U, Hchp+H(A—Q'E)_1(Q'ECCLP) .

Ahora es posible sumar y restar A cc;g dentro del paréntesis del numerador para que,
combinado con el término q - E cc;g, al multiplicar por H(A — q - E)~! quede exactamente
—H cc,p y se cancele con el H cc; g que ya hay fuera. Lo mismo se puede hacer con cc, en el
denominador, quedando entonces:

pl  H@A-gq E)"*(Accp +q - Fcyacp) .

[ HA—q-E)"'(Acc,) p (3.98)

Ademas, A ccig = aE es el angulo de ataque inducido por una deflexion de alerones
f = 1rad. De forma similar A cc,,, =y/l es el dngulo de ataque inducido por una velocidad
angular p = 1rad/s, donde y/! es un vector columna. Entonces:

pl _ HA-q- E)_l(a[i’ +q-F cMacﬁ)

L (3.99)
Us HA-q-B)™'(y/D
Para que se produzca la inversién de mando el numerador debera anularse:
HA—q-E) (ap +q - Fcyqaep) =0 (3.100)
Esto es posible resolverlo por iteracion:
qptt = HEA gk B) o (3.101)

" H(A-q} E)"'Fcyacp

Con esto termina la aeroelasticidad estatica de alas rectas. Se han visto el problema simétrico
y el anti-simétrico, aplicando la formulacion diferencial y la integral. No se han visto alas con
flecha porque los centros de cortadura de las secciones no estan alineados, no hay eje elastico,
y aparece acoplamiento con el movimiento de flexion, lo que complica mucho el analisis.

-74 -



Alejandro Roger Ull Aeroelasticidad y vibraciones

Tema 11. Flameo en alas de gran alargamiento.

Se estudiara el este tema el movimiento de flameo lineal en torsidn y flexién de alas rectas o
con flecha. En el caso del flameo lineal, al contrario que en el caso de la aeroelasticidad
estatica, no tiene mucha importancia si el ala tiene flecha o no, porque a través de los
términos de inercia habra acoplamiento entre flexién y torsion igualmente.

Se definen de inicio las siguientes variables:

e Masa por unidad de envergadura: m(y)
e Posicidn del eje elastico en el eje x: a(y)

e Momento de inercia respecto al eje elastico: I,(y)
e Momento estatico respecto al eje elastico: S.(y)
e Rigidez a flexion: El(y)
e Rigidez a torsidn: GJ](y)
e Desplazamiento vertical del eje elastico, positivo hacia arriba: w(y,t)
e Giro respecto al eje elastico, positivo si el borde de ataque sube: 6(y,t)

El problema que se considera es el flameo de un ala en flexidn y torsidn con un perfil sin alerén
y sin tener en cuenta la disipacién estructural. Las ecuaciones de una viga son:

B 9%w 920 092 Zw
Flexién: m 5¢2 —Sq 3¢z +c’)y2 El 3y? =L(y,t)

(3.102)

» 226 o’w 0 a6
Torsion: I ( ]

——=S,———|\G —>=M ,t
a atz a atz ay ay a(y )
Puede comprobarse que el momento estatico S, produce el acoplamiento de torsidn y flexion.
Para que no se produjera el acoplamiento el eje eldstico y el centro de masas deberian

coincidir. Ademas se ve cémo, al considerar régimen estatico, se recupera la ecuacién (3.1).

La ecuacidn de flexién tiene términos de orden 4, y la ecuacidn en torsion tiene términos de
orden 2, por lo que hacen falta 6 condiciones de contorno. En el empotramiento no puede
haber desplazamiento ni giro, y tampoco derivada del desplazamiento:

w(0) =0, w'(0) =0, 6(0)=0 (3.103)

Mientras que en el extremo libre no puede haber ni esfuerzo torsor, ni flector, ni cortante:
d
Gjo'(D=0, EIw"() =0, E(EIW”(I)) =0 (3.104)

Lo que se harad a continuacion es similar a lo que se hizo en el Tema 3 para el flameo en
perfiles: primero se plantea el problema desde el punto de vista estructural, para después
analizar las fuerzas aerodinamicas. Este sistema de ecuaciones no se va a manejar
directamente. Lo que se hara es obtener un nimero de modos propios para la estructura y
suponer que el movimiento sera una superposicién de los mismos. Después se calculard la
energia cinética y la energia potencial asociada a ese movimiento y se obtendran las
ecuaciones de Lagrange. No se tendra en cuenta el amortiguamiento.
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Existen tres tipos de modos propios diferentes con los que se puede analizar el problema. Cada
uno de los tipos de modos propios tiene sus utilidades. Estos modos son:

1. Modos normales acoplados:

Son los modos propios reales de la estructura en vacio. Se podrian obtener experimentalmente
al hacer vibrar libremente a la estructura en el vacio, aunque las fuerzas aerodindmicas que
produciria el movimiento de vibracién serian muy pequefias si el ensayo se realizara en
atmoésfera. También se pueden obtener aplicando el método de los elementos finitos (FEM), lo
qgue es preferible porque experimentalmente el amortiguamiento es muy complicado de
tratar. Al tratarse de modos de vibracion reales habra acoplamiento entre torsion y flexion.

2. Modos normales desacoplados:

Son los modos que tendria tedricamente la estructura en vacio si su momento estatico S,
fuera nulo. Pueden obtenerse aplicando FEM de forma especial para anular el momento
estatico. Los modos que se obtienen estan desacoplados en flexion y torsion.

3. Modos ficticios o asumidos:

Igual que se hace para las palas de un helicdptero en la asignatura “Disefio de helicpteros y
aeronaves diversas”, se trata de suponer unos modos propios, por ejemplo polinédmicos, que
cumplan las condiciones de contorno. Para realizar un andlisis detallado este método no es
correcto, harian falta muchos modos para representar adecuadamente el movimiento, y
ademads no se obtendria informacion de los modos reales. Pero es muy util para un andlisis
preliminar, si se tiene una idea de cdmo se va a entrar en flameo, y ademds tiene la ventaja de
que se puede anadir un modo propio al aleréon. Normalmente se asumen modos desacoplados.

Se estudia primero el caso de los modos normales acoplados. Estos modos seran de la forma:

$i(x,y) = hi(¥) — (x — a(»))6:;(») (3.105)

Donde ¢; representa el movimiento vertical del modo en toda la superficie alar, y h; y 8; no
son modos propios, sino que son la parte de flexién y la parte de torsidn respectivamente de
estos modos normales acoplados. Como ya se ha comentado, estos modos se obtendrian
preferiblemente utilizando un cédigo FEM.

El movimiento vertical del ala serd entonces combinacion lineal por superposicion de los n
modos que se utilicen, del entorno de los 10 é 20 primeros, aunque hay infinitos modos.

w0 = ) $iny) - &© (3.106)
i=1

Donde ¢; representa el peso o amplitud de cada uno de los modos en el movimiento global. La
energia cinética debida a este movimiento se puede obtener como:

2

1 L rb(») ) 1 1 ~b n '
Tzﬁfof Wz(x"’)dmzifo f_bp(x'y) ;@(x.y)-fi(t) dxdy (3.107)

-b(y)
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Ahora se puede aprovechar la propiedad de que los modos naturales de la estructura son
ortogonales entre ellos. Segln esta propiedad, al integrar en toda la estructura dos modos
diferentes se obtiene que el valor de la integral es cero.

L rb
f f ppip; dxdy =
0 YJ-b
l
0

Al elevar al cuadrado la velocidad vertical Ww? en la ecuacién de la energia cinética lo que
qguedard es precisamente la suma de todas las combinaciones de productos de modos:

n 2 n n
(Z qsi(x,y)-éi(t)) = DD @) (9%) (3.109)
i=1 i j

i=1j=1

Pero dado que los sumandos con i # j se anularan por la propiedad de ortogonalidad,
finalmente quedardn sélo los términos con i = j, por lo que la energia cinética T sera:

T = %fol f_l;p (Z ¢§éi2) dx dy (3.110)

Se puede definir entonces la masa generalizada de cada modo M; como:
l rb l
M; = f f pp? dxdy = f (mh? — 2S,h;0; + 1,67) dy (3.111)
0 J-b 0
De este modo la energia cinética queda finalmente, para el caso de los modos acoplados:
n
1 -
T = EZ M, (3.112)
i=1

Gracias a que los modos estdn acoplados en flexidn y torsidn, la expresidn para la energia
cinética aparece sin acoplamiento, es decir, sin términos con modos cruzados. Se puede
proceder de la misma manera para obtener la energia potencial, donde la propiedad de
ortogonalidad en rigidez indica que:

l
j (EThi'h +G]6;6])dy =0, Vy=#j (3.113)
0

Se puede definir entonces una rigidez generalizada B;, que ademds se puede escribir como
producto de la masa generalizada M; por la frecuencia propia del modo a)iz al cuadrado, de
forma que la energia potencial U queda:

l 1 n
B; = M;w? = J (EIh{*+G]6;*)dy, U= EZ M;w? &} (3.114)
0 i=1

Como se puede ver, la energia potencial queda también desacoplada.
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A continuacién se realiza el mismo desarrollo pero para los modos normales desacoplados.
Para este procedimiento se tendran en cuenta dos tipos de modos propios, n de flexién h; y m
de torsidon 0;. A diferencia de los modos normales acoplados donde representaban las dos
partes de un mismo modo acoplado, en este caso h; y 6; son dos modos independientes. Cada
uno de estos modos desacoplados tendra una contribucién diferente al movimiento vertical.

Wy, = ) RMEO - (- a®) ) 60m,® (3.115)
i=1 j=1

Por la forma de obtener los modos normales desacoplados, como si se tratasen de los modos
reales pero forzando S, = 0, se puede asumir que los modos de flexién h; presentaran
ortogonalidad entre ellos, y también los modos de torsion 0; seran ortogonales entre si. Sin
embargo, no se podra considerar que los modos h; y 8; sean ortogonales.

l l
f mhlh] =0 f Iaé’l@] =0
0 0 Vi#j (3.116)
[Ernm =0 [erore =

0 0

La energia cinética T sera en este caso:

1 L b
r=3] | ety wrny) dxdy -
0

-b(y)
1 ¢l P® e .
= EJ '[ p(x,y) zz(hihjfifj) +
0 /=b(y) i=1j=1
i=1j=1

i=1j=1

Al aplicar la ortogonalidad a las dos primeras sumas los términos con i # j se desvaneceran,
mientras que en la tercera suma se conservaran todos los términos. Definiendo:

Mi = f mhlz d)’; I(Zi = f Iaelz dy, Saij = J. Sahlej dy (3-118)
0 0 0

Entonces la energia cinética queda:

Ic .,
TZEZMifi +
i=1

Esta expresion es muy similar a la obtenida para los modos normales acoplados, donde todos

m n
z Iunf — z Z Saijéinl (3.119)
j:l i=1 ]=1

N[ =

los términos aparecian combinados en la masa generalizada. La diferencia es que el tercer
término presenta acoplamiento en la expresién de la energia, mientras que antes el
acoplamiento ya estaba incluido en la masa, y la energia aparecia desacoplada.

-78 -



Alejandro Roger Ull Aeroelasticidad y vibraciones

Para la energia potencial U, como en la ecuacién no aparecen términos acoplados, aunque no
haya ortogonalidad para los modos cruzados, no aparece acoplamiento. Definiendo:

l l
Ko = Mok = [ BIRZ Ay, Koo= I = [ G107 dy (3120
0 0

Entonces la energia potencial queda:

1w 1w
U= 52 K62 +§Z Kejn? (3.121)
i=1 =

Las n + m ecuaciones de Lagrange para el caso de los modos normales desacoplados quedan:

m
& M;é; — zsairﬁr + Kpi§i = Qs i €[1,n]

=1

n (3.122)
My Lo Tiy — Z Sairé.i + Korly = Qnr r €[1,m]

i=1

En el caso de los modos normales acoplados la ecuacidn se simplifica, pero hay que recordar
gue ademas de los modos, las masas generalizadas también estdn acopladas:

$i M;(& + 0f&) = Qg i€[1,n] (3.123)

Se desarrolla en forma matricial la ecuacidn para los modos desacoplados, que es mas
compleja. El desarrollo para la formulacién con modos acoplados seria idéntico:

4 S ol o

Donde M es la matriz diagonal n X n de masas generalizadas, I, es la matriz diagonal m X m
de momentos de inercia generalizados, S, es la matriz de momentos estaticos m X n, K, y K,
son matrices diagonales de rigidez a flexion n X n, y torsion m X m respectivamente (por lo
que la matriz de rigidez de todo el sistema también es diagonal), & y 1 son los vectores
columna de las amplitudes de los modos a flexion n X 1 y a torsion m X 1 respectivamente,
Q¢ v Q;, son vectores columna de las fuerzas generalizadas de flexion n X 1y de torsion m x 1
respectivamente, y Q es una matriz (n + m) X (n + m) que representa los coeficientes de las
fuerzas generalizadas con respecto a los grados de libertad. Estas fuerzas generalizadas se
obtienen del principio de los trabajos virtuales, igual que para el perfil:

ao(sw
Qsi = oo -US Acy(x,y,t) -a((Tfi))dxdy (3.125)

En el caso de modos acoplados la derivada d(6W)/d(8¢;) es directamente ¢;, mientras que
para los modos desacoplados se tiene:

Qi = qoo -Us Acy, - h; dxdy, Qnr = G ﬂ Acy, - (—(x — a))Hr dxdy (3.126)

w w
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Por ultimo se considera el caso de los modos ficticios o asumidos. El procedimiento es el
mismo que el que se ve en la asignatura “Disefio de helicdpteros y aeronaves diversas” para la
vibracion de las palas de un helicptero. Se asumen unas funciones f;(y) para los modos en
flexion, y g;(y) para los modos de torsién. Se asumirad ademas un modo de deflexién para un
alerdn rigido, aunque podrian asumirse mas modos. La velocidad vertical segin estos modos
ficticios es entonces:

Wy, = ) FWED - (- a®) ) g0 - (x - cAWB®  (3.127)
i=1 j=1

Donde se ha supuesto que c = e, es decir, que el eje de giro del alerén estad en la charnela.
Como el alerdn es rigido la velocidad vertical sélo depende de x segun la posicidn del eje de
giro, y en y de la posicién del alerén respecto a la envergadura, a través de la funcién A:

0 y<ly
Aly) = {1 L<y<l (3.128)
0 y > lz

Utilizando modos ficticios se ahorra tener el estudio de FEM para obtener los modos propios.
Pero para hacer un buen analisis harian falta mas modos ficticios que los necesarios si se
utilizaran modos reales. Sin embargo normalmente se utilizan incluso menos, porque este tipo
de estudio se usa en disefios preliminares, si se tiene una idea aproximada de los modos. Para
que los modos ficticios sean validos las funciones f; y g; deberan cumplir las condiciones de
contorno de las ecuaciones (3.103) y (3.104).

Con la expresion de la velocidad vertical ya se puede obtener la energia cinética:

1 :
T = —Jf pw? dxdy
2 Sw

1 n n o m m
- Eﬂ P (fifisig;) + (x — @)? Z (9rgstintis) +
sw i=1j=1 r=1s=1
+ (x — )2Ap%? — 2(x — ) (figréimy) — (3.129)

20 = ©) Y (fiéif) + 22— D = ©) ) (gw,B) | dxdy
i=1 r=1

Si se integra en x se obtienen las distribuciones de masas, momentos estaticos y de inercia:

1 l n n o m m '
=3[ (MDY (b 41 Y. Y rgstvts) + 1523 -
0 i=n1 jjnl r=1 s=n1 " (3.130)
=250 ) > (figriiiy) = 2255 ) (fiéifl) + 2APag Z(m#‘%)) dy
i=1r=1 i=1 r=1

Donde P, es un producto de inercia.
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Al integrar en y estas distribuciones junto con las funciones de los modos ficticios se obtienen
las masas, momentos estaticos, momentos de inercia y productos de inercia generalizados:

r= %Zz:: Uéléj %zzl: Z(lmnrm) + Igp - p? —
Zn: i azrflnr) Z(Sﬁtfl ) + Z(Paﬁrnrﬁ)
i=17=1

En este caso no hay ortogonalidad entre los modos ficticios, por lo que no se cancela ningin

(3.131)

término y la matriz de masas estara completamente llena. Para la energia potencial se tiene:

U= f E1<Z fl”fl> dy + = f G](Zgrnr>2dy+ ks 8 (3.132)

En la energia potencial no existe acoplamiento entre flexion y torsién por la propia fisica del
problema, pero si que hay acoplamiento de los diferentes modos de flexién entre ellos, y
también de los diferentes modos de torsion entre ellos. En forma generalizada:

n n m m
1 1 1 ,
-5 Knijéisj +5 Karshins + 5 kpP (3.133)
2 1j 2 1s=1 2
: : r=1s=

Y si se aplican las ecuaciones de Lagrange se obtiene el un sistema de n + m + 1 ecuaciones:

n m n

j= r=1

N

m
Nyt Z LarsTis — Zsalrf + Paﬂrﬁ + Z Karsts = Qnr r €[1,m] (3.134)

s=1 =
B: IppB — Z Spii + Z Popriir + KgB = Qp
Donde las expresiones para las fuerzas generalizadas son:
0s= 4. || Bey(9,) i) ddy
O =4 || 8ep(0,0) (= = 00))) 0,0 dxdy (3.135)

Qp = qoo j fs Acy (6, 8) (—(x = ¢(3))) A) dxdy

En forma matricial:

Mij  —Sair —Spi|[§] [Kny £ Q: £
—Sair  lars  Papr|[fi| + Kers | =|Qr| = qe Q;; (k) H (3.136)
_Sgi Paﬁr Igp B kﬁ b Qp B
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Esta expresion tiene la misma forma que la ecuacion (3.124) para los modos desacoplados,
aunque las definiciones de las matrices son diferentes. En concreto Sg; y Pyp, representan
vectores columna n X 1y m X 1 respectivamente, y el término Igg es un escalar, la inercia
generalizada resultante de integrar IgA en y, porque s6lo se usa un grado de libertad para el

aleron.

Una vez se ha escrito el sistema compuesto por las ecuaciones de Lagrange para cada grado de
libertad hay que encontrar las fuerzas generalizadas, para lo que es necesario encontrar la
expresion del coeficiente de presion Acy,.
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Tema 12. Flujo incompresible no estacionario en torno a alas deformables.

El cdlculo de fuerzas aerodindmicas se verd muy por encima porque en concepto es lo mismo
que ya se ha desarrollado para perfiles en el Tema 4 y el Tema 5, y para aeroelasticidad
estdtica de alas del Tema 10. De nuevo existen tres métodos para calcular las fuerzas
aerodinamicas: el método de las rebanadas, la teoria de la linea sustentadora y el método de
la superficie sustentadora.

El método de las rebanadas consiste en utilizar cualquiera de las soluciones no estacionarias
gue se han visto en el Tema 4 y el Tema 5 para el perfil, como por ejemplo el coeficiente de
presion de Theodorsen, ecuacidon (2.96). Esta solucidn se aplica para el ala completa, dividida
en rebanadas, y considerando que las rebanadas son aerodindmicamente independientes unas
de otras, como si fueran perfiles separados.

La teoria de la linea sustentadora, o de ala larga de Prandtl, es muy compleja en régimen no
estacionario, y ademas carece de utilidad practica, por lo que no se estudiara.

Por dultimo, el método de la superficie sustentadora consiste en aplicar el método del
entramado de dobletes o doublet lattice, que es como el método del vortex lattice, pero en
régimen no estacionario. Se considera que las perturbaciones que se generan en cada panel
varian en el tiempo, y se obtiene la velocidad inducida en cada panel por todos los paneles.

Después de esta introduccion de los métodos se pasa a detallar su uso. Si se aplica el método
de las rebanadas, se esta aplicando un operador aerodinamico A, que puede ser por ejemplo
la solucidon de Theodorsen, el coeficiente de van Dike, la teoria del pistén, aerodindmica casi-
estacionaria, etc. Este operador relaciona la condicion de contorno en el perfil con el
coeficiente de presién como:

Acp(x,y,t) = A(Z1, + ikZ;) (3.137)

Esta condicién de contorno adimensional es funcidn de y. La ecuacion del perfil se escribe en
funcién de los modos ficticios, pero se podrian emplear los modos normales acoplados o
desacoplados de forma andloga.

7 = %y) = ;fi(y)a(t) —(®- &);gj(y)nj(t) (3.138)

La condicion de contorno adimensional queda entonces:

m n m
j=1 i=1 j=1
Es importante notar que estas ecuaciones han sido adimensionalizadas con la semi-cuerda

b(y) que varia a lo largo de la envergadura.

La frecuencia reducida k también esta adimensionalizada con esta b(y). Para obtener una
frecuencia Unica de referencia lo que se hace es definir una semi-cuerda de referencia by, por
ejemplo la del encaste, de modo que:
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_wbg bG) _ b)

3.140
Uy bg  Roby ( )

Entonces se podra buscar la solucién para la frecuencia de referencia ky. La integracion de la
fuerza generalizada se puede realizar ahora en forma adimensional. Para la flexidn:

m
& = qoob}% ff_ A _ngnj +
Sw =

(3.141)
n m
b(y) 5 o .
+ikr— fi¢i— (& —a) ) gm; | |fi(y) dxdy
R \i=2 =
Y para los modos de torsion:
m
r = qwbg—[f_ A _Zg]'nj +
Sw =
(3.142)

T ikg g) ;ﬁf’i—(f—a);gm,- (- - @))g, dedy

Es importante notar que la condicidn de contorno que se ha introducido en el operador
aerodinamico A esta adimensionalizada con b(y), porque la teoria de perfiles requiere que se
adimensionalize con la semi-cuerda de cada perfil en concreto. Por otro lado, la integral en la
superficie del ala estd adimensionalizada con la semi-cuerda de referencia bg, que es el factor
gue se ha sacado de la integral. En concreto el término (X — @) estd adimensionalizado con
b(y) dentro de la condicion de contorno que se introduce en A, mientras que esta
adimensionalizado con by cuando multiplica al modo de torsién g,..

Por otro lado, si se utiliza el método del doublet lattice, lo que se obtiene es que el coeficiente
de presion en cada panel esta relacionado con la condicion de contorno por una matriz de
coeficientes de influencia llamada Aerodynamic Influence Coefficient Matrix:

Acp = AIC (2195 + lkRil) (3143)

Donde Ac, es un vector columna con los coeficientes de presion, AIC es la matriz de
coeficientes de influencia y (z,, + ikgZ,) es un vector columna con la condicién de contorno
de cada panel. Ahora no sera necesario adaptar el vector de coeficientes Ac, del entramado
de paneles a las rebanadas, como se hizo en aeroelasticidad estatica, porque se integrard
directamente para toda la superficie alar. Sin embargo los valores discretizados de los modos si
qgue deberdan ser los mismos en todos los paneles de una misma rebanada. Para los modos de
flexion la fuerza generalizada quedara:

Qsi = doo -U A pg((;fl)) dxdy = qb3 ﬂ Acy f; dxdy (3.144)

Entonces es posible discretizar esta integral y sustituir el coeficiente de presidn:
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Qsi = qoobf - f; W AIC (Zy, + ikgpZy) (3.145)

Donde w es la matriz de pesos de integracion, y f; es un vector fila que representa el modo de
flexion discretizado en los paneles del entramado. Hay que recordar que el valor de f; debera
ser el mismo para todos los paneles de una misma rebanada. De forma similar, para la torsién:

Qur = doobj - (—(X — a)  g,) W AIC (Zy, + ikpZ;) (3.146)

En este caso, la matriz que representa los modos discretizados es el producto de Hadamard, es
decir, el producto componente a componente, de una matriz (X — a) que depende tanto de x
explicitamente como de y implicitamente a través de la posicion del eje elastico a(y), con la
matriz g,- que representa propiamente el modo de torsién y que, igual que f;, debe tomar el
mismo valor para todos los paneles de una misma rebanada.

Una vez se han obtenido las fuerzas aerodinamicas generalizadas, ya sea por el método de las
rebanadas o por el método de la superficie sustentadora, pueden introducirse en el sistema
matricial de las ecuaciones de Lagrange, que en este tema se escriben de forma genérica
como:

M [5

o2 reffex - ol

Donde se ha afiadido, por completitud, el término de disipacion estructural. Es importante
tener en cuenta que las matrices M, Ky Q no tienen las mismas dimensiones en todas las filas
y columnas porque los grados de libertad & y 1 tampoco tienen las mismas dimensiones.
Ademas las n ecuaciones de flexidn tienen dimensidn [F], diferentes a las de las m ecuaciones
de torsidn que tienen dimensién [FL]. Dimensionalmente las matrices quedan:

M ML J[LT2 FL™Y F 1[LT™Y, [FL™ F [L] _ rgr-27[L L2][L

[ML MLZ] [T-Z ] +1T] [F FL [T—l ] + [F FL] [1] = [FL™] [LZ 13 [1] (3.148)
Donde [M] es la dimension de masa, [L] es la de longitud, [T] es la de tiempo, y se ha
agrupado [F] = [MLT 2] como la dimensién de fuerza. Esto sera importante en el momento
de adimensionalizar la ecuaciéon. Para ello hara falta primero definir algunas magnitudes de

referencia, como una masa de referencia Mg, que puede ser por ejemplo la masa total de un
ala o la masa total del avidn. El pardmetro masico es entonces:

Mg

- npb3

U (3.149)

Se define también una rigidez de referencia Ki a partir de la frecuencia del flameo w que se
esta buscando, de forma que:

K
wi=-=2 (3.150)
u
Y la frecuencia reducida es:
L (3.151)
R= U.. .
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Con todo esto ahora ya se puede definir que los grados de libertad oscilaran con un
movimiento armdnico a la frecuencia del flameo w, quedando:

(—w? M+ d+i-y)K) [f]] = Qo - Q[ﬁ] (3.152)

Ahora es posible dividir las ecuaciones de flexién por Mgbgrw? y las de torsién por Mgb3w?. En
los términos que van multiplicados por el grado de libertad de flexién, un término by ird a
parar a adimensionalizar este grado de libertad §. Todo lo demas va a adimensionalizar las
matrices M, Ky Q, y teniendo en cuenta que:

qoobR _ 1
Mpw? — 2muk?

(3.153)

Finalmente queda en forma adimensional, pasando el término de fuerzas junto con los otros:

<—l\7l + (%)2 (1+iy) K - 2n;11k,% : Q) [fl] -0 (3.154)

Donde se ha multiplicado y dividido Q por by para adimensionalizarla y que quede este factor,
y se ha extraido el término de la frecuencia de referencia w3 de la matriz de rigidez para
hacerla también adimensional. Si se multiplica por la izquierda por la inversa de la rigidez K™1
y se cambia el signo se obtiene:

<K-1 (1\71 + Znik}% : Q) - (%)2 (1 +iy) - 1> [E] - (3.155)

Donde I es la matriz identidad. Se tiene entonces un problema de autovalores que se resuelve

igualando el siguiente determinante a cero:

— (s 1 — WR\2 _
det( K~1( M + ~-Q —(—) (1+iy)-1)=0 (3.156)
2mpky 1)

La forma de resolver este problema puede ser, por ejemplo, con un método tipo VG como el
que se ve en el Tema 3, suponiendo una frecuencia reducida de referencia ky para obtener las
fuerzas aerodinamicas, y con ellas resolver el problema de autovalores. De nuevo para cada
autovalor z; se han de comprobar las partes real e imaginaria del mismo para obtener la
frecuencia de flameo wg y la velocidad de flameo Ug:

Re(z;)) >0 ? 1 ) ( Re(z;) = (ﬂ)z - Wp
Im(z;) e, = < wa(:F 3.137)
Re(zi) Y ! ) k kRF = UF - UF

Para este andlisis se ha supuesto que la matriz K es invertible. Sin embargo, es posible afadir
modos de sélido rigido de la aeronave completa, de cabeceo, de balance o de desplazamiento
vertical, por ejemplo. Si se hace esto la matriz K ya no serd invertible. De todos modos aqui se
han estudiado exclusivamente modos para las alas, en flexién y en torsién, y también uno de
superficie de control.
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A continuacién se describe el método y algunos consejos que se deben seguir para aplicar
estos desarrollos en el disefio de una aeronave.

En primer lugar se deben determinar los elementos que sufrirdn deformaciones apreciables.
Dependera del tipo de avion: un avidn de transporte civil, por ejemplo, presentard mayores
deformaciones en el ala y en las superficies de cola, y se podria tratar el fuselaje como un
sélido infinitamente rigido. Sin embargo la forma de un caza de superioridad aérea hace que
sea mucho mas importante analizar la estructura completa.

Para elegir el tipo de modos con los que se va a trabajar, si se cree que las deformaciones
seran sencillas, o bien se sabe cdmo seran estas deformaciones de antemano, entonces los
modos ficticios funcionan bastante bien. En este caso, como se ha visto, la ventaja es que se
pueden incluir modos asociados a las superficies de control, ya que éstas suelen intervenir en
el flameo.

Se puede hacer el equilibrado masico para reducir los momentos estaticos, igual que cuando
se afiadian masas cerca del borde de ataque del perfil para reducir el valor de S,. Si el flameo
estd asociado a una superficie de control entonces se debe reducir el S[;. En el caso de alas, se
trata de reducir los términos que se encuentran fuera de la diagonal principal de la matriz de
masas. Por esto el equilibrado masico serd mas complejo, habrd que afiadir masas en los
diferentes puntos en los que se produzca mas deformacion de la estructura.

Si el movimiento es complejo se pueden utilizar modos normales, para lo que es necesario un
andlisis modal por FEM, para obtener los modos propios y las frecuencias propias.
Habitualmente se emplean de 15 a 20 modos propios, los correspondientes a las frecuencias
mas bajas, que son los que entrardn antes en flameo, ademas de que modos de orden superior
son mas dificiles de determinar con exactitud.

Se deben separar los estudios simétricos de los anti-simétricos. Como aqui solamente se ha
estudiado una semi-ala, esto hace mas bien referencia a las cargas que se aplican. Si se
emplean modos de la aeronave completa, habra que diferenciarlos en simétricos y anti-
simétricos. Con esto se obtienen dos velocidades de flameo.

Es posible analizar el sistema antes de su resolucion para eliminar los modos que tengan una
menor influencia en el flameo, comparando el orden de magnitud de sus valores en la matriz
de masas generalizadas.

Después de calcular el flameo hay que comprobar si la velocidad de flameo es aceptable o no,
y comprobar si el flameo se debe al alerdn. Si la velocidad de flameo es muy baja y no se
puede aumentar mediante equilibrado masico, entonces se puede recurrir a tecnologias de
aero-servo-elasticidad, con las que se puede controlar activamente las superficies de control
para evitar el flameo. Este es un tema altamente complejo en el que no se entra en este curso.
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