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Aufwiarmaufgaben

AUFGABE 54.1. Es sei

h: R" — R
eine Linearform. Bestimme das zugehorige Gradientenfeld und die Losungen
der zugehorigen Differentialgleichung.

AUFGABE 54.2. Skizziere die Hohenlinien und das Gradientenfeld zur Funk-
tion
h: R? — R, (z,y) — 2(z — 3)* + 3(y — 1)~

AUFGABE 54.3. Der Body-Mass-Index wird bekanntlich iiber die Abbildung
m
@Y: R+ X R+ —>R, (m7l) — l_2,
berechnet, wobei m fiir die Masse und [ fiir die Lénge eines Menschen (oder
eines Tieres, einer Pflanze, eines Gebéudes) steht (in den Einheiten Kilo-

gramm und Meter).

(1) Fiir welche Punkte ist diese Abbildung regulér?

(2) Skizziere das zugehorige Gradientenfeld.

(3) Wenn man seinen Body-Mass-Index verringern mochte, und dabei
dem Gradienten dieser Abbildung vertraut, sollte man dann besser
abnehmen oder grofler werden? Inwiefern héngt dies vom Punkt,
inwiefern von den gewéhlten Einheiten ab?
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(4) Wie lassen sich die Fasern dieser Abbildung als Graphen von Funk-
tionen beschreiben?

(5) Berechne die Hesse-Matrix von ¢ und bestimme ihren Typ in jedem
Punkt.

(6) Zu welchen Daten wird das Maximum bzw. das Minimum des Body-
Mass-Index angenommen, wenn man ihn auf [30,300] x [1,2] ein-
schrankt, und welche Werte besitzt er dann?

(7) Modelliere die Abbildung, die den Menschen aus einer Menge 7" ihren
Body-Mass-Index zuordnet, mittels Messungen, Produktabbildung
und Hintereinanderschaltung.

AUFGABE 54.4.*
Sei
G: R" — R"
ein Gradientenfeld und sei
p: J—R"
(J C R ein offenes Intervall) eine Losung der zugehorigen Differentialglei-

chung v = G(v). Es gelte ¢/(t) # 0 fur alle t € J. Zeige, dass ¢ injektiv
ist.

Die Himmelsscheibe von Nebra. Ist die Mondsichel darauf sternférmig?

AUFGABE 54.5. Betrachte zu r,s € R, mit r +s > 1 und s < r + 1 die
,sichelformige® Menge

M, = {(x,y) ER| a2 +y2 <1, /(z—1)2+ 2 Zs} :

Fiir welche r, s ist diese Menge sternférmig?



AUFGABE 54.6. Zeige, dass das Vektorfeld
G: R* — R? (z,y) — (20 —y cos &, — sin x),

ein Gradientenfeld ist und bestimme ein Potential dazu.

Ob ein Vektorfeld auf U C R? die Integrabilititsbedingung erfiillt lisst sich
dquivalent mit der sogenannten Rotation ausdriicken.

Zu einem partiell differenzierbaren Vektorfeld
G: U—R?
auf einer offenen Teilmenge U C R? nennt man
i -
rot (G)(P) := | 294(P) — % (P)

oxs ox
0C: (p) — 941 (p)

die Rotation von G.

Die Rotation ist ebenfalls ein Vektorfeld.

AUFGABE 54.7. Es sei
G: U—R?
ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U C R3.

Zeige, dass G genau dann die Integrabilitidtsbedingung erfiillt, wenn rot (G) =
0 ist.

AUFGABE 54.8. Berechne zum Vektorfeld
G: {(z,y,2) ER*|a,y, 2 #0} — R?, (2,y,2) — (w3 e i)

die Rotation.

AUFGABE 54.9. Es seien V und W euklidische Vektorraume und
f,g: G— W

seien Abbildungen auf einer offenen Menge G C V| die in Richtung v € V'
differenzierbar seien. Zeige, dass dann auch die Abbildung

h: G— R, P— (f(P),g(P)),
in Richtung v € V differenzierbar ist, und dass
(Duh)(P) = (f(P), (Dug)(P)) + (Duf)(P), g(P))
gilt.



Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 54.10. (4 Punkte)

Bestimme die Losungen der Differentialgleichung, die zum Gradientenfeld
der Funktion

h: R? — R, (z,y) — = + 97,
gehort.

AUFGABE 54.11. (3 Punkte)
Welche linearen Vektorfelder
G: R" — R", v+— Mo,

sind Gradientenfelder? Wie sehen die Potentialfunktionen dazu aus?

AUFGABE 54.12. (3 Punkte)
Zeige, dass das Vektorfeld
G: R —R? (z,y,2) —> (yez — 32z, xe® + 2z, xye® +y* — m3) ,

ein Gradientenfeld ist und bestimme ein Potentialfeld dazu.

AUFGABE 54.13. (3 Punkte)

Berechne zum Vektorfeld

e — 2 cosz In z)

G: {(x,y,z)€R3\y7é0,z>0}—>R3, (:B,y,z)r—>< y ) 2 Ty

die Rotation.

Aufgabe zum Hochladen

AUFGABE 54.14. (5 Punkte)

Fertige eine Illustration zu Beispiel 54.3 an.



