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Mathematik fiir Anwender 11

Vorlesung 57

Die Transformationsformel fiir Integrale

Wir kommen zur Transformationsformel fiir Integrale, wofiir wir noch eine
Bezeichnung einfiihren.

DEFINITION 57.1. Sei G C V eine offene Teilmenge in einem endlichdimen-
sionalen reellen Vektorraum und sei

p: G—V
eine total differenzierbare Abbildung. Dann nennt man die Determinante
det (Dyp)p
die Jacobi-Determinante (oder Fundamental-Determinante) von ¢ in P € G.
Wir betrachten die Jacobi-Determinante als eine auf GG definierte reellwertige
Funktion P+ J(P) := det (Dy)p. Bei einer stetig partiell differenzierbaren

Abbildung ist sie stetig, da dann die Eintrdge in der Jacobi-Matrix stetige
Funktionen sind. Bei einer linearen Abbildung

p: R" — R"

stimmt das totale Differential in jedem Punkt mit ¢ selbst iiberein, und
daher ist die Jacobi-Determinante konstant. In Satz 55.9 haben wir gesehen,
dass die Determinante der linearen Abbildung das Verhéltnis zwischen dem
Volumen von Bild und Urbild festlegt. Eine wesentliche Verallgemeinerung
von dieser Beziehung wird durch die beiden folgenden Aussagen gegeben.

SATZ 57.2. Es seien G und H offene Mengen im R™ und es sei
p: G—H

ein C'-Diffeomorphismus mit der Jacobi-Determinante (J(p))(z) = det (D),
firx € G. Es sei T'C H eine (in R") kompakte Teilmenge und es sei

f+T—R
eine stetige Funktion. Dann ist o~ (T') ebenfalls kompakt und es gilt

/de” - /@m(fow ()] dA™

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U
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Héaufig startet man auch mit einer kompakten Teilmenge S C G und setzt
T = ¢(S) (dann gilt S = ¢~ !(T)). Es kann auch auf S eine stetige Funktion
f definiert sein, dann muss man f = fo o~ ! setzen. Da ein Diffeomorphismus
vorausgesetzt wird ist die Aussage dieses Satzes grundsétzlich symmetrisch.

KOROLLAR 57.3. Es seien G und H offene Mengen im R™ und es sei
p: G—H

ein C1-Diffeomorphismus mit der Jacobi-Determinante (J(p))(z) = det (D),
firx € G. Es sei T''C R" eine (in R") kompakte Teilmenge. Dann gilt

SORN RIS

Beweis. Dies folgt aus Fakt ***** angewendet auf die konstante Funktion

f=1 O
BEISPIEL 57.4. Wir betrachten das komplexe Quadrieren
C —C, z+—> 22
In reellen Koordinaten ist dies die differenzierbare Abbildung
0: R? — R? (2,y) — (2% — v?, 2zy).

Diese Abbildung ist wegen ¢(x,y) = ¢(—z, —y) nicht injektiv. Allerdings ist
die Einschrankung auf die positive Halbebene G = {(z,y)|x > 0} injektiv,
und das Bild davon ist H = R?\ R_ (also die Ebene ohne die negative reelle
Achse). Die Jacobi-Matrix von ¢ ist

(2 2y
mit der Jacobi-Determinante
(J(@)(z,y) = 4a® + 49°.

Wir mochten den Flécheninhalt des Bildes T' = ¢(.S) des Einheitswiirfels
S =10,1] x [0, 1] unter dieser Abbildung berechnen (die eine Seite des Ein-
heitswiirfels gehort nicht zu G, dieser Rand ist aber eine Nullmenge nach
Fakt ***** und daher fiir den Flicheninhalt und die Integration unerheb-
lich). Aufgrund von Fakt ***** ist dann

NX(T) = /S (427 4 4y*)d\?
// (40 + 497) dedy

= /< +4xy>|0dy
[ Gror)e
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= (gy‘f‘gy)b
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Beispiele zur Transformationsformel

KOROLLAR 57.5. Es sei
0: R? — R? (r,0) — (r cos 6,7 sin ),

die Polarkoordinatenauswertung und es seien G und H offene Mengen, auf
denen ¢ einen Diffeomorphismus induziert. Es set T C R? eine (in R?)

kompakte Teilmenge und
f+T—R

eine stetige Funktion. Dann ist
/f(:c,y) d\*(z,y) = / f(rcos@,rsin@)-rd\(r,0).
T e~ H(T)

Dies gilt auch dann, wenn auferhalb von Nullmengen ein Diffeomorphismus
vorliegt. Insbesondere gilt bei stetigem f die Formel

00 2
f(z,y)d\(z,y) = / / f(rcos @,rsin@)-rdfdr.
R? o Jo
Beweis. Dies folgt wegen
det (Dy) = det (

direkt aus Fakt *****, O
LEMMA 57.6. Es ist

cos@ —rsinf

. —rcos’h +rsin?f =r
sin rcos@

+o0 )
/ e " dr = /7.

[e.9]

Beweis. Durch eine einfache Substitution ist die Aussage dquivalent zu

e —
o 2

t Kk

Nennen wir dieses Integral /. Nach Fak ist

I /Oo «/—1 5 dt /Oo ‘/—1 5 dt L gy
= e . e = —€ .
—00 27T —00 27T R2 27T

Durch Einfithrung von Polarkoordinaten z = cos # und y = sin 6 ist dieses
Integral nach Fakt ***** und nach einer erneuten Anwendung von Fakt *****
gleich

™)

-4 e 7T - rd\¥(r,0)

27 [0,27] xR>



_ % (/{()fﬂ}m»(e)) (/R e -rdAl(r)>
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=
9
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=5

Damit ist auch I = 1. O

BEISPIEL 57.7. Es soll eine Strafle in der Ebene der Breite 2a asphaltiert wer-
den. Dabei wird die Strafle durch den Verlauf des Mittelstreifen vorgegeben,
der durch die Kurve

0,5] —> B2, t — (1) = @é’g) ,

bestimmt ist. Dabei sei ¢ zweimal stetig differenzierbar und bogenparametri-
siert, d.h. es sei f'(t)*+¢'(¢)* = 1, was bedeutet, dass die Mittelstreifenkurve
mit normierter Geschwindigkeit durchlaufen wird. Die Breite ist dabei senk-

recht zum Mittelstreifen zu messen. Die zu asphaltierende Trasse wird dann
durch die Abbildung

o0 [0,8] x [—a,a] —> R, (t,7) —> (58) br (_f’(g)) ,

parametrisiert. Wir nehmen an, dass diese Parametrisierung injektiv ist, was
erfiillt ist, wenn die Mittelstreifenabbildung ¢ injektiv ist und die Strafe
nicht zu breit werden soll.

Die Jacobi-Matrix der Parametrisierung ist

_ (PO =rg"(t) =g (1)
(Do)t = <g'(t) +rf"(t)  f(t) )



Die Determinante davon ist

PO +g @9 (1) =r(g"Of 1) = (g 1) = 1=r(g"(Of () = ()" (1)).

Daher ist die Asphaltfliche nach der Transformationsformel gleich
[ e ore - rode) o
[0,s]x[—a,a]
Wenn wir weiter annehmen, dass

9070~ (0 (0] < -

ist (was bedeutet, dass die Strafilenbreite nicht allzu grof ist), so ist dieses
Integral nach Fakt ***** geich

/[0] - }1—T(g//(t)f/(t)_f//(t)g/(t)) d)\2

= 2w ([rar) ([ o - g a)

- v, ([ roro-rodoa)

Dies bedeutet, dass die Asphaltfliche gleich der Mittelstreifenlénge mal der
Straflenbreite ist.

KOROLLAR 57.8. Fiir die Zylinderkoordinatenauswertung
U: G =R, x]0,27[xR — R?, (r,0,2) — (r cos 0, rsin 0, z),
eine kompakte Teilmenge T'C W(G) und eine stetige Funktion
f: T —R
gilt die Beziehung

/dev = /qUI(T)(fo\p)-rdAi‘.

Dies kann man auch schreiben als

///Tf(x,y,Z)dxdydz = ///1;1([) f(T,Q,Z)-Tdrdez,

wobei f = f oW bezeichnet.

Beweis. Dies folgt aus Fakt ***** da die Jacobi-Determinante der Zylinder-
koordinatenauswertung gleich r ist. O

KOROLLAR 57.9. Fiir die Kugelkoordinatenauswertung
U: G =R, x]0,7[x]0, 27— R? (r,0,0) — (r cos ¢ sin 6, r sin ¢ sin @, r cos ),
eine kompakte Teilmenge T'C W(G) und eine stetige Funktion

f-T—R



6

qilt die Beziehung

/fd)\3 = / (f o W)r? sin 6 dX3,
T T-1(T)

Dies kann man auch schreiben als

///Tf(:”’y’@dxdydz = ///Dlm F(r,0,¢) -r? sin 0 drdodep,

wobei f = f oW bezeichnet.

Beweis. Nach Beispiel ***** ist die Jacobi-Determinante von ¥ im Punkt
(r, 0, ¢) gleich 72 sin 0, so dass die Aussage aus Fakt ***** folgt. O

Volumentreue Abbildungen

In Vorlesung 31 haben wir iiber Isometrien gesprochen, also lineare Abbil-
dungen zwischen euklidischen Vektorrdumen, die das Skalarprodukt und ins-
besondere die Norm respektieren. Aufgrund von Aufgabe ***** ist die Deter-
minante einer Isometrie auf dem R” gleich 1 oder —1, so dass sich geméaf3 Fakt
FRxHE das Volumen von beliebigen kompakten Teilmengen 7' C R™ unter der
Abbildung nicht dndert, d.h. es ist stets A" (o(T')) = A"(T).

DEFINITION 57.10. Es seien G und H offene Mengen im R" und es sei
p: G—H
ein C'!-Diffeomorphismus. Man sagt, dass ¢ volumentreu ist, wenn
(J(9))(@)] = |det (Dep)a| = 1
ist fiir alle x € G.

Im ebenen Fall spricht man natiirlich von flichentreu. Fiir einen volumen-
treuen Diffeomorphismus ist A" (p(7")) = A*(T") nach Fakt *###ek,

BEISPIEL 57.11. Es sei h € R[y] ein beliebiges Polynom in der einen Variablen
y. Dann ist die Abbildung
p: R — R?, (z,y) — (z + h(y),y)

ein flachentreuer Diffeomorphismus. Die Jacobi-Matrix von ¢ ist ja

Jak(p) @y) = (é h}”),

so dass die Jacobi-Determinante konstant gleich 1 ist. Wenn man die Rollen
von z und y vertauscht und die Hintereinanderschaltung von solchen Abbil-
dungen betrachtet, so erhédlt man flichentreue Abbildungen, denen man es
nicht auf den ersten Blick ansieht. Beispielsweise ist zu p(z,y) = (z+y%,y)
und ¥(z,y) = (z,y + z*) die Hintereinanderschaltung

(WVop)(z,y) = v(p(z,y))



V(x4 y) "
(x+y2,y+<x+y))2 L
(x+y2,y+x3+3x2y + 3zy” 4+ y°).
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