
К Ъ Т Е О Р Е М Ъ 0 РАЗЛОЖИМОСТИ К Р Е М О Н О В Ы Х Ъ 
ПРЕОБРАЗОВАНІИ НА ПЛОСКОСТИ. 

Б. К. Мдодзѣевскій. 
(Читано 2 декабря 1914 г . ) 

Какъ извѣстно, Nother и Rosanes одновременно доказали 
въ 1871 году, что каждое Кремоново преобразованіе на плос-
кости, всѣ центры котораго различны (не сливаются между 
собою), можетъ быть разложено на рядъ преобразованій 
второй степени. Доказательство этой теорѳмы, существенная 
важность которой очевидна, основывается на томъ, что въ той 
Кремоновой сѣти кривыхъ одной плоскости, въ которую дан-
ное Кремоново преобразоваыіе превращаетъ сѣть прямыхъ 
линій на другой шкскости, , наивысшая сумма кратностей 
этихъ кривыхъ въ ірехъ и з ^ центровъ сѣти всегда болыде, 
чѣмъ порядокъ кривкхъ сгЪти, т.-е. чѣмъ порядокъ этого Кре-
монове преобразованія. Въ самомъ д ѣ л ѣ , обозначимъ черезъ 
п порядокъ даннаго Кремонова преобразованія и черезъ сс І7 

а 2 , а 3 порядки кратности Крѳмоновыхъ кривыхъ въ трехъ 
высшихъ центрахъ Аі1 Аъ Аъ Кремоновой сѣти. Тогда, если 
мы примемъ точки Аі% А2і А3 за три центра квадратичнаго 
преобразованія, то это преобразованіе превратитъ кривыя 
нашей сѣти въ кривыя порядка 2п—(^+Лг+^з)- Такимъ обра-
зомъ, если ai

J

ra2

Jr«з>я, то порядокъ новыхъ кривыхъ будетъ 
менѣе тг, и, слѣдовательно, порядокъ Кремонова преобразо-
ванія понизится. Продолжая поступать такимъ образомъ, мы 
разложимъ данное Кремоново преобразованіе на рядъ пре-
образованій второй степени. 
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Предложеніе, выражаемое неравенствомъ а і + а 2 + а 3 > т г , н а 

которомъ основанъ предыдущій выводъ, доказывалось неод-
нократно, но всѣ доказательства этого предложенія, данныя 
различными учеными, чрезмѣрно искусственны и сложны. 
Наиболѣе простое доказательство было предложено К. А. Анд-
реевымъ въ его сочиненіи « 0 геометрическихъ соотвѣтствіяхъ 
въ примѣненіи къ вопросу о ііостроеніи кривыхъ линій» («Мате-
матическій Сборникъ», т. I X , 1878). Доказательство того же 
предложенія, предлагаемое мною въ настоящей статьѣ, какъ 
мнѣ кажется, приводитъ къ цѣли наиболѣе естественнымъ и 
простымъ путемъ. 

Пусть мы имѣемъ Кремоново преобразованіе п—го порядка, 
гдѣ п^2. Пусть сѣть Кремоновыхъ кривыхъ этого преобра-
зованія имѣетъ к центровъ Аи 4 2 . . . А^ въ которыхъ кривыя 
сѣти имѣютъ точки съ кратностями а І 7 а 2 . . . а&, при чемъ эти 
центры расположены въ порядкѣ убыванія ихъ кратностей, 
такъ что 

Докажемь, что а 1 + а 2 + а 3 > ? г . 

Извѣстно, что числа а удо-ь^твортатъ двумъ соотноше-
ніямъ 

• і k і 4 

5 2 о Р ( а Р + 1 ) = і » ( и + 3 ) - 2 , 

2 ^ = ^ — 1 , 
і 

изъ которыхъ первое выражаетъ, что кривыя, проходящія 
черезъ центры образуютъ сѣть, а второе, что каждыя двѣ 
кривыя сѣти имѣютъ, кромѣ центровъ 4 , еще только одну 
точку пересѣченія. 

Вычитая первое уравненіе изъ второго, получаемъ 

| 2 М « г - 1 ) = | ( п - 1 ) ( я - 2 ) , 
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которое показываетъ, что всѣ кривыя сѣти — уникурсаль-
ныя и что всѣ ихъ кратныя тс-чки входятъ въ число центровъ 
сѣти. Уравненія (1) можно замѣнить двумя слѣдующими: 

а 1 Н « 2

2 + « з 2 + « 4 2 + - + ^ — (2) 

а 1 + а 2 + а 3 + « 4 Н [-ak=3(n—1). (3) 

Такъ какъ кривая п-то порядка не можетъ имѣть кратныхъ 
точекъ выше (п—1)-й кратности, то каждое число аг не можетъ 
быть болѣе п—1; а тогда второе уравненіе показываетъ, что к, 
число центровъ сѣти, не можетъ быть менѣе трехъ. 

Обращаемся къ доказательству нашей теоремы. Разложимъ 
въ первомъ равенствѣ всѣ члены, кромѣ первыхъ* двухъ, на 
два множителя, и сохраняя фщнъ изъ множителей, замѣнимъ 
другой вездѣ черезъ чх3. Такъ какъ а 3 не менѣе каждаго изъ 
послѣдующихъ указателей кратности а 4 , . . то такая замѣна 
можетъ только увеличить лѣвую частъ, и мы будемъ имѣть 

« і 2 + « 2 2 + « з ( « з + « 4 Н {-ак)^п2~ 1, 

или, на основаніи второго равенства, 

« I 2 + « 2 2 + « з [ 3 ( П ~ 1 ) — а1 — А 2 І ^ П % — 1 • 

Послѣднее неравенство можно представить такъ: 

« з ) + « 2 ( « 2 — а 3 ) + 3(п— 1 ) а 3 ^ ? г 2 — 1. 

Мы уже видѣли, что указатели а 4 и а 2 не могутъ быть 
болѣе п—1; поэтому, замѣняя ихъ черезъ п—1, мы можемъ 
только усилить неревенство и получимъ 

( / г - 1 } ( а 1 - а 3 ) + ( ^ - 1 ) ( а 2 - « з ) + 3 ( ^ - 1 ) « з ^ ^ - 1 -

или 

(п~ 1 ) ( а 1 + а 2 + « 3 ) = ^ 2 — 1 -
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а{ — 10, а 2 = а 3 = 5 , а 4 = а - — а 6 — 4 , а 7 = а 8 — 3 а9=аі0=2. 

Такъ какъ л > 1 , то отсюда, сокращая на п—1, получимъ 
требуемое неравенство 

^ і + % + а з — 

Пользуясь тѣмъ же пріемомъ, можно весьма просто доказать 
и болѣе общую теорему Nother'a, полученную имъ довольно 
сложнымъ и притомъ косвеннымъ путемъ («Mathematische 
Аппаіеп», Bd. V, 1872). Возьмемъ въ рядѣ указателей аІУ 

а2... аи столько послѣдовательныхъ указателей, начиная съ а 2 , 
чтобы ихъ сумма не превышала а{. Такимъ образомъ, если 
эти указатели будутъ а 2 , а 3 . . . с ^ - ь то будемъ имѣть 

a 2 + a z ~ \ h^/i-i^^i- ( 5 ) 

Здѣсь число h не есть непремѣнно наибольшій нумеръ 
указателя, удовлетворяющій нашему требованію. Поэтому, если 
сумма a 2 - f а 3-{ [~ан—і удовлетворяетъ условію ( 5 ) , то вмѣсто 
нея мы можемъ взять а 2 + с е 3 - | f-a^ 2 или а 2 + а 3 Н Vah—з 
и т. д. Легко видѣть что указатель Л, удовлетворяющій усло-
вію ( 5 ) , всегда существуетъ, такъ какъ а2^а{ и потому, поло 
живъ Д = 3 , мы навѣрное получимъ одночленную сумму, удо-
влетворяющую условію ( 5 ) . 

Пусть будетъ ah указатель кратности, слѣдующій за с^—і. 
Такой указатель навѣрное существуетъ, такъ какъ изъ усло-
вія ( 5 ) слѣдуетъ, что 

а і + а 2 + а з Н \-ah—i = 2а{ 2(п—1), 

а такъ какъ согласно равенству ( 3 ) , сумма всѣхъ указателей 
а 1 + « 2 + — р а в н а 3(п—1), то число к всѣхъ центровъ сѣти 
должно быть болѣе, чѣмъ h—1. Разсмотримъ, напримѣръ, 
одно изъ Кремоновыхъ преобразованій порядка п=15. Оно 
имѣетъ десять центровъ слѣдующихъ кратностей: 
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Здѣсь & = 1 0 , h можетъ быть 3 или 4 . 
Nother доказалъ, что если h удовлетворяетъ условію (5), 

то имѣетъ мѣсто неравенство 

ai + 2ah>n. (6) 

Мы докажемъ это предложеніе весьма просто слѣдующимъ 
образомъ. Разложимъ, какъ и выше, въ равенствѣ (2) каждое 
слагаемое лѣвой части на два множителя; но теперь замѣнимъ 
первые множители во всѣхъ членахъ отъ а2

2 до а ^ ч е р е з ъ с ^ » 
а во всѣхъ членахъ отъ ah

2 до конца — черезъ а^. Отъ этого 
лѣвая часть можетъ только увеличиться, и мы будемъ имѣть 

а 4

2 + а 2 ( а 2 + а ъ -\ Ь «л-і) + « л ( а л + Н Ь ak) S п2— 1, 

или, на основаніи (3) 

а ^ + М ^ + ^ з Н [-ah-t) + ah[3(n—1)—«2 а л _ і ] ^ т і 2 — 1 , 

или, иначѳ, 

( a t — а л К + ( а 2 — a h ) ( a 2 + a B + - + ah^i)+3(n—l)ah^n2— 1. 

Ho, no условію ( 5 ) , это неравенство можетъ только уси-
литься отъ замѣны множителя при (а2—ah) черезъ ах. Поэтому 
имѣемъ 

(^ + ^—2ah)ai

J

r3(n—l)ah^n2—1, 
или 

(at + а2)ах —2ахап+3nah—3ah ^ гі1— 1. 

Такъ какъ 2аі^:аі + а2

 и З а / 1 > 1 , то отсюда слѣдуетъ 

(а 1-(-а 2)(а 1—с^)—З/га^ > п2. 

Но с ^ + о ^ ^ і т г , такъ какъ въ противномъ случаѣ прямая, 
соединяющая два высшихъ центра А{ и А% Кремоновой сѣти, 

т. хх іх , в . ш . 19 
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встрѣчала бы кривыя гг-го порядка, образующія эту сѣть , 
больше чѣмъ въ п точкахъ. Поэтому мы можемъ только 
усилить послѣднее неравенство, замѣнивъ въ немъ а{+а2 

черезъ п. Мы будемъ имѣть 

n(a{—ah)-\-3nah>n2, 
или 

а^апУп. (6) 

Такимъ образомъ, теорема Nother'a нами доказана. 
Легко видѣть, что теорема Nother'a содѳржитъ въ себѣ, 

какъ частный случай, теорему, выражаемую неравенствомъ (4). 
Послѣднее получается изъ (6) при h=3. 

Изъ теоремы Nother'a вытекаетъ слѣдующее важное своиство 
Кремоновой сѣти. Пусть будетъ Ад центръ сѣти, нумеръ кото-
раго болѣе единицы, но менѣе h. Такъ какъ центры расположены 
въ порядкѣ убыванія ихъ кратностей, TO a g ^ a h . Поэтому изъ 
неравенства (5) слѣдуетъ 

« і + «(7 + « Л > Л . 

Это показываетъ, что мы понизимъ порядокъ Кремонова 
преобразованія не только въ томъ случаѣ, если примѣнимъ 
къ нему квадратичное преобразованіе, центры котораго лежатъ 
въ трехъ высшихъ центрахъ А{1 Аг, А3 сѣти, какъ мы это 
видѣли въ первой части этой статьи. Порядокъ сѣти пони-
зится всякій разъ, когда мы возьмемъ, кромѣ наивысшаго 
центра А±, два другихъ, нумера которыхъ не болѣе наиболь-
шаго числа /г, удовлетворяющаго условію (4): 

« 2 + азН Ь « 7 1 - 1 ^ 1 . 

Такъ, въ приведенномъ выше примѣрѣ Кремонова преобра-
зованія при ? і = 1 5 мы имѣемъ / г ^ 4 , и потому мы навѣрное 
понизимъ порядокъ этого преобразованія, помѣетивъ одинъ 
центръ квадратичнаго преобразованія въ 4 1 ? а два другихъ 
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въ двухъ изъ трехъ точекъ А2у Az, Afl. Дѣйствительно, мы 
имѣемъ, напримѣръ, 

« 1 + « 3 + «4 = 1 0 + 5 + 4 > 1 5 -

Теорема Nother'a показываетъ, что въ тѣхъ случаяхъ, когда 
А > 3 , мы можемъ понизить порядокъ Кремонова преобразо-
ванія посредствомъ нѣсколькихъ различныхъ квадратичныхъ 
преобразованій. Это обстоятельство имѣетъ особенное значеніе 
въ тѣхъ елучаяхъ, когда три высшихъ центра Кремонова 
преобразованія сливаются мешду собою и не могутъ быть 
приняты за центры квадратичнаго преобразованія. 



К теории Кремоновых преобразований. 

Б. К. Млодзеевский. 

(Читано 19 января 1916 года.) 

1. Рассмотрим две плоскости Р , Q, связанные между собою определенным 
Кремоновым преобразованием n-vo порядка. Известно, что при таких преобра
зованиях сети прямых на каждой из двух плоскостей соответствует на другой 
плоскости гомалоидная сеть уникурсальных кривых, т .-е . сеть кривых, из кото
рых каждые две имеют только одну подвижную общую точку. Такая сеть вполне 
определяется своими основными точками, или центрами,—неподвижными общими 
точками всех кривых сети. Как показал еще в 1863 году Cremona, число р этих 
основных точек на обеих плоскостях одинаково, и если мы обозначим их крат
ности для плоскости Р через 

r i ^ r i . . . . ::>> 

а для плоскости Q через 

h = s - i • • • • =s

Py 

то между этими 2р числами имеют место соотношения 

^ r t » = n 3 - l , У/д. 3 0 , - ! ) (1) 
k~—l k 1 

' ^ V = » * - ! . '3?*,= 3 ( п - 1 ) (2) 
i ; i / 

Далее, Cremona показал, что каждой основной точке первой плоскости Ак 

с кратностью гк соответствуют на второй плоскости все точки некоторой основ
ной кривой ак порядка гк\ точно так же каждой основной точке второй плоско
сти Вг кратности / соответствуют на первой плоскости все точки основной кривой 
ht порядка st, при чем все основные кривые обеих сетей—уникурсальные. При 
этом кривая ак на плоскости Q имеет в каждой основной точке Вг этой плоско
сти точку такой же кратности, какую на плоскости Р имеет кривая Ьг в точке 
Ак. Мы обозначим эту общую кратность кривых Ъ1 соответственно в точках 
Д , Ак через ак1. Известно, что числа ак1 удовлетворяют следующим соотношениям: 

'гаа = тр 2slaa = nrK, (3) 

f V = V + 1 , (4) 

2Wk'i = rkrk>, (5) 
i 

f % = 3 r , - l (6) 

k 
V a 2 — <?5 

aAZ bl ' + 1 , 
k 
V akl 2Id' = Sl Sl'> 
k 

akl 2Id' = Sl Sl'> 
\J аш = - i , 
k 

аш = - i , 



Эти соотношения выражают, что основные кривые уникурсальные и пересекаются 
как между собою, так и со всеми кривыми Кремоновой сети только в основных 
точках. 

. . Clebsch показал (Math. Annalen, Bd. 4 , 1871), что детерминант 

Л" 
ап я,, . 

РР 

всегда равен d z n , где п — порядок данной Кремоновой сети. Мы покажем, что 
это предложение представляет одно из следствий одного более общего свойства 
Кремоновых сетей. Рассмотрим детерминант 

— п isL is2 . . • • bp 

CLl2 . . • • 

ir, аЪ1 • • a.P (8) 

pi • •
 a

P P 

где г = \/—1. Соотношения (1), (3), (4), (5), могут быть представлены в сле
дующем виде: 

( _ n ) * + v f a ) « = l , (!г,)* + 2аа* = 0 

п. ггк - f ^ щ . аш = 0, irk. « у + 2 akJ> акГ 

i 
0. 

Отсюда видно, что М0 есть детерминант прямоугольного преобразования. 
Так как в таком детерминанте каждый элемент равен своему дополнительному 
минору, умноженному на ± 1 , то отсюда следует не только теорема Clebsch'a, 
но и ряд других аналогичных соотношений между Кремоновыми числами. 

Умножая в детерминанте (8) первый столбец и первую строку на — г , мы 
получим новый детерминант, не содержащий мнимых элементов 

П St 5,, , . S. 

(9) 

У г1 г1 1 р ^pl ^р2 

Этот детерминант уже не ортогональный, но его числовое значение остается 
попрежнему равным z i z l , и его элементы точао также равны по абсолютной 
величине своим дополнительным минорам. 

3 . Как показал Cayley (Crelle, Bd. 32, 1846), элементы ортогонального де-

терминанта ( p - j - l ) - r o порядка могут быть выражены рационально через —^—-— 

произвольных количеств. Естественно было бы искать соответствующие выраже
ния и для детерминанта М0. Оказывается, однако, что к детерминанту 310 метод 
Cayley неприложим. Именно, Frobenius заметил, что если в положительном 
ортогональном детерминанте 

! ск1 

( i , Z = 0 1 l Р) 
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мы имеем 

С ' ] 0 ^ 1 1 + 1 • • % 

то к такому детерминанту формулы Cayley неприменимы. Легко видеть, что де
терминант М0 находится именно в этих условиях. Действительно, если в детер
минанте • 

— w-f- 1 isi isp 

i>\ а и + 1 - . . . ctip 

i r v api 2PP + 1 

мы вычтем из элементов первого столбца соответственные элементы остальных 

столбцов, умноженные на то, как видно из формул (2), (6) получим в пер-
о 

вом столбце всюду нули. 
4. Детерминант Мь является основным в теории Кремоновых преобразова

ний. Как видно из его выражения (8), все его элементы суть целые числа; не
которые из них мнимые; первая строка и первый столбец отличаются по своему 
составу от остальных. Мы покажем здесь, каким образом из М0 можно получить 
другой ортогональный детерминант, свободный от мнимых элементов и вполне 
однородный по своему составу; но элементы его уже не будут целыми числами. 
Я останавливаюсь здесь на этом преобразовании детерминанта М0 потому, что 
оно основано на одном небезынтересном свойстве ортогональных детерминантов. 
Возьмем ортогональный детерминант (jp —J— 1) го порядка 

! % I = о, 

(Л:, Z = 0, 1 р)) 

будем рассматривать элементы сю как взаимные угловые коэффициенты двух 
прямоугольных систем осей ( # 0 , # , . . . . хр), {у^ух . . . . у р ) в пространстве 
р-\-1 измерений. Если мы повернем систему осей (т/0, у] . . . ур) около (р — 1J-
мерной оси перпендикулярной к осям я 0 , у0 так, чтобы ось у0 пришла в совпа
дение с осью х01 то угловыми коэффициентами новых направлений осей (у19у2 . . у.р) 
но отношению к осям (хпх2 . . . хр) будут элементы следующего ортогональ
ного детерминанта р-то порядка 

I о < W V _ I 
I °оо — 1 ! 

(А, 1 = 1,2. . . .р) 

где двойной знак соответствует двум противоположным направлениям вращения. 
В самом деле, так как вращение происходит параллельно плоскости осей (х0,у0), 
и ось у 0 приходит после вращения в совпадение с осью х0, то угловые коэффи
циенты с'к1 оси ух относительно оси хк после вращения выразятся следующим 
образом 

С 0 0 ~ 1 ? С к 0 ~ ® 1 C Q l = = ^ ^ С U = Ск1~\"^1СШ 

(к, 1=1,2. . . .р), 
где d-i—числовые множители. 
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k -p-
Так как 2с'к1~ = = 1 , то отсюда имеем 

А = 0 

1 
/г=2 

или 
( 1 - ^ а ) - 2 с м с 0 0 # , + ( 1 ~ с 0 0

2 ) 
откуда 

оо — 1 
и, следовательно, 

Применяя это преобразование к детерминанту (8), получим следующий ортоюналь 
ный детерминант р-то порядка 

В этом детерминанте все элементы—числа действительные и имеют одинаковый 
вид; но это уже не целые числа. 

5. Расположим в детерминанте (8) ряды в определенном порядке. Известно, 
что все основные точки Кремоновой сети можно распределить в группы, причи
сляя к одной группе основные точки одинаковой кратности. При этом число 
групп в обеих плоскостях, связанных данным Кремоновым преобразованием, бу
дет одно и то же; точно так же и числа основных точек, входящих в различные 
группы, будут в обеих плоскостях одни и те же. Так, например, в одном из 
Кремоновых преобразований 11-го порядка мы имеем в одной плоскости сеть с 
одною основною точкою 7-го порядка, двумя точками 4-го порядка, тремя—3-го 
и тремя—2-го; в другой плоскости мы имеем сеть, сопряженную с первою, име
ющую три основных точки 5-го порядка, одну—4-го, три 3-го и две—1-го. 

Clebsch заметил, что если мы возьмем в одной плоскости одну из групп 
основных точек одинаковой кратности гк9 число которых пусть будет у, а в дру
гой плоскости также какую-нибудь группу основных точек одинаковой кратно
сти sl9 число которых обозначим через v, то все yv чисел ак19 соответствую
щие различным парам основных точек обеих групп, будут равны между собою, с 
тем исключением, что каждой группе первой плоскости Р будет соответствовать 
на второй плоскости группа Q, равная ей по числу входящих в нее точек, где 
каждой основной точке Ак первой плоскости будет соответствовать одна опре
деленная точка Вг второй плоскости так, что соответствующие этим парам точек у 
чисел аи будут отличаться от остальных у(у—1) чисел и притом, как это заме
тил впервые Bertini , непременно на единицу. Ниже мы поясним на примере ука
занный здесь закон распределения чисел чш. 

В дальнейшем мы введем для Кремоновых сетей другие обозначения. Будем 
обозначать через г19 г 2 . . . , sl9 s2 не кратности отдельных основ
ных точек или центров сети, как мы это делали до сих пор, а кратности точек 
отдельных групп. Пусть в плоскости Р будет q различных групп основных точек; 
пусть в первую группу входят pv основных точек кратности тх и т. д . Тогда мы 
будем иметь ру - f - р 2 . , . -\-ра = р, где р — общее число центров Кремоновой сети 

'kl 

(к, 1 = 1,2. . . .р). 



— 11 — 

на плоскости Р . Согласно сказанному выше, мы будем иметь и на второй плоскости 
Q такое же число групп основных точек, при чем первой группе плоскости Р 
будет соответствовать на плоскости Q группа также из pi центров определенной 
кратности 5 , , второй—группа из р2 центров кратности s2 и т. д. Каждой паре 
основных точек Ак> Вг обеих плоскостей, из которых Ак принадлежит к й-той 
группе первой плоскости, а Вг — к / - той группе второй плоскости, будет 
соответствовать попрежнему определенное число як1; при этом, если указатели 
к и I различны, то для всех основных точек с кратностями гк и sz число аы бу
дет одно и то же; если же указатели к и I равны между собою и, следова
тельно, точки Ак и Вг принадлежат двум группам соответствуй:щим одна другой 
в указанном выше смысле, то каждой из основных точек к-той группы первой 
плоскости будет соответствовать в к-той группе второй плоскости одна основная 
точка, для которой число акк заменится через акк-\-£к, где sk = z±zl. 

Располагая в детерминанте Clebsch'a ( 7 ) ряды так, чтобы элементы, соот
ветствующие членам одной и той же группы, стояли рядом, мы дадим ему в но
вых обозначениях следующий вид: 

яп а п . . . 2 1 2 а12 . . . , . . . 

а,, ап . . . . а22 -f-s2 а22 . . . , . . . 

СС.>1 ^ 2 1 . . . . ^ 2 2 i ^'2 > . . . . 

Этот детерминант р-то порядка состоит из групп строк и столбцов по pv 2i2---P(I 

рядов в каждой группе. Таким образом все элементы распадаются на р1 прямо
угольников, среди которых могут быть и квадраты. В каждом прямоугольнике 
все элементы ак1 равны между собою; исключение представляют квадраты, распо
ложенные по главной диагонали детерминанта, в них диагональные элементы 
различаются от остальных на единицу. 

Поясним сказанное на приведенном выше детерминанте 11-го порядка. 
В нем мы имеем 9 основных точек, распадающихся на четыре группы. Та

ким образом в нашем случае 

и = 11 , р = 9, g = 4 . 

Далее, имеем число центров в каждой группе и их кратности 

Pi=h Р* = 2 , Р 3 = 3 , р 4 = 3 , 
г{ = 7 , -л, = 4, г 3 = 3 , г 4 = 2 , 
5 , = 4 , 6^ = 1, s 3 = 5 , <s4 = 3 . 

По способу, который будет изложен в следующей статье, мы находим 

= 2, = 1, 2 1 3 — з , ^14 
— 9 

а,, = = 0, а _ , = 2, аи = 1, 
= 1, *** = = о , 1, ^34 = 1, 

а Д 1 = 1, ^42 = 0, 1, а 4 4 = о , 

Так как первая группа содержит только один центр, то мы могли бы положить 
не ап = 2, е{ =-\- 1, а ап = 4 , е1 = — 1. Точно так же во вторую группу входят 
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только два центра; поэтому мы могли бы положить не а , 2 = 0, £.2 = -\-19 

а а 2 2 = 1, б 2 = — 1. Заметим еще, что в нашем примере на каждой из двух 
плоскостей имеется по две группы из трех центров, но соответственными в ука 
занном выше смысле мы должны считать группу центров кратности 3 в первой 
плоскости с группою центров кратности 5 во второй плоскости и точно так же 
группу центров кратности 2 в первой плоскости и группу с кратностью 3 во 
второй плоскости, потому что только в числах соответствующих этим парам 
групп некоторые из чисел отличаются от остальных. 

Составляя для данного примера детерминант (7), получим 

3 1 1 . 3 3 3 . 2 2 2 

1 i 0 . 2 2 2 . 1 1 1 
1 0 1 2 2 2 .1 1 1 

i .6 0 . 2 1 1. 1 1 1 
1 .0 0 I 2 1 1 1 1 
1 .0 0 . 1 1 2 1 1 1 
1 0 0 . 1 i 1 1 0 0 
1 0 0 . 1 1 1 0 1 0 
1 .0 0 1 1 1 0 0 1 

Пунктирные линии показывают разбиение членов аш на группы, соответ
ствующие центрам одинаковой кратности. Мы видим, что в квадратах, располо
женных по главной диагонали, диагональные элементы отличаются от остальных 
на единицу, тогда как в остальных прямоугольниках все элементы одинаковы. 

6. Детерминант Clebsch'a (10) может быть преобразован в детерминант низ
шего порядка, что бывает полезно при его вычислении. 

Рассмотрим в детерминанте (10) ряд столбцов, принадлежащих к одной и 
той же /-той группе, соответствующей pL основным точкам второй сети 

; • ' ( Л 
а м

 a\i • • • •
 2и ) 

a2l а } . . . . a,, J 2 

| " 
} + ! Pel 

Эта полоса разбивается на прямоугольники по ри р . 2 . . . pq строк, при 
чем в каждом прямоугольнике все элементы равны, и только в Z-том квадрате 
диагональные элементы отличаются от остальных на положительную или отрица-
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тельную единицу. Вычитая элементы первого столбца из остальных, мы дадим им 
следующий вид 

О 

2п + * 

Я» 

О . 

о Г ' 
о 1 

i I 

°1 Pi 

) 

Будем теперь в каждом прямоугольнике прикладывать элементы всех строк 
к элементам первой строки. Получим 

РЛг О . . . . 0 , 
I 

а» 0 . . .' .' о 1 
РЛг 0 . . . . 0 ) 

• • \ 

in 0 . . . . 0 J 
Pflu +е( 0 . . 

• • ° i 

Ч f i • • "°\ 
*1 О . . • • 1 

Pi 

Pi 

Если мы выполним такое преобразование над всеми полосами детерминанта (10), 
то мы дадим ему такой вид 

0 . . . 0 Pi 2,2 0 . . 0 Pi a i 3 • • 

. 0 2,2 0 . . 0 ^ 1 3 • • 

0 . . . ьх а 1 2 . . . 0 . . 0 ^13 • • 

Pi *и 0 . . 0 Pi ап + ^2 0 . . 0 ^ , • • 
0 . . . 0 222 . 0 

0 . . 0 а 22 0 . . 0 2 3 

Полученный детерминант имеет следующее строение. Он состоит из q вертикаль
ных полос по р19 р2 . . .pq столбцов; в каждой полосе только первый столбец состоит 
целиком из элементов отличных от нуля; в каждом из остальных столбцов все члены, 
кроме одного—нули, а этот последний член равен соответственно a19 По
этому последний детерминант может быть приведен окончательно к следующему виду 

Pl 2 2 t Pi 2 1 2 + * 2 • JP-Av • • 

Pa a< P<i\i ' • • Р**чи + е« 
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Таким образом мы преобразовали детерминант Clebsch'a порядка р в детер
минант низшего порядка q. Отсюда, между прочим, получается соотношение 

ргап р, а 2 2 + . р2а2 

v а Ра \г 
Для разобранного выше примера это равенство принимает вид 

= — 1 1 . 

1.2 + 1 1.1 1.3 1.2 
2 . 1 2 . 0 + 1 2 . 2 2 . 1 
3 . 1 3 . 0 3 . 1 + 1 3 . 1 
3 . 1 3 . 0 3 . 1 3 . 0 + 1 

7. В Кремоновых преобразованиях иногда бывает удобно присоединять к 
основным точкам сети другие дополнительные основные точки, взятые в той или 
другой точке плоскости. Так как кривые сети имеют кратные точки только в 
основных точках сети и сходятся все только в них, то эти новые основные точки 
мы должны рассматривать как точки нулевой кратности. Посмотрим, какие ха
рактеристические числа мы должны приписать каждому такому центру нулевой 
кратности. Пусть между плоскостями Р , Q установлено Кремоново преобразова
ние, характеристические числа которых удовлетворяют соотношениям (1)—(6)-
Прибавим теперь на первой плоскости еще т: новых центров Ак, указатели кото
рых изменяются от р + 1 до р + и. Так как на обеих плоскостях должно быть 
одинаковое число центров, то и на плоскости Q должно взять ъ новых центров 
Bt (I = i > + \ ,...р + я) .Будем обозначать попрежнему через rk1sl{1i, I = р + 1,...р + т:) 
кратности новых основных точек и через аш их характеристические числа. Тогда 
формулы (1), (2) примут следующий вид 

2 r f -

р+г-
П- — 1, 2 81' = П1-

1 
1, 

:3(№- •1), 2 *, = 3 ( п - 1 ) , 
1 

Вычитая (1) из ( ! ' ) , имеем 

Р+- Р+-

2 V = 0, 2 .у 
Р+1 р+1 

О, 

(1') 

(2') 

(3') 

Отсюда видно, что все указатели гкУ st, соответствующие новым основным точкам, 
равны нулю, т . -е . что это основные точки нулевой кратности, как это мы ви
дели выше. 

Так как каждой основной точке Кремоновой сети в одной плоскости соответ
ствует в другой плоскости основная линия, порядок которой равен кратности 
соответствующей ей основной точки, то, вводя в каждой сети тт основных точек 
нулевой кратности, мы вместе с тем должны ввести столько же основных линий 
нулевого порядка. Посмотрим, какие значения должны мы приписать характери
стическим числам ак1 для этих линий. Давая в первой формуле (4) указателю / 
значение, не превосходящее р> и распространяя суммирование на все значения к 
от 1 до р + тс, мы получим 

к=1 kl 
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Вычитая отсюда первое равенство (4), будем иметь 

Отсюда видно,чго при 1с^>р, 1<^р мы имеем ак1 = 0. Применяя то же рас
суждение ко второй формуле (4), мы найдем, что все числа ак1, для которых только 
один из указателей не превосходит^, также равны нулю. Это показывает, что основные 
линии, соответствующие новым центрам, не проходят через старые центры. Поло
жим теперь в первой формуле (4) 1^>р. Тогда st=0, и мы найдем, что при 1>р 
все числа ак1 равны нулю, кроме одного, равного ± 1 , причем в последнем*случае 
оба указателя ку I больше р. Обращаясь затем к первой формуле (6) и полагая 
1>Р, мы найдем, что при к^>р, 1^>р число ак1, неравное нулю, равно не 
+ 1, а — 1 . Если мы теперь обратимся к первой формуле (5) и распространим 
в ней суммирование на все значения к от 1 до р-\-л9 полагая 1,1'^>р, то, на 
основании предыдущего, все числа aw akV равны нулю, кроме одной пары чисел 
ак1, oik'i' равных — 1 ; если бы указатели к и к' были равны, то все члены левой 
части были бы нулями, кроме одного равного единице, и мы имели бы s / S / , = l ; 
но ,s-jtsy = 0, следовательно, к и к' различны, и каждому указателю 1^>р должен 
соответствовать свой указатель к^>р, для которого а л г = — 1. Отсюда видно, 
что каждой основной точке нулевой кратности на одной плоскости соответствует 
на другой плоскости определенная основная точка той же кратности, так что 
для них число аА.г = •— 1. Приписывая в обеих плоскостях соответственным 
точкам одинаковые указатели, мы можем сказать, что при к^>р, 1^>р мы 
имеем ак1 = — 1 при к = 1, и ак1 = 0 при кФ1. Таким образом, каждой основ
ной точке нулевой кратности в одной из двух плоскостей соответствует в дру
гой плоскости основная кривая нулевого порядка, имеющая в точке, сопряжен
ной с данною основною точкою, кратную точку порядка — 1. Очевидно, что двумя 
сопряженными точками нулевой кратности будут такие две обыкновенные точки 
обеих плоскостей, которые переходят одна в другую при данном Кремоновом пре
образовании. Действительно, при Кремоновом преобразовании каждой основной 
точке на одной плоскости соответствуют на другой плоскости все точки соответ
ственной основной кривой; но для основной точки нулевой кратности все точки 
основной кривой сводятся к одной точке, той, в которую эта точка превращается 
при данном Кремоновом преобразовании. 

8. Основные линии нулевого порядка обладают тем парадоксальным свойством, 
что, состоя из единственной точки, они имеют эту точку кратною точкою отрица
тельного порядка. Я думаю, что эта особенность линий нулевого порядка может быть 
объяснена следующим образом. Подобно тому, как прямая, рассматриваемая как 
геометрическое место лежащих на ней точек, представляет собою линию первого 
порядка и нулевого класса, так точка, рассматриваемая как геометрическое место, 
или огибающая проходящих через нее прямых, есть линия первого класса и нуле
вого порядка. Если мы рассмотрим какую-нибудь линию, проходящую через эту 
точку, то общее число точек пересечения ее с линией нулевого порядка должно 
быть равно произведению порядков обеих линий, т.-е. нулю. О другой стороны, ка
сательная к рассматриваемой линии в данной точке есть один из лучей пучка, про
ходящего через эту точку и, следовательно, есть также касательная к линии ну
левого порядка. Таким образом, рассматриваемая кривая и линия нулевого порядка 
имеют общую касательную и, следовательно, имеют две общпх бесконечно-близ-
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ких точки. По предыдущему, сумма кратностей этих двух общих точек на линии ну
левого порядка должна равняться нулю, и так как эта линия имеет одну особую 
точку, то ее кратность должна быть принята равною — 1 ; тогда кратность бесконечно-
близких точек на проходящих через нее прямых будет нормальная, равная - f - 1 . 

С точки зрения Кремоновых преобразований тот же факт можно истолковать 
еще следующим образом. Пусть плоскости Р и Q связаны между собою квадра
тичным преобразованием, при чем основным точкам А19 А29 А3 на плоскости Р 
сопряжены соответственно основные точки Д , Д , Р 3 на плоскости Q. Пусть на 
плоскости Р нам дана кривая L ж-го порядка, не проходящая ни через одну из 
трех основных точек. Тогда на плоскости Q ей будет соответствовать кривая U 
порядка 2т9 имеющая в каждой из вершин Д , Д , Р 3 т- кратную точку. По
ложим теперь, что кривая L имеет в центре А{ простую точку. Тогда из кри
вой JJ выделится прямая, проходящая через точки Д , Д и в остатке получится 
кривая порядка 2т — 1, имеющая в точке Д попрежнему т- кратную точку, 
но в точках Б 2 > Д точки кратности т—1, так как дополнительные ж-ые точки 
перешли в выделившуюся прямую Д Р 5 . Отсюда видно, что когда преобразуемая 
кривая на плоскости Р проходит через одну из основных точек квадратичного 
преобразования, то порядок преобразованной кривой на плоскости Q понижается 
на единицу, и на единицу же понижается кратность точек этой кривой, лежащих 
в двух из основных точек этой плоскости Q. Если кривая L проходит через две 
основные точки А19 А29 то порядок кривой L' понизится еще на единицу, крат
ности точек В1У Д понизятся каждая на единицу, но кратность точки Д пони
зится на две единицы, так как из кривой U выделятся две прямые, и каждая из 
них проходит через точку Д . Положим теперь, что вместо кривой L мы имеем 
прямую. Применяя к этому случаю предыдущие соображения, мы найдем, что, 
если прямая не проходит ни через одну из точек АХ9 А2, Аг9 то она превратится 
на плоскости Q в кривую 2-го порядка, имеющую в точках Д , Д , Д простые 
точки; но если преобразуемая прямая проходит через точку А19 то на пло
скости Q из кривой 2-го порядка выделится прямая Д 2 В 3 и в остатке получится 
прямая, т.-е. линия 1-го порядка, не проходящая через точки Д , Д , т.-е. име
ющая в точках Д , Д точки нулевой кратности, следовательно, кратности на еди
ницу меньшей, нежели прежде. Таким образом, выделившаяся прямая Д Д 
унесла с собою по точке простой кратности из центров Д и Д . Положим теперь, 
что преобразуемая прямая в плоскости Р проходит не только через основную 
точку А19 но также и через другую основную точку А2. Тогда из кривой 2-го 
порядка, получившейся первоначально в плоскости Qy выделится еще прямая 
Д Д , порядок оставшейся линии в этой плоскости понизится еще на единицу 
и будет равен нулю; кратности точек Д и Д для этой линии нулевого порядка 
также понизятся еще на единицу, и мы получим в Д точку нулевой кратности, 
а в Д точку кратности — 1 . Таким образом, рассмотрение Кремоновых преобра
зований приводит к той же точке зрения на линии нулевого порядка, к какой 
мы пришли выше. 

Мы видели, что, рассматривая линию нулевого порядка, как огибающую 
пучка прямых, проходящих через одну точку, мы должны понимать эту линию, 
как состоящую из этой точки, как кратной порядка — 1 , со всеми окружающими 
ее бесконечно-близкими точками кратности- f -1 . Отсюда следует, что если мы 
рассматриваем какую-нибудь точку, как основную точку нулевого порядка какой-
нибудь Кремоновой сети, то проходящая через эту точку основная линия нуле
вого порядка должна быть рассматриваема, как имеющая в этой точке кратную 
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точку порядка — 1 , так как точки порядка окружающие эту точку, не совпа
дают с самою основною точкою, а только бесконечно-близки к ней. 

9. Введение линий нулевого порядка в теорию Кремоновых преобразований 
позволяет объединить в одной общей закономерности преобразование линий с пре
образованием точек. Чтобы это видеть, рассмотрим Кремоново преобразование С, 
имеющее в первой плоскости Р р основных точек А19 А2...Ар с кратностями 
г п г 2 . . лр и во второй плоскости Q столько же основных точек Д , В%...Вр с 
кратностями s n , s - 2 . . . s . Здесь мы возвращаемся к обозначениям § 1, так что 
между числами г, как и между числами s, могут быть и одинаковые. Тогда, как 
мы знаем, мы будем иметь в плоскости Р р основных линий З 3 2 . . . 3 3 р поряд
ков s n v . .sip9 а в плоскости Q р линий %, 9 1 2 . . Мр порядков г19 г 2 . . .гр. Кроме 
того известно, что если линия 33г имеет в точке Ак кратную точку порядка аш 

то и линия Шк будет иметь в точке Д точку той же кратности. Все количества 
п, r9 st а связаны между собою соотношениями (1)—(6) § 1. 

Пусть теперь нам дана в плоскости Р кривая I т - г о порядка, имеющая 
в каждой из основных точей Ак сети точку кратности qk. Если мы произведем 
над кривою L Кремоново преобразование, то, как это известно из общей теории, 
мы получим в плоскости Q кривую L, порядок т' которой выразится формулою 

ж' = тп — 2J qhrk. (11) 
k 

Точно так же кратность кривой L в точке Д второй плоскости представится 
формулою 

Q'i = ms, — 2<lkaki- (12) 
к 

Положим теперь, что линия X есть основная линия 33 г, первой плоскости. 
Тогда числа ж, qr превратятся соответственно в ,sy, ак1>. Производя эту замену в 
предыдущих формулах и имея в виду соотношения (1)—(6), мы получим, что в 
щ)м случае ж ' = .чуп — 2aklir. Но формулы (3), (5) показывают, что здесь ж ' = 0, 

к 
a q\ = .у>7 — Eaktakl равно нулю при / ф/' и равно — 1 при 1 = 1'. Таким об-

к 
разом наши формулы показывают, что линия Щ превратилась в линию нулевого 
порядка, имеющую кратную точку в точке Д>, т.-е. превратилась в самую эту 
точку, как и должно быть. 

Пусть теперь мы имеем на плоскости Р вместо линии точку, отличную от 
центров А{ А29...Ар Кремоновой сети. Рассматривая эту точку, как кривую ну
левого порядка с кратностью нуль в основных точках, мы получим, полагая в фор
мулах (11), (12) w = О, qk = Q, что м'= 0, ql = 0, Таким образом, обыкновенная 
точка переходит в точку, как и должно быть. Если, наконец, данная точка совпадает 
с одним из центров Ак> сети, то мы должны положить в тех же формулах 
ж = 0, qk = — 1 п р и / = / . : ' и ^ . = : 0 п р й кфк'. Тогда эти формулы дают т'=гк>, г/г = а^ . 
Это показывает, что основной точке первой плоскости соответствует во второй 
плоскости основная линия порядка гк> с . кратною точкою порядка ак>, в 
точке Д , согласно с общею теориею. В частности, если основная точка Ак 

имеет кратность нуль, то vy = 0 и аА/, равно — 1, если / = к* и равно нулю, 
если 1фк'\ это показывает, что основной точке нулевого порядка соответ
ствует основная линия нулевого порядка, т . -е . точка, как мы получили это 
и выше, когда рассматривали ту лее точку не как основную, а как про
стую. Эта точка есть как раз та основная точка Вк> нулевого порядка на 
плоскости ф, которая в данном Кремоновом преобразовании соответствует 

М атема тн ч ес кий С б о р н и к , 2 
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точке Ак первой плоскости. Легко видеть, что включение точки А к нуле
вой кратности в число основных точек или исключение ее не отражается на 
формулах (11), (12). Если преобразуемая кривая L не проходит через точку 
/1,., то для нее дк = 0, а члены, соответствующие точке Ак, выйадают иг; фор
мул. Если же линия L проходит через точку Ак и имеет в ней qk - кратную 
точку, то формула ( И ) не изменится, так как гк = 0; что касается формулы (12), 
то при Г=фк она не изменится, так как zkl,= 0; если же 1'=~к, то, полагая 
г / с = 0, як1> — 0 при 1'=т=к и гк = 0, як1> = — 1 п р и / ' = &, мы получим <}'к=:дк; это 
показывает, что преобразованная кривая 1J имеет в основной точке Вк, соответ
ствующей точке А к первой плоскости, точку той же кратности, какую кривая L 
имела в точке А к . Но, очевидно, что то же самое было бы, если бы мы не счи
тали точку Ак принадлежащею к основным точкам сети, так как точка Вк есть 
та точка второй плоскости, в которую точка А к переходит при данном Кремоно
вом преобразовании. 

Из предыдущего видно, что, рассматривая точки, как линии нулевого порядка, 
мы получаем возможность выразить в одних и тех же формулах законы Кремоно
вых преобразований как для линий, так и для точек. 

Рассмотрение точек, как линий нулевого порядка, применил впервые в теории 
Кремоновых преобразований в 1872 г. Samuel Roberts (Proceedings of the London 
Mathematical Society, Vol. IV). Но Роберте ограничился вопросом об изменении 
порядка этих линий при Кремоновых преобразованиях и не вводил точек отрица
тельной кратности. Вследствие этого Роберте не получил той простоты и строй» 
ности, которой здесь можно достигнуть введением этих точек; он интересовался 
только задачей об особенностях основных линий Кремоновой сети, соответствую
щих различным основным точкам другой плоскости. 

Мысль о введении в число основных точек Кремоновой сети дополнительных 
основных точек нулевой кратности принадлежит, повидимому, Montesano (Rendi 
conti dell 'Accademia di Napoli (3), t . XI, 1905). 

10. Введение основных точек нулевой кратности позволяет представить в 
простом виде результат последовательного применения нескольких Кремоновых 
преобразований. Пусть между плоскостями Р, () установлено Кремоново соответ
ствие С порядка п с основными точками А п А2.«.Ар в первой плоскости и с 
основными же точками Б , , В2...Вр во второй; пусть будут п\ /у , * у , ак! 

(к, 1 = 1, 2 . . .р) характеристические числа этого соответствия. Точно так же, пусть 
преобразование С преобразует плоскость Q в плоскость В, и пусть соответствую
щие Кремоновы сети имеют в плоскости Q те же самые основные точки В]Р 

В2.. .Вр, а в плоскости R основные точки 1>{) 0 2 . . . />;, пусть будут п\ г',., а'ы 

(к, l—l, 2 . . . J ? ) характеристические числа преобразования (7. Мы здесь пред
полагаем, что в плоскости Q оба преобразования имеют общие основные точки; 
мы можем сделать это благодаря введению основных точек нулевой кратности; 
если бы какая-нибудь основная точка одной из двух Кремоновых сетей, лежащих 
в плоскости Q, не была основною.точкою другой сети, то мы введем ее в эту 
сеть, как новую основную точку с нулевою кратностью. При этом, разумеется, 
нужно будет дополнить соответствующим образом и сопряженную Кремонову сеть, 
введя в нее также дополнительную основную точку нулевой кратности. 

Посмотрим, каково будет то Кремоново преобразование С", которое связы
вает первую плоскость Р с третьею плоскостью i t . Пусть будут и"9 г"к, , а"в 

0с} l= 1, 2 . . . р ) характеристические числа этого нового преобразования. Очевидно, 
что для преобразования С" Кремонова сеть на первой плоскости Р получится, если 



мм совершим преобразование С над тою сетью на плоскости Q9 которая при
надлежит преобразованию С , и точно так же новая сеть на плоскости 11 полу
чится, если мы выполним преобразование С над тою сетью на плоскости Q, ко
торая с@ответствует преобразованию С. Действительно, чтобы получить, напри
мер, новую сеть на плоскости Д нужно знать, во что обращаются после преобра
зования С" прямые линии плоскости Р Преобразованием С эти прямые 
превращаются в первую сеть на плоскости и нам остается только подвергнуть, 
эту сеть второму преобразованию О. 

Обозначим через 8 ту сеть на плоскости Q, которая принадлежит к пре
образованию С, и через S'— сеть, принадлежащую к преобразованию С Произ
водя над кривыми сети 8 в плоскости Q преобразование (У, мы получим в плос
кости И согласно формулам (11) кривые порядка 

ПН — - 1 .s" ( 1 3 ) 

Таков будет порядок Кремонова преобразования С", которое устанавливается 
между плоскостями Р и i t . Далее, согласно формуле (13), все кривые новой Кре
моновой сети в плоскости Д получающиеся из сети S преобразованием С , будут 
иметь в каждой основной точке Сь этой плоскости кратную точку порядка 

III 

Точно так же мы найдем, что в каждой основной точке А к плоскости Р кри
вые новой Кремоновой сети будут иметь кратную точку порядка 

km • <15> 

Чтобы получить выражения для чисел а"к1} возьмем в плоскости Р основную 
точку А к кратности гк\ ее кратность в новой сети на плоскости Р выражается 
формулою (15). После преобразования С эта точка обратится на плоскости ({) 
в основную кривую порядка гк, имеющую в каждом центре В, кратную точку по
рядка аы. Подвергая эту кривую преобразованию Г ' , мы получим в плоскости Л 
кривую порядка / " , определяемого формулою (15); кроме того, подставляя в фор
мулу (12) вместо ж и f/b соответственно гк и а ы , получим числа а " ш показываю
щие, с какою кратностью полученная основная линия будет проходить через точку 
1>! третьей плоскости. Таким образом получим 

^ И ^ Г к ы \ - ^ 2 к т 2 ' т 1 , (16) 
т 

Формулы (13)—(15) известны в теории Кремоновых преобразований; но фор
мула (16) мне не встречалась, может быть, потому, что свойствами основных ли
ний Кремоновых сетей до сих пор мало интересовались. 

Должно заметить, что все изложенные здесь соображения относятся к общему 
случаю, т . -е . к тому случаю, когда относительные положения основных точек 
данной сети не связаны никакими условиями. Прежде всего эти точки не должны 
лежать так, чтобы через них нельзя было провести нераспадающихся линий дан
ной Кремоновой сети. Если, например, в сети второго порядка три ее основные 
точки лежат на одной прямой, то такая сеть невозможна. Далее, требует особого 
исследования тот случай, когда некоторые из основных точек бесконечно - близки 
друг к другу. 
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М: 
щ — а и — а 1 2 . . . —aiv 

щ — а 2 1 — а,2 . . . — а. (17) 

К ~api ~ а р 2 ' • ' — ар 1 

Детерминант Ж получится из Ж 0 , если мы умножим на — 1 первый стол
бец и все строки, кроме первой. 

Если мы в данном Кремоновом преобразовании С перенумеруем определен
ным образом основные точки обеих сетей, то каждому преобразованию будет со
ответствовать определенный детерминант Ж , характеризующий это преобразование, 
и мы будем считать равносильными все Кремоновы преобразования, которым соот
ветствует одинаковый детерминант Ж , так как они могут отличаться только распо -
ложением своих основных точек. Пусть мы имеем два Кремонова преобразования 
С, О с одинаковым числом р основных точек. Применяя их последовательно, мы 
получим новое преобразование С" с тем же числом основных точек. Если мы 
составим для этих трех преобразований соответствующие детерминанты Ж , Ж ' , 
Ж " , то, как показывают формулы ( 1 3 ) — ( 1 6 ) , будет иметь место соотношение 

М" = Ж . Ж ' (18) 

при чем элемент детерминанта Ж " , принадлежащий к строке с указателем к и к 
столбцу с указателем /(к, /-— 1, 2 , . . . р ) , получается через умножение 7*;-той строки 
детерминанта Ж на /-тый столбец детерминанта Ж ' . Действительно, формулы 
(13) — (16) дают 

| ( ш ' - 2 ^ т / № ) , i(m'i — 2sma'mi)9 . . . f(ns'p — 2 s m a f

m p ) 

— — ( r r V — 2 a X m a ' m l ) , . . - (rt s ' p - 2 a l m a ' m p ) 

Ж " = 

; ( r p w ' — 2 a p m r ' J , — (rps'l—2apma!m)9 . . — {rpsf

p — 2 a p m a ! m p ) 

Мы уже отметили, что Кремонова сеть не изменится, если мы прибавим к 
ее основным точкам произвольное число основных точек нулевой кратности, и если 
мы изменим порядок нумерации основных точек. Это показывает, что каждому 
Кремонову преобразованию соответствует не один детерминант Ж , а бесконечное 
множество детерминантов, различающихся между собою порядком столбцов п 
строк и числом дополнительных столбцов и строк, соответствующих добавленным 
центрам нулевой кратности. Пока мы имеем дело с одним Кремоновым преобра
зованием, мы можем ограничиться для его характеристики одним из соответству
ющих ему детерминантов Ж , но когда мы составляем сложное Кремоново пре
образование С" через последовательное применение двух преобразований С, (7, 
то соответствующие им детерминанты Ж , Ж ' должны быть взяты надлежащим 
образом. Именно, для применения формул (13) — (16) § 10 детерминанты М и 
ЛГ должны быть таковы, чтобы в плоскости Q § 10 каждой основной точке вто-

11. Формулы (13)—(16) устанавливают интересную зависимость между детер
минантом (8), который мы обозначали через Ж" 0, составленным для сложного Кре-
монова преобразования, и соответствующими детерминантами, составленными для 
тех преобразований, иа которых это сложное преобразование получено. Чтобы 
обнаружить эту зависимость, заменим детерминант Ж 0 следующим 
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рой сети S первого преобразования С и той же точке, как основной точке пер
вой сети S' второго преобразования С соответствовали в обоих детерминантах 
Л/, М' одинаковые указатели; а для этого необходимо, как мы видели в § 10, 
ввести центры нулевой кратности там, где одна из двух сетей S, S' имеет основ
ную точку, а другая ее не имеет и, кроме того, установить порядок строк в де
терминанте М' сообразно с порядком столбцов в детерминанте М. 

12. Эти простые замечания приводят к следующим важным следствиям. Все 
Кремоновы преобразования образуют группу преобразований в том смысле, что 
последовательность двух Кремоновых преобразований дает также Кремоново пре
образование. Но если мы будем рассматривать Кремоново преобразование неза
висимо от того, в каком порядке мы берем определяющие его основные точки, 
то последовательность двух Кремоновых преобразований С, С может в различных 
случаях давать различные преобразования С"'. Поэтому, чтобы рассматривать 
Кремоновы преобразования как группу преобразований в обычном смысле этого 
слова, мы должны рассматривать каждое Кремоново преобразование, как опреде
ляемое соответствующим детерминантом Л/, так что два Кремоновых преобразо
вания с основными точками одной и той же кратности, но отличающиеся распо
ложением строк и столбцов в соответствующих им детерминантах Л/, должны 
считаться различными. При таком условии все Кремоновы преобразования с оди
наковым числом р основных точек образуют одну группу. Произведение двух 
преобразований С, О дает преобразование (?'', если соответствующие им детер
минанты связаны соотношением 

М" = Л/. Л/', 

выражающим закон составления элементов детерминанта М" через элементы де
терминантов М и ЛР. Преобразование тождественное есть, очевидно, преобразо
вание, определяемое детерминантом р~(-1-го порядка 
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так как при умножении всякого детерминанта М на этот детерминант все эле
менты умножаемого детерминанта не изменяются. Очевидно, что это преобразо
вание, которое в теории групп обозначается символом 1, есть преобразование 
1-го порядка, т.-е. проективное, имеющее р основных точек нулевой кратности в 
основных точках преобразуемой сети. Каждому преобразованию С, определяемому 
детерминантом (17), соответствует обратное преобразование О', определяемое де
терминантом, который мы обозначим через М 1 

I П 1Г\ ' Га • • • • 1 Гр 

| >Ч — «и — а , , . . . . — а„ 
Л/" 1 = | <Ч — * . 2 — . . . . — . 

I Ч — ап> — а 2 р • • • • — * п > 

Легко убедиться, что произведение М. Л/" 1 действительно дает детерминант, ко
торый мы выше обозначили символом 1, т .-е. С О " 1 — ! . 

Каждая Кремонова сеть с /> основными точками может быть превращена в 
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сеть с р ~|~ 1 основными точками через присоединение одной точки нулевой кратно
сти. Отсюда следует, что каждое Кремоново преобразование с р основными точ
ками будет входить во все группы преобразований с большим числом основных 
точек, если мы прибавим нужное число точек нулевой кратности и соответству
ющим образом расширим принадлежащий к этому преобразованию детерминант 31. 
Поэтому мы можем рассматривать в пределе всю совокупность Кремоновых пре
образований на плоскости, как группу преобразований с бесконечным числом 
центров. В эту группу входят, как подгруппы, группы Кремоновых преобразований 
с определенным конечным числом центров р . Каждая такая группа является вместе 
с тем подгруппою каждой группы с большим числом центров, если мы в ней до
полним недостающие центры точками нулевой кратности. 

13. Группы Кремоновых преобразований с р основными точками суть группы 
конечные при и бесконечные при р 9. Действительно, рассмотрим 
матрицу 

I 1, 1 . . . 1 II 

где >*!>...>',, — кратности отдельных основных точек. Как известно, квадрат 
птой матрицы равен сумме квадратов детерминантов вида 

О,. П 

1 1 

С другой стороны тот же квадрат равен детерминанту 

I V + V • • + V ' r i + r * • • • + > \ . 

| >, -Н-2 . • •+>V 1 + 1 . . . - f i 

Отсюда, на основании формул (1), (2), находим 

( W * - 1 ) р - 9 (п - 1)* - 2 (гк - г7У. 

(Л, / = 2 . . . р ) . 

. 9 ( w — 1 ) 

Это соотношение дает 

р 

или 

„ 5 . — 
п + 1 

Это показывает, что у> может быть меньше девяти только при W ^ 1 7 , а 
так как при данном ^ число Кремоновых преобразований не может быть более 
числа целых п положительных решений системы уравнений (1), (2) и потому есть 
число конечное, то и число групп преобразований, в которых число основных 
точек меньше девяти,—конечное. 

С другой стороны, пусть р Г 9. Возьмем уравнение (2) 

>х - f r, + r:t . . . + г,=3{п-1). 

Положим, что числа г, . . . г расположены в убывающем порядке. Р а с 
смотрим три центра низшей кратности rv..^ V - ь V Очевидно, что их сред-



нее арифметическое не может быть больше среднего арифметического всех крат 
костей. Поэтому имеем 

Гр-2 ; *>_г f rv 3(п — \) 

Это неравенство показывает, что при р у : 9 

Подвергнем данное Кремоново преобразование квадратичному преобразова
нию, поместив три центра последнего в трех низших центрах Кремоновой сети. 
Тогда порядок нового преобразования будет, по формуле (13), 

'"" = 2 " ~ (V2 1 г Р ~ 1 - Г г , У > п -
Отсюда видно, что из каждого Кремонова преобразования с числом центров 

не меньшим девяти можно получить другое преобразование с тем же числом 
центров, но более высокой степени. Так как этот процесс можно продолжать 
неограниченно, то отсюда ясно, что группа Кремоновых преобразований при 
/< 9 есть группа бесконечная. 

14. Введение в теорию Кремоновых преобразований понятия о линиях 
нулевого порядка позволяет разъяснить одно обстоятельство в теории Кремоновой 
сети, кажущееся парадоксальным. Пусть мы имеем Кремонову сеть S линий п-го 
порядка, определяемую р основными точками А ] 9 Л 2 . . . А 9 кратности которых 
удовлетворяют обычным условиям Кремоновой сети 

iv,/2==^2-i? (1) 

^ • ' V - 3 ( > - 1 ) . (2) 
1 

Так как из этого следует 

Y f ' / ^ + i)-4«(» + 3 ) - 2 , 
данных основных точек недостаточно для определения кривой ->/-го порядка, 

тть и понятно, так как они определяют целую сеть таких кривых. Поэтому 
как. бы эти точки ни были расположены на плоскости, семейство линий имею-
лих в A v А 2 . . . А р точки кратностей г { , r 2 . . . гр> всегда существует, хотя, может 
г*ыть, и не всегда представляет Кремонову сеть. Тем не менее известно, что во 
всяком случае сумма кратностей г, -|~ Г2~Ь"гз трех высших центров А п Aiy Az 

кого семейства больше порядка п кривых этого семейства. Если мы подвер-
:и м семейство S квадратичному преобразованию с центрами в A v A v JL 3 , то 

^оря^ок семейства понизится с п до 2п — (г, -\- г2 -(- г .) , а на место центров 
1 к . А 2 У А , явятся центры с кратностями п — (r 2 ~\- r 3 ) , п — (г 3 -{- г , ) , п — (гА - | - г 2 ) . 

И вторяя такое преобразование несколько раз , мы придем к одному из двух 
результатов. Мы можем понизить порядок семейства S до единицы; тогда мы полу
чим сеть прямых и, выполняя произведенные преобразования в обратном порядке, 
мы превратим эту сеть прямых в первоначальную сеть которая таким образом 
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будет настоящею Кремоновою сетью. Но может быть и другое,—при этих пре
образованиях мы можем прийти к такому семейству линий, в котором один, два 
или нуль центра будут центрами с отрицательною кратностью. Так как такое 
семейство невозможно, то невозможно и то начальное семейство S, из кото
рого оно получено. Отсюда, повидимому, получается то парадоксальное следствие, 
что через точки А„ - 4 а . . . А р , кратности которых удовлетворяют условиям (1), 
(2), не всегда можно провести линии и-го порядка. На самом деле известно, 
что в таком случае линии семейства $, проходящие через эти точки, распадаются 
на более простые и не образуют Кремоновой сети; тем не менее эти линии суще
ствуют, и представляется непонятным, каким образом эти линии могут преобразо
ваться в линии, обладающие невозможными центрами с отрицательностью кратностью. 

Указанное здесь противоречие устранится, если мы введем в рассмотрение 
точки с кратностью — 1 , как кратные точки линий нулевого порядка. В самом 
деле, положим, что мы имеем кривую п-го порядка Z , обладающую точкою А г , 
с кратностью — 1 . Возьмем на этой кривой две другие точки J 2 , A z > кратности 
которых пусть будут r S ! , г 3 , и подвергнем кривую L квадратичному преобразо
ванию с центрами в А и А 2 , А 3 . Тогда формулы ( 1 3 ) — (15 ) показывают, что 
полученная кривая L будет порядка 

/ г ' = 2 г с + 1 — ( г 2 + г 3 ) 

и кратности ее в новых центрах А\> А \ , А ! г будет соответственно 

г\ = п — ( r 2 + r 3 ) , r\ = п + 1 — r 3 , r ' 3 = п - f 1 — г 2 ; 

отсюда следует, что 
r\ + r'z = ri + 1 > и'. 

Это показывает, что прямая, проходящая через А ! 2 , А ' 3 , пересекает нашу кри
вую п'-то порядка более, нежели в п* точках; а это может быть только в том 
случае, если кривая IJ распадается на эту прямую и на кривую L " порядка 
п' — 1 . Очевидно, что в общем случае, который мы и рассматриваем, прямая 
А12 А ! 3 не проходит через А \ , а кривая L" имеет в точке А \ кратность г\г 

а в А ' 2 и А ' 3 кратности т\ — 1 , т\ — 1 , так как через эти две точки проходит 
еще прямая. Если мы теперь произведем обратное квадратичное преобразование 
над распавшеюся кривою U, то прямая A\hA!% превратится в линию порядка 

2 . 1 - ( 0 + 1 + 1) = 0 , 

и ее кратности в точках A t , А 2 , А 3 будут соответственно 

1 _ ( 1 + 1) = - 1 , 1 _ ( 1 + 0 ) = 0 , 1 - ( О - f 1) = 0 , 

т . - е . это будет линия нулевого порядка с кратною точкою порядка — 1 в А х * 
Что касается линии (nf—1)-го порядка то она превратится в кривую порядка 

2[2п — ( г 2 4- -гз)1 ~ [п — 0 2 + > з ) ] — (и - г%) - {п - r 3 ) = п 

с кратными точками в А { , А2У А ^ порядков 

[2п — (г а + г,)] — (п г 2 ) — (п — г 3 ) = 0. 

[2п — (г, + г 3 )] — [п - ( r 2 - f г 3 )] - (п — г2) = г 2 . 

[2п (г2 + г 3 )] — [и — (г 2 + г 3 )] - (п - г 3 ) г 3 . 

Отсюда видно, что кривая п-то порядка с одною точкою кратности —- 1 



представляет совокупность кривой п-то порядка без этой точки и линии нулевого 
порядка, совпадающую с этой точкой. 

Легко видеть, что, если-бы мы выполнили над кривою L несколько после
довательных Кремоновых преобразований, то эта линия нулевого порядка превра
тилась бы не в прямую, а в некоторую кривую высшего порядка, и мы полу
чили бы после преобразования кривую, распадающуюся на две кривых высших 
порядков. 

Если бы кривая L имела не одну, а несколько точек кратности — 1, то мы 
таким же образом убедились бы, что она получилась из кривой, распавшейся на 
несколько кривых низших порядков. Ниже мы рассмотрим подробнее различные 
возможные здесь случаи. 

Положим теперь, что кривая L имеет точку Ах с отрицательною кратно
стью— /с, где к^>1. Произведя такое же квадратичное преобразование, какое мы 
делали в предыдущем случае, мы получим кривую П, которой порядок и крат
ности в основных точках определяются формулами 

n' = 2n - f & — ( r 2 + r 3 ) , 

r\ = n — ( r 2 + r 3 ) , r\ = n-\-k — r 3 , r\ = n - f к - r 2 . 

Отсюда имеем 
r ' 2 + r ' 3 = < + f c > / / . 

Отсюда, как и выше, заключаем, что кривая U распадается на прямую J / 2 , А'$ 
и на кривую L" порядка n"=nf —1. Для этой кривой мы имеем 

и " = Ы - 1, 

V { = j , V 2 = Г 2 1, Г " 3 = Г 3 1, 

откуда 
г п

г ^ г " ъ = пп + к— 1 > « " . 

Это показывает, что и кривая L' также распадается на ту же прямую А'2А'В и 
на кривую L'" порядка п' — 2. Повторяя это рассуждение к раз, мы найдем, что 
в нашем случае кривая L распадается на / . -кратную прямую А'2А'г и на 
кривую порядка п' — к. Если мы теперь произведем обратное квадратичное 
преобразование, то / . -кратная прямая A'%A'Z обратится в кратную линию 
нулевого порядка с точкою порядка — к в точке Аг и в кривую п-то порядка L, 
не проходящую через точку А. Таким образом, если кривая п-то порядка имеет 
кратную точку отрицательного порядка — к, то она распадается на кривую п-то 
порядка без этой точки и на к - кратную линию нулевого порядка, совпадающую 
с этою точкою. 

Применим эти выводы к сетям кривых, у которых кратности основных точек 
удовлетворяют Кремоновым уравнениям 

k = P 

2r*=n*—l ( I ) 
к = Л 

З г 4 = 3 ( к - 1 ) . (1') 
к г.: 1 

Системы целых и положительных решений этих двух уравнений могут быть, как 
мы видим ? двух родов. Одни из этих решений определяют сети S нераспада ю-



щихся уникурсальных кривых n-го порядка—Кремоновы сети; эти решения на
зываются „геометрическими". Другие решения ведут к распадающимся семей
ствам линий w-ro порядка, не образующих Кремоновой сети; такие решения 
называются „арифметическими". Посмотрим, что можно сказать о свойствах 
таких арифметических семейств кривых n-го порядка. Прежде всего обратим 
внимание на следующее. Пусть мы имем Кремоново преобразование п-го порядка 
с р-кратными точками Ап J . 2 . . . ApJ кратностей r l t г 2 . . . , гк. Мы будем предпо
лагать, что некоторые из этих точек имеют нулевую кратность, чтобы иметь 
возможность вводить в число основных точек любые точки плоскости. Пусть, 
далее, мы имеем в плоскости Р кривую ш-го порядка L> имеющую в основных 
точках Кремоновой сети, лежащей на этой плоскости, точки кратности r/ t, ^/ 2... qf 

(ср. § 9) . Мы можем предположить, что все кратные точки кривой L лежат в 
основных точках Кремоновой сети, так как в противном случае мы ввели бы в 
сеть дополнительные основные точки нулевой кратности. Пусть кривая L превра
щается после преобразования в кривую L' порядка т', лежащую в плоскости Q, 
с точками кратностей q'x, </'2... г/ в основных точках Кремоновой сети на пло
скости Q. Из формул (11), (12) вытекают следующие равенства 

к к 

Sri — 2 <fk = Ъп — 2J qv. (20) 
к ' к 

Пусть кривая L принадлежит к семейству линий ступени h (зависящему от Ъ 
параметров), определяемому своими кратными точками qif г/ 2... г/р, среди кото
рых могут быть и простые; пусть кривые этого семейства имеют род, или дефект 
Известно, что числа Л, /у выражаются через кратности точек, определяющих 
семейство кривых L следующим образом 

/) = п ( п ^ _ ^ ф л ± 1 ) ( 2 1 ) 

А 

_ (п — 1) (п - 2) ^ qk (,h — 1) 
у — -— ^ - . 

ft + fl=«s + l - 2 , ' V (23) 
к 

ft — </ = dn—l—2<ik. (24) 
к 

Из сравнения последних формул с (19), (20) видно, что числа /г, // не ме
няются при Кремоновых преобразованиях, как и должно быть, так как эти пре
образования однозначные. Таким образом, системы кривых ступени Ь и ряда г 
переходят при Кремоновых преобразованиях в системы кривых иного порядка, 
но той же ступени и того же рода. 

Положим, что мы имеем Кремонову сеть, состоящую из нераспадающихся 
кривых, сеть, которую мы назвали геометрическою. Тогда из формул (1), (2) 
находим для кривых сети 

Л + / 7 = 2, / / - < / - 2 , 
откуда 

Л-= 2, д = 0, 

Отсюда находим 



это значит, что Кремонова сеть есть система второй ступени, составленная из 
уникурсальных кривых, как это и должно быть. 

Положим теперь, что мы имеем „арифметическую" распадающуюся сеть. 
Мы видели выше, что последовательными квадратичными преобразованиями мы 
можем понизить порядок этой сети так, что отделяющимся частям первоначальных 
кривых сети будут соответствовать линии нулевого порядка, каждая с точкою 
кратности — 1. Легко видеть, что линия нулевого порядка—уникурсальная и вполне 
определяемая своею кратною тонкою. Действительно, полагая в формулах (21), 

(22) ? ? = 0 , i> = l , r = — - 1 , получим / / = 0 , г = 0. На основании сказанного 
отсюда заключаем, что и в первоначальной сети выпадающие части кривых сети 
представляют уникурсальные кривые и притом вполне определенные, т . -е . общие 
всем кривым сети. Здесь особенно замечательно то, что эти выпадающие части 
могут быть только уникурсальными. Далее, нетрудно впдеть, что эти выпадающие 
неподвижные части могут пересекаться, как между собою, так и с оставшимися 
переменными частями сети, только в основных точках. Это видно из того, что 
соответствующие им линии нулевого порядка не имеют общих точек ни между 
собою, ни с оставшимися линиями сети. 

15. Посмотрим, какими свойствами обладает та часть арифметической сети, 
которая остается после отделения тех общих уникурсальных кривых, существо
вание которых мы обнаружили. Пусть в арифметической сети /^определяемой р 
основными точками с кратностями г,, r 2 . . . г есть общая выделившаяся кривая 
порядка w с кратными точками порядков </ 2... (/ . Тогда оставшиеся части 
кривых образуют новую сеть s\ порядка я = п — т с кратными точками поряд
ков >.\ / 2 \ . . при чем 

г \ = >\ — '/*• 

( * = 1, 2...р) 

Числа г удовлетворяют уравнениям (1), ( Г ) . 

2rk* = n*-l ( I ) 
к 

£ г к = 3 ( п - 1 ) . (2) 
к 

Далее, мы видели в § 14, что для выделившейся кривой к = О, ц = 0 . Отсюда 
имеем 

= * и Ч 1 > (25) 
к 

2qk=Sm — \ . (26) 
к 

Наконец, так как выделившаяся кривая встречается с оставшимися кривыми сети 
только в основных точках, то 

- 0 ; —'/*) Чк = (п — " О т • (27) 
к 

Из уравнений (1), ( 2 5 ) , ( 2 7 ) и из уравнений (2), (2G) находим 

- (>\ — '/*)* = (" - ту — 2, 2 (г, - ,,,) = 3 0 / - т) - 2 (28) 
* к 

И Л И 
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Отсюда, заменяя в формулах (23), (24) п через п' и дк через г'к9 видим, что 
для оставшейся сети S' ступень 1г' и род д' определяются из уравнений 

fe'-f д' = 3, h' — f / = l 9 

откуда 
/г' = 2, < у ' = 1 . (29) 

Это показывает, что оитавшиеся кривые образуют попрежнему сеть &' 
второй ступени; но это уже не уникурсальные кривые, а кривые первого рода. 
Тогда как в Кремоновой сети две кривые пересекаются вне основных точек только 
в одной точке, формулы (28) показывают, что кривые сети S' пересекаются в 
двух точках, и потому такая сеть не может давать однозначного преобразования 
плоскости. Если бы мы имели в сети не одну, а а различных выделившихся 
кривых, то таким же образом убедились бы, что оставшаяся сеть была бы также 
второй ступени, но состояла бы из кривых а-го рода. 

В виде примера рассмотрим сеть кривых 8-го порядка, имеющую 2 центра 
4-го порядка, 3 центра 3-го и 4 центра 1-го порядка; эти числа удовлетворяют 
Кремоновым уравнениям (1), (2). Кривая 2-го порядка, проходящая через 5 выс
ших центров, пересекает все кривые сети в 2 - 4 - ] - 3 - 3 = 2 -8 + 1 точках: следо
вательно, эта кривая 2-го порядка должна входить, как часть, во все кривые 
сети. Оставшаяся сеть будет состоять из кривых б-го порядка, имеющих 2 центра 
3-го порядка, 3 центра 2-го и 4 центра 1 порядка; это кривые первого рода. 

Положим теперь, что в данной сети выделяется ^-кратная кривая ш-го 
порядка. Тогда мы будем иметь 

п' = п — // т9 r'k = rk — II qk. 

и предыдущие формулы дадут 

- S О / - 0 Ь ) 2 = ( п - l i r n f - 2 + (р- l ) 2 , 
k 

- ('* —rIk) = 3 (n-ian) — 2 + (p — I ) , 

или 
JS j V = n'* - 2 + (it - i y , 2 г',. = 3 n' - 2 - f di - 1 ) ; 
k k 

отсюда имеем 
К - f tf = 3 — (/i — I) ' 2 , h' — if = 1 — {(I - 1) 

и, наконец, 
A ' = 2 — — 1 ) , / / = 1 — H / ^ - l ) ^ - 2 ) -

Таким образом, при наличности кратных выпадающих ветвей изменяется не 
только род остающихся кривых сети, но и самая ступень. При ки = 2 мы полу-
чаем А '=*1 , т .-е. сеть обращается в пучок; при /г>>2 h1 получает отрицательное 
значение, и сеть становится невозможною. Если мы имеем две выделяющихся 
двукратных ветви, то N обращается в нуль, и мы получаем не семейство остав
шихся кривых, а одну оставшуюся кривую. Из этого видно, что не может быть 
кривой, кратные точки которой удовлетворяли бы Кремоновым уравнениям (1), (2), 
и которая содержала бы в себе кривую низшего порядка с кратностью большею 
двух или более чем две двукратных кривых. 

16. Если мы имеем арифметическую сеть, то, как мы видели, понижая ее 
порядок последовательными квадратичными преобразованиями, мы необходимо 
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п— 1 

Если сумма трех высших кратностей больше порядка п сети, то, приняв со
ответствующие центры за основные точки квадратичного преобразования, мы по
низим порядок сети. Следовательно, чтобы порядок сети был самый малый, 
должно быть 

откуда 

с другой стороны 

и так как r 3Llr.> ё г , , то 

w - f 1 ! - т - = ^ . , 
п — 1 

^ П 
г, -

придем к такой сети, в которой один или несколько центров будут отрицательной 
кратности. Может случиться, что порядок сети, выделившейся после отделения 
этих линий, может быть понижаем еще дальше, пока мы не дойдем до такой 
сети, в которой сумма кратностей трех высших центров будет не выше порядка 
сети, после чего дальнейшее понижение порядка сети сделается невозможным. 

Мы покажем, что если сеть содержит только одну отделяющуюся кривую, 
то эту сеть можно превратить в сеть кривых 3-го порядка с одною точкою крат
ности— 1 . Предположим, что мы понизили порядок настолько, что получили сеть 
с одною точкою кратности — 1 , Пусть будет порядок сети п, а кратности осталь
ных основных точек г,, г2 . . . rp_t. Тогда наша сеть будет состоять из од
ной линии нулевого порядка и из сети кривых и-го порядка, имеющей основными 
точками все основные точки первой сети, кроме последней точки кратности — 1 , 
полагая г = — 1 . Перенося в формулах ( 1 ) , (2) члены гр

2 и г в правую часть 
получим 

k-.-p—i k~p—\ 

Л—1 k=X 

Применим к этим уравнениям преобразование, предложенное мною в т. 29 «Мате
матического Сборника». Мы только увеличим левую часть первого равенства, если 
во всех слагаемых, начиная с третьего, заменим квадраты г / произведениями 
/;? гк. Таким образом получим 

»'.Ч-'.Ч-*•»<»•. + »« + . - . - К н ) ^ 2 - 2 -
Заменяя сумму, стоящую во второй скобке, из второго равенства, будем иметь 

2 + **2 + гп (3 п — 2 — гх — г2) Шп* — 2, 
или 

rt (г, — г,) + п (г2 — rz)-f 3 г, (п — l ) i r n 2 —2 — г, . 

Так как кратности двух высших точек > п ? 2 , не могут быть больше п—1, то, за
меняя их через п — 1 , мы получим 

(П - 1) ( Г , + Г2 + Г,) il: П* - 2 - Г,, 

или 

г* + 1 



Таким образом имеем 
п 
з 

и отсюда 

Но при п = 2 уравнения дают 

к 

и не имеют целых и положительных решений. 
При ii= 3 имеем 

7, 2 r t = 7. 
к 

Отсюда видно, что все арифметические сети, содержащие одну выпадающую из всех 
кривых сети линию, получаются, как Кремоновы преобразования, сети кривых 
третьего порядка, имеющих 7 простых основных точек и одну основную точку 
кратности — 1 . Так, сеть 8-го порядка, приведенная в § 15, получится из ука
занной сети 3-го порядка посредством Кремонова преобразования 3-го порядка, 
у которого двойная точка помещена в точке кратности — 1 сети 3 -го порядка, 
три простые точки в трех простых точках этой сети, а четвертая — вне сети. 

Если мы применим тот же способ к исследованию сетей, содержащих две 
выделяющихся уникурсальных кривых, то мы должны будем рассмотреть сети, 
имеющие два центра кратности — 1. Тогда уравнения (29 )заменятся следующими: 

к-р~2 к=р—2 

V г'1/, = п- — 3 , ^ •/;,_. = 3 п — 1. ( 3 0 1 
к \ к- А 

Прилагая сюда предыдущие преобразования, получим последовательно 

- + г,- ~ - | - Г о ( 3 п — 1 — г, — г,) ril ~~ 3 ? 

/*, ('г, - г,) -f г, (г, — г..) + 3 г, (п — 1) ^ п- — 3 — 2 / \ 0 

(и — 1) (г, - }- г2 - j - у 3) Ш:. п- — 3 — 2 г.., 

, , + , - , 1 - 2 - ^ . 

Отсюда заключаем, что для искомых сетей должно быть 

" W — 1 ' 

и следовательно 

Но, с другой стороны, 

отсюда находим 

и, наконец, 

Го I, 2 п 

3 ; 

2 , - 3 ^ 4 
о 
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Дальнейшее исследование показывает, что возможны только две сети, 
удовлетворяющие всем поставленным условиям, именно: 

1) -н = 4, / ' , = 2 , , /•, = >•.,= . . . = г 1 0 == 1, г п = г и = — 1, 

2) и .-=6, г, = г, = . . . . = г 8 ^ = 2 , , г 9 = 1, >',„ = /•,, = — 1 . 

Таким образом, тогда как все Кремоновы сети получаются Кремоновыми 
преобразованиями из одной сети, и точно так же все арифметические сети с ОДНФЮ 
выделяющеюся кривой получаются Кремоновыми преобразованиями из одной се
ти,—арифметические сети с двумя выделяющимися кривыми образуют две непри
водимые группы, получающиеся из двух различных основных сетей, 

17. Если мы имеем „арифметическую" сеть с одною выделяющеюся кривою, 
то порядок этой кривой для данной сети не может быть выше некоторого пре
дела. Пусть сеть ш-го порядка получается из основной сети 3-го порядка (§ 16) 
помощью Кремонова преобразования n-го порядка с основными точками кратно
стей r 1 5 г 2 . . . г . Порядок т, выделяющейся кривой будет равен кратности 
той основной точки Кремонова преобразования, которая совпадает с точкою крат
ности — 1 сети 3-го порядка; в самом деле, положим, что основная точка Кремонова 
преобразования, которая совпадает с точкою к р а т н о с т и — 1 , имеет кратность г,; 
тогда, полагая в формуле (11) § 9 т — О, qx = — 1, r/2 = q,} = . . . = q = О, 
получим ш' = / , . С другой стороны, [если г2, г.,. ../* 7 суть кратности основ
ных точек Кремонова преобразования, совпадающих с 7-ю основными точками 
сети 3-го порядка, то та же формула (11) даст 

ш z= 3 t t ~ f r f — (г., г:. . . . 4 - п , ) ; 

но мы имеем по уравнению (2) 

к 
следовательно 

ш 2 г, + з , 

а так как выше мы имели ш'—г, , то отсюда следует 

, - т — 3 
™ ^ 2 • 

Таков высший предел порядка выпадающей кривой в арифметической сети 
ш-го порядка. Если бы выпадающих кривых было несколько, то мы получили 
бы тот же самый предел для суммы их порядков. 



Sur la theorie des transformations Cremoniennes. 
B. Mlodz ie iowsk i . 

(Resume) 

Si Pon a, p J

r l nombres n, r n r 2 . . . r satisfaisant aux equations (1) , ces 
nombres sont appeles solutions geometriques de ces equations lorsqu'elles determi-
nent un reseau homaloide de courbes d'ordre n. lis s'appellent solutions arithme" 
t iques, lorsqu'il ne determinent pas un tel reseau; dans ce cas ils determinent 
une famille de courbes possedant une partie commune. Dans le premier cas ce 
nombres determinent un second systeme de nombres s , , s,... s satisfaisant auxs 
memes equations, et relatifs a un second reseau homaloide, conjugue au premier . 
Ces deux reseaux definissent une transformation Cremonienne du м-ieme ordre entre 
deux plans. Dans le premier plan les rk definissent les m u l t i p l i e r s des courbes 
du reseau aux points fondamentaux tandis que les st sont les ordres des lignes fon-
damentales du reseau. Dans le second plan, inversement, les sf sont les multipli
c i t y des points fondamentaux et les rk les ordres des lignes fondamentales. A chaque 
point Ak de multiplicite rk du premier plan correspond dans le second plan une 
ligne fondamentale ak d 'ordre rk et reciproquement, a chaque point fonclamental 
Bx du second plan de multiplicite sl correspond dans le premier plan une ligne 
fondamentale d'ordre s,. Chaque courbe fondamentale du premier plan bt a au point 
Ak un point de multiplicite akl et la meme multiplicite akl appartient dans le second 
plan a la courbe ak par rapport au point Bv Les nombres n, pk, sl9 akl satisfont aux 
relations (1)—(6). 

Clebsch a montre que le determinant \ akl\ est egal a ±n. Cette proposition 
ainsi qu ?un grand nombre de propositions analogues peut etre deduit de ce que le 
determinant Ж 0 (8) d'ordre p-\-l est un determinant orthogonal, d'ou il suit que 
ses mineurs sont egaux en valeur absolue a leurs elements correspondants. Les 
elements du determinant ( 8 ) ne peuvent pas etre exprimes par la methode de Cayley, 
parce que ce determinant s'annule quand on ajoute -f-1 aux elements de la diago-
nale principale. Les elements du determinant (8) sont en part ie imaginaires; on peut 
le transformer en un autre determinant d'ordre p, dont tous les elements sont 
reels, со determinant est 

Dans l'etude des transformations Cremoniennes il est souvent avantageux, 
comme Га remarque Roberts, de considerer les points comme des lignes d'ordre 
zero et d 'exprimer par les memes formules les transformations des lignes et celles 
des points. Pour que les formules soient applicables de cette maniore, il est necessaire 
d 'admettre que la ligne d'ordre zero a au point qu'elle represente un point multiple 
de multiplicite — 1. Ce fait, purement formel, pourrait etre complete en admet tant 
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en memo t e m p s un des po in t s in i in iment vo i s ins , et p a r su i t e i ' o rd r e d e i n t e r 
s e c t i o n de d e u x l ignes se ra i t bien — i --f- I - M , ogai au p r o d u i t d e s o r d r e s des 
d e u x l ignes . 

II pa ra i t que M. M o n t c s a n o out l e p r emie r I ' heu reuse idee d ' i n t r o d u i r e d a n s 
les n \ M « a u x * ' r emon iens des poin is f o n d a m e n t a u x e o m p l o m o n t a i r e s do mult ipl i dte 
mii le . Л ce> po in t s c o r r e s p o n d e n t d a n s le -ocond j \ m des l ignes d ' o r d r e nuL d o n t 
!e p o i n t mul t ip le est colui q u e C o m e du point co r r e spo i idan t du p r e m i e r p l a n 
au еиео 'п do hi t ra i is format i<»n Cn"monienno c o n s i d e r e e . Pour o h a e u n e de ces l ignes , 
tuns !"> n o m b r e s 2 V sonl nu ls а ГехеерНоп du n o m b r e it, — i , «{ui c o r r e s p o n d 
au imint do I ' a u t r e plan qui so r a t l a o h e a ce t t e i i i a m . I . ' int nniucl ion d a n s It's r e s o a u x 
4 ' r emoniens do cos po in t s f o n d a i n c u t a u x do muh ip i i e i i o nulle el des l ignes cor-
rt'^poiidaiitc^s d ' o r d r e uul p e i m e t de m o i t r e 4 o i i s une i .»nuo tn-s s imple les r e s u l t a t s 
de !a compos i t ion de plusiour> trnn>l« r m a t i o u s * ' r e inon lennes . Si Гоп a une t rans for 
ma t ion i r e m o n i e u n e Г ( н , /-,, л';, 7 , T ' <чоге 1"л p l a n - / ' . V el une a n t r e t n u i s f o r m a -
' ion ^Yenionienne ("(п', /\, у! ) рцИч* les р]ап^ cos d< iux t r ans fn rma-
tir»!.> < ' t amis^ ; , t oilire, ios p l ans / \ / / une n o u \ e ! i e t r a n s f o r m a t i o n < ' r e m o n i e u n e 

» ' •> ' . ^ ' . , 7 - " / ; \ Ku i n t r o d u i s a u t d e s poin ts et des l ignes to nda m < • n t a i es a u x i I i a i re s 
nu pout faire que i t s d e u x r< ; soaux sjiue-> dam> lo p lan V aient les memos po in t s 
'omia m e n t a u x . M o r s ios deux t r a n s f o r m a t i o n s r r e m o n i e u n e s ( \ ( " a n r o n t le т ё ш е 
n o m h r e *\i-< po in t s f o i i d a m e n t a u x , <•! !a t ramslorma I ion ('" sera delinio pa 1 , les 

I - ' U M O U I O S i 1 3 ) - - h o <*es jorniules la •;!<>) n'a pas ete donneo j n s q u ' i c i , p r o o a -
e l emen t parco que on s 'es t pou occupe des n o m b r e s ikl. 

Les formules fl3)—-(16) p e r m e i t e n t d o m e t t r e sous une forme fres s imp le It* 
r e l a t i o n e n t r e ia t r a n s i o r m a t i o n c o m p o s e e ('" et l e s t r a n s f o r m a t i o n s С, С Mtdt i -
idions p a r - 1 ia p r e m i e r e o o l o n n o et les p d e r n i e r e s l ignes du d e t e r m i n a n t M 
\*Y. Nous o b t i e n d r o n s a ins i le d e t e r m i n a n t Ж (17 ) , Si l'on d e s i g n e par ilf, M\ i l / " 
l es e x p r e s s i o n s d u d e t e r m i n a n t У p o u r les i r a n s f o r m a l i o n s f , < f " , Ton aura 

M" M. M' 

en a y a n t soin de mu l t i p l i e r les l ignes d e M pa r ios c o l o n n e s d e M! 

PuLsqifon peu t a j o u t e r a c h a q u e r e s e a u C r e m o n i e n u n n o m b r e a r b i t r a i r e d e 
( ) o i i H s f o n d a m e n t a u x d ' o r d r e nuJ, il es t e v i d e n t q u 1 a cha(pie t r a n s f o r m a t i o n Cre -
u ion ioune p e u v e n t c o r r e s p o n d r o difTorentes formes du d o t e r m i n a n t M: ces formes 
p o u vent so d i s t i n g u e r e n o u t r e p a r I ' o rd ro d e s l ignes et des c o l o n n e s , ce q u i if a 
pa s (T impor t ance p o u r l e d e t e r m i n a n t M en l u i - m e m e , m a i s d e v i e n t essen t ie l q u a n d 
on mul t ip l i e deux d e t e r m i n a n t s , Des ignons p a r ie s y m b o l e ( С , M) la t r a n s f o r m a 
t ion С unie a u n e forme d e t e r m i n e e uu d e t e r m i n a n t c o r r e s p o n d a n t i l / . M o r s t o u t e s 
l es t r a n s f o r m a t i o n s (C\ M) a p p o i n t s f o n d a m e n t a u x fo rmeron t un g r o u p e d o n t la 
g e n e r a t i o n est dei inie p a r la fo rmule M,;M.M'. Ce i r roupe possede la t r a n s 
fo rmat ion i d e n t i q u e 

— 1 0 и . . . и 
<J — I п , о 
О н —. 1 . . . () 

О, о, 0 . . — 1 

i ' ^ e m d i i a n t d ' une t r a i b b ' i r u . j • I U J . iu \ 4's«' s ' o b t i e n t en i n U M ' c h a n g e a n t l e s l ignes 
•1 U»s с nin-s du d e v r u i l n a - r p r i ^ i i l i i . i! es t evident q u e les t r a n s f o r m a t i < m s a we. 

^ *e /»' • / ' i»* p o i n t s e M i d . r o n 4 «J.>; " ' ч т ^ un s o u s - g r o u p e du g r o u p e c o n s i d e r e , 

http://eMid.ro
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On pout \ o i r que ces g r o u p e s sont t imes p o u r - •.. •.» et c l i m e s p o u r # 

P a s s o n s a u x so lu t ions a r i t h m c t i q u e s des e q u a t i o n s ( i ) . A lo r s il n ' o x i s t c p a s 

do n o m b r e s akl s a t i s f a i san t aux e q u a t i o n s ( 2 ) — ( ( ; ) , et Ios n o m b r e s rk def inissent 

b ien e n c o r e u n e famille d e l ignes d ' o r d r e n, m a t s se s l i g n e s n e torment p lu s un 

r e s e a u h o m a l o i d e . T o u t e s c e t t c s l ignes p o s s e d e n t en c o m m u n u n e ou p i u s i e u r s l ignes 

u a i c u r s a l e s . D a n s ce c a s si n o u s for m e n s a u n iuyen des n o m b r e s r,, u n e famille d e 

i gnes el que n o u s en a b a i s s i o n s Pordre. ou m o y e n d a m c e r t a i n n o m b r e d e t r ans fo r -

ina t i ons q u a d r a t i q u e s , n o u s a r r i v e r o n s fma iemont a un s y s t e m e d e s o l u t i o n s d e s 

e q u a t i o n s < I ) , ou q u e l q u e s - u n s d e s n o m b r e s r c levieiment n e g a t i f s . Cola m o n t r e que 

les l i gnes du s y s t e m e so:at des l ignes c o m p o s e e s e o n t e n a n t tonic s une- l igne de d e g r o 

mi l . En e x e c u t a n t los t r a n s f o r m a t i o n s inverses ' c e t t e demi«Te ; ;gne >e t r a n s f o r m e en 

une l igne un icursa le . . 

1! peu t a r r i v e r quo c e t t e d e c o m p o s i t i o n p u k s e tr** p o u - ^ ' o pbis ioin; a l o r s les 

l i g n e s du s y s t o m e au rwu t en c o m m u n p ius ieurs Ik nes , o . J o differents o r d r e s . 

T o u t e s ces l ignes i e so r o n c o n t r e n t e i . t iv e d - s t r e n e e n u v n t les p a r t i e s 

v a r i a b l e s d e s l ignes du s y s t o m e q u a u x p o i n t s i o n d a n - е о и о ч . 

En e t u d i a n t les p a r t i e s va r i ab le s d"s c o u r b e s du - у м cm* . a Pe\c lusb>n d e s 

p a r t i e s c o m m u n i s qui v i e n n e n t d ' e t r e Mguak-es , o» volt d ' a p v * les formules ( 2 U ) 
q u e si les l ignes du s y s t o m e ne c o n t i e n n e n t qu* une p a r t i e e a n m u m e , la d imension, 

du s y s t e m e r e s t e e g a l e a 2, e e s t a d i r e q u e ie s y s t e m e r e s t e un r e s e a u , ma i s qu'il 

n ' e s t p lus c o m p o s e des cou rbes u n i e u r s a l e s , т а к des c o u r b e s du g e e r e u n . S11 у 

a v a i t d a n s le s y s t e m e p i u s i e u r s c o u r b e s c o m m u n e s , Jo go .v des c o u r b e s r e s t a n t e s 

s ' e l evera i t en c o n s e q u e n c e . Si les c o u r b e s o n m m i i n e s - mt m l i ip les , a k r s non s e u l e -

m e n t le g e n r e des c o u r b e s c h a n g e , m a i s ia d i m e n s i o n en .vsoau c h a n g e a u s s i 

et il se t r a n s f o r m e en faiseeau e t m e m e cm un n o m b r e tini de l ignes . E n d e s i g n a n t 

p a r // la mu l t i p l i c i t e de la c o u r b e c o m m u n e , p a r It la d i m e n s i o n du s y s t e m e r o s t a n t , 

p a r g le g e n r e des c o u r b e s r e s t a n t e s , Pun a 

h' - 2 — I a (a — 1 ) , <j — 1 — .;- (// 1) < // — 2 ) . 

On voit qu i 1 la famille de s c o u r b e s n e peut pe s e o n t e n i r do l ignes c o m m u n e s 

de mul t ip l i c i t e supe r i eu ro a d e u x et qu ' e l l e ne pent p a s e o n t e n i r p lus cPune l igne 

c o m m u n e d o u b l e . Cela ne signifie p a s que les e q u a t i o n s ( I I ( 2 ) n e puissmi t p a s 

avo i r d ' a u t r e s so lu t ions a r i t h m o t i q u o s , ma is ces so lu t i ons u ' o n t a u c u n e s ignif icat ion 

g e o m e t r i q u e . 

Si la famille d e s l ignes sa t i s fa i san t a u x e q u a t i o n s C r e m o n i e n n e s (Г* ( Г ) n e 

o m t i c n t q u ' u n e l igne c o m m u n e , c e t t e famille p e n t t o u j o u r s e t r e t r a n s f o r m e e en u n e 

f a m i l l e . d e c o u r b e s du 4 - c m e o r d r e a y a n i en c o m m u n 2 p o i n t s d o u b l e s e t 6 p o i n t s 

s i m p l e s , et en une d r o i t e p a s s a n t p a r l e s d e u x p o i n t s d o u b l e s . 

D e m e m o , c h a q u e famille sa t i s fa i san t a u x monies e q u a t i o n s et e o n t e n a n t d e u x 

ligmes c o m m u n e s p e u t e t r e t r a n s f o r m e e en Pune d e s d e u x formes suivant.es: en u n e 

famille de c o u r b e s du 7-eme o r d r e a v e c un po in t c o m m u n q u a d r u p l e , d e u x t r i p l e s , 

un d o u b l e et 7 s imples a v e c d e u x d ro i t e s p a s s a n t c h a c u n e p a r ie p o i n t q u a d r u p l e 

et- u n poin t t r i p l e , ou bien en une famille de c o u r b e s du 11 -e rne o r d r e a v e c u n 

point q u i n t u p l e d e u x q u a d r u p l e s et 8 d o u b l e s , a v e c d e u x d r o i t e s pas san t c h a c u n e 

p a r le point q u i n t u p l e et p a r P u n des p o i n t s q u a d r u p l e s . 

Si Pou a u n e r amb le a r i t h m e t i q u e d ' o r d r e ы iPayaut q u k m e c o u r b e c o m m u n e 

P o r d r e de c e t t e e o u r h e ne p o u r r a d e p a s s e r m °« 

http://famille.de
http://suivant.es


К таблицам Кремоновых чисел первых 21 порядка, 
Б- К, Млодзеевский, 

Как и , ,Б*ч:ао, всякое Кргллово:л> .)pe<tfрал*ра-л1е между двум.; I U . V X I - C U I M R 

V определяетелк елп* в каждой г \ . - : < * к ы ' п : -аны мфедслеыл ге сои: кривы ч 9 

которым Б другой плоска п з еоогал^цло ' л м . :рл\п;л: ланий, Зт^--та:с называемы л 
К р е м о н л в и с е : с К /да дача Кро:»л"л ,>па л\ , и < «>"»нпй на двух пло- когтей, л > 

'ijv вчогао ог.рсделе* характер K*p° w 1 -аанил; (т-^ы -кончлгг.г.по 
• пренла 'ь , " V - ч-* преобразование, а^гио г >ль;; о. . Р таг:.- пс o n - И Х П . Ь . С К О С / Л ' < 

".«''Ы{.г »r;j!.i ••«) .г; - тствующю ]< чо;^ '*м>л i'* * Кре >!<>.л>в >ю «-^тью ' ' . .первой :LV -

• К О С О Й ус^а-и члшваслсо о на в г. 7 .0, ; гд^скопи другая Крем шова ее' ь, крив; in 
.г *-v й e n ть'"*етв \ Ю 1 прямсм лианам ь по >й п . Ъ ' Ч - ' . ти. с. кагора;: талыва<ч я 
ллч.и с и :т р и я е н и с .<> нерв )ii eeia; ч е в и 1 н - \ что >л д^ьтже^восп двуу Кремопо • 
ч.,:х •'**»г,»й в? шмаа. Кажхая Kpev. ч;а t o r * Хар"л:герт >,< *ея крагапетя^и кривых 
в -°е v ^огл:-и гочка;. или, к Ф « » Ч С \ крд'июплл' i и, п с н л в и г л г чек. Числа, вы
сылающие эти *р-;тн'-сти, н а з ы в а й с я К р-н >-* и в s; м ii ч и с л а м и чанной ее: и. 
лсла нам дллла Каем ш-.»вы числа > • - > , ооотьетегрумише о основном течкам 
Кре^*н<л»еи сети, .о У Г И М вполчо определяется чаравлео отой сети; вместе с "ем 
'ирсделяьяся и числа '.\ олреде ипчлпе кра 1яоел ь каждой о--новний кривой О, 

?тп]\ с,етп в ь а ж и н осгпвнмЗ ю ч к е 4 u Еегл в первой сети ч : чло*ксети / ' чы 
a Mi с у /, оси звных гочек .4,, . Л f с кратное .ямп / -. >' . , „ / } и такое 
же число основных кривых л,, . . />> иоря . :Ков \ . ^ , . . п если кричал 
• име^т в tiOHipe .1 кратмую ючг-у в е р т к а *4-(,, 7 . как члкачал Кремона, сеть, 
' •пряженная данной и расположенная? г второй плоек<>етс, имеет/-» основных 
точек П { . />*2 . , Д о кратностями л , . . , ^ и и основных кривых 

л , . af: при том каждой ^еплвнпи точке n.ni F соответствует в дру~ 
.ой п л о с к о е ы н о в н а а кривая а. ила при «.ем порядок V O H O B H O H кривой всегда 
ргпел крат -пета 'Ч-ответствую1Н.ей eii cai >вн 4 течки л[>уюй плоскости. Кр ж е 
го- . сгнов ;ал крива ; » ичюа .ч*за ш^'ет ь опювиой г-)чке ft точку г.лсоП 
ж о кратности 2 1 ( , какуь- кривая ^ неоглй cein пмесг в основной точке Лк топ 
л; 4 ceiai. О с к и - . виды », ч о изысьавпе J J C O \ 1\ремонов.лх сетей данного порядка 
'водится нрежд« всего к иахожк^шю в *е?. систем и^^емоаовых чисел для различ
ных сетей этого порядка и а,,тем к установлению для каждой сети сети ей 
сопряженной. 

Как было указано в моей статье „К, теорий Кремоновых преобразований' ' 9 

лисла г, . . . rp% s\ , . . ,s f, характеризующие ce ib . и порядок сети п должны 
удовлетворять следующим, соотношениям: 

2J iy •• • ri 1, 2 ; г, — :j (t, ~ I 

^ ^ . _ - , ^ ~ i f 2 ; . ч 2 - . . ч ( | ? - - i ) . 
л • . 1 

Таким образом для определения всех Кремоновых сетей л-го порядка мы 
лрежле всего должны решить в целых положительных числах систему уравнений (1). 
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O.iпаки не всякое р е ш е н и е о т а х у р а в н е н и й д а е т К р е м о н о в у с е т ь : н е к о т о р ы е 

ил отих р е ш е н и й соответствуют р а с п а д а ю щ и м с я к р и в ы м , не о б р а з у ю щ и м К р е м о 

новой сети , к а к это ныло у к а з а н о в п р е д ы д у щ е й с т а т ь е . Т а к и м о б р а т о м со 

л о м а < 1) имеет кроме „ г е о м е т р и ч е с к и х " ретпенгй , д а ю щ и х К р е м о н о в ы с е т и , егде 

р е ш е н и я „ а р и ф м е т и ч е с к и е " , не з а ю щ и с т а к и х ' с е т е й : отя н а з в а н и и п р и н а д л е ж а , 

.fuisijuicres H i i o r n a i e tli M a ' e m a t i c h - * , i . - 4 , 1 8 % ) . Поэтому , н а й д я все целы , 1 ре

ш е н и я у р а в н е н и й \1) тля данного о, мы должны е щ о затем у з н а т ь , к о т о р ы е гл 

>тнх р е ш е н и й таю г К о е ч о н о в ы сетч . Т а к о й способ и з ы с к а н и я К 'ремоновых сеток 

пробует м н о ю л и ш н и х в ы ч и с л е н и и , гак к а к в нем мы радом с н у ж н ы м и р е ш е 

ниями п о л у ч а е м и много п о с т о р о н н и х . Велетслвш' этого : а к о й способ н а х г л а с и л 

К р е м о н о в ы х преобразование ; удобен ixui ко в п р о с т е й ш и х с л у ч а я х : т а к , Е М ц ч ; а , -

".«»1;ал<-я сам К р е м л ш ( d i o r a a i e di Mabnna t iVhe , i. Л , 1565 / для о п р е ю л е н и я се ; ей 

к ф в ы х ю е я т и п о р я д к о в . . l o i b j i i i e r e N f i ; i n n i a : o di M a t o : - - a U c h r . i. 2 4 , l v 4 v i i „ ; 

" iccoo п о л у ч а т ь из р е ш е н и и у р а в н е н и й для д а н н о ю о р е ш е н и я д л я ы н н о г о ?/' ъ 

Иго способ о ч е ч ь сложен , и X O I H од сравнигел1но п р о щ е д л я о 1, но и з 

огом с л у ч а е он т р е б у е т довольно б о л ь ш и х вычислений . К р о м е т о ю , способ .Ке.-

fo . i e r r s л и ш е н т н г о е д и н с т в е н н о ю п р е и м у щ е с т в а , к о т о р о е могло бы з а с т а в и т ь 

лр -мпичесть н е п о с р е д с т в е н н о е р е ш е н и е у р а в н е н и й тем более удобным приемам, 

л о ^ о р ы е будут у к а з а н ы н и ж е ; в : лом способе к а ж д о е р е ш е н и е п о л у ч а е т с я т о л ь к о 

да о с н о в а н и и других р е ш е н и й , р а н е е известных и с о о т в е т с т в у ю щ и х меньшим :<на-

з е н п я м числа // . Сам k o e p n e r e s применил свой метод к н а х о ж д е н и ю К'ремоновых 

п р е о б р а з о в а н и й 12-го и 13-го п о р я д к а . С т о л ь же с л о ж н ы м я в л я е т с я и "мето.. 

Kuffini ( M e m o r i e u e l f A e c a d e m i a di B o b g n a , Мог. Ь i . 8 , I 3 " 7 : 1 Л » , 1 8 7 8 л 

Н е с м о т р я на у к а з а н н ы е н е д и е м т к и , я все же п о л ь з о в а л с я методом н е п о с р е д 

с т в е н н о г о р е ш е н и я у р а в н е н и й и , как c p e i / т в о м п р о в е р к а т е х в ы ч и с л е н и й , к о ю -

рые я производил другим, у к а з а н н ы м н и ж е , более удобным способом. Пршш, 

которым л при атом п о л ь з о в а л с я , бли .лж к методу К ш Т т з , но п р о щ е его . 1>о- з 

1ем С О С Т О И Т лгот прием. У р а в н е н и я « h можно представит:., в другом виде следу

ющим о б р а з о м . Пусть 7.j. у.2: . . . 2 , • б у д у т числа - но п ш х точек сети, ш л 

ющих соответственные кратности 1 , 2 . . . н 1. л р п л ем н е к о т о р ы е ил э : и х 

чисел могут быть р а в в ы нулю. Т о г д а у р а в н е н и я (1 . п р и м у : с л е д у ю щ и й зи i, 

2] - 5 4 х> У а . . . . - < >< l y 2 i H -: - • ' — 1 \ 0 

2, \- '2 2 , о 2 . . . . • ' / / — 1 } 2 н ~ - > — I | 

П р и с т у п а я к р е ш е н и ю у р а в н е н и й »2) мы прежде !'еег> можем у с т р а н и л , то 

р е ш е н и я , к о т о р ы й явно не я в л я ю т с я „ г е ^ м е т р и ч е е к п м и ' л т а к к а к соответствую 1 ; 

р а с п а д а ю щ и м с я к р и в ы м . 'Ото :е р е ш е н и и , в к о т о р ы х сумма, д в у х в ы с ш и х к р а т н о 

стей б о л ь ш е } L или с \мма п а т е высших к р а т н о с т е й б о л ь ш е 2 л , и, в о о о л з л те 

[решения, в к о т о р ы х в ы с ш а я к р а т н о е г., у м н о ж е н н а я на v : - К и з л о ж е н н а я с к р а л 

достямч с л е д у ю щ и х 2 /" с т а р ш и х центров щ е г в сумме Н Е С Л О , б о л ь ш е е тп, le i i -

• гвительно , в зтзм с л у ч а е м л можем пр »ве«-ти ч е р е з от-л 2"< ' I /очек криву. 

,"-го п о р я д к а , имен,шлю в з е н т р е в ы с ш е й кратности >л-~ 1-т;ра:ную точку—-кр:<:-

зую doiH-)ii!ore> f или и ;оло! п ч е с к \ ю , —-н т а к а я к р и в а я имела бы со всеми к р п т / м з 

з л и б о л е е , веж. л;: >гн о<'ших т л е л л T t . ^ входила б т* в о л и к р и в ы е , к а к чалю 

Кроме '»тих не „ г е о м е т р и ч е с к и х - р-лпенид существуют и д р у г и е : но , ш> к р а й н е е 

^ е р е , для •>*, не превышающего 2 2 . от-л немноючисленкь: к легко устранима 
з о с т е п е н н ы м понижением п о р я д к а " 'леи помощи киадрати"1г л про* бракований , 

лак это будет указало ниже. 



П р е ж д е чем перейти к р е ш е н и ю уравнений Н2К шлтеввм н е с к о л ь к о о б о з н а ч е 
ния. Р а с п р е д е л и м , к а к в ы ш е , все основные о 1 ли Л.у f, . . . Лр н а ш е й К р е м о 
новой сети в групоы, соединяя в одну группу го т - д и , в к о т о р ы х в с е о с н о в н ы е 
кривые этой сети имеют точки одинаковой крд ллтле. »-подначим чорез 2 К число 
-сковных точек кратности /л Представив л р а . н . м и я лЗ • в ви ю 

ч - Л и• 1 
2 к- zL /г — .1; 2 к тз : Зон - 1) (3) 

О б р а т и м с я к р е ш е н и ю этих уравнений в ч и с л а х ц е л ы х и п о л о ж и т е л ь н ы х . 
Положим, что мы у ж е нашли значении неизвестных аг„... ь а*. •> . . . 2, r t.>.ь Внося 
•:и з н а ч е н и я в уравнения ( 3 ) и п е р е н о с я н а й д е н н ы е члены в правую ч а с т ь , 

3 / Лузим 

2 / г ^ , н1 — 1 — Г к'1
 2 К > 2 к 7Ч :> (н — t) — 2" /,• 2 , . 

П о л а г а я здесь 

п1 — I — 'z'k- а , чгл, 3 OA - i i 1 4 7 , - - htii, (4) 

лу /нем иметь 

2 4 - 2 , • а1П. — -а) 

Так как в (У) указатель к имеет значения, заключающиеся между 0 и //л 
Г О л гСЮла с л е д у е т 

. 2 4 V 'кк:1 а, itiZU'i,. 

IT * с г • чу у р а д . к с м в ч р ) могут иметь ц е л ы е положительные (или нулевые 
vi . аия л-льк" о л л* уча е. если 

оамешгя .л,есь л* через т •- I, будем иметь при /л'"; • L 

— т у.; • . >! и — w'1 ;р k л л ••— ! I op. — */iavt I . ! ~К 

'лгеюда н а х о д и м тва д р е д е л а для a m : 

• 6 н п з , . , - ; - - л ч 

/ / I , . " ( » > / ( — 1 -

дгт неравенства будут совместимы, если о м л ом. удовлетворяют неравен-
Пулы о м е з ь , ре ..ал у р а в н е н и я <<̂ 'л M J . клшлг '-пел - 7 . . - , 7., , . i.t -. 

' f з м дли У. >( v " будем браг» все з н а ч е н и е уйоклогворяюишг н е р а в е н с т в а м 
. oi' з а ж о л к а; лпх значений опре .,еля»-*г • t л , / / J ^ . „ п 4 . ''„. — 7-„ • 
.t. 'м находю- :ялл:м ;е образом з н а ч е н и я 7 , и неггуиа^и таким образом дальше, 

•ка се д«>:*<у\; :о винчений чисел л, л ; , ракпых н у л ь . 
' hv • им .лес- огл';н случаи н е р а в е н е . в п<К к,лзз>ым мы будем п о л ь з о в а т ь с я 

• Л« 'ДС' р п и . Пи у т ь о б о з н а ч а е т н а и в ы с ш у ю к [ а р н о с т ь -снопных т о ч е к для 
л и г л - п Кр. меновой с е т и . ^ о г д л <р( и ' \ (

 ?Ч \ г р..вин <*о».дг.егсгвенн" У 1 I v 
>ол 1 1 , Е мл полуд-, ч кз второго нерзлe.H, iг,.; (Г) 

n -i • 1 



Это н е р а в е н с т в о д а е т нижний п р е д е л н а и б о л ь ш е й кратности основных точ-к 
д л я каждом К р е м о н о в о й сети. 

И з л о ж е н н ы й здесь метод может п о к а з а т ь с я с л о ж н ы м : на самом деле, up а 
н е к о т о р о м н а в ы к е , он д о в о л ь н о с к о р о приводит к р е з у л ь т а т у . 

Как было у к а з а н о в ы ш е , методы, о с н о в а н н ы е н а н е п о с р е д с т в е н н о м р е ш е н и и 
у р а в н е н и й ( 3 ) , имеют тот с у щ е с т в е н н ы й н е д о с т а т о к , что р я д о м с „ г е о м е т р и ч е 
скими*' р е ш е н и я м и , п р и в о д я щ и м и к К р е м о н о в ы м с е т я м , они д а ю т и р е ш е н и я 
„ а р и ф м е т и ч е с к и е * , посторонние д л я н а ш е й з а д а ч и . П о э т о м у , при н а х о ж д е н и и Кре
м о н о в ы х сетей б о л е е в ы с о к и х п о р я д к о в , д о л ж н а б ы л а в о з н и к н у т ь п о т р е б н о с т ь в 
п р и е м а х , у с т р а н я ю щ и х т а к и е посторонние р е ш е н и я . Н а с к о л ь к о мне и з в е с т н о , пер 
вый ш а г в этом н а п р а в л е н и и с д е л а н M o n l e s a n o ( K e n d i e o n t i de l l 1 A c c a d e m i a di 
Napo l i ( 3 ) , t . X I , 1 9 0 5 ) . M o n t e s a n o р а с п р е д е л я е т г о м а л о и д и ч е с к и е ( К р е м о н о в ы ) 
сети не по их п о р я д к а м , а но их к л а с с а м , или у к а з а т е л я м , при чем иод у к а з а т е 
лем Ь сети р а з у м е е т с я р а з н о с т ь п — г между порядком сети и к р а т н о с т ь ю его 
в ы с ш е й основной т о ч к и . Метод M o n t e s a n o о ч е н ь остроумен и основан на после
д о в а т е л ь н о м применении п р е о б р а з о в а н и й J o n q u i e r e s ' a , или п з о л о г и ч е с к и х , т . - е . т а 
к и х К р е м о н о в ы х п р е о б р а з о в а н и й п-то п о р я д к а , в к о т о р ы х К р е м о н о в ы сети имеют 
один ц е н т р п о р я д к а л — 1 и 2(п 1) центров первого п о р я д к а . M o n t e s a n o с в о 
дит з а д а ч у об о п р е д е л е н и и всех сетей д а н н о г о к л а с с а к о п р е д е л е н и ю н е к о т о р ы х 
о с о б ы х К р е м о н о в ы х с е т е й , к о т о р ы е он н а з ы в а е т п р о с т ы м и ; это т а к и е сети, з 
к о т о р ы х есть не б о л е е д в у х ц е н т р о в , сумма к р а т н о с т е й к о т о р ы х р а в н а п о р я д к у 
'а с е т и . В свою оч е ре дь о п р е д е л е н и е простых сетей п р и в о д и т с я к н а х о ж д е н и ю сетей 
п е р в и ч н ы х . Сетью первичной с у к а з а т е л е м h в одной нз основных т о ч е к А{ н а з ы 
в а е т с я т а к а я сеть , что в о б о з н а ч е н и я х р а в е н с т в ( 1 ) : I) г, ~* п — h, 2) /з (7т ' > 1) р а в н о 

h И Л И гк . . • Кеди Лл не есть о с н о в н а я т о ч к а в собственном смысле , то мы ее 

принимаем з а оеяовнуч» т о ч к у н у л е в о й к р а т н о с т и и тогда Ь. ---п. C r e m o n a в с в о е й 
е р в о й работе н а ш е л все сети ч е т ы р е х п е р в ы х к л а с с о в . В м е м у а р е M o n t e s a n o даны 

в г ,е п р о с т ы е сети п е р в ы х семи к л а с с о в и все п е р в и ч н ы е сети п е р в ы х д е в я т и классов, 
Метод M o n l e s a n o имеет то д о с т о и н с т в о , что он д а е т п р я м ы м в ы ч и с л е н и е м 

только г е о м е т р и ч е с к и е р е ш е н и я у р а в н е н и и , но с а м ы е в ы ч и с л е н и я д о в о л ь н о с л о ж н ы 
и п о л у ч а ю щ и е с я сети р а с п о л а г а ю т с я не в естественном п о р я д к е их с т е п е н е й . По
этому я п р е д п р и н я л в ы ч и с л е н и е К р е м о н о в ы х сетей п е р в ы х 22 п о р я д к а по дру
гому способу , основанному на з а м е ч а н и и Clifford'а о р а з л о ж и м о с т и к а ж д о г о Кре
м о н о в а п р е о б р а з о в а н и я на к в а д р а т и ч н ы е . > г о т способ п о з в о л я е т в е с ь м а л е г к о вы
ч и с л я т ь К р е м о н о в ы сети л - го п о р я д к а , з н а я сети всех н и з ш и х п о р я д к о в и п о л ь 
з у я с ь одним з а м е ч а н и е м M o n t e s a n o , с д е л а н н ы м в его упомянутом в ы ш е м е м у а р е . 
К о г д а м о я р а б о т а б ы л а уже з а к о н ч е н а , я п о з н а к о м и л с я с р а б о т о ю M o n t e s a n o 
I ffruppi C r e m o n i a n i di numor i (Alt! de l l*Accademia di Napo l i ( 2 ) t . 1 5 , 1 9 1 4 ) , где 
п р и н я т ы й мною метод п р и м е н я е т с я к и з у ч е н и ю р а з л и ч н ы х с в о й с т в К р е м о н о в ы х 
сетей . Вместе с тем в этой с т а т ь е M o n l e s a n o у п о м и н а е т , что в 1 9 0 8 — 1 0 гг . 
Т u m m а г е 11 о и М а. г г а /. / о в ы ч и с л и л и т а б л и ц ы К р е м о н о в ы х с е т е й , п е р в ы й — 
14 и 1J п о р я д к о в , второй - - 1 С — 2 3 п о р я д к о в . Т а к к а к и х р а б о т ы остались н е о п у 
б л и к о в а н н ы м и , то я с ч е л п о л е з н ы м н а п е ч а т а т ь с о с т а в л е н н ы е мною т а б л и ц ы , тем 
более , что они с о д е р ж а т н е к о т о р ы е д о п о л н и т е л ь н ы е д а н н ы е , о к о т о р ы х я с к а ж у 
н и ж е . 

П у с т ь мы: имеем К р е м о н о в у сеть Sn п о р я д к а п с основными т о ч к а м и Л,, 
Л,...А.Г. п р е д с т а в л я ю щ и м и для всех к р и в ы х сети к р а т н ы е т о ч к и п о р я д к о в 



/j ) • , , . . i 1) с л у ч а е н а х о ' н л и , мы б\д.-м и р п ч и е л я ы , к основным т о ч к а м н 
о п р е д е л е н н ы е о б ы к н о в е н н ы е ^ и к л . -й п л о с к о е н , в к о т о р о й р а с п о л о ж е н а . с е т ь 
не я в л я ю щ и е с я основными т о ч к а м и в ч б е т г е н н о м смысле с л о в а ; когда это будет 
нужно, мы будем принимать к а ж д у ю т лсую т о ч к у з а основную точку с к р а т н о с т ь ю , 
равною н у л ю . Пели мы подвергнем i е i ь . \ к в а д р а т и ч н о м у п р е о б р а з о в а н и ю , поме
стив три ц е н т р а последнего : основных ючкатх Л , Л . , Л сети , то получим но
вую Кремоной}' сеть \ , при л м е- п -р* док и к р м н о е т ь сеги в трех новых цен
т р а х определяет - я из ] ормул 

2 > Л ; М , | 

л\ - - н _ ( г ; 4 - г , ) , | 
j \ =...- У, — {У. -; • ГЛ. J 

ллн, п о л а г а я 

^ л:,-1 >/—,/ * f i b 

О с т а л ь н ы е основные точки сети SrJ не я в л я ю щ и е с я центрами у к а з а н н о г о в ы ш е 
к в а д р а т и ч н о г о п р е о б р а з о в а н и я , п р е в р а щ а ю т с я в основные т о ч к и новой сети . \ 
с п р е ж н е ю к р а т н о с т ь ю . Таким образом 

'V'-- г<л 7 " : г / ' ^ ^ 

Формулы (11) п о к а з ы в а ю т , что если сумма у к а з а т е л е й гк — г, б о л ь ш е 
п о р я д к а сети л, то п о р я д о к п р е о б р а з о в а н н о й сети */ будет н и ж е п е р в о н а ч а л ь н о г о 
п о р я д к а JL И з в е с т н о , что в каждой К р е м о н о в о й сети есть по к р а й н е й мере одна 
группа из трех ц е н т р о в , к р а т н о с т и которых у д о в л е т в о р я ю т условию 

У --у)\ / / > н. (12 

д е й с т в и т е л ь н о , еще Х<аЬег и K o s a n e s з а м е т и л и , что дли т р е х основных т<<чек 
в ы с ш е й к р а т н о с т и всегда имеет место неравенство 

л, -~ - / — - У% ">> Л. \ 1-У 

Н а и б о л е е простое д о к а з а т е л ь с т в о этого основного п р е д л о ж е н и я было дано мною 
е 29 томе „ М а т е м а т и ч е с к о г о Сборника". В с в о е й статье J g r u p p i C r e m o n i a n i di 
n n m e r r M o n t e s a n o п о к а з а л , что при и ; 2 этим свойством обладает т а к ж е и сумма 
Л ЛрГЛ | - / т . 

Т а к и м о б р а з о м , п о м е щ а я центры к в а д р а т и ч н о г о п р е о б р а з о в а н и я в к а к и х -
нибудь трех основных т о ч к а х сети .Ч ;, у д о в л е т в о р я ю щ и х условию (12), мы получим 
сеть N более низкого п о р я д к а , при чем п о р я д о к новой сети будет тем н и ж е , чем 
б о л ь ш е сумма у к а з а т е л е й о 4 - л ~ - г , и будет всего н и ж е , если мы поместим 
ц е н т р ы к в а д р а т и ч н о г о п р е о б р а з о в а н и я в т р е х в ы с ш и х о с н о в н ы х т о ч к а х сети Sti, 
П о д в е р г а я п о л у ч е н н у ю сеть л п новому к в а д р а т и ч н о м у п р е о б р а з о в а н и ю , мы мо
жем еще п о н и з и т ь ее п о р я д о к и. таким о б р а з о м , можем свести п о р я д о к Креюон-..-
в е и сети с о-го до п е р в о г о , т . -е , п р е в р а т и т ь д а н н у ю сеть в сеть п р я м ы х л и н и й . 
Т а к кат: к а ж д о й К р е м о н о в о й сети с о о т в е т с т в у е т определенное К р е м о н о в о пре
образование , к о т о р ы м эта сеть п р е о б р а з у е т с я в сеть п р я м ы х , то отсюда следует . 



— 4 0 

что к а ж д о е Кремоново преобразование общего х а р а к т е р а может быть разложено 
н а р я д квадратичных преобразований. О ч е в и д н о , что если мы проделаем в о б р а т 
ном п о р я д к е те квадратичные преобразования, которыми сеть Sri превращается в 
сеть п р я м ы х линий, то мы вновь получим из сети прямых нашу сеть Sn. Отсюда 
мы п о л у ч а е м возможность строить Кремоновы сети высших порядков, зная К р е 
моновы сети низших п о р я д к о в , Действительно, из ф о р м у л (10) видно, что если 

н мы положим 

" ~~~ гк — г, - f. ( 1 4 
то будем иметь 

it' ~:~ П ' - г , 

/'',- = t'' j. —~ У j. ' • •' t , Г, = Г{

 l - t , (15) 

Т а к и м образом,, мы имеем следующий сиособ п о л у ч е н и я всех К р е м о н о в ы х сетей 

данного п о р я д к а V, если известны все сети п о р я д к о в п < \ \ \ В ы б и р а е м в к а ж д о й 

сети Sn три о сновных т о ч к и , к р а т н о с т и к о т о р ы х у х о в л е т в о р я ю т условию 

// — у. — >* Г; =- X )(, 

или 

г ; -р- >*,. -f~ У/ — 2 и Л', (Ц\ | 

Принимая эти три т о ч к и за центры к в а т р а т и ч н о г о п р е о б р а з о в а н и я , мы получим 

из сети Su одну из искомых К р е м о н о в ы х сетей п о р я д к а X. 
Этот метод в том виде , к а к он здесь и з л о ж е н , имеет гот н е д о с т а т о к , что в 

нем одна и т а же сеть может п о л у ч и т ь с я н е с к о л ь к о раз из разных сетей н и з ш и х 

п о р я д к о в . Т а к , например, сеть восьмого порядка .V 8----1 5, 3 3 , 2 2, 3 1, и м е ю щ а я 

одну основную т о ч к у к р а т н о с т и 5 , три к р а т н о с т и 3 , две кратности 2 и три крат 

ности I , может быть п о л у ч е н а при помощи с о о т в е т с т в у ю щ и х к в а д р а т и ч н ы х п р е 

о б р а з о в а н и й из следующих пяти сетей н и з ш и х п о р я д к о в : 

Х-=- = 1 5 , 5 2, : П , М - 1 4, 3 3 , 5 1 , \ 7 = 1 4 , 2 3 , 3 2 , 2 1 , S, == 3 3 , I 2, 4 1 
\ = Л З , 3 2 , 3 1 . 

Для отого нужно б р а т ь центры о г их квадратичных п р е о б р а з о в а н и й соответственно 

в о сно вны х т о ч к а х с к р а т н о с т я м и 2 , 2 , 2 ; 4, 1 , I; 4 , 2 , О; 3 , 1, 0; 2, 0, 0. 

Чтобы и з б е ж а т ь т а к и х п о в т о р е н и и , мы в о с п о л ь з у е м с я следующим з а м е ч а н и е м , 

сделанным M o n t e s a n o , Мы у ж е видели , что если мы п о д в е р н е м К р е м о н о в у сеть 

к в а д р а т и ч е с к о м у п р е о б р а з о в а н и ю , поместив т р и его ц е н т р а в трех ее основных 

т о ч к а х в ы с ш е й кратности , то мы получим одну вполне определенную сеть низ

ш е г о п о р я д к а , при чем п о р я д о к отой сети будет самым НИЗКЕМ П З п о р я д к о в всех 

сетей , п о л у ч а ю щ и х с я из данной сети при помощи одного к в а д р а т и ч н о г о п р е о б р а 

зования. О б р а т н о , будем и с к а т ь К р е м о н о в у сеть н и з ш е г о п о р я д к а , из ко* 

торой д в о й н а я Кремонова сеть п о л у ч а е т с я к в а д р а т и ч н ы м п р е о б р а з о в а н и е м , при 

том у с л о в и и , чтобы те три основные т о ч к и искомой сети, к о т о р ы е мы принимаем 

з а ц е н т р ы к в а д р а т и ч н о г о п р е о б р а з о в а н и и , п р е в р а т и л и с ь после преобразования в, 

в ы с ш и е основные точки данной сети в ы с ш е г о п о р я д к а ; тогда т а к а я сеть н и з ш е г о 

п о р я д к а будет е д и н с т в е н н а я . Т а к и м о б р а з о м при атом дополнительном условии 

каждой К р е м о н о в о й сети N v будет с о о т в е т с т в о в а т ь одна и т о л ь к о одна сеть н и з 

шего п о р я д к а Siit из которой данная сеть п о л у ч а е т с я при помощи одного квадра

тичного преобразования. Т а к , в приведенном в ы ш е примере основные точки пяти 

сетей, п р е в р а щ а ю щ и х с я в сеть о б р а щ а ю т с я , после п р е о б р а з о в а н и я , соответ-



егвенно в точки кратностей 3, 3 , 3 ; 5 , 2, 2 ; 5, I; 5 , 3 , 2; 5 , 3 , 3 . М ы в и д и м , 
что т о л ь к о в п о с л е д н е й сети .4. основные точки к р а т н о с т е й 2, 0, 0 , п р и н я т ы е з а 
центры к в а д р а т и ч н о г о п р е о б р а з о в а н и я , о б р а щ а ю т с я в ц е н т р ы н а и в ы с ш е й к р а т 
ности сети с \ . С л е д у я M o n t e s a n o , будем н а з ы в а т ь описанный здесь п р о ц е с с п о л у 
ч е н и я сети в ы с ш е г о п о р я д к а А\- из сети н и з ш е г о п о р я д к а Sn> при котором три 
ц е н т р а соответствующего к в а д р а т и ч н о г о п р е о б р а з о в а н и я п р е в р а щ а ю т с я в три в ы с 
ш и х основных точки п р е о б р а з о в а н н о й сети , д е р и в а ц и е й, а три основных точки 
п р е о б р а з у е м о й с е т и , п р и н и м а е м ы е за центры к в а д р а т и ч н о г о п р е о б р а з о в а н и я , — 
т р о й к о ю д е р и в а ц и и . П р и отом сеть н и з ш е г о п о р я д к а S\t н а з ы в а е т с я н а ч а л ь 
ною, а сеть в ы с ш е г о п о р я д к а — п р о и з в о д н о ю от S\t посредством данной тройки 
д е р и в а ц и и . 

И м е я какую-нибудь сеть будем подвергала, ее р я д у п о с л е д о в а т е л ь н ы х 
д е р и в а ц и й . Мы получим р я д сетей . 

из которых к а ж д а я я в л я е т с я пропзводною от п р е д ы д у щ е й . Такой р я д мы будем 
н а з ы в а т ь рядом К р е м о н о в ы х с е т е й п р о и з в о д н ы х от сети Sn. О ч е в и д н о , что к а 
ж д а я Кремонова сеть будет входить в один, и только один т а к о й р я д п р о и з в о д н ы х 
се ten от сети п р я м ы х линий s\. Н а с к о л ь к о з а м е ч а н и е .Montesano у п р о щ а е т в ы 
числение К р е м о н о в ы х сетей , п о к а з ы в а е т ч е р т е ж 1. З д е с ь т о ч к а м и о б о з н а ч е н ы 
К р е м о н о в ы сети п е р в ы х восьми п о р я д к о в , при чем в к а ж д о й с т р о к е п р е д с т а в л е н ы 
сети одном) и того ж е п о р я д к а , отмеченного с б о к у , при к а ж д о й т о ч к е стоит 
нумер , соответствующий нумеру этой сети в п о м е щ е н н о й н и ж е т а б л и ц е К р е м о н о 
вых чисел. К;*Ж1ые 
тве К р е м о н о в ы х сети , 
могущие nijTi пре . -бра- 1 7 f 

3 0 R J Ы Ш М И ! па В ' P V - „ , 1 

*- Lis ' ? 
гую юер'-дл'тв! м о ;но- j 
!<» ква ipa'; ичного п р е - ш / 
о б р а з о в а н и и , с -ехпне- - е \ ч 

ны прямою о.гнпею. IV 1 \ k^s* 
Из ч е р ю ж а в и ; («», H O J - л.^_ ,,.<т'; \ ч 

зол ги каж la Я с.е • ь 3 Г1 о! Х ' V y " > s \ 

гаГмипы м,лкег 0Ы1Ь V 4 * ^ С ^ С ^ ^ - . л , 

кнх се^ей низ-лих л - ш , / , > / и

 4 /ч> /̂ V:

: . / / Ч 
пялю в; н ап ргл ' ор , ее - . ' - ' . - ' > / \ . * V x < \ 
иг ^"11 • . VIM з . V I I ! 7 \Ц[ / ^ " ^ ^ Ч > ' " 4 

/ 'J Г. У $ G 

МОГу: ОЫГЬ Н-'ЛуЧОНЫ 
к а ж д а я из П Я Т И раз- Черт. I . 

л и ч н ы х «злей . Ч - р т е ж •> 
i .aei . по M o i r - ' s a n o , с в я з ь между р а з л и ч н ы м и с е т я м и , п о л у ч а ю щ и м и с я одна из 
тру топ посредством д е р и в а ц и и . З д е с ь от к а ж д о й точки идет в в е р х одна и т о л ь к о 
о д а п р я м а я , с о е д и н я ю щ а я эту т о ч к у с другою, к о т о р а я соответствует с е т и , 
я в л я ю щ е й с я но о т н о ш е н и ю к д а н н о й н а ч а л ь н о ю . Т а к . из ч е р т е ж а 2 в и д н о , что 
<'еть S s - VIII 3 , п р и н а д л е ж и т к с л е д у ю щ е м у производному р я д у I I , 111, 1111, 
V 2 , \ Т П З . 

Н а й д е м , при к а к и х у с л о в и я х три ц е н т р а к в а д р а т и ч н о г о п р е о б р а з о в а н и я , 
п р о и з в е д е н н о г о над д а н н о ю сетью >',0 дают три в ы с ш и х основных т о ч к и новой 
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с е т и tfx, т . - е . к о г д а это к в а д р а т и ч н о е п р е о б р а з о в а н и е п р е д с т а в л я е т деривацию сети 
8 у из сети Sn. Т а к к а к все о с т а л ь н ы е основные т о ч к и сети 8 п с о х р а н я ю т свою 
к р а т н о с т ь и после к в а д р а т и ч н о г о п р е о б р а з о в а н и я , т о , обозначая к р а т н о с т ь любой 
нз э т и х о с н о в н ы х т о ч е к ч е р е з тт и п о л а г а я , что к р а т н о с т и т е х т р е х о с н о в н ы х 
т о ч е к сети Л з , в к о т о р ы х н а х о д я т с я ц е н т р ы квадратичного п р е о б р а з о в а н и я , 
суть i\ r

k

: " ' y n мы будем иметь условия 

V. — (л, - г1с) ' r m 

i ллн 

Ксли в число 
центров A,, AJt., Аь не 
входит о с н о в н а я т о ч к а 
высшей к р а т н о с т и А п 

то все эти у с л о в и я 
р а в н о с и л ь н ы одному 

Г | - г г , п . ( 1 7 ) 

К ели ;ке точка 
А, есть с а м а один из 
центров .Д., то ото 
у с л о в и е з а м е н и т с я сле-

дд'ющим : 

П о ото то же у с л о в и е ( 1 7 ) , при >•-:= г % . С л е д о в а т е л ь н о , чтобы п о л у ч и т ь 
т р о й к у д е р и в а ц и и , в состав к о т о р о й входит н а и в ы с ш а я о с н о в н а я т о ч к а А1 сети 
д м , нужно взять одну пз т р о е к д е р и в а ц и и , с о д е р ж а щ и х вторую по с т а р ш и н с т в у 
о с н о в н у ю т о ч к у А» и з а м е н и т ь в ней А« ч е р е з Аг Л е г к о в и д е т ь , что не может 
б ы т ь такой т р о й к и д е р и в а ц и и , к о т о р а я содержала , бы ве высших основных 
точки Аг Л,г т а к как мы имеем 

г , л - г., ~ / з ; - v. 

Т а к к а к г , , то из п о с л е д н и х ф о р м у л следует , что если At не входит 
о 

в число ц е н т р о в к в а д р а т и ч н о г о п р е о б р а з о в а н и я , то необходим*/ 

2 л 
г,А~п,< о ; (19» 

если ж е .-^ входит в ото число , то 

О ч е в и д н о , что если в т р о й к и д е р и в а ц и и в х о д я т основные т о ч к и нулевой 
к р а т н о с т и сети 8 п , то т а к и е т о ч к и превраш,аются в сети 8х в основные точки 
в собственном смысле: т а к и м о б р а з о м , число основных т о ч е к в новой сети уве 
л и ч и в а е т с я н а столько е д и н и ц , с к о л ь к о т о ч е к нулевой к р а т н о с т и входило в со
с т а в т р о й к и д е р и в а ц и и . Ксли все три ц е н т р а б ы л и т о ч к а м и нулевой к р а т н о с т и , 
то п о р я д о к новой сети X будет вдвое б о л ь ш е п е р в о н а ч а л ь н о г о п о р я д к а п, и 
число о с н о в н ы х т о ч е к сети у в е л и ч и т с я на т р и . 

Т а к и е т р о й к и д е р и в а ц и и , у к о т о р ы х по к р а й н е й мере два ц е н т р а суть т о ч к и 



нулевой кратности сети называются но Montesan) о б ы к н о в е н н ы м и т р о fi
le а м и д е р н в а ц и и : в силу соотношения г . rt << п такие тройки существуют 
в каждой Кремоновой сети. Если же в тройку дерллтции входит не более одной 
основной точки нулевой кратности сети го такая тройка называется о с о б о ю . 
Очевидно, что особые тройки возможны только в Л1КИХ сетях, в которых 

где г/4 l 9 rit суть кратности двух низших основных точек сети Л м . 
Чтобы показать самый способ вычисления, найдем все Кремоновы сети 9-го 

порядка, пользуясь таблицами сетей первых восьми порядков., напечатанными 
дальше. 

Так как квадратичное преобразование увеличивает порядок сети не более, 
чем вдвое, то мы начинаем с сетей 5-го порядка. В этом случае ь ~- 9 — 5 4. 
а поэтому за центры квадратичного преобразования мы должны брать такие 
основные точки сети, сумма которых была бы но формуле (16) 2п - N ~- п — <• ^ 1 . 
Система кратностей, удовлетворяющих, отому условию, единственная— 1,0 ,0 . 
Применяя это преобразование к сетям 5-ю порядка, получаем следующие сети-
9-го порядка, прибавляя, с о г л а с н о ' формулам (15) к кратяоетим выбранных цен
тров но - 4 (см. таблицу сетей 5-го порядка): 

1. 1 5 , 3 4 , 7 1 

2. 1 5, 2 4. 1 3, 3 2, 2 1 

Грейся с-4ть не топускает рассматриваемого преобразования, так как в ней 
не' основной т о ч ш с кратностью епшиды. 

Иерехо им к сетям 6-го порядка. «>;есь .- - о - 6 = 3 , а сумма кратностей 
трех п<Ачгро' .олжна быть 2 -6 9 Д . ;Ъ>му С ' а зл ' елтвуют три комбинации: 

3 , 0 , 0 ; 2 . !, О ; 1 . 1 , 1. 

Па основании условий «17), первое преобразование применимо: (аз вообще 
только к тем сетям, где rt :-л 3; если же (Ъ) А } само входит в число центров, 
то сумма r t y r , должна б ы т ь . " 3 . Кратности выбранных центров повышаются 
при преобразовании на л = х 3 единицы. Таким образом получаем аз преобразо
вания с центрами кратностей 3 , 0 , 0 [см, таблицу сетей 6-го порядка?: 

3. 1 6, 4 3 , 1 2 , 4 1 

4. 16, 3 3, 4 2, 1 ! 

Для второго преобразования с центрами ( 2 , 1 , 0 ) имеем условие (а) или 
v 2- - -1*Д б, т.-е. : т , ^ 3 , или же (Ь'л при л, 2 . 2 4 - г, -1-1 . ;л 6 , т.-е. т± 3 

Это дает 
3 , I 5 , 1 4 , 4 3, 3 1 

4. I 5 . 1 4 , 3 3 , 3 2 

Для третьего преобразования с центрами ( 1 , 1 , 1 ) мы имеем или (а) 
г, ~i Д -f- 1 r s 6 , т.-е. rx g 4 , или (Ь) при rt = ! мы должны иметь сеть с цен
трами кратности не выше единицы, что для сети 6-го порядка невозможно. Сета 

2 и 3 после преобразования дают 

4 4, 4 2 



- 4 4 

Сеть Л'> 4 не д о п у с к а е т п р е о б р а з о в а н и й этого вида , гак как у н е е нет т р е х 
о с н о в н ы х точек о к р а т н о с т ь ю L 

Д л я сетей 7 - ю п о р я д к а имеем 

/ 9 - 7 = 2 . d Г{ 4 ~ /д -; - г,- г- 2 * 7 — 9 ~ 5. 

Мели (а) центр Д не входит в число т р е х центров к в а д р а т и ч н о г о п р е о б р а 
з о в а н и я , то согласно ф о р м у л е (19) имеем 

-14 
: ' V 3 

С о о т в е т с т в у ю щ и е к о м б и н а ц и и будут 

4 , 1, 0 ; 3 , 1, 1 ; 2 , 2 , 1. 
Для п е р в о г о п р е о б р а з о в а н и я имеем у с л о в и е : >\ 4 - Д т Т , т . - е . У Х " - Л 2 у 

для в т о р о г о : rx - L 3 1 л" 7 , т . ч \ >\ Го 3 и д л я третьего с, : 2 4 - 2 от 7 , т . - е . т а к ж е 
*\ ~ 3 . П е р в а я к о м б и н а ц и я н е в о з м о ж н а , т а к к а к в ы с ш а я к р а т н о с т ь гх — 2 м е н ь ш е 
к р а т н о с т и г . - - 4. Второму и третьему условиям . у д о в л е т в о р я е т т о л ь к о сеть .V 5 ; 
но т а к к а к в отой сети нот основных т о ч о к с к р а т н о с т ь ю 1, то к этой сети 
с о о т в е т с т в у ю щ и е п р е о б р а з о в а н и я неприменимы. Мели же (Ы / 1 , входит в число 
т р е х ц е н т р о в , то в .\\У» 1 I мы имеем с, Д - }\2 7 и потому, согласно у р а в 
нению (20) , имеем с, - -~ о , а с л е д о в а т е л ь н о и г< - О . гГак к а к сумма г, - v rk ~т~:г, 

д о л ж н а р а в н я т ь с я •">, то мы можем в з я т ь т о л ь к о комбинацию " л ( ) , <Л сети Л : 2 . 
Это д а е т 

о. 1 7 , 7 2 , 3 1. 

В сети .V 5 имеем г, г , : : б ; поэтому возможно п о л о ж и т ь гА. I , i v ^ O . По 
к о м б и н а ц и я 4 , 1 , 0 к этой сети н е п р и л о ж и м а , т а к к з к в атой сети пет о с н о в н ы х 
т о ч е к к р а т н о с т и 1. 

Т а к и м ж е о б р а з о м убеж щ е м е я , что сети 8-го п о р я д к а дают единственную 
д(шусти м у ю ко мби на цп ю 

7, о , о , 

из которой п о л у ч а е т с я есть 9 - г о п о р я д к а 

1 . 1 8 , 1 6 1 . 

Самое в ы ч и с л е н и е р а с п о л а г а е т е ; ! следующим о б р а з о м . 

9 О с т а е т с я т о л ь к о р а с п о л о ж и т ь п о л у ч е н н ы е 1 0 сетей 
5 в н о р м а л ь н о м п о р я д к е , к а к ото и с д е л а н о в т а б л и ц а х . 

Таким именно способом были мною в ы ч и с л е н ы нее 
1 . 1 5 3 4 7 ! 
2 1 5 2 4 1 3 3 2 2 1 

изводятся легко н о м с г р о , и, как тюка з а л а проверка. 

сети п е р в ы х д в а д ц а т и двух п о р я д к о в . В ы ч и с л е н и я про-

6 
п ( щ почти с о в е р ш е н н о евооодны от о и п ю о к и п р о п у с к о в . 

3 1 6 ГЗ—12 4 1 Когда н а й д е н ы все сети данного п о р я д к а , то затем 
4 . 16 3 3 4 2 11 каждой сети нужно найти ей с о п р я ж е н н у ю , т . - е . т а к у ю 

сеть , к о т о р а я вместе с данною сетью о п р е д е л я е т К р е м о -
0 . _ ~ . _ > . нови п р е о б р а з о в а н и е , в котором сета п р я м ы х в одной из 
о . I 5 1 4 4 о» Ь 1 „ „ . 
4 [ 5 1 4 з з 3 2 Д В У Х п р е о о р а з у е м ы л п л о с к о с т е й с о о т в е т с т в у е т в другой 

плоскости одна из д в у х с о п р я ж е н н ы х сетей . Р е ш е н и я 
111 у р а в н е н и й i l l и i 2) , с о о т в е т с т в у ю щ и е двум сопряженным 

2. 4 4 4 2 сетям, мы будем н а з ы в а т ь с о п р я ж е н н ы м и р е ш е н и я м и . 
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Чтобы для данной К р е м о н о в о й сети найти ей со
п р я ж е н н у ю , я п о с т у п а л с л е д у ю щ и м о б р а з о м . Рассмотрим 
на плоскости данную К р е м о н о в у с е т ь и вместе с нею сеть 
п р я м ы х линии, Будем п о м о р г а т ь обе сети одновременно 
ряду п о с л е д о в а т е л ь н ы х К р е м о н о в ы х п р е о б р а з о в а н и й , к а 
ждое из' которых понижало бы все б о л е е и более п о р я д о к 

п е р в о н а ч а л ь н о й Кремоновой сети. После р я д а т а к и х п р е о б р а з о в а н и й д а н н а я К р е 
монова сеть о б р а т и т с я в п р я м о л и н е й н у ю , а п р я м о л и н е й н а я - - - в новую К р е м о н о в у 
сеть, к о т о р а я и будет с о п р я ж е н а с тайною сетью. С а м о е п о н и ж е н и е п о р я д к а 
сети всего п р о щ е было бы производить при помощи к в а д р а т и ч н ы х п р е о б р а з о 
ваний: но процесс з а к а н ч и в а е т с я б ы с т р е е при применении изологичееких п р е о б р а 
зований, или п р е о б р а з о в а н и й 3omjuieresa., т.-е. таких К р е м о н о в ы х п р е о б р а з о в а н и и 
/ Л е о п о р я д к а , в к о т о р ы х обе Кремоновы сети имеют по одной основной т о ч к е 
(at ~1 j - r o порядка и но 2пг- 2 простых т о ч е к , 

Коли п р е о б р а з у е м а я сеть л го п о р я д к а имеет в э т и х т о ч к а х к р а т н ы е точки 

порядков 
/ м /Л . . . , . 

и если мы обозначим ч е р е з //, указатель сети в точке л!,, т . - е . положим 

//, ••• • 11 — л,, 
то п о р я д о к п р е о б р а з о в а н н о й сети и к р а т н о с т ь ее с о о т в е т с т в у ю щ и х т о ч е к в ы р а 
зятся следующими ф о р м у л а м и (см. мою п р е д ы д у щ у ю статью • 

/Л Л {/// ---1) г II/ //, ; 

• (l)t— 1) V —• {}» — 2) г, •—1* г, 

п — г. — /л. {к ~ 2 , 3 , . 

(/с 

ПН — I) //, 

. 2 т — 1 * 

i V) 

г , ' г , - "' — * t I (21 

или 
II — /'', П Г г.- //, 

•Л- /л с (У- ~ з , . . 
r'K г , , ili - 2 шч 2 ш 

1 т • 
• - V) 

•(221 

Последние ф о р м у л ы п о з в о л я ю т вычислить весьма просто г\, г\ . . . г'., j , по 
данным / / , , п , л , . . . г й м . , п а. 

Если мы заменим в (21) /// через m — 1, то получим, что порядок п р е о б р а 
з о в а н н о й сети будет 

})'' [in — i j >/ — <m 

Поэтому 

/л — {г.,. л г== п — м-

Юкчода в и д н о , чго п о р я д о к п р е о б р а з о в а н н о й сети о\дет у в е л и ч и в а т ь с я с в о з р а 
станием /л ю тех пор , п о к а с р е ш основных г»>чок п р е о б р а з о в а н н о й сети , кроме 
А п б \ д у т о с т а в а т ь с я п а р ы т о ч е к , с\мма к р а т н о е ! е й к о т о р ы х б ы л а бы б о л ь ш е 
класса сети />, или сумма к р а т н о с т е й которых вместо с к р а т н о с т ь ю с т а р ш е й т о ч к и 
б ы л а «'ej б о л ь ш е порядка сети . Н.шрячор, в с л х ч э е сети 20-го п о р я д к а >Vi# 

- 1 13 . 2 7. 5 5, 1 2. 3 1, где // 2о - 13 - 7, мы достигнем наибольшего пониже» 
нил норя JKH --е :и при п о м о г и из» «логического п р е о б р а з о в а н и я , если зозьмем изо-



логическое преобразование 4 -го п о р я д к а , когоооге З - к р а т ь а л осиливая ш ч к а со
в п а д а е т с 13 -кратной основной т о ч к о й Л, сети > \ 0 , т. О п р о с т ы х основных т о ч е к 
сот надают -о с л е д у ю щ и м и по с т а р ш и н е л; у о е н о в н т т и точками . 1 , Л- сети т5?2 |, 
из к о т о р ы х две имеют к р а т н о с т ь 7 , а 4 — к р а т н о с т ь \ В саитм деле , если бы 
ми вместо и з о л о т п ч е с к о г о п р е о б р а з о в а н и я 4-го п о р я д к а в з я л и п р е о б р а з о в а н и е 
Vro п о р я д к а , то к р а т н о с т и двух н о в ы х присос п ш е н н ы х <лцт хавала бы в сумме 
? J - 2 —- 7 . « 7 ' . П о л о м у п о в ы ш е н и е in рядка н з о л о г и ч - с к ' г е п р е о б р а з о в а н и я с 4 
ю 5 н< роло бы за собою д а л ь н е й ш е г о п о а и ^ е т м я п рд да* п р е о б р а з о в а н н о й 
сети. В н а ш е м п р и м е р е мы будем иметь 

4 . 2 U — 3 . 13 — 2 . 7 - ~ 4 . о - - 7, 

л 2 ---- л 7 - 7 — 7 — 0 , 

Т а к и м образом преобразованная сеть будет 

У - UL 52, 3 1 . 

Самое вычисление сопряженной сети располагается елетуюгтшм образом: 

4 4 

20 : 1 1 i 4 
| 

12 ; 1 20 

1.13 .0 1.0 1.3 1.0 1 . 3 : 1 0 1.3 

2 . 7 2 .0 2 .0 2.1 2 .0 2 .1 2.0 2.1! 

5.5 5.0 
4 . 2 4 .1 4.0 4 .3 ! 4 .0 4 .3 

5.5 5.0 
1 . 5 1.0 1.0 1.8 1.0 1.8 

1 . 2 .0 1.2 1.0 1.0 1,4 1.0 1.4 

3.1 3.0 3.1 3.0 
1.1 
2.1 

1.4 | 
2 .0 

j 

1.0 
2.0 

1.12 
2.8 

П е р в ы е д в а столбца представляют числа кратности основных точек д л я сети 
2 0 - г о п о р я д к а и кратности тех ж е точек д л я сети первого порядка, причем п о 
следние кратности все равны нулю. Затем мы: подвергаем обе сети одновременно 
и з о л о г и ч е с к о м у преобразованию четвертого порядка, помещая центры этого п р е 
о б р а з о в а н и я в семи высших основных точках сети S.Hr Таким образом обе сети 
п р е в р а щ а ю т с я в сети соответственно 7-го и 4 л о порядков, причем о с н о в н ы е 
т о ч к и п р и о б р е т а ю т к р а т н о с т и , показанные в д в у х следующих столбцах. Т а к , 
т о ч к а 13-го п о р я д к а превращается к точку нулевого порядка, 2 точки 7 - г о — в 
2 т о ч к и н у л е в о г о , четыре точки 5-го — в 4 точки 2-го порядка,, а пятая т о ч к а 
п я т о г о п о р я д к а , как не входившая в число основных точек нзологического п р е 
о б р а з о в а н и я , сохраняет свои прежний порядок. Второе п з о л с т и ч е е к о е п р е о б р а з о 
вание, также четвертого порядка, с центрами в высших основных точках полу
чен аой сети 7-го порядка, превращает обе сети в '*ети 2-го и 12-го п о р я д к о в , 
и, н а к о н е ц , третье квадратичное преобразование превращает последние сети в 



с - к 1-го и in-;.- ;]['4,яд,к,'Б. Крагш»сто основных т о ч е к этой последней сети п о 
каланы * '--.Ti.f м лещ» >'аблицы Из нее в и д н о , ч т о сеть, сопряженная дан
ной сети 

' cv, - - I 1 3 , 2 7 , Г» 5 , ! 2 , 3 1 сЛ: 1-2,. 
есть 

- I 12, 3 8, 1 4 , 5 3, 2 1 о \о Г) L л 

1аг.пм ooi t r ^ t быиь. мнин> определены х а р а к т е р и с т и ч е с к и е числа и соиря-
• ые с о ь , v > \ с. :сй п . у р ы х 22 п о р я д к о в Ч. В п е ч а т а е м ы х ниже таблицах 
рядом г . I J M - p , j 4 каи , .ой Кремоновой сети указан, и н у м е р сети ей с о п р я ж е н н о й , 
- ге , л с к о . л м-.е ь . в е - г в и , ю «их пор не б ы л о с д е л а н о . 

б'ат в- к л. . ; К п « л ^ н л , два с о п р я ж е н н ы х р е ш е н и я у р а в н е н и и ( I ) н а х о д я т с я 
ак 'С»• 1 " ^ . ' н н п . чт<> оба нч.-юг о д и н а к о в о е числи основных т о ч е к и, к р о м е 

" " Л , • с ,и о •'<"•<• пп:.<" очки опыаковой к р а т н о с т и соединим в г р у п п ы , то 
ч:ж )\\ П А П »гн->й ... г и бутс'.* с о о т в е т с т в о в а т ь в другой сети г р у п п а основных 

' че, , -о* с аллдс но, моьо'1 б ы т ь , другой кратности. В п р е д ы д у щ е м 
зрик*»»р. \: -м- ь т ж ! 41 "ел и по пяги г р у н т основных точек о д и н а к о в о й 

ра шм. п«, н. ^ 1 * з ч * f о lay, две , три и пять о с н о в н ы х т о ч е к . Мы будем н а -
ал на - 1 х а р ! е р ч с и ч о с к и м и ч и с л а м и К р е м о н о в о й сети ч и с л а основ-
иь , \ ю ч о т с е г , п р и н а д л е ж а щ и х к к а ж д о й г р у п п е точек о д и н а к о в о й к р а т н о с т и . 
^ с л п е м н р л ч е : * обе с о ; ц пмеюг х а р а к т е р и от и ч о с к и с числа I , 1, 2 , 3 , 5 . 

! Ь с к а з а н н о г о елнддет , что если среди К р е м о н о в ы х чисел д а н н о г о п о р я д к а 
п ь . , ч т " о же, свели «еочетрпчеекпх р е ш е н и и у р а в н е н и й (1) при данном // есть 
*>льк > о nil* р»« с » и к л о б л а д а ю щ е е д а н н ы м и х а р а к т е р и с т и ч е с к и м и ч и с л а м и , то 
опряжоиннг t-p р о п о ч ш - будет такого ж е х а р а к т е р а , т . -е . будет о б л а д а т ь таким 
не числом »снын.ь.х точек Toil же кратности : если ж е среди решений, д а н н о г о 
лоря :ка *ч*гь тал пл.. б<>лео р а з л и ч н ы х р е ш е н и й , о б л а д а ю щ и х о д и н а к о в ы м и х а -
рактepiici;,ч«ч'чим;. чт . кьмн , ю к а ж д а я т а к а я сеть может быть с о п р я ж е н а или 
сама себе или к.- другом} р е ш е н и ю , но с теми ж е х а р а к т е р и с т и ч е с к и м и числами» 
Гак, '*pt ни рокдо.ик , 2-г.» п о р я д к а с х а р а к т е р и с т и ч е с к и м и числами I , 3 , 3 , 4 

18 , 4 4, 3 2, 3 1 (Aft б ) , 3 6, 3 3, 12 , 4 1 (.V 1 7 ) , 

» 7, 3 5 , 4 2 , 3 1 Ш 9 ) . 3 6, 1 4 , 4 2. 3 1 ...V 1 6 , , 

1,ва верхних с о и р ь ж е н ы между собою, тогда как каждое из двух н и ж н и х соиря-
женг само себе. Другими словами, Кремоновой п - щ 12-го п о р я д к а , соответству
ющей первому серчнемх рошянию. с о п р я ж е н а с е т ь . с о о т в е г с ; в у ю щ а я в т о р о м у ре
ш е н и ю , тисда с а к е е . ь , е о о т г е т е р о у ю щ а я одному из двух нижних р е ш е н и й , со 
п р я ж е н а '-ч'щ с ... гзегстгнул)щей тому лее р е ш е н и и . 

Н о П"ч;.' i\ лг'-г* примерз следует з а м е т и т е , чго M o n t e s a n o в статье „Sui 
л ш Ь а c.M-aHfi'isJ с!л doise « o r n s p o i u l o n / e Ы г а / л о л а л p ian i* t Napoli, Rendiconii ( 3 ) , 

* 21 • н п и о . о ' чн пол*;гсот, чго и два нижних р е ш е н и я с о п р я ж е н ы м е ж д у собою. 
Приведенный здесь пример нредеьчплног ч а й н ы й елуч-.й следующей системы гео
метрических решений у р а в н е н и й *П 

п -™~ 4 /Ьд 

1) К 4 / я — 4 : 2 ж - 2 , 4 : 3 , 2 : 3 , 1 . 2) 3 , 2 т: 3 , « ; I , m — 1 ; 2 ш — 2 , 1 . 
3 ) 1 , 2 т • 1 : з , 2 я 1 — 1 ; 2 т . 2 , 2 ; 3 , 1 . 4 : 3 . 2 / и : 1, 2 / и ~ ~ 2 ; 2 w — 2,2; 3 , 1 . 

> lie-. «i« ... льннтл юл-рж+т Пгомон»» . .ЙС:.1 злн сетей лерг.ых 21 порядков. 
лЛин, . и-*.. !.,>. «- ^ Л Р И 22-'= ьеечъ.а б> дог н^сча. л ' : ь »->•.•• ил ближайших, выпусков 



Все ч е т ы р е р е ш е н и я имеют о д и н а к о в ы е х а р а к т е р и с т и ч е с к и е числа 1 , 3 , 3 , 2 т — 2; 
но из них п е р в о е и второе с о п р я ж е н ы одно другому , т о г д а как т р е т ь е и чет
в е р т о е с о п р я ж е н ы самим cone. 

Cayley ( Р г о с . L o n d . M a t h . Soc. vol. I l l , l S 7 b , р а с с м а т р и в а я р е ш е н и я урав
нении (1 ) д л я сетей п е р в ы х десяти П О Р Я Д К О В , з а м е т и л , что эти р е ш е н и я т а к и в ы , 
что или к а ж д о е из них о б л а д а е т особою системою х а р а к т е р и с т и ч е с к и х чисел н 
тогда т а к о е р е ш е н и е , р а з у м е е т с я , сопряжен*» само с е б е , или одна и та же си
стема х а р а к т е р и с т и ч е с к и х чисел п р и н а д л е ж и т д в у м , но не б о л е е , р а з л и ч н ы м ре 
ш е н и я м п тогда оти два р е ш е н и я с о п р я ж е н ы одно другому . Cayley высказал 
п р е д п о л о ж е н и е , что эти свойства р е ш е н и й у р а в н е н и й < 1) с п р а в е д л и в ы д л я сетей 
всех п о р я д к о в . О д н а к о , р а с с м о т р е н и е т а б л и ц д л я сетей более в ы с о к и х п о р я д к о в 
п о к а з ы в а е т , что п р е д п о л о ж е н и е Cayley н е в е р н о . П р е ж д е всего можно з а м е т и т ь , 
что с возрастанием порядка, сети число р а з л и ч н ы х систем х а р а к т е р и с т и ч е с к и х 
чисел в о з р а с т а е т з н а ч и т е л ь н о медленнее, чем число г е о м е т р и ч е с к и х р е ш е н и й 
у р а в н е н и й ( Ъ , вследствие ч е г о , при б о л ь ш и х .значениях числа п, некоторым си
стемам х а р а к т е р и с т и ч е с к и х чисел соответствует не два , а три н б о л ь ш е р а з л и ч 
ных р е ш е н и й . П р и л а г а е м а я таблица д а е т л л р а з л и ч н ы х значений л от 1 до 2 2 : 
А) п о р я д о к с е т и , В) число различных геометрических решении у р а в н е н и й ( 2 ) , 
С) число р а з л и ч н ы х систем характеристических чисел, Р) число сетей, сопряжен
ных самим с е б е . 

А : 1 о 3 4 : 5 6 i 9 ю и 
В 1 1 1 2 

3 » 4 5 9 10 17 19 

С i! 1. 1 1 о 3 3 4 / 11 1.-! 

1) 1 1 1. 0 е 2 о 
•> 5 4 7 

л !! 12 13 14 15 10 17 1.8 19 2 0 "21 *-»2 

в , 29 34 51 63 8S 102 (52 171 242 3>0 

V 15 21 29 32 36 40 5 4 61 75 I 7S 1 9 0 

1) 9 10 11 11 14 13 1 б 21 32 | 27 ; 2 4 | 

(23) 

Л е г к о в и д е т ь , что два с о п р я ж е н н ы х р е ш е н и я , в х о д я щ и х в г р у п п у , к о т о р а я 
содержит б о л е е одного р е ш е н и я , не всегда непременно р а з л и ч н ы между с о б о ю ; 
н е к о т о р ы е из т а к и х р е ш е н и й д о л ж н ы быть с о п р я ж е н ы сами с е б е . 'Гак будет в 
тех с л у ч а я х , к о г д а г р у п п а содержит н е ч е т н о е число р е ш е н и й , 3 , о п т . д . ; з д е с ь , 
по к р а й н е й м е р е , одно р е ш е н и е должно быть с о п р я ж е н о само с е б е . П о и д л я 
г р у п п ы с ч е т н ы м числом р е ш е н и й т а к и е с л у ч а и в о з м о ж н ы . Именно , в п р е д е л а х 
р е ш е н и й п е р в ы х 21-го порядка мы имеем с л е д у ю щ и е с л у ч а и Алл т а б л и ц ы ) сетей 
с о п р я ж е н н ы х самим себе . 

1) [2 Д* N> S, Ю ( 2 - ч л е н н а я г р у п п а ) 
2) н г~: [2 Д 'Д ' 9 , 16 ; 4 - ч л е н н а я г р у п п а ) 
3) н 10 Д^Д' 2 7 , 46 U - ч д е н н а я группа) 
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4) п ~ 1 8 .V.V 7 S . I 4 S ( 4 - ч л е н н а я г р у п п а ) 
:>) п =•--=• 19 Л? Л* 1 4 0 , 1 6 7 ( 1 2 - ч л е н н а я г р у п п а ) 
6 ) ю-—20 As Л? 4 7 , 1 7 2 ( 2 - ч д е н н а я группа) 
7) и 2 0 Д»Дд 8 2 , 1 2 7 ( 4 - ч л е н н а я r p y n n a i 
s ) п 20 Д?Л? 1 1 0 , 1 8 4 ( 6 - ч л е н н а я группа) 
9) п 21 Л» Д* 2 3 5 , 2 * 1 ( 2 - ч л е н н а я группа ) 

10) н ^ 2 1 Д' .V 4 7 , 74 ( * - ч л е н н а я г р у п п а ) . 

Сети 2 ) , 3 ) , 7) с у т ь ч а с т н ы е с л у ч а и п р и в е д е н н ы х в ы ш е о б щ и х р е ш е н а ! 
для •/*• — 4 ///. 

К а ж д а я К р е м о н о в а сеть и м е е т , к р о м е основных т о ч е к , еще т а к н а з ы в а е м ы е 
о с н о в н ы е к р и в ы е . Это—уяикурсальные к р и в ы е , к о т о р ы я в с т р е ч а ю т с я к а к с 
линиями с е т и , т а к и между собою т о л ь к о в основных т о ч к а х сети . Число основ
ных к р и в ы х в к а ж д о й К р е м о н о в о й сети р а в н о числу е е основных т о ч е к , и их 
совокупность п р е д с т а в л я е т не что и н о е , к а к Я к о б и е в у к р и в у ю этой сети. Если мы 
имеем две с о п р я ж е н н ы х К р е м о н о в ы с е т и , то в определяемом ими Кремоновом 
п р е о б р а з о в а н и и к а ж д о й основной точке одной плоскости соответствует о п р е д е л е н 
н а я о с н о в н а я к р и в а я д р у г о й плоскости, при чем п о р я д о к основной кривой р а в е н 
к р а т н о с т и соответствующей основной точки н а другой плоскости. 

Г л а в н ы е свойства о с н о в н ы х к р и в ы х были у к а з а н ы е щ е К р е м о н а . В п о с л е д 
ствии B e r l i n ! дополнил эти свойства и р а с п р о с т р а н и л их на. более общие л и н е й 
ные системы а л г е б р а и ч е с к и х кривых . 

Мы перечислим здесь г л а в н ы е свойства основных к р и в ы х , которые нам бу
дут н у ж н ы в д а л ь н е й ш е м . 

! . К а ж д а я о с н о в н а я к р и в а я п е р е с е к а е т с я со всеми кривыми сети т о л ь к о з 
основных т о ч к а х . 

2. К а ж д а я о с н о в н а я к р и в а я — у н и к у р с а л ь н а я . 
3 . Каждая о с н о в н а я к р и в а я вполне о п р е д е л я е т с я С В О И М И кратностями в 

о с н о в н ы х т о ч к а х сети, 
4 . К а ж д ы е две основные к р и в ы е п е р е с е к а ю т с я между собою только в основ

ных т о ч к а х . 
5 . Если кратность одной основной точки сети в ы ш е кратности другой основ

ной т о ч к и , то к а ж д а я о с н о в н а я к р и в а я имеет в первой точке к р а т н о с т ь большую 
или равную кратности т о й - ж е к р и в о й во в т о р о й т о ч к е . 

с». Если п о р я д о к одной основной кривой в ы ш е п о р я д к а другой основной 
к р и в о й , то к р а т н о с т ь первой к р и в о й в к а ж д о й основной точке больше или р а в н а 
кратности второй к р и в о й в той же т о ч к е . 

7 . К а ж д о й группе н е с к о л ь к и х о с н о в н ы х т о ч е к о д и н а к о в о й к р а т н о с т и соот
ветствует г р у п п а с т о л ь к и х же основных к р и в ы х о д и н а к о в о г о п о р я д к а . К а ж д ы е 
две т а к и е к р и в ы е имеют в к а ж д о й основной т о ч к е сети о д и н а к о в у ю к р а т н о с т ь , с 
тем и с к л ю ч е н и е м , что в к а ж д о й т о ч к е у п о м я н у т о й г р у п п ы основных т о ч е к , одно 
из с о о т в е т с т в у ю щ и х основных к р и в ы х имеет к р а т н о с т ь б о л ь ш у ю или меньшую на. 
единицу , нежели в о с т а л ь н ы х . 

Весьма в а ж н о з а м е т и т ь , что первое свойство вполне о п р е д е л я е т основную 
к р и в у ю . К а ж д а я л и н и я , п е р е с е к а ю щ а я с я с к р и в ы м и К р е м о н о в о й сети т о л ь к о з 
основных т о ч к а х , необходимо п р и н а д л е ж и т к числу основных к р и в ы х с е т и . 

Пусть мы имеем две с о п р я ж е н н ы е К р е м о н о в ы сети, у с т а н а в л и в а ю щ и е н е к о т о 
рое К р е м о н о в о п р е о б р а з о в а н и е . С о х р а н я я о б о з н а ч е н и я п р е д ы д у щ е й с т а т ь и , бу
дем о б о з н а ч а т ь ч е р е з / 1 п / 1 , , . . Л . основные точки п е р в о й сети , через 

М \ !CM;i .'И'чч-кий Л о о р н и к . | 



д., а — с о о т в е т с т в у ю щ и е им основные к р и в ы е второй сети , ч е р е з г и г 2 . . . 
— к р а т н о с т и этих т о ч е к и, вместе с тем , п о р я д к и с о о т в е т с т в у ю щ и х им к р и в ы х . 
Точно т а к же обозначим ч е р е з В п /> , . . . В0 основные точки в т о р о й п л о с к о с т и , 
через /у,,... 6 f i — с о о т в е т с т в у ю щ и е им основные к р и в ы е первой п л о с к о с т и и ч е р е з 
V •%—их кратности и п о р я д к и . Е с л и на в т о р о й плоскости к р и в а я ак имеет 
Б точке В , к р а т н у ю т о ч к у п о р я д к а а,,, то п в первой плоскости к р и в а я Ьь имеет 
з т о ч к е Л-с к р а т к у ю точку т о ж е п о р я д к а 2 , - . 

Числа, 2t: у д о в л е т в о р я ю т следующим с о о т н о ш е н и я м ; 

— /Д. 2>j Л .s : , 2l .S'; «д.; = Н. Гд,, | 

2 ' 2 W - — Л ~ С 2 ' ? . . . - • , - !• j 

2 ' щ : а * / - •>•/-v, - а « а*- ; = г* >у,. j 

! 
(см. мою с т а т ь ю „ К т е о р и и К р е м о н о в ы х п р е о б р а з о в а н и й " к 

Е с л и нам д а н ы две с о п р я ж е н н ы е системы К р е м о н о в ы х ч и с е л , то нам и з 
вестны числа /- , .ч-̂ , и мы найдем все ч и с л а а*/, р е ш а я в ц е л ы х ч и с л а х 
у р а в н е н и я ( 2 4 ) и д а ж е , к а к было у к а з а н о в ы ш е , т о л ь к л п е р в ы е д в а из н и х . О д 
н а к о , до сих пор мы не з н а е м о б щ е г о п р и е м а р е ш е н и я этих у р а в н е н и й . О б ы к н о 
венно д е л а ю т т а к : при помощи к в а д р а т и ч н о г о или и з о л о г в ч е с к о г о п р е о б р а з о в а н и я 
п р е в р а щ а ю т д а н н у ю К р е м о н о в у сеть в другую,, н и з ш е г о п о р я д к а , д л я к о т о р о й 
основные к р и в ы е известны; т о г д а о б р а т н о е п р е о б р а з о в а н и е п р е в р а т и т эти основ
ные к р и в ы е в основные к р и в ы е д а н н о й п е р в о н а ч а л ь н о й сети и т а к и м образом будут 
известны и эти к р и в ы е . Этот способ имеет тот н е д о с т а т о к , что д л я него н е о б х о 
димо з н а т ь основные к р и в ы е для сетей н и з ш и х п о р я д к о в . Я п р е д л а г а ю з д е с ь 
другой б о л е е п р я м о й способ н а х о ж д е н и я чисел % k h о с н о в а н н ы й н е п о с р е д с т в е н н о 
на с в о й с т в а х о с н о в н ы х к р и в ы х , п е р е ч и с л е н н ы х в ы ш е . 

Д л я т о г о , ч т о б ы , имея д а н н у ю п а р у с о п р я ж е н н ы х К р е м о н о в ы х с е т е й , н а й т и 
с о о т в е т с т в у ю щ и е этим сетям основные к р и в ы е , нам нужно найти з н а ч е н и е ч и с е л 
aw у д о в л е т в о р я ю щ и е у р а в н е н и я м ( 2 4 ) . К а к было у к а з а н о в ы ш е , г е о м е т р и ч е с к и 
это з н а ч и т , что мы д о л ж н ы н а й т и т а к и е к р и в ы е , к о т о р ы е у н а к у р с а л ь н ы , вполне 
о п р е д е л я ю т с я своею к р а т н о с т ь ю в основных т о ч к а х сети , не имеют к р а т н ы х т о 
чек вне основных точек сети и п е р е с е к а ю т с я с к р и в ы м и сети т о л ь к о в о сно вных 
т о ч к а х . Таким о б р а з о м , чтобы найти о с н о в н ы е к р и в ы е , нам п р е ж д е всего нужно 
знать , к а к о в ы могут быть у и и к у р с а л ь н ы е к р и в ы е д а н н о г о п о р я д к а , к о т о р ы е м о 
гут в п о л н е о п р е д е л я т ь с я своими к р а т н ы м и т о ч к а м и с п р и с о е д и н е н и е м , м о ж е т б ы т ь , 
некоторого числа п р о с т ы х точек . К о г д а все т а к и е к р и в ы е будут н а й д е н ы , то з а 
тем из них мы в ы б е р е м т е , к о т о р ы е у д о в л е т в о р я ю т последнему у с л о в и ю , т . - е . п е 
р е с е к а ю т с я с кривыми К р е м о н о в о й сети т о л ь к о в основных т о ч к а х . Т а к и м о б р а 
зом мы прел-; а: е всего д о л ж н ы найти все г е о м е т р и ч е с к и е решения у р а в н е н и й 

Z — •л'" + 1, 2- 2 к ! г 3 л — 1 (25 ) 

и затем в ы б р а т ь те из в:их, к о т о р ы е у д о в л е т в о р я ю т у с л о в и ю 

^ гК 2 К 1 == л л (26) 
к 

(см. у р а в н е н и я <24>]. 

Утвет на первую ч а с т ь в о п р о с а дают отлаете самые т а б л и ц ы . В самом деле,., 
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они с о д е р ж а т к р а т н о с т и основных точен Кремоновых сетей р а з л и ч н ы х п о р я д к о в , 
в р и чем к а ж д а я с е т ь состоит т а к ж е из у н и к у р с а л ь н ы х к р и в ы х с независимыми 
к р а т н ы м и т о ч к а м и . П о э т о м у , если мы прибавим к основным т о ч к а м сети е щ е две 
п р о с т ы х т о ч к и , то мы получим число к р а т н ы х и п р о с т ы х т о ч е к , в п о л н е о п р е д е 
ляющих у н и к у р с а л ь н у ю к р и в у ю гг-ro п о р я д к а , т . - е . получим ч и с л а , у д о в л е т в о р я 
ющие двум у р а в н е н и я м (25), ( 2 6 ) , если мы з а м е н я й и ч е р е з sh а rk ч е р е з a k i . 
•Згии способом о п р е д е л я ю т с я все у н и к у р с а л ь н ы е к р и в ы е этого р о д а , в о п р е д е л е 
ние которых в х о д я т , к р о м е к р а т н ы х , е щ е н е менее .двух п р о с т ы х т о ч е к . Ч т о б ы 
найти те у н и к у р с а л ь н ы е к р и в ы е , к о т о р ы е о п р е д е л я ю т с я в п о л н е одними своими 
крат н ы ми т о ч к а м и , или этими т о ч к а м и с п р и с о е д и н е н и е м т о л ь к о одной простой , 
необходимо и м е т ь т а б л и ц ы , д а ю щ и е число кратных т о ч е к этих к р и в ы х . П о э т о м у 
в моих т а б л и ц а х д а н ы , к р о м е К р е м о н о в ы х чисел , еще число и к р а т н о с т ь т о ч е к , 
о п р е д е л я ю щ и х у н и к у р с а л ь н ы е к р и в ы е п е р в ы х о д и н н а д ц а т и п о р я д к о в д л я тех 
случаев, когда среди этих т о ч е к входит не б о л е е одной о д н о к р а т н о й т о ч к и . Т а к , 
например, из т а б л и ц ы в и д н о , что число р а з л и ч н ы х видов у н и к у р с а л ь н ы х к р и в ы х 
^-го п о р я д к а р а в н о 1 1 . И з них 9 о п р е д е л я ю т с я в п о л н е сверх с в о и х к р а т н ы х то
чек еще н е к о т о р ы м числом п р о с т ы х т о ч е к ; о т б р а с ы в а я две п р о с т ы е т о ч к и , мы 
определяем у ж е не о т д е л ь н ы е кривые» а ц е л ы е К р е м о н о в ы сети к р и в ы х , к р а т н ы е 
точки к о т о р ы х у к а з а н ы в т а б л и ц е . Две последние к р и в ы е о п р е д е л я ю т с я : п е р в а я 
своими к р а т н ы м и т о ч к а м и , в т о р а я —кратными точками с п р и с о е д и н е н и е м о д н о й 
простой. Эти две к р и в ы е не могут п р и н а д л е ж а т ь К р е м о н о в о й сети , т а к к а к из 
д а н н ы х , о п р е д е л я ю щ и х эти к р и в ы е , н е л ь з я в ы б р о с и т ь д в у х простых т о ч е к . Но 
••̂ ни могут в х о д и т ь в число основных л и н и й сетей в ы с ш и х п о р я д к о в . Т а к , к р и в а я 
8-го п о р я д к а Ле 1 0 в х о д и т , к а к о с н о в н а я к р и в а я , в сеть 14-го п о р я д к а ЛЬ 36* 
И м е я все г е о м е т р и ч е с к и е р е ш е н и я д в у х у р а в н е н и й ( 2 5 ) , (26)„ м ы , д л я п о л у ч е н и я 
основных к р и в ы х , будем з а т е м и с к а т ь те из них, к о т о р ы е при д а н н ы х п. и з удо
в л е т в о р я ю т т р е т ь е м у у р а в н е н и ю ( 2 6 ) . 

B e r t i n i ( I s t i fu to L o m b a r d o , Rendiconti, t. 13. 1*80 и Cireolo Matematico di 
Palermo, t . 3 , 1889) у к а з а л одно свойство г е о м е т р и ч е с к и х р е ш е н и й у р а в н е н и й 
(25) ( 2 6 \ , весьма о б л е г ч а ю щ е е и х н а х о ж д е н и е . И м е н н о , он п о к а з а л , что если 
r , > * v , то аы Г.2а*-? и точно т а к ж е , если .<о""л г , т о &ы ак:>. 

П р е д л а г а е м ы й мною способ всего л у ч ш е в ы я с н и т с я н а п р и м е р а х . П у с т ь мы 
имеем К р е м о н о в у сеть 17-го п о р я д к а (М 3 6 т а б л и ц ы ) л = 1 10, 2 7, 5 4 , 1 3, 1 1. 
Из т а б л и ц н а х о д и м , что ей с о п р я ж е н а сеть Л? 6 5 s = \ 9 , 1 8, 5 5 , 1 4, 2 1 с общими 
х а р а к т е р и с т и ч е с к и м и числами 1 , 1 , 1 , 2 3 . Р а с п о л о ж и м эти ч и с л а в следующую 
таблицу : 

1 7 1 10 2 7 5 4 1 3 i l 

19 5 4 2 ; 1 

1 8 Г> »> о 2 ! 1 С 
5 5 " •> 1-Ь Е 0 

1 4 2 о ' л л 1 м 

2 1 1 0-г 0 0 0 



П е р в а я строка содержит п о р я д о к сети и числа о с н о в н ы х т о ч е к р а з л и ч н ы х 
к р а т н о с т е й д л я п е р в о й сети; п е р в ы й с т о л б е ц с о д е р ж и т п о р я д о к сети л и числа 
о с н о в н ы х т о ч е к р а з л и ч н ы х к р а т н о с т е й д л я с о п р я ж е н н о й с е т и . Н а п е р е с е ч е н и й 
к а ж д о г о с т о л б ц а и к а ж д о й с т р о к и стоят числа o k h у к а з ы в а ю щ и е , с к о л ь к о р а з 
о с н о в н а я к р и в а я п е р в о й сети п о р я д к а , у к а з ы в а е м о г о с т р о к о ю , п р о х о д и т ч е р е з 
о с н о в н у ю т о ч к у той 7се сети к р а т н о с т и , у к а з ы в а е м о й столбцом, и. вместе с тем, 
с к о л ь к о р а з к р и в а я второй сети , п о р я д к а , у к а з ы в а е м о г о столбцом, п р о х о д и т че
р е з о с н о в н у ю т оч ку той же сети , к р а т н о с т и у к а з ы в а е м о й с т р о к о ю . Н а п р и м е р , из 
т а б л и ц ы в и д н о , что к а ж д а я из пяти ос новных к р и в ы х 5-го п о р я д к а п е р в о й сета 
имеет в к а ж д о й из двух основных т о ч е к 7-и к р а т н о с т и по двойной т о ч к е . 

Эти числа Д А - / нужно найти . 
П р и с т у п а е м к р а з ы с к а н и ю чисел ак(. Т а к к а к во в т о р о й сети есть две п р о 

стых о с н о в н ы х т о ч к и , то в первой сети будут две о с н о в н ы х п р я м ы х . Этой группе 
из д в у х о с н о в н ы х линии о д и н а к о в о г о п о р я д к а с о о т в е т с т в у е т в п е р в о й сети г р у п п а 
д в у х о сно вн ы х т о ч е к 7-го п о р я д к а . К а ж д а я из двух о с н о в н ы х п р я м ы х о п р е д е 
л я е т с я д в у м я т о ч к а м и , к о т о р ы е д о л ж н ы л е ж а т ь в двух высших о с н о в н ы х т о ч к а х 
с е т и ; одна из них будет л е ж а т ь в единственной 1 0 - к р а т н о й т о ч к е , а д р у г а я в 
ид ной из д в у х 7 - к р а т н ы х . Таким о б р а з о м , к а ж д а я в з д в у х о с н о в н ы х п р я м ы х 
будет иметь простую т оч ку в 10-кратном ц е н т р е , совсем не будет проходить ч е р е з 
ц е н т р ы 4 - к р а т н ы е , 3 - к р а т н ы й и простой п будет проходить ч е р е з один из двух 7-ми-
к р а т н ы х ц е н т р о в , одна ч е р е з один, д р у г а я ч е р е з д р у г о й . Это в ы р а ж а е т с я числами 
последней строки 1, 0 Т , о , 0 , о. З н а к 0 п о к а з ы в а е т , что к а ж д а я о с н о в н а я п р я 
м а я не п р о х о д и т , в о о б щ е , ч е р е з 7 - к р а т н ы е точки , но ч е р е з одну из них п р о х о д и т . 
'Гак к а к 7 - м н к р а т н ы х точек только д в е , то здесь то ж е свойство б ы л о б ы - м о ж н о 
в ы р а з и т ь т а к ж е символом I — , п о к а з ы в а ю щ и м , что к а ж д а я о с н о в н а я п р я м а я про
ходит по р а з у ч е р е з все с е м и к р а т н ы е т о ч к и к р о м е одной. Точно т а к ж е , т а к к а к 
п е р в а я сеть имеет одну простую основную точку , то в т о р а я сеть имеет одну основ
ную п р я м у ю , п р о х о д я щ у ю ч е р е з 9-тикратнуто и 8 - м и к р а т н у ю т о ч к и и не прохо
д я щ у ю ч е р е з о с т а л ь н ы е о с н о в н ы е точки в т о р о й сети. Д а л е е , т а к к а к п е р в а я сеть 
с о д е р ж и т одну т р о й н у ю т о ч к у , то в т о р а я сеть имеет основную кривую т р е т ь е г о 
порядка. . И з т а б л и ц в и д н о , что основные к р и в ы е т р е т ь е г о п о р я д к а могут быть 
т о л ь к о одного в и д а — с одною 2 - к р а т к о ю и 4 ; 2 ^ шестью простыми т о ч к а м и . 
П е р в а я п о м е щ а е т с я в 9 - т и к р а т н о й точке второй сети , а о с т а л ь н ы е в 8 -крат 
ных и в 5 - т и к р а т н ы х точках . Д а л е е , т а к как во второй сети есть о д н а ч е т ы р е х 
к р а т н а я т о ч к а , то в п е р в о й д о л ж н а быть одна о с н о в н а я к р и в а я 4-го п о р я д к а . 
Из т а б л и ц видно, что т а к и х к р и в ы х может Гнать д в е , одна с 7 2 9 ц е н т р а м и , 
кз к о т о р ы х один т ройной и ^ п р о с т ы х , и д р у г а я с б ~ | - - 2 ~ - 8 ц е н т р а м и , из к о т о 
рых :> д в о й н ы х и о п р о с т ы х . Но в н а ш е й сети всего 1.0 о с н о в н ы х т о ч е к , и мы 
уже н а ш л и , что в двух из них искома и о с н о в н а я к р и в а я имеет кратность 0 , т . -е . 
о н а не п р о х о д и т ч е р е з эти основные точки . Т а к и м образом н а ш а к р и в а я д о л ж н а 
о п р е д е л и т ь с я S-ю основными т о ч к а м и , т.-е. ото к р и в а я второго вида . П о э т о м у н а ш а 
основная к р и в а я 4-го п о р я д к а проходит по два р а з а через 1 0 - к р а т н у ю и ч е р е з 
две 7 - к р а т н ы х основных т о ч е к первой сети и по одному р а з у ч е р е з п я т ь 4 х-
к р а т н ы х т о ч е к . З а т е м , т а к к а к в первой сети есть пять 4 - х к р а т и ы х т о ч е к , 
то во в т о р о й должно быть п я т ь о с н о в н ы х к р и в ы х 4-го п о р я д к а : они соответствуют 
пяти основным т о ч к а м 5-го п о р я д к а . П о д о б н о п р е д ы д у щ е м у , мы у б е ж д а е м с я , что 
к а ж д а я из э т и х к р и в ы х проходит через 8 основных т о ч е к с е т и , по д в а р а з а че
р е з 9 - к р а т н у ю , 8 - к р а т н у ю и одну а з 5 - к р а т н ы х и по одному р а з у ч е р е з ч е т ы р е 
о -кратные н одну 4-к ратную-. З д е с ь мы видим, что все п я т ь к р и в ы х 4-го п о р я д к а 



п р о х о д я т по о д и н а к о в о м у числу р а з через 9~кралн \ю , 8 - к р а т н у ю и 4 - кратную 
т о ч к и ; но из пяти 5 - к р а т н ы х т о ч е к к а ж д а я к р и в а я проходит по одному р а з у ч е 
рез ч е т ы р е т о ч к и и по д в а р а з а черед п я т у ю к а ж д а я через с в о ю ; э т о и в ы р а 
ж е н о символом L + , где з н а к л • в ы р а ж а е т , что каждая к р и в а я пр о х о дит ч е р е з одну 
из 5 - к р а т н ы х т о ч е к на один р а з б о л ь ш е , чем через каждую из ч е т ы р е х о с т а л ь н ы х . 

Мы имеем затем во в т о р о й сети пять 5-ли к р а т н ы х т о ч е к . З н а ч и т , в п е р в о й 
сети должно б ы т ь п я т ь основных к р и в ы х 5 - го п о р я д к а . И з у ж е н а й д е н н о й части 
т а б л и ц ы в и д н о , что к а ж д а я из э т и х к р и в ы х о п р е д е л я е т с я 9 т о ч к а м и , и з к о т о р ы х 
4 1 - 5 п р о с т ы х . Таблица К р е м о н о в ы х сетей п о к а з ы в а е т , что этим свойством 
о б л а д а е т к р и в а я 5 - г о п о р я д к а Л« 2 , о п р е д е л я е м а я одною тройною т о ч к о ю , тремя 
двойными и И ( - 2 : 5-ю п р о с т ы м и . С л е д о в а т е л ь н о , к а ж д а я из основных кривых 
5 -го п о р я д к а имеет т р о й н у ю точку в 10 -кратной основной т о ч к е с е т и , две дву
к р а т н ы х в д в у х 7 - к р а т н ы х т о ч к а х , одну 2 - к р а т н у ю в 4 -кратной , ч е т ы р е простых 
в ч е т ы р е х о с т а л ь н ы х 4 - к р а т н ы х и одну простую в т р о йно й т о ч к е . 

Затем мы имеем в первой сети две 7 кратных т о чки . С о о т в е т с т в у ю щ и е кри
вые 7-го п о р я д к а второй сети совсем не п р о х о д я т ч е р е з одну из п р о с т ы х т о ч е к 
второй сети и имеют только по одной простой т о ч к е в д р у г о й основной т о ч к е , 
как ото видно из у ж е составленной ч а с т и т а б л и ц ы . Е д и н с т в е н н а я к р и в а я 7-го и о 
р я д к а , у д о в л е т в о р я ю щ а я этим условиям, т . - е . о п р е д е л я е м а я 9-ю т о ч к а м и , из к о т о 
р ы х т о л ь к о одна п р о с т а я , е сть к р и в а я .V 6, она имеет одну 4 - к р а т н у ю т о ч к у , 
одну тройную, б д в о й н ы х и одну п р о с т у ю : п е р в а я п о м е щ а е т с я в 9 - к р а т н о й 
т о ч к е сети , в т о р а я в 8 - к р а т н о й , третьи в 5 -и 4 - к р а т н ы х и последняя в одной 
из двух п р о с т ы х , 

Ч т о б ы з а к о н ч и т ь т а б л и ц у , остается найти к р а т н ы е т о ч к и основных к р и в ы х 
9-гэ и 10-гл п о р я д к о в первой сети . П о , на основании у р а в н е н и я (25 ) сумма к р а т 
ности т о ч е к основной к р и в о й н а единицу м е н ь ш е ее утроенного п о р я д к а . Соста 
в л я я сумму уже н а й д е н н ы х к р а т н о с т е й для основной кривой 8 - го п о р я д к а , по
лучим 

2 . 3 - ; 5 . 2 3 - м - r 1 л 18. 

В ы ч и т а я ото число из : > . $ • - - 1 ~ - 2 3 , найдем что к р а т н о с т ь к р и в о й в п о с л е д 
ней основной т о ч к е р а в н а 5 . Т о ч н о так ж е д л я к р и в о й 9-го п о р я д к а имеем 

2 . 4 ~'г 5 . 2 - \~ \ . 2 - 1.1 — 21 

и затем 3 . 9 — 1 2 t i . Отсюда к р а т н о с т ь к р и в о й 9-го п о р я д к а в последней основ
ной т о ч к е р а в н а 5 . Н е т р у д н о у б е д и т ь с я , что н а й д е н н ы е числа у д о в л е т в о р я ю т 
всем у р а в н е н и я м ( 2 6 ) . 

Если п о р я д о к si основной кривой в ы с о к , то о п р е д е л е н и е ее к р а т н ы х т о ч е к 
н е с к о л ь к о т р у д н е е потому , что чем в ы ш е п о р я д о к к р и в о й , тем более р а з л и ч н ы х 
видов у н и к у р с а л ь н ы х к р и в ы х этого п о р я д к а . Поатому здесь можно п о с т у п а т ь е щ е 
следующим образом. К а ж д о й основной к р и в о й п о р я д к а л соответствует п у ч о к 
д о п о л н и т е л ь н ы х к р и в ы х п о р я д к а n — si, и м е ю щ и й в к а ж д о й основной т о ч к е Лк 

первой плоскости т о ч к у к р а т н о с т и >\ — Л е г к о у б е д и т ь с я , что эти числа у д о 
в л е т в о р я ю т следующим у р а в н е н и я м 

- r h irk i k ! ) ь (и s,) — I (27 
к 

- Л * 'Л Л I " - s /A ^ К , — 2 А , м = - : : • ' . ( ' ' • . < , > - 2 : 2 S ) 

к к 

С р а в н и в а я эти у р а в н е н и я с ( 2 5 ) , (26) мы В И Д И М , что последние п о л у ч а ю т с я ил 
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п е р в ы х , если мы з а м е н и м х} через и—sh аш ч е р е з гк: - а к . и у м е н ь ш и м п р а в ы е 
ч а с т и на е д и н и ц у . П о э т о м у , вместо т о г о , ч т о б ы и с к а т ь к р а т к о с т и т о ч е к основной 
к р и в о й п о р я д к а мы будем и с к а т ь к р а т н о с т и т о ч е к к р и в о й более низкого п о 
р я д к а п — sh у м е н ь ш а я числа основных точек, в з я т ы е из таблицы, на одну о д н о к р а т 
ную т о ч к у и п о д ы с к и в а я р е ш е н и я , у д о в л е т в о р я ю щ и е у р а в н е н и ю (27) . Т а к , в предыду
щ е м п р и м е р е вместо того, чтобы и с к а т ь основные точки криьой 10-го п о р я д к а , мы 
будем и с к а т ь основные т о ч к и кривой п о р я д к а 17 —-10 ~~ 7, уменьшив число основных 
т о ч е к , д а в а е м о е т а б л и ц е ю , на е д и н и ц у . П о л о ж и м , что мы уже н а ш л и , что к р и в а я 
10-го п о р я д к а имеет в 5 -кратных ос новных т о ч к а х к р а т н о с т ь 3 , в 4-кратных— 
к р а т н о с т ь 2 и в 1 - к р а т н ы х — к р а т н о с т ь 1. С о г л а с н о предыдущему, д о п о л н и т е л ь н а я 
к р и в а я 7-го п о р я д к а должна иметь в т е х ж е т о ч к а х к р а т н ы е точки с кратностью 
5 - - 3 ; = 2, 4 2 ^ 2 и I ---- 1 = 0, и, кроме т о г о , две т о ч к и в ы с ш е й кратности в 
8 - м и к р а т н о й и 9 - к р а т н о й т о ч к а х с е т и . Этим у с л о в и я м у д о в л е т в о р я е т к р и в а я 
7-го п о р я д к а Л ' - б , если мы отбросим в ней одну простую т о ч к у . Т а к к а к крат 
ности этой к р и в о й в двух в ы с ш и х т о ч к а х р а в н ы 4, то для кривой 10-го п о р я зла 
мы н а х о д и м к р а т н о с т и 9 — 4 — 5 в 9 - к р а т н о й т о ч к е и 8 - 4 ™= 4 в S-кратной. 

И з л о ж е н н ы й здесь способ в е с ь м а у д о б е н и п о з в о л я е т быстро н а х о д и т ь к р а т 
ности о с н о в н ы х к р и в ы х в о с н о в н ы х т о ч к а х сети . Этим способом я н а ш е л ч и с л а д , 
д л я всех К р е м о н о в ы х с е т е й п е р в ы х 17-ти п о р я д к о в . 

О с н о в н ы е ;и:нпи К р е м о н о в ы х с е т е й определи , и д л я сетей п е р в ы х 6-ти п и -
р я д к о в C a y l e \ ( P ^ c e e d i n ^ oi t h e L o n d o n M a t h e m a t i c a 1 S o c i e t y vol . I l l , 1 8 6 9 ) , для 
7—In п о р я д к о в >•. R o b i n s Ibid, so ! , IV, 1872) и 11-го п о р я д к а M o n t e s a n o ( R e n -
dicont i uoll' Accademi- i di Napo i : 3 \ o \ . XI , iVO-'w. I> 1У1< г. я о п р е д е л и л до 
и з л о ж е н н о м у в ы ш е M C R U V основные кривые в с е х К р е м о н о в ы х с е т е й п е р в ы х 17-тя 
порядков . 1 Ъ л \ л е т н ы е мноь. -иела пока enie не напечатаны. 



A propos des tables des nombres Cremoniens des 21 pre
miers ordres. 

B. Mlodziejowski. 

< Resume j 

La d e t e r m i n a t i o n des n o m b r e s C r e m o n i e n s pent e t r e fai te de deux nmnieres* 
differences. I i ' abo rd on p e n t e h e r c h e r t o u t e s Ie** so lu t ions d e s e q u a t i o n s <1< en 
n o m b r e s e n t r e e non. negat i f s et p r e n d r e eel les de ces so lu t ions qui c o r r e s p o n d e n t 
a u x r e s e a u x liomalo'fdes. S e c o n d e m e n t on p e u t fo rmer tons les n o m b r e s Cremonien> 
d u n o r d r e d o n n e en soumef tan t a des t r a n s f o r m a t i o n s q u a d r a t i q u e s les r e s e a u x C r e m o 
n iens d ' o r d r e s infer ieurs . L a p r e m i e r e m e t h o d e fut e m p l o y e e p a r C r e m o n a , J o n q u i e r o s 
et, Ruff mi . Kile a le defaut d ' i n t r o d u i r e d e s so lu t ions o t r a n g e r e s , m a i s , c o m m e ei le 
ne de rnande q u e des ea lcu ls t r e s s imp les , j e m 'en suis servi c o m m e de met bode de 
ver i f ica t ion . Si n o u s d e s i g n o n s p a r ,r, le n o m b r e des so lu t ions rx . . . . r ega les a l\ 

j e s e q u a t i o n s i l ) p r e n d r o n t la forme (2 ) . S u p p o s o n s q i fon c o n n a i s s e les v a l o u r s des 

i n c o u n u e s aH », a,;.„-_> x , ; . i . Kn p o r t a n i cos va lours d a n s (3) et en t r a n s p o r t a n t 
les t e r m e s e o r r e s p o n d a n t s on o b t i e n t les e q u a t i o n s (o) ou <rtH, Ьт out les significa
t i o n s ( 4 ) . C o m m e d a n s ces e q u a t i o n s 1'mdice /,• est con t enu e n t r e 0 e t m, on ob t i en t 
pour ies l imi tes (8) v a l a b l e s p o u r m ]^>0. Apres avo i r t r o u v e les \ a l e u r s de r / w . 
on passe p o u r c h a q u e valour de nm a u x va lou r s e o r r e s p o n d a n t e s de j u s q u ' a 
ce (jue Ton a r r i v e a un n o m b r e /// I pour lequej Ton a i t аы - b m ~ 0. 

Kn p r a t i q u e les so lu t ions o t r a n g e r e s aux r e s e a u x C r e m o n i e n s s ' a p e r c o i v e n t a i s e m e n t 
et ne, c o m p l i q u e n t p a s b e a u c o u p le e a l cu l . X e a n m o i n s pour ies so lu t ions d ' o r d r e s eleves 
ce defaut d e v i e n t de. p lus en p lus s ens ib l e . < 1 ' e s t pourqu i M. M o n t e s a n o a propose une 
m e t h o d e fond le s u r Papp l i ca t ion de la t r a n s f o r m a t i o n de d o n q u i c r e s et su r la con
s i d e r a t i o n des c l a s ses p a r t i c u l i e r e s do r e seaux C r e m o n i e n s . La m e t h o d e de M. Mon
t e s a n o lb urn it. oxc lus ivemen t les r e s eaux g e o m o t r i q i i c s . ma i s les ea lcu ls son t a s sez 
c o m p i i q u e s e t les so lu t ions obteni jes ne son! pas r angees d ' a p r e s P o r d r e des r e s e a u x 
e o r r e s p o n d a n t s . С ' e s t p o u r q u o i j ' a i e n t e r p r i s la d e t e r m i n a t i o n des r e s e a u x C r e m o n i e n s 
p a r P a p p l i c a t i o n d i recfe des t r a n s f o r m a t i o n s q u a d r a t i q u e s . Q u a n d mon t r a v a i l e t a i t deja 
a e h e v e j ' e u s c o n n a i s s a n c e du Memoi re de M. M o n t e s a n o „1 g r u p p i C r e m o n i a n i di 

n u m e r r \ 1.914, ou la m e m o m e t h o d e se t r o u v e app l iquee a P e l a d e d e s differentes p ro -
p r i c t e s des r e s e a u x C r e m o n i e n s . M. M o n t e s a n o dit d a n s son Memoi re que 
M M . T o m m a r e l i o e t M a r r a z / o a v a i e n t ea lcu le en 1 9 0 S - - 1 0 les t a b l e s C r e m o n i e n n e s 
d e s o r d r e s 14 2 3 . C o m m e ce t r ava i l ne p a r a i t p a s avo i r e te pub l i c , j ' a i eru uti le 
d e publ ier m e s T a b l e s , d ' a u t a n t plu> q u ' e P e s c o n t i e n n e n t des d o n n e e s compiemen-
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a i r e s . Com i не chaque. r e s eau C r e m o n i e n peu t e t r e deduif pa r une t r a n s f o r m a t i o n 1 

q u a d r a t i q u e de p i u s i e u r s m a n i e r e s d i f fe rentes , j ' a f e m p l o y e , c o m m e M. Montesano, . . 
p o u r e v i t e r les r e p e t i t i o n s la m e t h o d e s u i v a n t e . А у a n t un r e s e a u d ' o r d r e и d o n t les 
c e n t r e s out r e s p e c t i v e m e n t ies m u l t i p l i c i t e s г, . г . , г., . . . . /• j e p r e n d s p o u r 
c e n t r e s d e la t r a n s f o r m a t i o n q u a d r a t i q u e t r o i s c e n t r e s A., AJt, . 1 , , d o n t l e s m u l t i p l i c i 
t y r . r z sat i ' s ibnt a u x r e l a t i o n s ( 1 7 ) , ( I S ) . Do c e t t e m a n i e r e les n o m b r e s r e -
la fifs a c h a q u e r e s e a u Cuemonie t i s ne s o n t o b t e n u s q u ' u n e seu le fois, t a n d i s q u e 
sous c e t t e p r e c a u t i o n ces n o m b r e s s ' o b t i e n n e n t de p i u s i e u r s m a n i e r e s d i f f e r e n t e s . 
Les figures 1, 2 , t i r oe s du m e m o i r e de M. M o n t e s a n o , m o n t r e n t la s implif icat ion que 
la m e t h o d e d e M. M o n t e s a n o a p p o r t e d a n s le ea lcul . 

Mes t a b l e s d o i m e n t p o u r c h a q u e r e s e a u Ie n u m e r o du r e s e a u con jugue . P o u r 
i ' ob t en i r j e c o n s i d e r s en m e m e t e m p s , q u e le r e s e a u d o n n e le r e s e a u d e s d r o i t e s 
du m e m o p l a n . Ivn s o u m e t t a i i t s i m u l t a n e m e n t les deux r e s e a u x a u n e se r i e de 
t r a n s f o r m a t i o n s i s o l o g i q u e s , j e t r a n s f o r m e le p r e m i e r r e seau en un r e s e a u de d r o i t e s ; 
a l o r s Ie second r e s e a u so t r a n s f o r m e en le r e s e a u con jugue a u p r e m i e r . C h a q u e 
r e s e a u C r e m o n i e n est c a r a e t e r i s o p a r le n o m b r e e t la mu l t ip l i c i t e de se s po in t s 
f o n d a m e n t a u x . Ainsi Ie r e s e a u du 2 0 - e m e o r d r e .V 4 2 p o s s e d e un c e n t r e du 13-eme o r d r e , 
d e u x du 7 - m e , cinq du 5 - m e , un du 2-me et t r o i s du p r e m i e r , ce qui est e x p r i m e 
oa r le s y m b o l e 

\ 0 1 13, 2 7, 5 5, 1 2 , 3 1 . 

. f a p p e l l e les n o m b r e s I , 1, 2, 3 , 5 des c e n t r e s d ' e g a l e m u l t i p l i c i t e , n o m b r e s c a r a c 
t e r i s t i q u e s du r e s e a u . D e u x r e s e a u x con jugues out les m e m e s n o m b r e s c a r a c t e r i 
s t i ques . Si p a r m i les r e s e a u x d"un o r d r e d o n n e il у a p ius i eu r s r e s e a u x p o s s e d a n t 
Ies m e m e s n o m b r e s c a r a c t e r i s t i q u e s , ces r e s e a u x p e u v e n t e t r e con jugues a v e c u n 
r e s e a u c o r r e s p o n d a n t de la m e m o n a t u r e . Ainsi , p a r m i les r e s e a u x du 1 2 - m e o r d r e 

avec les n o m b r e s c a r a c t e r i s t i q u e s 1, 2 , 3 , 4 ies r e s e a u x re l a t i f s a u x s o l u t i o n s № 6 
et № 7 s o n t c o n j u g u e s o n t r e e u x , t a n d i s que les r e s e a u x № 0 et ,Y«lb sont c o n j u g u e s 
з e u x - m e m e s . 

L e t a b l e a u (23) d o n n e : Л) Г o r d r e d e s r e s e a u x C r e m o n i e n s , B) Ie n o m b r e des 
s o l u t i o n s g e o m e t r i q u e s des (. 'qua!ions, C) Ie n o m b r e des differents s y s t e m e s d e s 
n o m b r e s e a r a c t e r i s t i q u a s , D) ie n o m b r e des so lu t ions oon juguees a el l e s - m e m e s . 

A c h a q u e r e s e a u C r e m o n i e n c o r r e s p o n d un s y s t e m e de l ignes fbndamenta l . es . 
Ces l ignes ont aux p o i n t s f o n d a m e n t a u x du r e seau des p o i n t s d o m u l t i p l i c i t e s d e t e r 
m i n e r s . Kn m ' a p p u y a n t s u r les proprietors c o n n u e s de ces l ignes j ' i n d i q u e u n e 
m e t h o d e s imple pour d e t e r m i n e r d i r e c t e m e n t la mu l t i p l i c i t e de ces po in t s s a n s 
r e c o u r i r a l ' a b a i s s o m e n t de 1'ordre и du r e s e a u d o n n e a u m o y e n d ' u n e t r a n s f o r 
m a t i o n q u a d r a t i q u e . P o u r c e t t e m e t h o d e il est n e c e s s a i r e de c o n n a i t r e l e s e a r a c -

t e r e s des families de l ignes un i cu r sa l c s j u s q u ' a P o r d r e ^ , definies pa r l e u r s p o i n t s 

f o n d a m e n t a u x . C'est p o u r q u o i d a n s mes T a b l e s j e d o n n e les n o m b r e s c a r a c t e r i s t i q u e s 
de ces courbes j u s q i f a w ~ ~ l l . Si p a r m i les p o i n t s f o n d a m e n t a u x il у a a u ino ins 
deux p o i n t s s i m p l e s , ces n o m b r e s s 'obt iennenf en a j o u t a n t au n o m b r e s f o n d a m e n t a u x 
du r e s e a u C r e m o n i e n deux u n i t e s simples. . Ma i s si Ie n o m b r e des po in t s f o n d a m e n 
t a u x s imp le s est infer ieur a d e u x , les n o m b r e s c a r a c t e r i s t i q u e s e o r r e s p o n d a n t s 
d o i v e n t e t r e d e t e r m i n e s a p a r t . Les t a b l e s m o n t r e n t p a r e x e m p l c qu'il у a un 
s y s t e m e de ces n o m b r e s pour n = 8. dix p o u r n — 1 1 . Ainsi pour Ies r e s e a u x du 
l o - e m e o r d r e Ло\< 2»'»—3<> c o n j u g u e a lui m e m e , nous a v o n s le t a b l e a u . 
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d'ai ealoule p a r e o t t c m e t h o d e les n o m b r e s c a r a c t e r i s t i q u e s d e s l ignes ion-
d a m e n t a l e s pour tons les r e s e a u x des p r e m i e r s 17 o r d r e s . 

E n se r a p p o r t a u t a u x T a b l e s , on volt que les l ignes f o n d a m c n t a l e s d e s 
o r d r e s 8 , 7 , 4 , 3 , I ou t r e spee t ivemenf les n u m e r o s 4 , ft, 2, 1, 1: d e memo 
l es l ignes d e s o r d r e s 9 , 6 , 5 , 4 . I o u t les n u m e r o s 12, 3 , 2, 2, 1. D e ees 
l ignes eel les du 9 -me et du 7-me o r d r e i r o n ! q u ' u n seul p o i n t f u n d a m e n t a l du 
p r e m i e r ordre et ne pen vent pas fa ire p a r t d ' u n r e s e a u C r e m o n i e n . 



Таблицы Кремоновых ч и с е л первых 21 порядков. 
Б. К Млодзеевский. 

Эти т а б л и ц ы дают К р е м о н о в ы числа , т.-е. к р а т н о с т и в основных т о ч к а х , 
д л я всех К р е м о н о в ы х сетей п е р в ы х 21 п о р я д к о в . Эти числа р а с п р е д е л е н ы в группы 
соответственно п о р я д к а м с е т е й . Ч и с л о , с т о я щ е е в з а г о л о в к е г р у п п ы , у к а з ы в а е т 
п о р я д о к с е т е й , В с л е д у ю щ е й з а т е м таблице первое число каждой строки д а е т 
н у м е р сети по п о р я д к у ; в т о р о е д а е т нумер с о п р я ж е н н о й ей с е т и ; т р е т ь е — о б щ е е 
число осн овн ых точек сети. С л е д у ю щ и е числа дают числа основных т о ч е к сети д л я к а 
ждого п о р я д к а ь р а т н о с т и о т д е л ь н о . Н а п р и м е р , из т а б л и ц видно, что сети 9 - го п о р я д к а 
Л*' 4 с о п р я ж е н а сеть того же п о р я д к а Ai y f ч т 0 эта сеть имеет всего 9 о сно вных точек, 
из к о т о р ы х о д н а 6 - к р а т н а я , три 3 -кратных , 4 д в у к р а т н ы х и одна п р о с т а я . 

Tables cles nombres В. Mlodzijowski des 21 premiers ordres. 
C e s t a b l e s d o n n e n t les mu l t i p l i c i t e s des p o i n t s f o n d a m e n t a u x d e s r e s e a u x 

C r e m o n i e n s . L e s n o m b r e s e o r r e s p o n d a n t s s o n t d i s t r i bues en g r o u p e s d 'apres les 
o r d r e s d e s c o u r b e s du r e s e a u . Le n o m b r e en t e t e d e c h a q u e g r o u p e est I'ordre d e s 
r e s e a u x du g r o u p e . D a n s l a t a b l e qui vient a p r e s d e n o m b r e do la premiere colonne 
es t le n u i n e r o d ' o r d r e du r e s e a u ; le n o m b r e s u i v a n t e s t le n u m e r o du r e s e a u c o n j u g u e 
a u p r e m i e r ; le t r o i s i eme n o m b r e est le n o m b r e total d e s po in t s fondamentaux du 
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Линейные системы кривых, связанных с а р и ф м е т и ч е с к и м и 
решениями Кремоновых уравнений. 

Б. К. Млодзеевский (Москва). 

Известно, что так называемые арифметические решения Кремоновых урав
нений соответствуют линейным системам распадающихся кривых, не пригодным 
для Кремоновых преобразований. Такое распадение всегда сводится к тому, что 
от всех кривых системы отделяются одна или несколько определенных уникур-
сальных кривых, пересекающихся как с остающимися частями кривых системы, 
так и между собою только в основных точках. Эти выделяющиеся кривые суть 
основные кривые остающейся системы. Если мы обозначим через ( С ) систему 
распадающихся кривых, через Мл, Ж 2 , . . . Ms выпадающие уникурсальные 
кривые и через ((У) Систему линий, остающуюся после выделения кривых, то 
Мг, М2, . Ms будут основными кривыми для системы ( С ) . В моей с т а т ь 
«К теории Кремоновых преобразований» я остановился на том случае, когда 
в «арифметическом» семействе выпадает только одна кривая , простая или 
кратная . В настоящей статье я рассматриваю общий случай, когда в арифме
тической линейной системе выпадает несколько кривых с произвольною крат
ностью. В соответствии с получающимися результатами должны быть исправлены 
выводы второй части § 15 предыдущей статьи, вытекавшие из неправильного 
обобщения равенства (27) на случай кратной выпадающей кривой. 

Положим, что мы имеем правильную распадающуюся Кремонову систему (С 
кривых w-го порядка, из которой выпали уникурсальные кривые Мг, М2, . . .М 
порядков тг, т2У . . . ms каждая соответственно д 2 , j x 2 , . . . jig раз. Обозна
чим систему оставшихся нераспадающихся кривых порядка п через (С). Пусть 
будет гк кратность кривых системы (О), в к-ой основной точке, г'к — крат
ность в той же точке кривых системы ( С ) и g u , q2k . . . qsk кратности в этой 
точке кривых Мг, 3£2, . . . Ms. Мы будем иметь: 

i—i 
1=8 

r h = r'k-{-Y*\Ll (llk ( U = l , ( * = ! , 2, . . .р). 

Подставляя эти выражения в Кремоновы уравнения 

получим: (о к 

к 
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Так как каждая из выпадающих кривых — уникурсалъная и вполне опре
деляется своими основными точками, то мы имеем: 

1 г , * = з » - 1 , (3) 
к 

+ 1 G = l , 2, . . . * ) (4) 
к 

Так как кривые системы {Сг) пересекаются с каждою из выпадающих 
кривых Мг только в основных точках, то 

Лг'к *к = п ' т 1 ( Z = l , 2, . . . s ) ( 5 ) 
к 

Наконец, так как выпадающие кривые пересекаются между собою тоже 
только в основных точках, то 

X diu Ьк = т \ m v (I, V = l, 2, . . . s) (6) 
к 

Из уравнений (1), (3) находим: 

X ^ = 3 n ' - 3 + Xjn ( 7 ) 
к I 

-Е»»? ( 8 > 
к I 

Отсюда находим для системы ( С ) следующие выражения измерения или 
ступени h' и рода д 

V = i п\п' + 3 ) - i]TVS(г, + 1) = 2 + 1 (я, - J) (9) 

5 ' = i . . ( » ' _ l ) ( » ' _ 2 ) - ^ £ r t ( r i - l ) = i2;M / ( ^ + 1 ) . ( Ю ) 
/с г 

Эти выражения показывают, что если все выпадающие кривые — одно
кратные, то система (С) остается двух измерений, но что кривые (С) не мо
гут быть уникурсальными. 

Выражения (7) — (10) имеют ту особенность, что они зависят только от 
кратностей выпадающих кривых, а не от их порядков. 

Так и должно быть, так как мы можем превратить выпадающие кривые в 
другие уникурсальные кривые любых порядков, не нарушая последних соотно
шений. 

Поэтому мы всего проще составим арифметические Кремоновы сети 
с данными выпадающими кривыми, если примем порядки всех этих кривых 
равными нулю и затем, составив соответствующую сеть, квадратичными преобра
зованиями превратим эти кривые нулевого порядка в уникурсальные кривые 
соответствующих порядков. 

В случае одной выпадающей кривой, имеем: 

й' = 2 + J - f * ( j J L — 1), < / = J j i O i — 1). 
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Эти формулы должно поставить на место последних формул § 15 преды
дущей статьи. Выражения (7), (8) показывают, что Кремоновы системы могут 
быть с любым числом выпадающих кривых, если только порядок системы 
достаточно высок. 

Найдем, например, распадающиеся системы, содержащие одну простую и 
одну двукратную выпадающую кривую, полагая в формулах (7), (8) щ — 1, 
JA 2 = 2, получим: 

V r , = 3 n , X r * = w 2 —
 6, й' = 3 , g = L 

к к 

Мы можем здесь заменить п и г' через п и г , если условимся не считать 
точек кратности — 1 и — 2 , так как отбрасывая выпадающие линии нулевого 
порядка, мы не меняем ни порядка системы, ни кратности ее остальных 
основных точек, и потому п' = п, гк = г'к. Мы будем искать только те решения 
уравнений 

У гк = 3 и, ^ г* = п2 — 6, 
к к 

которые удовлетворяют условию-

ri + Г2 + гз < }h 

так как остальные решения могут быть приведены к этим посредством Кремо
новых преобразований. 

Таких систем существует ш е с т ь : 

1) п = Ь; 22 , 11 1 , 2) п = 6 ; 14, 14 1 , 3 ) п = 6; 62, 6 1 , ( 

4) п = 1; 13, 82, 2 1 , 5) и = 9 ; 83 , 3 1 , 6) п = 1 2 ; 84, 13, 1 1 . 1 } 

Sur les systemes lineaires de courbes liees aux solutions 
arithmetiques des equations Cremoniennes. 

B. Mlodzie iowski . 

(Resume). 

Nous appelerons systeme Cremonien arithinetique tout systeme lineaire de 
courbes dont les multiplicites aux points fondamentaux forment des solutions ar i th
metiques des equations de Cremona. On sait que dans ce cas les lignes du systeme 
contiennent une part ie commune composee de lignes unicursales de differents ordres. 

Dans in on Memoire «Sur la theorie des transform itions Cremoniennes» (p. 7 
de ce Recueil) j ' a i considere le cas oil la part ie commune qui so detache du systeme 
Cremonien arithinetique ne contient qu'une seule l igne simple ou multiple. Ici je 
discute le cas general, oil cette part ie commune est d 'une composition quelconque; 
cette discussion conduit en particulier a corriger une conclusion inexacte qui so 
trouve a la fin du § 15 du Memoire precedent. 

Soit (G) un systeme Cremonien arithinetique regulier de coubres (C) d'ordre n 
ay ant p points fondamentaux de multiplicites r 3 , r 2 , • • • r . Cette famille est 
formee d'unc famille de courbes indecomposables ( C ) d'ordre n\ ayant aux points 
fondamentaux les multiplicites r[, r[2,- • -r et de lignes unicursales Мг, М2,- • Ж , 
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d'ordres тг, m 2 • • m s et de mult iplici tes •jt1 , JJL2 , • • • \xs, possedant en chaque poin 
fondamental A k du systeme (C) les multiplicites q]k, q2k,--<lsk. C e s l ignes (M) 
ferment la part ie commune de toutes les courbes de la famille (C). Comme on a 

/ = = 1 / 

les equations de Cremona prennent la forme (1), ( 2 ) ; ensuite, les equations (3), 
(4) expriment que chaque ligne M est unicursale et est determinee par les points 
fondamentaux; quant aux equations (5), (6), elles decoulent de ce que les lignes 
(M) ne se rencontrent entre elles et avec les courbes (C f) qu 'aux points fonda
mentaux. Ces systemes de relations conduisent aux equations (7) — (10). Les deux 
equations (9), (10) donnent la dimension 1% et le genre g de la famille (C) qui 
forme avec les lignes (M) un systeme Cremonien ari thmetique (C). Si Von pose 
en parti culier s = 1, on a les formules 

h ' — u 2 ' ; — 2 ~' 

qui doivent remplacer cellos de la fin du § 15 du memoire rappele plus haut . 
Les equations (9), (10) mont ren t qu'on peut former des systemes Cremoniens 
ari thmetiques ayant un nombre arbi t raire de lignes Ж avec des multiplicites 
egalemant arbi traires . 

On observe que dans les equations (7) — ( 1 0 ) ivinterviennent pas les ordres 
des lignes Ж mais seulement leurs multiplicites. D'apres cela si Ton veut avoir un 
systeme ar i thmetique (C) contenant un nombre determine de lignes M d'ordres 
et de multiplicites donnees, il sufflt de former un tel systeme du meme caractere , 
mais ou toutes les lignes Ж seraient de Tordre nul, c'est a dire se reduiraient 
a des points. En soumet tant une telle famille a une transformation Cremonienne 
convenable on obtient une famille (C) oil les lignes M s o n t des courbes des ordres 
demandes. 

Les formules (11) donnent les ordres et les multiplicites aux points princi-
paux des six families (C) qui avec deux lignes de Fordre nul, dont une simple 
et Fau t re double forment ce systeme ar i thmetique (C). En appliquant a ses systemes 
des transformations Cremoniennes on peut obtenir tous les systemes ar i thmetiques 
ayant une ligne simple et une aut re double. Ici Ton a 




