
Satz von Stolz
Sind (an)n∈N und (bn)n∈N Folgen in R mit

1. lim an = lim bn = 0 und bn streng monoton fallend oder

2. lim bn = ∞ und bn streng monoton wachsend

und existiert der Grenzwert
lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

,

dann gilt:
lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

.

Fall 1
Seien ϵ > 0,

l = lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

und N so groß, dass für alle n ≥ N gilt:
∣∣∣an+1−an
bn+1−bn

− l
∣∣∣ < ϵ. Dann gilt für n ≥ N :

l − ϵ =
l − ϵ

bn
bn

=
l − ϵ

bn

∞∑
k=n

bk − bk+1

=
1

bn

∞∑
k=n

(l − ϵ)(bk − bk+1)

<
1

bn

∞∑
k=n

ak − ak+1

bk − bk+1
(bk − bk+1)

=
1

bn

∞∑
k=n

ak − ak+1

=
an
bn

.

Analog zeigt man
an
bn

< l + ϵ.

Damit gilt für n ≥ N :
∣∣∣anbn − l

∣∣∣ < ϵ und somit

lim
n→∞

an
bn

= l.
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Fall 2
Seien ϵ > 0,

l = lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

und N so groß, dass für alle n ≥ N gilt:
∣∣∣an+1−an
bn+1−bn

− l
∣∣∣ < ϵ. Dann gilt für n ≥ N :

l − ϵ <
an+1 − an
bn+1 − bn

und damit

an+1 > an + (bn+1 − bn)(l − ϵ)

> an−1 + (bn − bn−1)(l − ϵ) + (bn+1 − bn)(l − ϵ)

= an−1 + (bn+1 − bn−1)(l − ϵ)

> aN + (bn+1 − bN )(l − ϵ),

woraus
an+1

bn+1
> l − ϵ+

aN − bN (l − ϵ)

bn+1

und
lim inf
n→∞

an
bn

≥ l − ϵ+ lim
n→∞

aN − bN (l − ϵ)

bn
= l − ϵ

folgt. Da dies für alle ϵ > 0 gilt folgt

lim inf
n→∞

an
bn

≥ l.

Analog zeigt man
l ≥ lim sup

n→∞

an
bn

.

Das bedeutet aber
lim
n→∞

an
bn

= l.
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