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II. Joannis Keill M. D. ¢ in Academia Oxonienfi Affronos
mie Profefforis Saviliani, Obfervationes in ea que edidit Celeber-
rimus Geometra ohannes Bernoulli in Commentariis Phyfico Ma-
thematicis Parilienfibus Anno t710. de inverfo Problimate
Virium Centripetarnm.  Et ejufdem Problematis [olutio nova.

Obiliffimum eft problema Dat4 lege Vis centripetz in-
venire Curvam quam defcribit Mobile, de loco dato,
{ecundum datam reGam,& cum dara velocitate cgrediens Con-
ceflis figurarum curvilinearum quadraturis, ejus folutionem
perfectam olim dedit Dominus Newtonus in Principiis Philofophie
Mathematicis. Hoc ipfum Problema denuo aggreflus eft vir
clarifliimus & Geometra celeberrimus Dominus Fohannes Bern-
onlli in Academia Bufilienfi Mathefeos Profeflor *, qui non pau.
ca eaque egregia ingenii fui {pecimina jam pridem edidit ,
quibus Geomertriam reconditiorem noa parum ditavit. Unde
a tanti viri acumine novam pulchramque Problematis folvendi
methodum expeétabam., Geftiebam itaque folutionem Ber-
noullianam perlegere, & cum Newtoniana comparare ; quibus
tandem diligentius perlectis & examinatis, hxc quz fequuntur
annotavi.

Dominus Bernoulli eandem premittit propofitionem quam
Newtonus problemati demonftrando prius adhibuit : eft-
que ea in Principiis XL, non minus pulchra quam demonftratu
facilis. Scil.

Si corpus cogente Vi quacunque centripeta moveatur ut-
cunque, & corpus aliud reta afcendar vel defcendat, fintque
eorum velocitates, in aliquo xqualium altitudinum cafu,2qua-
les; velocitates corum in omnibus xqualibus altitudinibus
erunt zquales.

! Vide Commentarios Phyfico-mathematicos Parifienfes Anno

1710,
O Hujus
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Hujus propofitionis Demonftrationem Newtonianam . aic
Bernoullius efle nimis implicatam, & f{uam, quam fimplici-
orem vocat, cjusfoco fubflicuit., At pace tanti viriliceat mis
hi dicere, fi quid difcriminis fit inter demonftrationem Ber-
noullianam & Newtonianam, id in co fitum eft, quod haxc
multo facilior efle videtur minufque perplexa quamilla. Fig. I
Nam fi centro. C defcribantur circuli DZ, E X, quorum inter-
vallum D E eft quam minimum, fintque corporum in D &7
velocitates xquales, & ab Nad 7% demittatur perpendiculum
NT, fufe oftendit Newtonus vim acceleratricem fecundum D E,
eflcad vim acceleratricem fecundum 7 X ut /N ad 77. Nimi»
rum {i vis fecundum D E vel I N exponatur per reas D £
vel ZN, vis illa fecundum 7 N refolvitur induas 7 7, T N, qua-
rum illa folum. quz eft ut 7 2 motum fecundum dire@ionem
I X accelerat : accelerationes autem {eu velocitatum incremen-
ta funt uc vires & tempora quibus generantur conjunctim.
At tempora ob xquales velocitates in. D & Z, funt ut vie de-
fctipte D E, 1K ; quare accelerationes in decurfi corporum
perlincas DE & IX, funtut DEad I7 & D E ad 1 X con-
junctim ; i e, ut D.E quad. quod eft ZN quad. ad rectang.
17 x 1X. adeoque ob IN quad. =7 T x I X, incrementa. ve-
Jocitatum {unt xqualia : zquales igitur funt velocitatesin £ &
X, & eodem argumento femper reperientur zquales in zqualis
bus diftantiis, Hac eft fumma demonftrationis Newtoni qua
tam dilucide ab eo exponitur, ut inter propofitiones clementa-
res paucas faciliores invenies. At non fic procedit Dominus
Bernoullius, fed illi fufficit dicere, Mechanicam oftendere vim
fecundum D E efle ad vimfecundum 74X, ut.Z Xad D E, Me-
chanicam etiam. oftendere incrementa velocitatum effe in ratie
one virium & temporum conjunctim 5 & initio motus pofitis
velacitatibus 2qualibus tempora funt ut viz defcriptx D E, 1 4;
&-hinc, (argumento prorfus fimili ci quo utitur Newtonus)
concludit incrementum velocitatis, qued aequirit corpus dum
deferibit 7 X, eflead incrementum velocitatis dum defcribitur
DE, wDEXIKadIKx DE, & proinde velocitatum inere-
menta ubique in diftantiis 2qualibus efSc zqualia,

Ac
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At (i Tyronibus facilem voluiffet tradere demonfirationem,

:débuiflet Propofitionem Mechanicam citare, eamqué ad prefen-
‘tem cafum accommodare. Et quidem pluribus verbis opus eft,
ut hoc fiat per theorema quod innuere videtur, in que agitur
de defceniu Gravium in planis inclinatis : nullum cnim ef%
hic Planum damum. queod reCto corporum defcenfui ob-
{tat ; immo tantum abeft ut corpus i plano cohibeatur, ut ¢ con-
tra a Plano feu Tangente per vim quandam continuo reirahitur.
Proculdubio igitur manifefta magis foret ejus ratiocinii vis, £
demiflis Mechanicz propofitionibus, rem omnem ex propriis
principtis demonftraflet, uti fecit Newtonus. Nam refolvendo
triangreGtang. & N 7 in duotriangula zquiangu'a,et K Fad /N
ut /N ad /7, adeoque loco rationis 7N ad 77 ponere potu-
iffet rationem X 7 ad /N vel ad D E. '

Si -de loco quovis 4 in recta 4C cadat corpus, deque lo-
co ejus E erigatur {emper perpendicularis £ G vi centripetz
proportionalis, fitque B FG linea curva quam pun&um G
perpetuo tangit 5 demonftrat Newtonus velocitatem corporis
in loco quovis £ efle ut Arex curvilinex 4 BG E latus qua-
dratum. Adeoque fi velocitas dicatur v, erit v* ut Area
ABG E: & fi P fit altitudo maxima, ad quam corpus in Tra.
jeGoria revolvens, deque quovis ejus punéto ei quam ibi
habet velocitate furfum projectum afcendere poflic : fitque
quantitas 4 diftantia corporis a centro, in alio quovis orbit
puno ; & vis centripeta fic femper ut ipfius 4 dignitas quz-
libet, fcil. ut 4™, Velocitas corporis in omni altitudine 4
etit ut vVsP* —pA.

‘Similiter Dominus Bernoullius oftendit, fi diftantia i centro
dicatur x, velocitas v & vis centripeta ¢, efle v =446 — [px
ubi ex Quadraturis conftat efle Arcam 4 B G E = 4b —[px. Pe-
rinde itaque cft five exprimatur quadratum velocitatis per
Atream 4 BG E, five per quantitatem huic qualem 46 — f(px:.
Et fivis centripeta ¢ fit ut 24" feu n x*, fit b=P" &

2 Vide prop. 39 & 40. Principiorum,
O 2 Sox
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fox = A", adeoque ab — fox eft ut quantitas P* — 4%,
Defcribat corpus Curvam P X, vi centripeta tendentead C,
deturque circulus ¥ X7, centro C intervallo quovis C #” defcrip-

tus. @ fit quantitas conftans, atque — == Sitque & 7 elemen-

tum Curvzs 7 N vel D E elementum altitudinis, X' I elemen-

tum arcus : demonftrat Newtonus Elementum arcus feu XY
QxINxCX

exprimi pofle per hanc formulam : = Similiter.

PHmI POTE B AAVABGE—%
ex premiffis Dominus Bernoullius,pofico Arcu UX =2, & altitu-
dine feu diftantia —x, elementum arcus ad hancreducit formus-
atcx

Ty Py Er primo quidem af-
pectu videbatur formula Newtoniana quodammodo fimplicior
Bernoullian4, eo quod paucioribus conftat terminis ; at re di-
ligentius explorard, vidi Bernoullianam formulam omnino cum
Newtoniana coincidere 3 nec nifi in netatione quantitatum ab
ca differre.  Nam fi pro ab — fpx ponatur 4 BG Z, proac

ponatur @, & x pro 4, 4 pra C.X, & x pro I' N, fic

lam {cil. z =

adcx QxCXxIN
Vibx' — xMpx — s ¥ A ABGE— Q' At =
A*
XCXxIN :
QxCX x 1IN feu vonendo z* loco %—', (quod facit
2 Az

AAVABGE—2Q
Newtonus commodioris notationis gratia,) Formula Bernoulli- .
. QxCXxIN d fat f lam il

ana evadit I VABCE—= unde conftat formulam illam:
non magis 3 Newtoniana difcrepare, quam verbaLatinis lite-
tis exprefla differunt ab iifdem verbis {criptis in Grzcis cha-
sacteribus.

Poft traditam generalem formulam; defcendic Dominus

Bernoullius ad cafum particularem, ubi vis centripeta cft reci-
proce.
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proc¢ ut quadratum diftantize; & per varias redu@iones &
operationes fatis moleftas, conftructionem oftendit Curvarum
qu urgente el vi centripeta defcribi poflunt, ealque ad xzqua-
tiones reducendo probat efle Sectiones Conicas. Deinde que-
ritur Dominum Newtonum f{upponere fine demonftratione
Curvas a tali vi defcriptasefle Sectiones Conicas.

Impoflibile eft ur credat nullam Newtono notam fuiffe hu-
jus rei demonftrationem ; Noverit enim eum primum & fo-
lum fuiffe qui hanc omnem de vi centripeta doctrinam geome-
tricé tracavit, quique eam ad tantam perfeionem perduxir,
ut poft plures quam viginti annos, parum admodum 2 przx-
{tantiffimis Geometris ei additum fit. Noverit etiam Bernoul-
lius Newtonum, praeter generalem problematis inverfi folutio-
nem, oftendiffe modum quo formari poflunt Curve, que vi
centripeta decrefcente in triplicata diftantix ratione defcribun-
tur, adeoque alterum illum cafum ignorare non potuifie.
Nec profecto intelligo qua ratione Bernoullius Newtono ob-
jiciar, eum hujus cafus demonftrationem pratermififie; cum
ip{e non pauca {xpius propofuit Theoremata, quorum demon-
{irationes nufquam dedit ; & quidni liceat Newtono ad alia
feftinanti hoc idem facere. Interim in nova Principiorum
Editione, facilior multo & magis clara, licet tribus verbis, ex-
tat hujus rei demonftratio, quam eft Bernoulliana.

Tandem Bernoullius ut neceffitarem fux demonfrationis
inverfi Problematis in hoc particulari cafu oftendat, hxc addit.
Confiderandum eft, inquit, quod vis qua facit ut corpus in
Spirali Logarithmica moveatur, debet efle reciprocé ut cubus
diftantiz a centro ; at non inde {equitur talibus viribus fems-
per defcribi debere tales Curvas, cum {imiles etiam vires face~
re poflunt ut corpus in Spirali Hyperbolica moveatur.

Miror {ane guod Vir Cl{ufpicetur Newtonumtalem unquam
duxiffe confequentiam. Nam prater Spiralem logarithmicam,
oftendit Newtonus qua ratione aliz Curve, numeroinfinics
& diverfz, formari poffunt, quz omnes deferibantur eadem vi
centripeta qua Spiralis Logarithmica; interque eas reponi de-
bet hee ipfa SpiralisHyperbolica, ut in fequentibus oftendemus.

Exinde
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Exindeatitem eoncludit Newtonus Sectiones tantum Conicas
neecflario defcribi debere per vim centripetam quadrato di-
flantiz reciprocé proportionalem.: Nempe quod Curvaiura
orbitx cujufcunque ex datis velocitate, vi centripeta & pofiti-
onc Tangentis datur ; datis autem umbelico, puncto contactus
& pofitienc tangentis,{emper defcribi poflic Sectio Conica que
curvaturam illam datam habeat. Hoc ame oflen{um eft inAétis
¥ hilofophicis Londinen{ibus Anno 1708. In hac igitur Se@i-
one, urgente illa vi corpus movebitur, & in nulla alia ; cum
cerpus de codem loco, fecundum eandem directionem, eadem
cum velocitate,& urgente eadem vi centripeta exiens, non poflic
diverfas {emitas defcribere.

Liccat jam mihi Dominum Bernoullium imitari, & inverfum
de vi.centripeta. problema longe diverfa methodo refolvere, &
ad cafum particularem applicare ; ubi fcil. vis eft reciprocé ut
cubus ditaatiz, {imulque oftendere demontftrationem Cor. 3.
prop. 41. Principiorum Newtoni.

Quod ut fiat, .quedam ex iis quz in Acis Philofophicis
No. 317: expofui hic premittenda funt. Fig. IL .

Sit 77 L Curva quxvis, quam corpus urgente vi centripeta
ad centrum C tendente defcribit : hanc Curvam in duobus
pundis infinité vicinis J & X tangant re&tz /P, X p, ad quas
¢ eentro demittantur perpendiculares C P, Cf'; centroitem C
defcribancur & E, 7D, & ducatur CZ.

- Pp ‘
Erit vis centripeta ut ti ~——Quod Theorema li
rit vis centripeta ut Quantitas o7 NQ jo

cct in praedicto loco demonftravimus,ecce aliam ejus demonttra-
tionem. Ex X ducantur Xm ad CP & K »ad C 7 parallele. Et
ob xquiangula triangula 7C P, I & N, n X m, Item que ob X m
& Ip P xquiangula. Eric, '

Jpvel IP: IK :: pP :&m

PC:1IP :: Km:mn
IN:IX :: mn:nX unde ex mque
fiet PC xIN: IK%: :: pP:nk; &etit X —

pPXIK o
: —. Praxterea tempus quo defcribitur arcus 74 eft ut

PCxIN Areca
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Area feu triangulum I C X, vel ejus duplum PC x 7 &; adeo-
que fi tempus detur erit P C x 7 X quantitas conftans. Dato
autem tempore, vis centripeta eft ut lineola. & #» que fub ur-
gente vi illa defcribitur, adeoque vis centripeta eft ut lineola

. X
illa X » du&a in quantitatem conftantem———~— hoc clt,
PcC*x 1K,
it vi inet I o Pp x 1 K>
erit vis centripeta.ut: :
' P PC*xITx* PCxIN

P
70 f TN Quod erat demonftrandum.

Velocitas corporis in quovis loco eft ut via- in minimo
quovis tempore percurfa directé & ut tempus illud inversé s

feu ut quantitas

I
adeoque & ut 7 X x POTIH hoceft, velocitas erit recipro-

cc ut Perpendicularis ¢ centro in Tangentem.
St diftantia corporis A centro dicatur x, & Perpendicularis
in tangentem p, erit /N =x.& P p =p & vis centripeta exponi
£
poteft per quantitatem ;3--1, affTumendo quantitatem quamlibet
X

prof* o
Adeoque fi cum Domino Bernoullio vim centripctam nomi-
ftp fr_ - .
nemus @, erit’ ;— —=o & ;—3—: x @3 & capiendo harum quan-
2
4 -
ritatum fluentes erit ~ = Fluenti quantitatis x ¢

At cum velocitas corporis fit reciproc¢ ut perpendicularis
4.

7, cjus quadratum exponi poteft per—f. Siitaque velocitas
) 2

4

4 .
dicatur v, erit v* = —Jf—z —Fluenti quantitatis xp.  Quod fi
3

A. fic locus de quo cadere debet corpus ut acquicat in.D \lzel 4
veloc
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velocitatem v, deque loco corporis D erigatur perpendicularis
DF= P erit reaangulum DExDF —x Q. Sitjam BFG li-
nea curva cujus ordinatx exponant vires centripetas, fcu

quantitates . Fluens quantitatis x ¢ erit Area curvilinea
e

ABFD=wv*= ,f—7_, adeoqae crit v ut Arex ABFD latus
2

quadratum. Quod {i velocitasea fit qu ab infinita diftantia
cadendo acquiritur, erit v* {eu fluens ipfius x ¢ xquale arex
0 D FO indcfinite¢ protenfz.

" Hinc femper dabitur quantitas p in terminis finitis, quando
Area illa curvilinea terminis finitis exponi poteft.  Sit, verbi
gratia, Vis centripeta reciproce ut diftantize-dignitas m, hoc

i X . . . . .
eft, fitx @ -:_-%7. Si velocitas corporis fit ea qua acquiritur

4

cadendo ab infinita diftantia, erit v* =—2% = & in
m‘l N m’—x 2 PZ

hifce omnibus cafibus Area indefinité protenfa eft quantitas
finita. Poteft autem corpus in traje@oria revolvi velocitate

cujus quadratum vel majus fieri poteft, vel minus quantitate

4
£ » vel huic zquale. Adeoque erit +* = I— =
m—-1xx"! - 20
_.;ig___. +vg"
"m_lxm—-l.

Hinc urgentibus his viribus, tria Curvarum genera defcribi
poflunt 5 prout ¢ elt quantitas pofitiva vel negativa vel
mulla.

7.6. Si Velocitas/major fit ea quax acquiritur ab infinita

4
g

diftantia cadendo, fit——=—=——F¢* : (i velocitas fit minor
20" m-ix ™t '
4 4
f £ . f
erit — = —=— _¢*: fi zqualis, erit —= £
P max 2 metxm

Sic
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TN | ! — 2 M ¥
Sit : f* = a* e & =X g =08 ¢ Bt fi velocitas corporis

"1
a7

S it

fit eca qux ab.infinito cadendo acquiritur, crit p* = i

&
ax™!
5

fecu p=
==
At fi velocitas major fit aut minor hac velocitate, fict uti
4 L . -
f g Af— 2 M*!gi ex” X-Unde

oftenfum eft ——= —- — =
zpz‘ M—p x ™ - xm1

prosf*+ & £ ponendo earum valores 4* ¢* ‘& &* ¢, erit
m—1
P N S T
— = , & fiet pr =

(éu - -
2 'xm—t P x’——l

2 m—1

a x

Bt g
Adcogque fi Vis centripeta fit reciprocé ut cubus diftaatix,

2 2

) . a X
hoceﬁ,ﬁﬁt_m:3~&m —f =2, Etltp :7,V€1‘P"::

a* % , a*x"
———, vel denique p* = -
Iy quep = =

In primo cafu conftat Curvam effe Spiralem Logarithmicam ;

nam fit :if, &b: a:: x: p. adeoque ob conftantem ra-
r=s q

tionem 4 ad 4, eritangulus C 7 P ubique conftans.

2 .2

Fonamus jam efle p* = & ex hac {uppofitione tres

b+ x*
oriuntur diver{z Curvarum f{pecies, prout 4 major cft quam 4,
aut ei xqualis, aut minor. Fig. Il

Et primo fit 2 major quam 4. Centro C & ad diftantiam
quamvis datam defcribatur circulus 7 X, cuire&tzCX, C7
produdtz occurrant in7 & X. Ev et /N*: AN :: IP*: PC*
p & ita
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1 ; 2 2 2 2 ) 2 dzxt
&ita CPF—=PC*: PC :: x*—p*:p* 2 x\—b"+x‘
a* x* a4 &
$——— i — 22 B2 —a: a4
el el v L AUL AL RIS
ax

.

reetit V' +bP—d 16 20 IN: KN 5 : ———

* Vi b —a

=X N. Et quoniam eft 4 major quam b, erit 5* — 4* quantitag
4%

negativa. Sitilla—¢*, unde fit AN = T Dicatur radius
cireuli ZY b, & et CX : XN :: CT : T X hoc eft x:

ax , bhax
— = :: b —=—= =IX =y, fi arcus H I voce-

Vxr—¢ T xV/x_

cetur y. . )
¢ . ctz % %
Sit x — — unde » =— —& — = — —. Item erit x* —¢*
z 2 x z
¢t t—et ¢ i
= — A = X P 2R sundeV % — = —y
% z 2 z
I i . P . _bax
¥ ¢ — z* quibus valoribus {ubftitutis, erit e ==
XV X ~¢

-—bhaz
«.f-. Sita:c::m: ¥, hoceft, fica=nc, & fiet X1 feu
;dc — 2¥

_ nhz nhz z3
1= = Eft verd v!"z adv'c‘—z ut s bad

¢ ; hoceft in ratione datd: adeoque eorum fluentes, fi fimulin.
eipiunt, eruntin cadsm mtxone, hoc eft erit AT feu y ad- flue.

entem quantitatis /—_——_—_— ut #hade
N2l

Quod fi centro C radio C#= ¢deferibatur circulus 7L.& CG

. ¢z .

fit—=z, & no =2z, fiet arcus mn= —— - = fluxioni arcus
¢ — X

£ m, quando fluxio eft quantitas pofitiva: fed quando eft nega-

tiva
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tiva, ejus fluens eft arcus Pm prioris complementam,  Arcus
enim ejufque complementum eandem habent  quantitatem
fluxionem denotantem, diverfis tantum fignis affectam ; quia
crefeente uno decrefcit alter.

Hincet ZZTad Pmutnhadc:fed e CPad CH ur Ve :

hxyV Xy
HI,hocette : b ::¥Ve : —C=HT, quareeritlj :
¢

-
B -

FVomz:nh:eoundeVe: Vm ::n: 1.
Przterea ¢x natura circulierit CG : C¥ :: CV ;: C7,

.quando m 7 circulum tangit : hoc eft erit z: ¢ :: ¢ :

Z
C7'=x. Hinc ficapiacur angulus »Ce ad angulum #C muc »
ad 1, & producatur Cead & ut fit CX = fecanti C7, erit
X pun@um in Curvi quzfiti.

Hic obiter notandum eft, fi » fit numerus,hoceft fi fic 2ad ¢
yel 2 ad v 4 —b* ut numerus ad numerum, Curva 77 fiet
Algebraica: nam in hoc cafu relatio #s G ad finum anguli #Ce
2quatione definitur,& inde habebitur relatio finus anguli #Ce
ad C 7'vel C X per zquationem determinatam, & inde demum
dabitur xquatio qua exprimet relationem inter ordinatam &
interceptam a puncto C incipientem. Harum Curvarum ordi-
nes & gradus in Scala @quationum Algebraica. diverfi erunt
pro magnitudine numeri » In his omnibus Curvis fic de-
{criptis Afympoti pofitio hac ratione determinatur: Fiat angu-
lus 7C L ad re@um angulum ut » ad 1. In ¢o angulo diftan-
tia corporis A centro cvadit infinita. Jam quad. perpendicu-

3 2

a x

laris in Tangeatem P C= , ubi x eft infinita, fit PC'=

b+ x»

f——);,fcu PC = 4. Ducatur itaque CR ad CL perpendicula-
X

ris & xzqualis retx 4,& fi per R ducatur R § reCtx CL parallcla,
hacCurvam tanget ad infinitam diftantiam, feu erit Curvae

Afymptotos.
Si corpus in quavis harum Curvarum defcendendo, ad Ap-
fidem imam pervenerit ; Hinc [r)urfus afcendet in infinitum,
2 &
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& aliam Curvam priorifimilem, feu potius ejufdem Carva fi--
milem portionem, afcendendo deferibet.

Curve he poflunt pluribus revolutionibus circa centrum
torqueri, priufquam ad Afymptoton convergere incipiant, &
motus angularis rex C X erit xqualis totidem recis quot nu-
merus # conftat Unitatibus. . g.i # fit 1co, perficientur vi-
ginti.quinque inzegr revolutiones priufquam diftantia i centro
evadart infinita.

o . a
Audo numero », eadem manente 4, minuitur ¢ : eft enim—
n
ai’k
> & — =—=¢ =4 — b, undefiets” — 1 x4 =n"F. Etpro-

e
inde fiet 4 = b :: #° : #°— 1 ;adeoque fi 5’ ad 2qualitatem:
accedat ipfius #*, perveniet quoque* — 1 ad rationem xqualita-
tis cum #°, & proinde augebitur # & in eadem ratione minue-
tur ¢. Ponatur itaque efle &* fere xqualeipfi4’; adeo ut cum
differentia. fit infinite parva, fiat # numerus infinite magnus, &
radius circuli ¢ fiet infinite parvus,feu circulus.in{uum centrum
contrahetur. At fic-evanefcente ¢, non pariter evanefcit C 7,
fi-angulus #C M fit propemodum reGus : nam in omni circulo,
etiam minimo, {&cans anguli reci eft quantitas infinita. Curva
itaque hzc, ob # numerum infinitum, infinitis numero revoluti-
onibus centrum ambibit, priufquam ad Afymptoton convergere
incipiet.

ax .
————. Et quoni-

Evanefcente autem ¢ fit b —=a &p =
Vix' - a:

. hax .
am- in-omni cafu et y — ————, evanefcente ¢ fiet y =
_ xVx <
haox

» unde capiendo Fluentes fiety = 2% feu x y=ha=dax
X

quantitati. Fig. IV,

Hzc Curva eft Spiralis Hyperbolica, que plures habet no-
tabiles proprietates. Si ducatur radius quilibet C 77 Curv oc-
currens in 7, & peripheriz.circuliint, & ex Cad CJexcitetur

perpen-,
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perpendicularis C 7, atque 77 rangat Curvam in 7, & re@tz
C7T occurrat in 7 :. erit C T conftans re(a, 2qualis {cil. arcui
VE ; qua proprictate Logarithmicam 2mulatur, cum C7 Cur-
vz Subtangens dici poflit. Sit enim Radius circuli C £ =4, ar-
cus PE =a, dicatur CI x &V I fic y. Quia oft ha = x x y erit:

ha b . _
—f:y‘&» ‘zx-zy,. Porroeft C7 :: CJ ::. X : NX
x x

has _ |
hoc efth : x :: —5; : NX : quz proinde eft 55. Et quoniam.

et IN:NK::CI:CT. hoc..e&:"c:‘if 22 %2 CT, erit CT=a.

Sicentro C, intervallo quovis € G, defcribatur circuli arcus
6 F, hicarcus inter re¢tam € 7 & curvam interceptus erit fem-
per zqualis conftanti re@=C 7 vel 2. Nam quoniam et 7L x
CE=CVxVE,etit VWL : VE ::CV : CF:: VL : GF
unde zquantur PE° & GF. Si-ad CG ex C excitetur
normalis CR =V E vel FG vel a, & per R agatur RS re@x
C ¥ parallela, erit R S Curve Afymptotos. Nam eft rea M8
@qualis arcui G F, & proinde F S diftantia Curvzab R § eft
femper zqualis exceflui quo arcus fuperat fuum finum : at cum
diftantia crefcat in infinitum,excefus ille minuetur in infinitum,
& fict tandem data quavis- recta minor, & proinde R S eric

Curvz Afymptotos.
Sit jam> major quam4 ; & fimiliter, ut in priore cafis; in-
. ax
venietur. X N= : at quoniam 4 fuperat 4, erit ¢*
V xz +_ b::. 4 q P ’

4%
= p*— 4* quantitas pofitiva, & & N fiet=——— & .
4 q p W & ponendo

hasx

radium circuli AX =4, invenietor X I'= ~—====;. Pona«
o xvx* 1
e . Y% % pa
tur x = —, & erit y = — — & —=— —. Eritquoque »* =
% z X z

ot ct ¢ttt & ¢*
— &t =— T = ——— = — x 2% unde
2* z .4 z

—_—

Vgt gl
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o P p————— c S—— N . . 3] i . 4
Vi F ¢ =— y Ve 12 His itaque valoribug fubftieucis fit
b4

b s haz . . .
e = e = — ., Nam tale {ami poteft ini-
x5t eV ¢z ‘
. . . = haz
tium arcus 77 7, ut fimul cum Flyente quantitatis — =
cVer + z°
»h % .
&

o J

. . Fi =4 & erit —
crefcat & decrefcat. Fiat #¢ eric gt

S0 b .
S22E by =le@eri CXT.

J~£‘ +z1
_2\ ‘-3“
T a2

Eft autem abe -
A i z: W +z'z
36 %
data.ratione. Adcogue ericfe@or C X7 ad Y fem-

per in data ratione. Harum itaque quantitatum fluentes
erunt in cadem ratione, cum fimul incipere ponantur. Flu-
ens autem fectoris € X Teft:fe@&or CV'T, & fluens.quantitatis

:/%.-:-T_-—-—;- eft feter Hypetbolz, qued fic-oftenditur. Fig. V.

Centro C {emiaxe tranfverfo:C P = ¢ deferibatur Hypetbola
xquilatera, & ex duobus pun&is vicinis D & F erdinentur
ad axem conjugatum re&tz D B, E F;ducanturitem C-D, CF,
Et incrementum feu fluxio trianguli BC D zquale erit BE x
B D — fe@ore D€ F: unde feor D CF (qui eft Fluxio feoris
€7D) zqualis erit B E x B D — incremento trianguli BC D,
“Et fi B Cdicatur =, ob Hyperbolam, eft B D*= BC* +cp*
=zt ¢: unde BD = ¢c*+2', &BExBD=2zx Ve |27,
Triangulum autem BC D eft £ z x ¥¢* + 2%, cujus fluxio eft

S e R S e * .. Subtrahatur hzc quantitas ab
_ vtz
% * V¢ 4 27y '& reftabit fector Hyperbole minimus ¢ DF

::ah? 2 ¢, hoceft-in

—
——



( 105 )
lzx 2 iz x et 2t =L 2t

Jrre =  vixo
. Adeoque fluens feGoris C D Felt xqualis fluenti

-—.."x 2 2
=3 V" +iz‘—'
3z
Vo z
T
2

N 'z . w
quantitatis —E===== Proinde erit fe@or C¥ D fluens quan-
T2

titatis '\'/:;;f:" Prxterea DT retta tangac Hyperbolam
& occurrat Axi conjugato in 7. Eft ex natura Hyperbole BC :

¢
CV ::CV :CT,hoceft z-:.¢ :: ¢ :~——f:_-CT‘::m At-

Z
que hinc oritur conftructio qux fequitur. Fig. VI,

Centro.C {emiaxe tranfver{o C#,defcribatur Hyperbola xqui-
latera #m, item citculus Pe, Capiatur feGtor circularis C 7¢ ad
fe@orem Hyperbolicam € 77 ut. » ad 1; tangat Hyperbolam
in m re@a 7 m, occurrensAxi conjugato in 7 : producatur C ¢ ad
kutfitCk=CT7, &pun@um k erit.in Curva quzfitd. Nempe
talis eft ca Curva, ut fi ¢ # dicatur x, Perpendicularis & C

ax
vi+x-
Quando x ¢ft infinita evanefcit 2*, & perpendicularis:fit =14, &
tunc coincidit CR cum C¥. Si itaque capiatur.in axe conjugato
€ R = a, & ducatur RS ipfi C Pparallela,erit hzc Curvz Afymp-
totos,

Si eo ufqque augeatur 4 utfiar quantitas 4 — 4 infinite parva,

. hasx hax .
tunc evanefcet ¢!, & quantitas ——==— fit — = 5. Unde

'wa"f‘s'" ™
ficapiantur harum quantitatum fluentes,habebimus » =y, & 4 4
— x4, hoc eft re@angulum fub arcu circulari & diftantia Cur-
v A centro erit {emper data quantitas; atque hac-ratione. mi-
grabit curva in fpiralem Hyperbolicam. .Eft itaque fpiralis Hy-
perbolica Curva media {eu quafi limes,inter eas Curvas quz con-
firuuntur per fe@ores circulares &-eas qua conftruuntur. per
{eQorgs Hyperbolicos. Itaque fpiralis illa Hyperbolica conci-

P

in tangentem cjus demiffa -erit femper wqualis -
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wpi potelt formari vel per fe@orem Circuli aut Ellipfis, vel per
fcctorem Hyperbolzx, cujus Axis tranfverfus-minuitur in infini-
szum, & in eadem ratione augetur numerus .

Ad eumjam devenimus cafum ubi velocitas corporis minor
«ft €A quz acquiritur cadendo ab infinita ditantia, & ubi p*=

. Et hic fimili ratiocinio ac in prieri.cafu, invenie-

b — x _
ax .. .
tut KN= , ubi necefle eft uefic 5 majus quam
Vb —at — xv
_ ) , ax .
4. Hinc fi b*— #* dicatur<®, fit X N:V = & proinde
) bhax
XTfeuy =———=
XV — x*
. . c? % z hax hazg
Sitjam x = —, &fiet — = — —feu — =— —Z &
F4 X 4 X %

2

€7 = %" Lt = — X 2* —.¢% quibus valoribus fubftituris fic
P

— haz hax

———

= ——=—= ==~y Nam tale ponendum e
eV —¢ XV Xt 4 P f
initium arcus 7 X, ut fimul cum fluente quantitatis

haz iniat s unde eci s htaz b _ G
——== incipiat : -unde erit —== =3 by —{c@ori
VT —¢ P . Vo — o z 7y Oori

inkx . ;nhz
C€XT = ——==_ponendo #s=a4. Eft vero >
vat—g¢? V2 — @
302 , o .
ad v —.ut #l*ad %, hoc eft in ratione conftanti.  Qua-
re harum quantitatum Fluentes funt in eadem ratione, hoc eft
e inhz
Fluens quantitatis 2 4 5 feu V’o_z == erit ad flueatem quanti-
3z

tatis e nh*ad . Eft autem fluens quantitatis

2
—
3
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2 5= fe@oriC X, & Fluens quanticatis «'5?:", ot flior

Hyperbole, quod fic oftenditur. Fiz. VIL

Centro C femiaxe tranfvet{o C# = defcribatur Hyperbola
zquilatera, & cx duobus pun@is infinite vicinis B & D ad
axem ordinentur dux re&z B E, DF; ducantur item C B
¢D. Eterit Fluxio feu incrementum trianguli CB £ = trian.
guloCBD + B E x EF 5 unde triangulum € BD, feu fector
minimus C B D, erit = incremento trianguli CBE — B E
EF. Dicatur CE z, &erit BE=#2*—c* & BEXEF
— 2 ¥z —c. Eft quoque triangulum CB E=; zv%*-¢",

. . J— AT
cujus Fluxio eft 3 z % 4/Z" — ¢ + —==== 3 2 quo {i {ubtra-
) ¢t
- ————— . - ”
hatur - quantitas z x+/ z* —¢%, fit {eQor minimus CBD =
lg Xzt Ve e x Pl x e
—_——— %Ry 2t — = —— =
vz —g¢ Yz —¢

% .
—~ == : unde-conftat fetorcm C B E efle fluentem quan-
Lt gt
o2

titatis ——=———. Preeterca fi B7 tangens Hyperbolam Axf

z?. -_—C
tranfver(o occurratin 7, ex natura Hyperbolz fic CE: CV ::
C” :CT, hocelt z:¢::¢: LT =x Fig. VIIL
Z

‘Hinc deducimus fequentem conftruétionem. Centro C,
femiaxe tranfverfo C 7 —¢, defcribatur Hyperbola xquilate-
ra B, & circulus C ¢ G ex centroC.  Ad 'hyperbolam du-
catur re@a CB, & hyperbole Tangens B 7 axi tranfverfo oc-
currat in 7. Capiatur circuli fe¢tor C #¢, qui firad fectorem
Hyperbolicum C»But sad 1, In Cecapiatur CX =C7, &
erit X punétum in Curva quzfita, cujus perpendiculum € cen-
tro C ad Tangentem in X demiffum, fiC X dicatur x, eft xquale

ax

T at
‘Vb'-—xf

Q Et
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Et in hac Curva, urgente vi centripeta que fit. reciproce ue
cubus diftantiz, movebitur corpus, fi -fecundum direGionemy
Tangentis cum jufta velocitate exeat. Qualis autem debet effe
velocitas qua faciat ut corpus harum Curvarum- quamvis de-
{cribat, fic invenietur.

Cum velocitas qua corpus in- trajectoria quacunque
movetur fit reciproce ut quantitas p, affumendo conftantem

a
quamvis 4, ea femper exponi poteft per—. Etfiad Axem C#

\

ordinentur re@z quz fint reciproce ut cubi. diftantiarum 3

centro, feu ut vires centripete, & hac ratione formetur Figura

curvilinea, ejus Area indefinite extenfa {emper exponi poteft
2,

b . ‘ i
per —, ut ex Quadraturis conftat. At Areailla eft ut quadra-
X ,
tum velocitatis quax acquiritur ab infinita. diftantia cadendo,
adeoque velocitas hac cafu acquifita erit ut—. Hinc {i velo-
‘ X

citas illa dicatur y, & velocitas qua corpus in TrajeQoria mo-

vetur dicatur v, talefque affumantur quantitates 4 & 54, ut in
b a
una aliqua A centro-diftantiafity : v :: — > erit- ubique
x

_ . ) . b a ax

in omnibus diftantiis y 2 v 1z —: — ::p: ——. Unde fi
X p b

ax

§ =, eritp — 7 & Curva hac velocitare defcripta erit Spis

raiis Nautica 5 vel Circolus exiftente p = & 4 =2,
ax
Siy {it major quam v, tuncp major erit quam rk eritque

. . ax
itla, ut-ex praecedentibus conftat, = TR Curva autem
O — X

conftruetur. per {etorem Hyperbolicum, ut in ultimo cafu
often{um fuir, ubidiftantia corporis & centro per concurfum
Tangentis Hyperbole cum Axe. tranfverfo determinatur.  Si

y
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y fit minor quam v, at in.tantilla ratione ut maneat b major
quam 4, Curva formabitur per cundem {eGterem hyperbolicum,
At diftantia corporis & centro defumitur ex concur{u Tangen-
tis cum Axe conjugatos
Sifity :w:sp:x, eritineocafus=5, &Curva cvadit

Spiralis Byperbolica, ubi eft p = —-ﬁzi——- Hinc {i de loco
W 4t 4xt

quovis projiciatur cotpus fecundum datam reGam, cum ca
velocitate que {it ad velocitatem abinfinito cadendo acqnuifi-
tam, ut diftantia corporis a centroad perpendicularem ¢ cen-
tro ad lincam direCtionis demiffam, movebitur-illud corpus
in Spirali Hyperbolica, Si denique fit ¥ tantd major quam y,
ut fit etiam 2 major quam 4, Curva conftruetur per Sectores
Circulares. Atque hac ratione dati velocitate femper determi-
nari pofiit relatio quantitatum 4 & 5, -ac proinde Curva defcri-
betur i qua.corpus cum illa velocitate movebitur: & viciflim
data Curva, feu datis quantitatibus« & &, :invenietur veloci-
tas qua Curva illa defcribitur.

Omnium Curvarum Arez(fi circulum excipias)quz urgente
hacvi-cgatripetd defcribi poffunt, funt perte@e quadrabiles.

: PR - . ax )
Nam:primo, -in fpirali Logarithmica, quia eft P:T , erit

4 x ax
—_— I 2 - pt= A ". .
KN'—,Taf‘ py ponendo 5* 4 =¢'s wid Fig, 1l

2

adeoque erit triangulum CK 7= ; cujus Fluens cft

2

4% = Arex Curve:
4¢
ax . _
Sip fit ;—?—ﬁ' & 4 major quam 5, oftenfum efteffc AN
ax . Taxx .
=T unde ANx3C/ = cujus Fluens eft

I ax ¥/ ¥°—¢'= Arex Curvz. Acfieminorfit quambp, fit X N=
Q2 ax
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ax y z4X% . .
—_— X3 CI= , cujus Flaen ¥
m,&XN 3 Vx""t_fz’ J seﬁa.‘
Vox* ¢ 9 = Arex Curve. Ponaturx =o, &fiet fac—
= o,unde Q= $ 4 ¢, & Arca Curvz fit =% 4 ¥/ &* + =~
sac

In Spirali Hyperbolica evanefcit quantitas ¢, & Area Curv
fit 5 ax.

. _ a.x" . _ __‘4 %
Sip fit= v oftenfumeft el AN= e
: 'idx X x . . pm——
dei CIx X N= “—===, cujus fluens eft & — 5 av/c" — &,
V cz R x).

= Arex. Fiat »=o0, & crit Q —% ac=o,fcu2=14c;
unde erit Area Curvx femper 2qualis * 4¢c — § 44/ & — &%
Fiat* — x*=o feu r =, & Area curvz fit * a¢. Unde
fi initium Ar€z non capiatur ab initio ipfius x; feu-ubi x eft
= o, fed ubi x¥ = ¢ eft maxima, hoc eft fi Areaab ¥ incipiat;
(vid. Fig. VI1.) erit Area femper qualis ; 4 V" — x*

De Areis quas defcribunt corpora radiis.ad centrum duis,
urgente- vi -centripeta- que fit-reciproce. ut diltantiarum- cubi,
fequentia adnotavit Collega meus peritiffimus Geometrie
Profeflor Halleiu. Nempe fi corpora diverfos.circulos vel dis
verfas Spirales Hyperbolicas hac lege defcribunt; erunt aree
fe@orum, tam in Circulis quam in,Spiralibus illis omnibus,
zqualibus temporibus defcriptz, femper zquales: Nam veloci-
rates corporum in circulis motorum {ecundum hanc legem, de-
bene eflé radiis feu diftantiis reciproce proportionales, adeoque
arcus fimul percurfi erunt quoque in eidem radiorum reci-
proci ratione, unde flatim patebit fectores fimul defcriptos
efle xquales.

In reliquis omnibus Cuzvis cum fit velocitas ad velocitaten,

. . - . . . - - 4
corporis - in eadem diftantia.in circulo moti ut il adp,(vide

a .
Tig. 1IL,) few ut —x ZXad XN;interea dum corpus inTrajecto-
X

11a
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ria percurrit lineolam 7 X, corpus aliud in circulo ineadem di-

ftantia motum percurret arcum— x X N'; & Arca fe@oris
4

. b
Citculi & TrajeGoriz fimul defcriptz erunt—» AN X LCN
a

& K N'x % C N,quz dux Arez funtinratione data, fcil. ut 5 ad
4. Adeoque ubi eft 4=25, uti fic in Spirali Hyperbolica,
Area fic defcripta erit femper xqualis Arez fectoris circularis in
zquali tempore defcripte.

November 24. 1713

IIL. Rules for corre@ing the ufual Meshods of computing Amounts
and prefent Values, by Compound as well as Simple Intereft 5 and
of [ating Intereft Accounts.  Offer'd to Confideration, by
Thomas Watkins, Gent. F. R. 8.

I.. Of Compound Intereft.

“HE Suppofitiomr whereon the Metho8- of computing
by Compound Intereft is founded 5 viz. That all In-
tcreft Money, Rents, ¢c. are or may be conftantly. receiv'd,
and put out again at Intereft, the Moment they become due,
without any Charge; or-Trouble, being impracticable; there-
fore all Computations by this Method (except of Fee-Simples
or other Perpetuities) muft nceds be erroncous: Thus for
Inftance; the Amount of a Sum of Money, or Annuity, for
want of Deducions out -of the Profits, for the unavoidable
Trouble, Charge, and Delay in the Management, will be too
great = and for the fame reafon, the prefent value. of a Sum
ot Money payable inany time to come, will be:too/little ; alfo
the prefent.value of an Annuity (being only the Amoumt of:
the difference between the- Annuity, and Intereft: of the faid-
prefent value) will be too much. But in long terms of Years,!

as that difference becomes lefs fo does the Error;. as the termis
greags
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