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Inleiding

Opzet en doelgroep

Dit boek heeft de bedoeling om op een wiskundig correcte manier de basisbeginselen van de klassieke
mechanica voor te stellen voor een breed publiek. Er wordt hierbij gedacht aan personen die ooit een
cursus mechanica gekregen hebben en hun geheugen willen opfrissen, of personen die niet veel over dit
onderwerp gezien hebben maar er wel wat meer willen over weten. Dit boek had ook "Theoretische Me-
chanica" of "Analytische Mechanica" kunnen heten. Dit wekt echter te zeer de verwachting van een sterk
wiskundige behandeling. Het accent moet echter vallen op de fysische fenomenen. De Franse wiskundige
Lagrange beroemde zich erop dat hij een boek over mechanica geschreven had zonder één tekening. Dat
is niet de bedoeling van dit boek. Eenvoudige beginselen worden soms wat uitgebreider toegelicht, om de
drempel zo laag mogelijk te houden. Zo wordt er vrij lang stilgestaan bij de eenparig versnelde beweging,
wordt het toepassen van de wet van Newton uitvoerig behandeld, wordt het begrip "rotor” uitgelegd bij
de behandeling van potentiaalkrachten. Onderwerpen waarvoor enige kennis van differentiaal- en inte-
graalrekenen of lineaire algebra ondersteld wordt, zullen wat sneller behandeld worden. Het is immers
niet de bedoeling om een boek over die onderwerpen te schrijven. Er werd echter steds geprobeerd om de
zaken zo eenvoudig mogelijk voor te stellen. Steeds werden uitgewerkte voorbeelden van de toepassing
van de formules bijgevoegd. Het is immers door formules toe te passen dat men de werkelijke draagwijdte
ervan het best gaat aanvoelen. Om een vlotte lectuur mogelijk te maken worden langere en ingewikkelde
afleidingen soms in een afzonderlijke paragraaf geplaatst.

Mechanica is een enorm breed domein en zelfs op een elementair niveau zijn er zeer veel onderwerpen die
kunnen aangesneden worden. Men mag dus niet teleurgesteld zijn als sommige onderwerpen toch niet
behandeld zijn.

Er is ook een verschil tussen een cursus en een boek waarin men het onderwerp op een gestructureerde
en logische wijze wil behandelen. De volgorde waarin men de onderwerpen het liefst bestudeert, is niet
noodzakelijk de volgorde die hier wordt gevolgd. Het is klassiek dat men de statica voor de dynamica
zet, maar in feite is de statica een toepassing van de principes van de dynamica met de eis dat lineaire en
hoekversnelling nul moeten blijven. Dus zou men na de elementaire kinematica beter eerst de elementaire
dynamica (ook wel de dynamica van de puntmassa genoemd) bestuderen en dan de statica. Een analoog
probleem vormt de behandeling van de traagheidskrachten. Aan de basis ervan ligt de studie van de
versnellingen in bewegende referentiesystemen, maar de toepassing behoort tot de dynamica. Men kan
echter moeilijk de afleiding van de deze formules weglaten uit de kinematica en pas behandelen als men ze
nodig heeft in de dynamica. De wrijving kan spelen bij problemen van de statica maar ook bij problemen
van de dynamica. De volgorde van de onderwerpen hier is dus niet noodzakelijk de volgorde waarin de
onderwerpen moeten bestudeerd worden.

Voor zelfstudie of voor een cursus lijkt de volgende volgorde het meest aangewezen: Basisbegrippen,
Kinematica tot en met de snelheden in bewegende systemen (5.3.1), Elementaire dynamica, Dynamica
van voorwerpen tot en met de rotatie rond een as met vaste richting (7.2), Equivalente vectorsystemen,
Statica I en II, de rest van Kinematica, Dynamica van voorwerpen:Algemene rotatie, de Methode van
Lagrange. Dit laatste hoofdstuk zou in feite ook na de elementarie dynamica kunnen gelezen worden,
maar zou dan een zeer beperkt toepassingsgebied hebben. Dit is niet de klassieke volgorde, maar een
volgorde die een veel betere basis geeft voor het bestuderen van de statica dan wanneer de statica voor
enige noties van dynamica gezien wordt.

11
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Links

Er zijn natuurlijk ook min of meer gelijkaardige werken in andere talen. Zo is er in het Engels "Classical
Mechanics". Dat boek gaat echter vooral over de aanpak via de methode van Lagrange, is wiskundiger
en is veel beperkter qua topics dan dit boek. De methode van Lagrange wordt er via de variatie rekening
aangebracht i.p.v. als uitbreiding van virtuele arbeid zoals hier. Ook gebruikt de auteur soms vector-
streepjes boven de veralgemeende coordinaten, alhoewel dat scalaire grootheden zijn (reéle getallen) en
geen vectoren.

Interessanter is de reeks artikelen in de Engelse Wikipedia die ingeleid worden door het artikel "Classical
Mechanics". Deze reeks behandelt alles wat hier behandeld wordt en meer, alhoewel dikwijls op een meer
wiskundige manier.

In de Franse wikibooks kan men een stukje vinden over mechanische energie en arbied
(Energie_mécanique et travail)'. Verder zijn er nog allerhande bijdragen over delen van het onderwerp.
De titels zijn te vinden op Catégorie Mécanique?, met o.a. titels als Mécanique enseignée via I’Histoire
des Sciences, Dynamique, Mécanique des fluides e.a.

Wie het Duits machtig is kan veel terugvinden in onderdelen van het bredere boek
Einfithrung in die Theoretische Physik - Ein Lehrbuch in mehreren Bénden3.

Voor vele onderdelen kan men ook afzonderlijk kortere bijdragen vinden in de verschillende Wikipedia’s.

Rechten en licenties

Alle teksten en bijna alle tekeningen zijn van de hand van de auteur an vrijgegeven onder de dubbellicentie,
de GNU Vrije Documentatie Licentie (GFDL) en onder de Creative Commons-Naamsvermelding-Gelijke-
delen-licentie (CC-BY-SA). Ondertussen werden echter de meeste van deze tekeningen automatisch over-
geheveld naar Wiki Commons.

Toestemming wordt verleend tot het kopiéren, verspreiden en/of wijzigen van dit document onder de
bepalingen van de GNU-licentie voor vrije documentatie, versie 1.2, of iedere latere versie uitgegeven
door de Free Software Foundation; zonder Invariante Secties, zonder Omslagteksten voor de Voorkant
en zonder Omslagteksten voor de Achterkant. Een kopie van de licentie is opgenomen in Appendix A:
"GNU-licentie voor vrije documentatie". U mag dit object kopiéren, veranderen en commercieel gebruiken
zolang u het onder dezelfde licentie uitgeeft, de auteur(s) vermeldt en de tekst van de licentie meelevert.

Dit bestand valt onder de licentie Creative Commons Naamsvermelding Gelijk delen versie 2.5. In het
kort: u kunt het bestand vrij verspreiden en bewerken onder de voorwaarde dat u naamsvermelding voor
de rechthebbende toepast en dat u het slechts verspreidt onder een licentie die identiek is met deze.

Dubbellicentie: http://nl.wikibooks.org/wiki/Wikibooks:Dubbellicentie
GNU Vrije Documentatie Licentie: http://nl.wikipedia.org/wiki/GNU Vrije Documentatie Licentie
Creative Commons 'Naamsvermelding Gelijke delen’-licentie: http://nl.wikipedia.org/wiki/CC-BY-SA

Enkele tekeningen werden ontleend aan de Wiki Commons. (http://commons.wikimedia.org/wiki/Hoofdpagina)
Dit wordt vermeld bij de betrokken figuren of aan het einde van het hoofdstuk. Ondertussen werden echter
de meeste tekeningen automatisch overgeheveld naar Wiki Commons.

Dank

Een woord van dank hier voor de lezers van de webversie, die links en taal- en typfouten verbeterd hebben.
Dank ook voor de waardering die door sommigen werd neergeschreven.

April 2009
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Hoofdstuk 1

Basisbegrippen
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1.1 Dimensies en eenheden

In de natuurkunde, waarvan de mechanica een onderdeel is, hoort bij elk getal ook een eenheid. Het gaat
over 1 m, 1 kg, 1 u, enz. Men zegt dat men in de natuurkunde werkt met fysische grootheden die

gekenmerkt worden door een maatgetal en een eenheid

1.1.1 Eenhedenstelsels

De oppervlakte van een rechthoek is het product van lengte x breedte. Als beiden uitgedrukt worden
in meter, zal de oppervlakte uitgedrukt worden in “vierkante meter”, symbool m
gebieden wordt een lengte meestal uitgedrukt in voet en een oppervlakte wordt dan uitgedrukt in vierkante
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voet (“square feet”). De eenheid van oppervlakte is dus afhankelijk van de eenheid van lengte. Men
noemt die eenheid van oppervlakte daarom een afgeleide eenheid. De eenheid van lengte blijkt van
niets afhankelijk te zijn, blijkt men vrij te kunnen kiezen. Men noemt die daarom een “basiseenheid”.
De vraag is nu hoeveel basiseenheden en welke er nodig zijn om alle fysische grootheden te kunnen
beschrijven. Het is daarbij belangrijk dat men zo weinig mogelijk basiseenheden gebruikt (om zeker
te zijn dat ze onafhankelijk zijn van elkaar) en dat die basiseenheden nauwkeurig kunnen omschreven
worden, reproduceerbaar zijn en praktisch in het gebruik.

Een systeem van eenheden dat afgeleid is van enkele basiseenheden noemt men een eenhedenstelsel.
De eenheden die in dat schema passen noemt men coherente eenheden .In de praktijk worden op vele
gebieden niet-coherente eenheden gebruikt. Zo is de radiaal de coherente eenheid voor een hoek maar
wordt meestal de zestigdelige graad gebruikt. Ook de paardekracht (pk) is een niet-coherente eenheid.

Het blijkt dat men als basiseenheden een eenheid van lengte, van tijd en van massa nodig heeft. Voor
de elektrische fenomenen moet hier nog een eenheid van stroomsterkte aan toegevoegd worden. Een-
hedenstelsels worden meestal genoemd naar de basiseenheden. Eén der meest gebruikte stelsels is het
internationale stelsel of SI-stelsel ( “SI” = “Systéme international”’) met als basiseenheden de meter,
de kilogram en de seconde. Daarom wordt het ook wel het MIKS-stelsel genoemd. Uitgebreid met de
definitie voor de Ampére wordt het dan het MKSA-stelsel. Bij elke eenheid hoort een symbool. In het
Nederlands blijven eenheden steeds in het enkelvoud en wordt er geen punt gezet achter het symbool.

e lengte: eenheid: meter; symbool: m. De standaard voor de meter was lange tijd de lengte van een
platina-irridium staaf die in Parijs bewaard werd. Thans is de meter bepaald als 1 650 763,74 maal
de golflengte van het licht uitgestraald door 86Kr bij de overgang van het 5ds niveau naar het 2pqo
niveau.

e massa: eenheid: kilogram; symbool: kg. De standaard eenheid van massa is een platina-irridium
blok dat in Parijs bewaard wordst.

e tijd: eenheid:seconde; symbool: s. De officiéle definitie van de seconde is (grofweg) het 31 556
925,974ste deel van tropische jaar 1900.

De afgeleide eenheid voor het resultaat van een berekening vindt men door elke factor in de berekening
te vervangen door zijn eenheid.

1.1.2 Dimensies

De manier waarop een eenheid athangt van de basiseenheden noemt men de dimensie van die eenheid.
Voor de dimensieformules wordt een lengte voorgesteld door L, de massa door M en de tijd door T.
Dimensieformules worden normaal tussen rechte haken gegeven. Versnelling heeft als dimensie [LT-?] en
als eenheid m/s?.

In de fysica kan men alleen grootheden van zelfde dimensie bij elkaar optellen of van elkaar aftrekken.
In tegenstelling tot de wiskunde moet men dan ook verschillende verzamelingen getallen onderscheiden
naargelang de bijhorende dimensie. Door grootheden met elkaar te vermenigvuldigen of te delen ontstaan
nieuwe grootheden met andere dimensies. Bij differentiéren wordt de dimensie bepaald door het feit dan
een afgeleide de limiet is van en deling, bv. de ogenblikkelijke snelheid als limiet van verschil in afstand
over verschil in tijd voor At -> 0. De dimensie van snelheid is daarom [L/T| = [LT~!]. Analoog kan
een integraal beschouwd worden als de verfijning van een product van 2 grootheden als die van punt tot
punt kunnen veranderen. De dimensie van het resultaat wordt dan het product van de dimensies van die
grootheden.

Er bestaan ook dimensieloze grootheden en eenheden. Men kan de grootte van een hoek bepalen op
een manier die onathankelijk is van de gebruikte lengte-eenheid door die te definiéren als de verhouding
van de lengte van de overspannen boog over de straal (= de radiaal, symbool “rad”). De dimensie is dus
L/L. Dit resultaat noemt men dimensieloos. Eenheden voor dimensieloze grootheden verschijnen alleen
als ze alleen voorkomen en verdwijnen als die grootheden met een andere grootheid vermenigvuldigd
worden. Als een punt op een cirkel met straal r beweegt met hoeksnelheid w , die uitgedrukt wordt in
rad/s, dan is zijn lineaire snelheid v te berekenen als v = r.w met eenheid m/s. De radialen worden niet
meer vermeld.

De controle of een formule werkelijk uitdraait op een grootheid met de gewenste dimensie wordt als zeer
belangrijk beschouwd bij het beoefenen van de fysica.
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1.2 Elementaire bewerkingen met vectoren

Een vector is een element van een vectorruimte!. Voor de beschrijving hiervan kan men terecht op andere
plaatsen. Voor de natuurkundige en de ingenieur zijn vectoren grootheden die niet alleen een grootte
maar ook een richting hebben: kracht, snelheid, enz. In het vlak kan deze richting kan aangegeven worden
met een hoek t.o.v. een referentierichting tussen 0 en 360° of als een combinatie van een hoek tussen
0 en 180° en een zin. "Zin” is in feite het element richting in een ééndimensionaal systeem. Vectoren
worden schetsmatig voorgesteld door een pijltje. Het is ook in vele boeken de gewoonte een pijltje te
plaatsen boven de symbolen van vectoriéle elementen. Als dat te moeilijk is voor de drukker wordt er
soms een streepje boven of onder het symbool gezet, of wordt het symbool in vet gedrukt. In een formule
of vergelijking kan men vectoren immers niet zo maar vervangen door een getal. Alleen de codrdinaten
in één of ander codrdinatensysteem kunnen vervangen worden door getallen. Het is dus belangrijk goed
te weten of men met vectoren of met getallen te maken heeft.

Vectoren zal men moeten specifiéren t.o.v. een basis. Het aantal basisvectoren bepaalt de dimensie van
de vectorruimte en omgekeerd. In de fysica beschouwt men vectoren als grootheden die onafhankelijk
van een basis bestaan. Men zal pas terugvallen op een basis als men niet verder kan, b.v. omdat men
numerieke berekeningen wil uitvoeren. Bij bewerkingen met een vectorieel product is de volgorde van
de termen soms afhankelijk van de keuze die men gemaakt heeft voor de voorstelling van een rotatie als
vector (zie infra 1.2.2). Deze keuze bepaalt ook of men met een rechts- of linksdraaiend assenkruis werkt
(zie infra 1.2.4). Sommige vectoriéle formules zijn dus niet volledig onathankelijk van het type assenkruis
dat men gebruikt.

1.2.1 Scalair product

Een scalair product is een bewerking waarbij een koppel vectoren afgebeeld wordt op een reéel getal. De
operator wordt meestal voorgesteld als een punt, vandaar de Engelse benaming van “dot product”. Om
onderscheid te maken tussen de punt als teken voor de vermenigvuldiging van twee reéle getallen, wordt
die punt dikwijls op halve hoogte tussen de argumenten geplaatst i.p.v. op de basislijn, zoals hieronder,
of zwaarder gedrukt:

a-b

Het scalair product heeft volgende eigenschappen:

1. Distributiviteit . . .
(c1a1 + c2a3)-b = c1(ai -b) + ca( a3 -b)

2. In een reéle vectorruimte is het scalairproduct commutatief:
a-b=>b-a

3. In een Euclidische vectorruimte is de norm van een vector:

lal| = va - a

4. Als geldt
a-b=0
dan staan a en b loodrecht op elkaar, zijn orthogonaal. Deze eigenschap van het scalair product
maakt het geschikt voor een test van de orthogonaliteit van 2 vectoren.

Men kan uit elke vector een eenheidsvector afleiden met dezelfde richting als die vector door hem
te delen door zijn norm. Als de basisvectoren othogonaal zijn t.0.v. elkaar, dan spreekt men van een
orthogonale basis. Men kan een basis ook altijd schrijven met eenheidsvectoren. Een basis waarvan de
basisvectoren orthogonaal zijn en eenheidsvectoren zijn is een orthonormale basis .

Men kan een scalair product op 2 manieren uitrekenen:
e met de goniometrische vorm:

a b= a.b.cosa
waarbij a de hoek is tussen beide vectoren.

Lhttp://nl.wikipedia.org/wiki/Vectorruimte
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e met orthogonale coordinaten:
in elke orthogonaal codrdinaten systeem kan het scalair product geschreven worden als de som van
de producten van gelijknamige coérdinaten. In een cartesisch assenkruis krijgt men:
G- b= az.by + ay.by, + a..b,
Of in het algemeen:
a- g: Zz ai.bi

De combinatie van beide formules laat toe om de hoek tussen 2 vectoren te berekenen als men de be-

schrijving van de vectoren in termen van een orthogonaal assenkruis kent: cosa = II*IGII?IEH
all.

Dikwijls wordt ook als conventie aangenomen dat het symbool van een vector zonder het vectorpijltje of
-streepje erboven staat voor de norm van de vector. Het maakt de notaties een pak lichter. Dus: a = ||d||

S

Met deze conventie wordt b.v. de vorige uitdrukking: cosa = g—

1.2.2 Voorstelling van rotaties als vectoren

In de fysica stelt men rotaties, hoeksnelheden en hoekversnellingen voor als vectoren. Hiervoor worden
de volgende conventies gebruikt: een rotatie wordt voorgesteld door een vector waarvan de richting
evenwijdig is aan de rotatie as. Voor de zin zijn er twee mogelijkheden:

e ofwel de zin waarin een rechtsdraaiende schroef vooruit gaat bij het uitvoeren van die rotatie;

e ofwel de zin waarin een linksdraaiende schroef vooruit gaat bij het uitvoeren van die rotatie.

De eerste is de rechtsdraaiende conventie en wordt in deze tekst gevolgd.

Er is een verband tussen de rechtsdraaiende conventie en wijzerzin. De rechtsdraaiende conventie
is hetzelfde als: een rotatie in wijzerzin zien betekent kijken in de richting van de pijl.

Voorbeeld: als een fiets van links naar rechts voor u passeert, dan zal de rotatie van elk wiel voorgesteld
worden door een horizontale pijl die van u weg wijst.

Er moet echter opgemerkt worden dat een eindige rotatie, de verdraaiing over een bepaalde hoek, geen
echte vector is omdat hij niet voldoet aan de voorwaarde van commutatieve som. M.a.w. bij het na
elkaar uitvoeren van meerdere draaiingen over een bepaalde hoek is de volgorde belangrijk. zie hiervoor
Kinematica, Samenstellen van rotaties ((5.4.3))

Bij snelheid, versnelling, kracht ... is de zin van het vectorpijltje een fysisch gegeven, dat onafhankelijk
is van elke conventie. Bij rotaties is de zin van het pijltje niet fysisch bepaald, maar door een conventie.

1.2.3 Positieve en negatieve draaizin

De termen “positief” en “negatief” kunnen alleen gebruikt worden voor getallen. Voor vectoriéle groot-
heden kunnen ze alleen gebruikt worden in de context van de projectie van een vector op een as.

Binnen een assenkruis is de positieve draaizin de zin van een rotatie die samenvalt met de positieve
zin van één van de assen. Dit komt bij definitie overeen met rotaties volgens een cyclische permutatie
van de assen:

e van x-as naar y-as is de positieve zin voor de z-as;
e van y-as naar z-as is de positieve zin voor de x-as;

e van z-as naar x-as (let hier op de volgorde!) is de positieve zin voor de y-as.
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1.2.4 Rechtsdraaiende en linksdraaiende rechthoekige assenkruisen

rechtsdraaiend linksdraaiend
Figuur 1.1: Links- en rechtsdraaiende assenkruisen

Wanneer men beide bovenstaande definities combineert krijgt men een rechtsdraaiend of linksdraaiend
assenkruis (zie figuur infra). Houdt men de zin van x- en y-as gelijk en verandert men alleen de conventie
voor de zin, dan bekomt men het tweedeassenkruis. Meestal echter stelt men een assenkruis voor met de
z-as omhoog. Dit kan men bekomen door ook de x- en y-as om te wisselen bij het overgaan van de ene
conventie naar de andere. Algemeen geldt trouwens dat men door omwisselen van twee assen overgaat
van het ene type assenkruis naar het andere.

1.2.5 Vectorieel product
Het vectorieel product van 2 vectoren @ en b wordt gedefinieerd als de vector ¢ waarvan

e de richting loodrecht staat op het vlak van d en b

e de zin gegeven is door de zin van de rotatie van a naar b over de kleinste hoek, volgens de conventie
voor het voorstellen van een rotatie;

e de grootte gelijk is aan ||@]|.|[b]|. sin met a de hoek tussen de vectoren a en b. Met de conventie
dat in formules het symbool voor een vector zonder pijltje erboven staat voor de norm van die
vector kan men dit ook noteren als: c=a.b.sin« .

Men noteert het vectorieel product meestal met een x. In het Engels spreekt men daarom van “cross
product”. In Franse boeken treft men ook wel het symbool A aan.

Uit de definitie volgt dat het vectorieel product nul is voor evenwijdige vectoren. De grootte van de
vector is ook gelijk aan het parallelogram gebouwd op de vectoren a en b.

1.2.5.1 Eigenschappen

° Distrikiutiviteit : -
a x (kb4+mé) = k(@ x b) +m(d x )

e Anticommutatief:
axb= —(bxa)

e als men de eenheidsvectoren volgens de cartesische assen voorstelt door f, f, k dan geldt:

ixXj =k
ixk =1
kxi =3

Het vectorieel product van 2 vectoren in termen van hun cartesische coordinaten wordt dan:

@x b= (ayb. — a.b,)i+ (a:by — azb.)j + (azby — ayby)k
Men kan deze formules gemakkelijk onthouden door op te merken dat er een cyclische permutatie
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in zit: de x-codrdinaat van het resultaat begin met termen in y en z, y-coérdinaat van het resultaat
begin met termen in z en x en z-coordinaat van het resultaat begin met termen in x en y, Men kan
vooral voor berekeningen ook beroep doen op een matrixnotatie:

A
axb=| a, a, a
b, b, b,

Het blijkt uit deze formules dat het resultaat volgens een bepaalde as alleen afhangt van de ortho-
gonale projecties van de argumenten op het vlak loodrecht op die as. Deze eigenschap is volledig
algemeen want men kan het assenkruis natuurlijk met elke oriéntatie tekenen

1.2.6 Moment van een kracht

Het moment van een kracht F t.o.v. een punt wordt gedefinieerd als het vectorieel product van
de positievector r vanuit dat punt naar het aangrijpingspunt van de kracht met de kracht. Als het
referentiepunt de oorsprong is, dan wordt die positievector de positievector van het aangrijpingspunt:

f=7xF
Het moment van een kracht t.o.v. een as is het moment van die kracht t.o.v. een punt op die as,
geprojecteerd op die as.

Als men onderstelt dat die as de z-as is, dan blijkt uit bovenstaande formules voor de z-component van
een vectorieel product dat de z-coérdinaten van de argumenten er niet in voorkomen. De positie van het
punt langs de as heeft dus geen belang. Het blijkt dat die z-component alleen beinvloed wordt door de
x- en y-componenten van de argumenten, d.i. door de componenten loodrecht op de as .

Voor tweedimensionale problemen zal men dikwijls vereenvoudigde berekeningsmethodes gebruiken, die
berusten op de eigenschap dat het vectorieel product van evenwijdige vectoren 0 is en dat van loodrecht
op elkaar staande vectoren gewoon het product is van de groottes van beide vectoren. Dit leidt tot de
volgende drie mogelijkheden voor het berekenen van een moment in twee dimensies.

1.2.6.1 Eerste methode: berekening in termen van Cartesische co6rdinaten

Figuur 1.2: Met cartesische coordinaten

De positievector wordt geschreven als als r (x,y) en de kracht als F (X,Y). Om het vectoriéle product
uit te rekenen wordt de matrixnotatie gebruikt:

—

PxF = = (2Y —yX)k

< oy
O O

1
x
X
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1.2.6.2 Tweede methode: ontbinden van de kracht

Bij deze methode (fig.1.3) ontbindt men de kracht in een component F, evenwijdig aan de positievector
en een component F; loodrecht erop. Het moment wordt gegeven door de grootte van de positievector x
de grootte van de component van de kracht loodrecht erop. Men kan dit uitwerken als:

f=FxF=rx(F.+F)= (FxF.)+ (FxF) =0+ (Fx F) =+ r.F

Voor het bepalen van het teken kijkt men naar het rotatie-effect dat de kracht zou hebben. Men stelt
zich voor dat de positievector een voorwerp is (b.v. een deur) die kan draaien rond een as in de oorsprong
(loodrecht op het vlak). Alsmen de kracht F) laat werken op dit voorwerp zal het in tegenwijzerzin
draaien. In een klassiek assenkruis wordt dit dus +.

¥
F —
— F
Fl F .
4 F -
I P
+ 4
— I
r X L
(a) Ontbinding van de kracht (b) Loodrechte afstand

Figuur 1.3: 2e en 3e methode

Men kan ook zien dat F) = F.sinf , zodat het resultaat wordt: r.F sinf , zoals door de goniometrische
vorm verwacht wordt.

1.2.6.3 Derde methode: met de loodrechte afstand naar de drager

De bovenstaande ontbinding kan ook op het eerste argument toegepast worden. Dan splitst men r in een
component r, evenwijdig aan F en een component r; loodrecht op F. r; noemt men meestal de loodrechte
afstand naar de drager van de kracht. Analoog met vorige kan men dit uitwerken als:

| =

=7

Te X

Voor het teken gaat men te werk als bij vorige methode. Men kan ook zien dat r; = r.sinf , zodat het
resultaat wordt r.F sinf , zoals door de goniometrische vorm verwacht wordt.

Klassiek legt men deze methode meestal uit door te steunen op het feit dat de grootte van een vectorieel
product overeenkomt met de oppervlakte van een parallellogram waarvan F de basis is en de loodrechte
afstand de hoogte.

Men kan de eerste methode, met de cartesische codrdinaten, ook lezen als het afzonderlijk toepassen van
deze laatste methode op de x- en y-component van de kracht.
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1.2.7 Hoeksnelheiden lineaire snelheid

Bij een onvervormbaar voorwerp dat ronddraait met een hoeksnelheid
W kan de lineaire snelheid U, van elk punt bepaald worden m.b.v. een
vectorieel product:
Up = W X 7p

waarbij 7, de positievector van het punt P is vanuit een willekeurig punt
van de rotatieas (fig. 1.4). Dat de positie van het punt op de rotatieas,
van waaruit de vector 7, vertrekt, geen belang heeft, kan men hier het
best zien door te werken met de goniometrische uitwerking voor de

grootte van vj:

vp = w.rp.sinf = w.d

1.2.8.1 Box product
Figuur 1.4: Verband hoeksnel-

heid en lineaire snelheid i j k
a-(bxé) =da-| b, b, b,

Co Cy C,

1.2.8 Product van drie vectoren

. ay a,
by by b
Ca Cy C,

Het resultaat (fig. 1.5) komt overeen met de inhoud van een balk ge-
bouwd op deze 3 vectoren. In het Engels spreekt men daarom van "box product". De haakjes zijn in
feite overbodig daar het tweede argument van het scalair product een vector moet zijn.

1.2.8.2 Dubbel vectorproduct

ax (bxd
Hier zijn de haakjes wel noodzakelijk om het resultaat eenduidig te ma-
ken. Men kan deze formule herschrijven in een andere vorm. Hiervoor
stelt men d = b x & De x-component van het resultaat kan dan geschre-
ven worden als:
T = ayd, — aydy = ay(bycy — bycy) — az(bcy — bycy)
Beide positieve termen bevatten b, en beide negatieve bevatten c,.
Groeperen levert:
x = by(aycy + asc.) — cz(ayby + azb,)
Door bijvoegen van a;b,c, — a;b,c, bekomt men uitdrukking die kan
herschreven worden als:

-,

x=b,(d- & —cy(a-b)

Voor de gehele uitdrukking krijgt men:
ax (bx?c)=bla-cé)—ca-b)

Bemerk dat de vectoren die in het dubbele vectorproduct tussen de
haakjes staan, nu de vectoren voor de scalaire producten vormen.

1.2.9 Ontbinding van een vector

box product

Figuur 1.5: Product van 3 vec-
toren

In vele problemen zal men een gegeven vector moeten vervangen door 2 of meerdere vectoren volgens
gegeven richtingen zodat de som van deze laatste gelijk is aan de gegeven vector. Dit noemt men het
ontbinden van de vector in componenten.Deze ontbinding ligt eenduidig ligt als het aantal richtingen

kleiner is dan of gelijk aan de dimensie van de vectorruimte.

Voorbeeld

De figuur 1.6 toont een gewicht G dat met een kabel opgehangen is aan twee staven die aan een muur
vastzitten. Als men mag onderstellen dat de krachten, die in het bevestigingspunt van de kabel in de
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staven opgewekt worden, de richting hebben van die staven hoe groot zijn dan die krachten en welke zin
hebben ze? De hoek tussen de staven is 45° en het gewicht is 100 kg.

Men moet twee vectoren F; en Fs vinden zodat de vectoriéle som gelijk is aan G. Men kan best beroep
doen op het parallelogramalgoritme voor de som van twee vectoren. De mogelijke richtingen zijn gegeven
door de staven en het verlengde van de staven. G moet als diagonaal van het parallelogram tussen de
twee zijden liggen. Dat geeft dadelijk de oplossing zoals rechts voorgesteld.

F; = 100 kg en is een trekkracht op de bovenste staaf.
Fo = 100/cos 45° = 141,4 kg en is een druk op de schuine staaf.

G

Figuur 1.6: Ontbinding van een vector

1.2.10 Differentiéren van vectoren

Het differentiéren van een scalair of vectorieel product volgt de regels zoals voor het differentiéren van
een product van 2 reéle functies. Men krijgt dus een som van 2 termen. Bv.

d . dd - db
Z@Gon = =2+ =
@b = Fbrag

Ook het product van een reéle en een vectoriéle functie volgt deze regels.

Als toepassing kan men volledig algemeen bewijzen dat de afgeleide van een vector met constante
grootte loodrecht moet staan op die vector. Een vector met constante grootte kan alleen veranderen
van richting. Het scalair product van de vector met zichzelf levert het kwadraat van de grootte, dat dan
ook constant moet zijn. Zij @ een willekeurige functie van q:

a-a =C

d da da
—(d@-a) = 2(— -a) = 0 Hieruit volgt dat — loodrecht moet staan op @ .
dq dq dq
Omgekeerd geldt ook volledig algemeen dat als de afgeleide van een vector loodrecht staat op de
oorspronkelijke vector, deze dan zal veranderen van richting (= ronddraaien) maar niet van
grootte .

1.2.11 Voorstelling van onbekende vectoren

In vectoriéle vergelijkingen komen bekende en onbekende vectoren voor. Bij het projecteren van be-
kende vectoren zal men normaal het teken van de projectie expliciet aangeven. Bv. de projectie van de
valversnelling g zal op een naar boven gerichte y-as als -g genoteerd worden.

Voor de projecties van onbekende vectoren zijn er twee systemen in omloop. Bij het eerste systeem
worden onbekende projecties gewoon door een symbool voorgesteld, praktisch betekent dit: als een posi-
tieve waarde. Het teken van het resultaat geeft dan de zin aan van de projectie t.o.v. de oriéntatie
van de as waarop geprojecteerd werd. Het nadeel van deze methode is dat men wel eens vergeet om
na te denken of het bekomen resultaat wel logisch is. Wanneer een onbekende component een deel is
van een actie-reactiekoppel en zo in twee vergelijkingen voorkomt, moet men erop letten dat er tegenge-
stelde tekens ingevoerd worden in de twee vergelijkingen. Het symbool in de tweede vergelijking staat
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dan immers niet meer volledig op zichzelf, maar is verbonden met het symbool in de eerste vergelijking.
Als men beide lid aan lid optelt, moeten actie-reactickoppels eruit verdwijnen. Ook bij het opschrij-
ven van bindingsvergelijkingen moet men eraan denken dat men de onbekenden in feite als grootheden
met positieve zin beschrijft. Anderzijds is het de enige methode die bruikbaar is voor het opstellen van
differentiaalvergelijkingen. Deze aanpak wordt vooral gevolgd door wis- en natuurkundigen.

Bij het tweede systeem denkt men vooraf na over wat men verwacht als resultaat. Men schets de vector
die men als resultaat verwacht en geeft aan de projecties een teken mee volgens de onderstelde zin van
de component. Bij een actie-reactiekoppel leidt dit automatisch tot tegengestelde tekens in de twee
vergelijkingen. Als het resultaat negatief is, dan betekent dit dat de gemaakte onderstelling fout is,
dat de component de tegengestelde zin heeft van wat men verwachtte. Dit systeem heeft dus het voordeel
dat men een duidelijk signaal krijgt als het systeem zich anders gedraagt dan men verwacht. Deze aanpak
wordt vooral gebruikt door ingenieurs, die in de praktijk meer op hun schets werken dan op een zuiver
theoretische basis. Het is ook de aanpak die hier gebruikt wordt omdat hij meer intuitief en visueel is.
Het systeem is niet geschikt voor het opstellen van differentiaalvergelijkingen omdat het symbool van
de onbekende component hier staat voor de absolute waarde ervan en niet voor de algebraische waarde,
zoals vereist voor een differentiaalvergelijking.

Uiteindelijk zal een totaal andere aanpak, zoals o.a. de methode van Lagrange (hfdstk 8), tot een meer
automatisch opstellen van de vergelijkingen leiden, vooral bij complexe problemen.

1.3 Slotbemerkingen

1.3.1 Vectoren in de fysica

Sommige fysische grootheden kunnen gekenmerkt worden door 1 reéel getal: massa, tijd, lengte, energie.
Het zijn scalaire grootheden. Maatgetallen van verschillende grootheden kan men niet bij elkaar optellen,
b.v. massa bij tijd. Men zegt dat men alleen grootheden met zelfde dimensie bij elkaar kan optellen of
van elkaar kan aftrekken. Er zijn dus voor de fysica verschillend verzamelingen reéle getallen.

Vectoren zijn fysische grootheden die voorgesteld moeten worden door een rij getallen. Maar ook hier
geldt dat men geen grootheden van verschillende dimensie bij elkaar kan optellen of van elkaar kan
aftrekken. Er zijn dus ook meerdere verzamelingen vectoren. De fysici hebben echter de gewoonte om
zoveel mogelijk informatie bijeen te brengen in één tekening. Zo zal men bij de baan van een puntmassa
soms ook een snelheidsvector, een versnelling of een kracht tekenen. De positievector r heeft componenten
xeny (niet ry enry !) die afgelezen worden op de x- en y-as. De snelheid heeft componenten v en vy, die
men zou moeten aflezen op vy- en vy-assen. De componenten van een kracht F zou men moeten aflezen in
een assenkruis met Fy- en Fy-assen. Men leest toch ook geen temperatuur af op een weegschaal en geen
gewicht op een thermometer? Deze assen kiest men normaal met zelfde oriéntatie als de assen van de
positie, anders moet men supplementaire transformaties inlassen bij vele bewerkingen. Men moet echter
onthouden dat een wiskundig correcte voorstelling van deze vectoren eist dat ze in hun eigen assenkruis
vanuit de oorsprong zouden uitgezet worden. Het plaatsen van deze vectoren op een willekeurige plaats
van een tekening zal weinig problemen opleveren als men vertrouwd is met de voorstelling van de vector
als een pijltje, waarbij de componenten volgens een bepaalde richting opgevat worden als stappen in
die richting. In de fysica worden vectoren gebruikt om een beschrijving te geven van fenomenen zonder
een beroep op een assenkruis. Slechts wanneer men numerieke berekeningen moet uitvoeren, zal men
moeten grijpen naar één of ander codrdinatensysteem, want alleen de codrdinaten kunnen door getallen
weergegeven worden.

Volgens sommigen zouden de vectoren in de fysica ook niet dezelfde zijn als in de wiskunde. De fysica
zou volgens hen glijdende vectoren gebruiken en de wiskunde vrije vectoren. M.i. zou dit betekenen
dat de fysica wiskunde gebruikt die niet tot de wiskunde behoort, wat volgens mij een contradictio in
terminis is. Deze opinie berust op een slecht begrip van de equivalentierelatie(2.4) zoals behandeld in
het volgend hoofdstuk over "Equivalente vectorsystemen".

1.3.2 Van vereenvoudigde naar wiskundig correcte voorstelling

Veel grootheden in de fysica worden in een eenvoudige voorstelling beschreven als het resultaat van een
deling. Zo wordt snelheid eenvoudig gedefinieerd als Ax/At. Dit is een formulering die beroep doet op
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een interval At in de tijd. Maar wat als de snelheid voortdurend verandert? Dan is dat natuurlijk maar
een benadering, een gemiddelde gedurende het interval At. De ogenblikkelijke snelheid krijgt men als
men het interval zeer klein neemt, uiteindelijk naar 0 laat gaan. Dan schrijft men geen A meer, maar een
“d”

dx

dt

Wiskundig zegt men dat v de afgeleide is van x naar de tijd. Grootheden die bij een eenvoudige
voorstelling gedefinieerd worden als een deling, zullen in een wiskundig correcte voorstelling gedefinieerd
worden als een afgeleide. De afgeleide v is gedefinieerd als de limiet van Ax/At wanneer At naar 0 gaat.
Dan gaat natuurlijk ook Ax naar 0, maar de verhouding van beide hoeft niet naar 0 te gaan.

Vo=

De “dx” en “dt” noemt men differentialen. Dikwijls worden die dx en dt beschouwd als zeer, zeer kleine
intervallen, soms ook wel “infinitesimaal” kleine intervallen genoemd. Wiskundig moet men zeggen dat
differentialen geen intervallen meer zijn, maar de situatie in een punt beschrijven. Een lijn kan men
vastleggen door 2 punten ervan te geven. Door 1 punt kan men oneindig veel lijnen trekken. Maar een
raaklijn aan een kromme wordt gedefinieerd als de limietstand van een lijn door 2 punten van de kromme
als die 2 punten naar elkaar toekomen en uiteindelijk samenvallen. Op dat ogenblik heeft de lijn maar 1
punt meer gemeenschappelijk met de kromme, maar haar stand is toch volledig bepaald. Het is dikwijls
handig om eerst te redeneren op een benadering in een klein interval, waarbij men de A-notatie gebruikt,
en dan later over te gaan tot de differentiaalvorm, die geldt van punt tot punt. In de meeste werken voor
natuurkundigen en ingenieurs wordt dat onderscheid echter niet gemaakt, wat spijtig is. Ook bij virtuele
arbeid moet men de 0r niet beschouwen als een kleine verplaatsing, zoals het nu waarschijnlijk in alle
handboeken gebeurt.

Men moet % beschouwen als een “operator”; als één samengesteld symbool voor de operatie “differentiéren
naar de tijd”. Men mag dus in de uitdrukking voor v hierboven de “dt” niet van het rechterlid naar het
linkerlid overbrengen om “v.dt = dx “ te bekomen. Men kan als operator ook de notatie Dy gebruiken,
v = Dyx, en dan valt er niets over te brengen. Die overgang berust op de definitie van de differentiaal
van een functie f(x) als df=f’.dx waarin {’ staat voor de afgeleide van f naar x. Voluit geschreven:

dr = d—xdt:vdt
dt

Het “overbrengen” kan men natuurlijk ook beschouwen als een soort mnemotechnisch trucje.

Differentialen zijn te beschouwen als entiteiten van een eigen soort. Ze kunnen alleen bij andere differen-
tialen opgeteld of ervan afgetrokken of ermee vergeleken worden. Een vergelijking tussen differentialen
noemt men een differentiaalvergelijking. Men kan zeggen dat een differentiaalvergelijking de verandering
van een systeem in een punt of op een gegeven ogenblik weergeeft. Van daaruit kan men dan de evolu-
tie van het systeem gedurende een interval proberen op te bouwen, maar soms lukt dat alleen via een
simulatie in een computer.

Andere grootheden worden bij een eenvoudige voorstelling gedefinieerd als een product. Bv. arbeid =
kracht x afgelegde weg. Als de kracht echter van punt tot punt verandert, zoals b.v. bij het indrukken
van een veer, dan zal men beroep moeten doen op een integraal. De wiskundig correcte definitie van
arbeid wordt dan: A = [ F.d7 . Grootheden die in de eenvoudige voorstelling gedefinieerd werden door
een product, zullen in een correcte voorstelling moeten gedefinieerd worden door een integraal .

De wetten van de beweging worden eerst afgeleid voor punten en puntmassa’s. Wanneer men met de
uitgebreidheid van reéle voorwerpen rekening moet houden, dan voert men dat ook meestal in 2 stappen
in. Als men het gewicht van een muur moet berekenen en die muur is uit bakstenen opgetrokken, dan kan
men rekenen met voor elke baksteen zijn gewicht als aangrijpend in het massacentrum van de baksteen.
Men zal dan werken met formules waarin een som over alle bakstenen voorkomt. Iets als:

G = Zg.mi

met m; de massa van elke baksteen. Wanneer de muur in beton is gegoten, dan heeft men een continu
medium en zal men de som vervangen door een integraal :

G = / g.dm
Vol
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2.1 Inleiding

Dat de oorzaak van het gewicht van een voorwerp ligt in de aantrekkingskracht van de aarde is een
vertrouwd idee. Men weet ook dat men dit gewicht kan voorstellen als een kracht die aangrijpt in
het zwaartepunt van het voorwerp. Dit is echter geen rechtstreekse weergave van de fysische situatie.
In werkelijkheid werkt de aantrekkingskracht van de aarde op elk onderdeeltje van een voorwerp. Die
aantrekkingskracht creéert dus een verzameling van evenwijdige vectoren. Die verzameling vervangt men
door een wiskundig equivalente beschrijving als men die voorstelt als één kracht aangrijpend in het
zwaartepunt van het voorwerp.

Hier en in vele andere gevallen is het interessant om een complexe situatie van vectoren te kunnen
vervangen door een eenvoudiger verzameling, die echter voor alle berekeningen in de mechanica hetzelfde
resultaat zal opleveren. Dit noemt men overgaan op een equivalent vectorsysteem. De bewerking
is vooral bekend voor krachten. De theorie die hier behandeld wordt zal men in veel boeken dan ook
vinden onder de titel Samenstellen van krachten of Equivalente krachtensystemen. De theorie
is echter veel breder toepasselijk, nl. op alle vectorsystemen waarbij men gebruik maakt van de som
van die vectoren en van de som van hun momenten t.o.v. een punt of as. Dat is b.v. ook impuls en
impulsmoment.

Om de zaken concreet te houden zal de theorie echter uitgewerkt worden aan de hand van krachten. Op
het einde wordt op de andere toepassingen gewezen.

2.2 De verplaatsingsformule

Krachten vormen een voorbeeld van een verzameling vectoren waarbij de som van deze vectoren belangrijk
is (in de wet van Newton of voor de translatie van het massacentrum) en waarbij ook de som van de

25
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momenten van deze vectoren t.o.v. een bepaald punt of een as een belang heeft (voor de rotatiebeweging).
Als men het moment van een verzameling krachten berekend heeft t.0.v. een bepaald punt en men heeft
het later nodig t.o.v. een ander punt, dan kan men zich de vraag stellen of men van voorafaan moet
herbeginnen of of men de berekeningen kan vereenvoudigen door uit te gaan van het vorig resultaat. Het
antwoord hierop is positief en wordt gegeven door de verplaatsingsformule

Onderstelt men een verzameling krachten ﬁi, waarvan men
het moment berekent t.o.v. het punt O. Men heeft dan:

M_é = Zi T_; x I
Als men nu het moment nodig heeft t.0.v. een ander punt P
dan wordt dit:

Dit laatste is te schrijven als de verplaatsingsformule:

1ip = 1o —rop x Y Fi
Figuur 2.1: Afleiding van verplaatsingsfor-

1 Hierin is 7op de positie van P t.o.v. O,—7op is dan de positie
mule

van O t.o.v. P. Men kan deze formule dus lezen als:

De som van de momenten van alle krachten t.o.v. P = de som van de momenten van alle
krachten t.0.v. O + het moment van de som van alle krachten geplaatst in O (oude positie)
t.o.v. P (nieuwe positie)

Later wordt hieraan een interpretatie gegeven waarmede de formule eenvoudig te onthouden is.

2.3 Koppel van krachten

Een koppel van krachten is in de theoretische mechanica een stel van twee even grote maar tegen-
gestelde krachten, (F', —F) die niet op één lijn liggen.

Z0’n koppel treedt b.v. op als men iets probeert te verdraaien met beide
handen. De loodrechte afstand tussen de twee dragers, a in de figuur
2.2, noemt men de koppelarm. Als men het moment berekent t.o.v. één
van de twee aangrijpingspunten dan is het duidelijk dat het moment
van het koppel = a.F . De som van de krachten van een koppel is
nul (een koppel veroorzaakt geen translatie). Wanneer men nu naar de
verplaatsingsformule kijkt, dan blijkt dat het moment van een koppel
niet zal veranderen als men het berekent t.0.v. een ander punt. Besluit:

Het moment van een koppel is onafhankelijk van het
berekenings- of herleidingspunt.

Een concreet voorbeeld hiervan kan men ondervinden als men een wiel
van een auto moet vervangen. Als men de wagen opgekrikt heeft en het
wiel niet geblokkeerd heeft m.b.v. de handrem of door een versnelling
Figuur 2.2: Koppel van krach- in te schakelen, zal men bij het proberen om de bouten los te draaien
ten vaststellen dat het volledige wiel gaat draaien i.p.v. alleen de bout. Het
maakt immers niet uit of het koppel mooi op de as uitgeoefend wordt
of ergens anders op het wiel.

Vroeger zei men : “Het moment van een koppel is een vrije vector”. Hiermede bedoelde men dat men
de momentvector van een koppel mag 'verplaatsen’ zonder dat men hiervoor een correctie moet invoe-
ren. Omgekeerd kan men elk gegeven moment beschouwen als veroorzaakt door een koppel
van krachten. Of nog: een koppel van krachten is de fysische realisatie van wat men wiskundig met
alleen mar een momentvector beschrijft. Men moet leren krachten en momenten als grootheden met een
eigen bestaansreden te beschouwen, net zoals snelheid- en impulsvectoren afzonderlijk grootheden zijn,
of snelheid en kinetische energie. Of : er is een ruimte van krachten en een ruimte van momenten.
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2.4 De equivalentierelatie

Voor verzamelingen van gegeven krachten en gegeven momenten definieert men nu de volgende equiva-
lentie:

Twee systemen zijn equivalent als de som van alle krachten in beide systemen dezelfde is en
als de som van de gegeven momenten en van de momenten van alle krachten t.o.v. elk punt
van de ruimte dezelfde is.

Dit is een niet erg praktische definitie. Eén blik op de verplaatsingsformule leert dat men dit kan
vereenvoudigen tot een definitie die hetzelfde betekent maar wel te controleren is:

Twee systemen zijn equivalent als de som van alle krachten en de som van alle gegeven
momenten in beide systemen dezelfde is en als de som van de momenten van alle krachten
t.o.v. één punt van de ruimte dezelfde is.

De meest eenvoudige toepassing van deze equivalentierelatie en de oudst bekende is het verschuiven
van een kracht over zijn drager. Hierbij blijft de som van beide systemen duidelijk dezelfde en ook
het moment t.o.v. een willekeurig punt.

Tot midden vorige eeuw werd dikwijls als een postulaat gesteld dat men een kracht mag verschuiven
over zijn drager. De notie van equivalentie was toen duidelijk nog niet goed uitgeklaard. Maar zelfs tot
midden de jaren 80 van vorige eeuw kon men hier en daar de affirmatie horen dat de vectoren in de fysica
niet dezelfde zijn als de vectoren in de wiskunde. De fysica zou zogezegd met glijdende vectoren werken
en de wiskunde met vrije vectoren. Dit gaat ook duidelijk terug op een slecht begrip van de equivalentie
zoals hierboven gedefinieerd. Het is ook grote onzin want het zou betekenen dat men in de fysica aan
wiskunde doet die niet tot de wiskunde behoort.

De verplaatsingsformule kan men nu als volgt interpreteren. Als de som van de krachten inwerkt in O,
dan hoort daarbij een moment i5y. Geplaatst in O heeft deze som een moment t.o.v. P. Als men die som
laat aangrijpen in P, heeft die som geen moment meer t.o.v. P. Om te voldoen aan de equivalentierelatie
moet men er dus het moment van die som in O t.o.v. P bijvoegen.

2.5 De speciale gevallen

Wanneer men deze equivalentierelatie meerdere keren na elkaar toepast, dan blijkt dat de som van de
krachten na de eerste toepassing kan voorgesteld worden door één kracht, de resultante R. Deze verandert
verder niet meer. Alleen het moment verandert nog bij verandering van het herleidingspunt. Op basis
van de verplaatsingsformule voor momenten zal dat nieuwe moment echter op een zeer eenvoudige manier
kunnen berekend worden uit het vorige. Men kan dit als volgt voorstellen:

‘ Gegeven systeem: ‘ ‘
Gy | F-wi | 7 |
| @ ko = Yun N E “ |

in oorsprong: ‘ in willekeurig punt P:

jip = jio — b x R (1)

Men kan zich nu de vraag stellen of er zich speciale gevallen kunnen voordoen bij de herleiding in bepaalde
punten. Deze speciale gevallen zijn gemakkelijk te formuleren :

e herleiding tot een moment zonder resultante (R = 0). Als dit het geval is, dan verandert het systeem
niet bij overgang naar een ander herleidingspunt. Het eenvoudigste geval hiervan is een koppel. De
situatie kan echter ook voorkomen met meer dan twee vectoren nl. telkens als de krachtvectoren
een gesloten veelhoek vormen. Dit treedt b.v. op bij een elektrische motor.

e herleiding tot een resultante zonder moment (of up = 0). Dit noemt men ook wel : herleiding tot
een zuivere resultante.
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e alleen het moment zal verder veranderen bij verandering van het herleidingspunt. Als vorig geval
niet mogelijk is, dan kan men vragen naar een punt waar de momentvector minimaal is. Dit
blijkt het punt te zijn waar de momentvector evenwijdig is met de resultante of de situatie van de
schroefas. Men kan dit ook beschouwen als een herleiding tot de invariant van het systeem.

De laatste 2 gevallen zijn speciale gevallen van (1) en worden nu meer in detail bekeken.

2.5.1 Herleiding tot een zuivere resultante

De voorwaarde dat pup = 0 moet zijn leidt tot de vergelijking:
io = xR (2)

Een voorwaarde voor het bestaan van een oplossing is dat R loodrecht zou staan op po- Dit kan toevallig
7o zijn, maar er zijn twee systemen waarbij men bij voorbaat zeker is dat aan deze voorwaarde voldaan
is en die dus altijd tot één enkele resultante kunnen herleid worden.Deze twee systemen zijn:

- systemen van evenwijdige krachten
- vlakke krachtensystemen.

2.5.1.1 Systemen van evenwijdige krachten

Bij een systeem van evenwijdige krachten hebben alle krachten een zelfde richting. Het moment zal
altijd loodrecht moeten staan op die richting, terwijl de resultante altijd volgens die richting moet liggen.
Resultante en moment staan dus zeker loodrecht op elkaar.

Men kan nu gemakkelijk het punt berekenen waar men die resultante moet plaatsen. Men zoekt naar een
punt Z met positievector rz zodat geldt:
DT X F =13xR

—

Als men een eenheidsvector @ invoert volgens de gemeenschappelijke richting, dan krijgt men: F; = F;.i
en R = R.4. Invoeren in vorige uitdrukking levert:

Yo x Fiu = rzx R
>, Fri)x u = Rrzx 4 (3)
Een oplossing is:
o — 2k Y Firi
R > F
Hierin zijn de F; de projecties op de gemeenschappelijke richting, met het correcte teken ! Het heeft
geen belang wat men als positieve of negatieve zin kiest. De vectori€éle formule zal natuurlijk volgens

projecties op assen moeten uitgewerkt worden. Vectoren kunnen niet vervangen worden door een getal,
wel de coordinaatprojecties:

Ty = ZZF‘Z
_ il
Yz 721'}'1‘

Zi F’zZz

Zy = =2 ——

ZiFi

Wanneer men met een continue krachtverdeling werkt, dan zal men met een integraal werken i.p.v. een
som:

G
ry =
2T @AV
Hierin geeft de functie f(r) de projectie van de kracht als functie van de positie. Deze integraal kan ook

over een oppervlak zijn i.p. van over een volume. Dit kan b.v. het geval zijn als men de resultante van
de druk van het water tegen een dam of wand wil berekenen.
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Een vergelijking die uitgaat van een vectorieel product heeft
echter geen punt als oplossing maar een rechte. Er is een on-
bepaaldheid in de richting van «. Als men bij de berekende
waarde 77 een willekeurige component telt in de richting van
van 1, dan verandert dat niets aan de waarde van het rechter-
lid in vergelijking (3). Het vectorieel product van evenwijdige
vectoren is immers nul. Dat is dus ook een oplossing. In de
praktijk komt het erop neer dat de resultante, nadat ze in
het gevonden punt geplaatst werd, mag verschoven worden
over haar drager, d.i. volgens de richting van 4.

Voorbeeld

Aan een paal zijn drie touwen bevestigd, die eraan trekken
zoals aangegeven op de figuur 2.3. Bereken de resultante en
de positie ervan.

Figuur 2.3: Evenwijdige krachten

Oplossing

Men voert een assenkruis is zoals getekend. De x-as dient voor de projecties van de krachten, de y-as om
de posities van de aangrijpingspunten te bepalen.

Resultante: 50 - 20 + 30 = 60 kg
Aangrijpingspunt: ((50x0,5)4+(-20x1,2)+(30x1,60))/60 = (25-24+48),/60 = 0,82 m

2.5.1.2 Toepassing: berekening van het zwaartepunt van een voorwerp

In de inleiding werd reeds het voorbeeld aangehaald van het gewicht als vervanging van de verzameling
kleine krachtjes die in elk punt van een voorwerp aangrijpen. Men kan deze verzameling krachtjes vervan-
gen door één enkele resultante, nl. het gewicht. Het punt waarop dat aangrijpt heet het zwaartepunt
van het voorwerp. Wanneer men het voorwerp beschouwt als opgebouwd uit een verzameling puntmassa’s
m;, dan is de kracht op elke puntmassa m;g. Zij M de totale massa van het voorwerp, dan is de R=Mg.
Bij invullen in de formules kan de factor g weggedeeld worden, zodat er overblijft:

r_» Zi mir_é
Z = _—
M
Of volgens de cartesische coordinaten:

_ Ez m;.x;

Tz M
_ Zi m;.Yi
Yz M
o Ez m;.z;
zz = =t—
M
Opmerkingen

1. Als het systeem een symmetrievlak of een symmetrieas heeft, zal het zwaartepunt in dat symmetrievlak
of op die symmetrieas moeten liggen.

Onderstelt men b.v. dat het zx-vlak een symmetrievlak is dan betekent dit dat er voor elk punt met
massa m; en coodrdinaat y; er ook een punt met massa m; = m; en codrdinaat y; = -y; moet zijn. Bij
sommeren over alle massa’s vallen die tegen elkaar weg en eindigt men met een yz= 0, m.a.w. in het
xz-vlak.

Op analoge manier kan men aantonen dat bij aanwezigheid van een symmetrieas het zwaartepunt op die
symmetrieas moet liggen. Zij b.v. de z-as een symmetrieas. Dan moet er voor elk punt met massa m;
en codrdinaat x; en y; ook een punt zijn met massa m; — m; en codrdinaat x; = -x; en y; — -y;i. Bij
sommeren over alle massa’s zal men dus komen op een xz= 0 en yz= 0 d.i. op de z-as.
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2. Het zwaartepunt van een systeem hoeft niet noodzakelijk een materieel punt van dat systeem te zijn.
Bij een holle bol zal het zwaartepunt samenvallen met het centrum van de bol maar daar is er geen massa

aanwezig.

3. Daar het hier over een som gaat, kan men die opsplitsen in deelsommen. In de praktijk betekent dit
dat men een voorwerp mag opdelen in eenvoudige delen, waarvan men gemakkelijk het zwaartepunt kan
berekenen. Daarna kan men die zwaartepunten combineren tot het zwaartepunt voor het hele systeem.

Voorbeeld
4 & 4
+— y y
+ b A
<
- A
_ £ D i
I‘4 I,'I I|_| ‘:\,:"(:RB "
. -~ ; = o - = -
P X X

10

Figuur 2.4: Zwaartepunt van samengesteld systeem

Men vraagt het zwaartepunt te berekenen van een L-vormige plaat met afmetingen zoals gegeven op de
figuur 2.4.

Oplossing: men kan deze constructie opsplitsen in twee rechthoekige stukken, waarvan het zwaartepunt
eenvoudig te bepalen is. Voor een rechthoek valt dat nl. in het midden van de rechthoek. Grafisch kan
men dat midden best bepalen door de diagonalen te trekken. er zijn echter twee mogelijkheden om van
deze L twee rechthoeken te maken. beide moeten uiteindelijk tot hetzelfde zwaartepunt leiden.

Eerste aanpak

Deel A is 4 bij 14 cm. Dus oppervlak = 56 cm? en zwaartepunt ligt in (2,7).
Deel B is 6 bij 4 cm. Dus oppervlak = 24 cm? en zwaartepunt ligt in (7, 2).

Totale oppervlakte is 56 + 24 — 80 cm?. In de formules moet met de massa gerekend worden. Die kan
men bekomen door het oppervlak te vermenigvuldigen met de massa per cm? van de plaat. Deze factor
wordt echter weggedeeld in de formules, zodat het resultaat alleen athangt van de verhouding van de

oppervlakten.

Zwaartepunt van het geheel:

x, = (56x2 + 24x7)/80 = 280/80 = 3,50 cm
v, = (567 + 24x2)/80 = 440/80 = 5,50 cm

Daar het zwaartepunt een lineaire combinatie is van de cotérdinaten van het centrum van A en B, moet
het zwaartepunt van het geheel op de lijn liggen die beide zwaartepunten verbindt volgens een afstand

die omgekeerd evenredig is met de massa van elk deel.

Tweede aanpak

Deel A is 4 bij 10 cm. Dus oppervlak = 40 cm? en zwaartepunt ligt in (2, 9).
Deel B is 10 bij 4 cm. Dus oppervlak = 40 cm? en zwaartepunt ligt in (5, 2).

Totale oppervlakte is natuurlijk weer 40 + 40 = 80 cm?

Zwaartepunt van het geheel:
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x, = 40 x (2 + 5)/80 = 280/80 = 3,50 cm
v, = 40 x (9 + 2)/80 = 440/80 = 5,50 cm

Wanneer men beide verbindingslijnen van de centra van A en B samenbrengt op één figuur, dan moet
het snijpunt het zwaartepunt van het geheel zijn. Daar beide lijnen elkaar onder een kleine hoek snijden,
is de nauwkeurigheid van deze methode echter niet groot.

2.5.1.3 Vlakke systemen

Bij een vlak systeem staan alle momenten als resultaten van een vectorieel product loodrecht op het vlak
van de posities en de krachten. Die momenten hebben ook maar één component. Als men het vlak van
posities en krachten als xy-vlak neemt, dan liggen de momenten volgens de z-as. De vergelijking (2) wordt
dan zeer eenvoudig. Schrijft men de positievector met codrdinaten (x,y) en de resultante met cooérdinaten
(X,Y), dan wordt (2):

po = xY - yX

Dit is de vergelijking van een rechte, om redenen hoger uitgelegd. Men kan het snijpunt met de x-as
vinden door y = 0 te stellen of het snijpunt met de y-as door x = 0 te stellen. Men kan het resultaat ook
interpreteren als de positie waar men de resultante R moet plaatsen zodat ze daar een moment gelijk aan
ro heeft t.o.v. de oorsprong. Dan is de resultante alleen in die positie equivalent met het systeem (R,
1o) in de oorsprong.

2.5.1.4 Samenlopende krachten

Als de dragers van verscheidene krachten door één punt passeren, dan kan men dat punt kiezen als
herleidingspunt. Daar geen enkele kracht een moment heeft t.o.v. dat punt, kan men in dat punt een
equivalent systeem bouwen dat gewoon bestaat uit de som van alle krachten.

2.5.2 De schroefas

Wanneer men de formule (1) be-
kijkt, dan ziet men dat de correc-
tieterm rp X R loodrecht moet
staan op R . Wanneer men iio kan
splitsen in een component ji; even-
wijdig aan R en een component
il2 loodrecht op R , dan kan al-
leen de laatste weggewerkt worden
door naar een ander herleidings-
punt over te gaan. Aan de com-
ponent evenwijdig aan R zal nooit Figuur 2.5: Schroefas

iets veranderen. Men kan B en de

component ji; evenwijdig aan R beschouwen als invarianten van het systeem. Ter zelfdertijd is dat
ook de minimale waarde van jip. Onder bepaalde voorwaarden zal een voorwerp dat onderworpen is
aan zo'n systeem een schroefbeweging uitvoeren. De drager van dat systeem noemt men daarom ook de
schroefas. Om de positie te vinden waarbij het systeem tot deze invarianten herleidt wordt zal men de
evenwijdigheid van [ip en R uitdrukken als

Up = k.R

Wanneer men dit invult in (1) krijgt men als vergelijking van de schroefas :
kR = o — TP X R

Wanneer men de onbekende positie schrijft met cartesische codrdinaten (x,y,z) en de resultante met
coordinaten (X,Y,Z) dan levert dit het stelsel:
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kX = por —ysZ + 2Y
kY = poy — 22X + xZ
kZ = po, — Y + yX

Dit is een systeem van 3 vergelijkingen in 4 onbekenden. De oplossing is dus een rechte. De normale
oplossingsvolgorde is:

e k bepalen
e het moment bepalen als k.R

e de gevonden k invullen in het systeem en hieruit 2 vergelijkingen in x, y en z halen. Dit zijn
vergelijkingen van vlakken. De snijlijn van die vlakken vormt de schroefas.

Voor k > 0 hebben resultanten en moment zelfde zin, voor k < 0 hebben ze tegengestelde zin.

Voorbeeld

»x

Figuur 2.6: Voorbeeld voor berekening van de schroefas

Twee krachten zijn gelegen als in de figuur. Beide hebben grootte F.

Intuitief kan men hier de schroefas vinden. Beide krachten hebben gelijke en tegengestelde componenten
volgens de x-as. Die zullen dus een koppel vormen. De componenten volgens de z-as zijn evenwijdig en
met zelfde zin. Die zullen de resultante leveren.

Om de vergelijking gemakkelijk te kunnen opstellen maakt men liefst een tabel met alle gegevens.

| [x|ylz] Fx | Fy |Fa| Me | My | M, |
aF bF —cbF acF
Frojoje VaZz + 02 | Va2 + b2 0 VaZz + 02 | Va2 + b2 0
—alF bF abF
F2 a 0 0 \/GQ n b2 \/a2 n b2 0 0 0 W

Optellen van de componenten van de krachten levert als resultante:
20F 0)

VAT

Wanneer men, om de uitdrukkingen wat lichter te maken, stelt:

d = Va®+b?

dan worden de vergelijkingen voor de schroefas:

R = (0,
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—cbF 2bF
T d d
WE,_ ack
d d
0 = @ — Mm
d d
Uit de tweede vergelijking volgt dadelijk:
ac
"=
Hiermede krijgt men voor het moment van de schroefas:
. _ ac  2bF acF
i=kR=/(0, 2b.\/m,()) = (0, Nl 0)

Dit invullen in de eerste en laatste vergelijking levert:
z=c¢/2
r=a/2

Het eerste resultaat is een vlak loodrecht op de z-as, het tweede een vlak loodrecht op de x-as beide door
het midden van de balk. De snijlijn is een lijn evenwijdig aan de y-as door het midden van de balk. Dat
is de positie van de schroefas.

2.6 Nawoord

Op het einde van de inleiding werd reeds gesteld dat de theorie veel breder toepasselijk is dan alleen op
krachten, nl. op alle vectorsystemen waarbij men gebruik maakt van de som van die vectoren en van de
som van hun momenten t.0.v. een punt of as. In het Frans noemt men zon systeem “torseur”! (niet te
verwarren met "tenseur" = tensor). In het Duits spreekt men van "Dyname”2. In het Engels spreekt van
”Screw theory” ® en daarin heeft men het ook over "twists" en "wrenches". De krachten en hun momenten
t.0.v. een punt vormen zo een systeem, maar ook impuls en impulsmoment, rotaties en lineaire snelheden
als gevolg hiervan. Deze laatsten worden immers ook via een vectorieel product van rotatievector en
positievector berekend (zie Kinematica, 5.4.3 Samenstellen van rotaties).

De verplaatsingsformule kan daarbij dikwijls nuttig gebruikt worden. Het impulsmoment van een vrij
bewegend voorwerp t.0.v. een ander punt dan het massacentrum, kan ermee berekend worden. Zie Voor-
werpendynamica, Het massacentrum, impulsmoment van een vrij bewegend voorwerp (7.1.5). Zie ook bv.
het voorbeeld van de draaiende balk, waarbij de momenten opgeschreven worden t.o.v. een hoekpunt in
Voorwerpendynamica, algemene rotatie, hoofdtraagheidsassen (7.3.6). De verplaatsingsformule laat ook
toe om de momentenvergelijking op te schrijven t.o.v. een ander punt dan het massacentrum. Zie rotatie
rond as met vaste richting, basiswet (7.2.3), de opmerking aan het einde van de paragraaf.

Het is eigenaardig dat deze theorie in haar algemeenheid reeds meer dan 50 jaar in zowat alle Franse
handboeken staat (zie bv. [gruber]), ook vrij frequent voorkomt in de Duitse maar zelden behandeld
wordt in de gewone Engelstalige handboeken.

Lhttp://fr.wikipedia.org/wiki/Torseur
2http://de.wikipedia.org/wiki/Dyname
3http://en.wikipedia.org/wiki/Screw _theory
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3.1 Inleiding

De statica is de studie van de voorwaarden die nodig zijn opdat een voorwerp of een structuur in rust
zou blijven. Voor een onvervormbaar voorwerp is vereist dat de versnelling en de hoekversnelling van het
voorwerp beide nul zijn. Het is in feite een speciaal geval van de wet van Newton (6.2) en de rotatiewet
(7.2.3)). Men kan deze voorwaarden formuleren als:

‘Ziﬁ;zo
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.ZiFPiXF_i:O

met 15; de op het voorwerp of de structuur werkende krachten, P een willekeurig stilstaand punt (zie
infra) en 7p; de positievector van P naar het aangrijpingspunt van de kracht F;.

Dit is de vectoriéle benadering. Voor een driedimensionaal systeem komen beide vectoriéle vergelijkin-
gen overeen met drie scalaire vergelijkingen. Bij een tweedimensionaal systeem leidt de eerste voorwaarde
tot twee scalaire vergelijkingen. De momenten liggen dan allen volgens een as loodrecht op het vlak van
de krachten en de posities. De momentenvoorwaarde leidt dan tot één scalaire vergelijking. Het twee-
dimensionale geval is dus veel eenvoudiger dan het driedimensionale. Bij een samengesteld systeem kan
men met deze aanpak alle inwendige krachten tussen de onderdelen uitrekenen. Daarvoor moet het sys-
teem opgesplitst worden in zijn onderdelen en moeten de evenwichtsvergelijkingen voor elk onderdeel
opgeschreven worden.

Er is echter ook een andere benadering mogelijk. Deze vertrekt van de idee dat een versnelling van het
systeem ook een toename of afname van de kinetische energie betekent. Dat kan alleen via een toevoer of
afvoer van energie door de aangrijpende krachten. Geen versnelling betekent dus geen toevoer of afname
van energie. Deze benadering leidt tot de methode van de virtuele arbeid (4.1). De energievergelijkingen
zijn scalaire vergelijkingen. Daarom wordt deze methode soms de scalaire methode genoemd.

Met deze methode kunnen maar een beperkt aantal uitwendige krachten berekend worden. Ze is echter
bijzonder geschikt om bij een complex mechanisme een verband te leggen tussen krachten op twee of meer
punten van het systeem. Bij deze methode wordt het systeem een beetje bekeken als een black box. Men
oefent er op één plaats een kracht op uit en de methode laat toe uit te rekenen welke kracht men op een
andere plaats moet uitoefenen voor evenwicht, zonder dat men alle inwendige krachten moet berekenen.
Zie b.v. het voorbeeld van de ruitvormige krik (4.9.2) aan het einde het betrokken hoofdstuk. Ook
laat de methode toe op een meer automatische manier de evenwichtsvergelijkingen op te stellen. Ze vormt
de aanloop naar de methode van Lagrange (hoofdstuk 8), die de dynamische situatie (met lineaire en
hoekversnelling) zal behandelen.

3.2 Evenwicht van een enkelvoudig onvervormbaar voorwerp

3.2.1 De evenwichtsvoorwaarde

De beweging van een onvervormbaar voorwerp kan altijd beschreven worden als een beweging van het
massacentrum en een beweging t.0.v. het massacentrum. Voor een onvervormbaar voorwerp kan deze
laatste beweging alleen maar een rotatie zijn. Een onvervormbaar voorwerp zal in rust zijn als het
massacentrum niet beweegt en er geen rotatie is rond het massacentrum. Als er geen krachten werken
op een voorwerp, dan zal het massacentrum zijn bewegingstoestand behouden, d.i. het zal in rust blijven
of rechtlijnig verder bewegen met constante snelheid. Iets analoogs geldt voor de roatiebeweging. De
voorwaarden die men formuleert opdat een voorwerp in rust zou blijven onderstellen in feite dat het
voorwerp bij het aangrijpen van de gegeven krachten in rust is en zonder rotatie. In het hoofdstuk over
de dynamica van voorwerpen wordt aangetoond dat

° >, F, =0 nodig is opdat het massacentrum geen versnelling zou krijgen en het voorwerp dus in
rust zou blijven;

o > .Tci X F; = 0 nodig is opdat het voorwerp geen hoekversnelling rond een as door het mas-
sacentrum zou krijgen en dus niet in rotatie zou komen. Hierbij is 7c; de positievector van het
aangrijpingspunt van de i-de kracht t.o.v. het massacentrum.

Wanneer het voorwerp in rust is, dan is het massacentrum een stilstaand punt. Als men het moment
van de krachten uitrekent t.o.v. een ander stilstaand punt P, dan bestaat er een verband tussen beide
momenten dat gegeven wordt door de verplaatsingsformule 2.2:

fp = pc + PC x>, F

Bij rust eist men echter dat de som van de krachten = 0 is, zodat het moment van alle krachten het-
zelfde zal zijn t.o.v. om het even welk punt. Men kan dit moment dus ook uitrekenen t.o.v. de
oorsprong van het assenkruis en men mag deze oorsprong om het even waar nemen. Meestal wordt de
evenwichtsvoorwaarde dan ook geformuleerd als:
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° Ziﬁizo

o yip =Y, TixF =0

3.2.2 Praktische uitwerking

Het kan goed zijn om eens de tekst te herlezen over het vectorieel product en over de manieren om een
moment uit te rekenen in het eerste hoofdstuk, in de topic Elementaire bewerkingen met vectoren (1.2).

In de praktijk moet men deze vergelijkingen projecteren op assen vooraleer men getallen kan invullen.
Voor een driedimensionaal probleem levert elke voorwaarde 3 scalaire vergelijkingen, b.v. door te projec-
teren op cartesische assen. De componenten van de kracht F; worden daarbij geschreven met hoofdletters
als Xj, Y; en Z; en de coordinaten van het aangrijpingspunt met kleine letters als x;, y; en z;. Men krijgt
dan:

- som van de krachten = 0 levert:

e > X, =0
e >V, =0

- som van de momenten — 0 levert:

° ZyzZz - ZlY; =0

Voor een tweedimensionaal probleem blijven er maar 3 vergelijkingen over:

e > X, =0
e >Y, =0

3.2.2.1 Voorbeeld

Een balk met gewicht G en lengte 1 is m.b.v. een scharnier en
een kabel opgehangen onder een hoek van 30° met de horizontale.
De kabel is onder een hoek van 60° met de verticale gespannen.
Bereken de krachten in het scharnier en in de kabel.

Om dit probleem op te lossen moet men de balk bekijken en alle
krachten die op de balk werken. Normaal raadt men aan om
de balk afzonderlijk te tekenen, los van zijn omgeving. De situatie
hier is echter nog eenvoudig genoeg om het bij één figuur te laten.

Uit de beschrijving blijkt dat de drichoek ABC gelijkzijdig is. De
kracht in A heeft 2 componenten: Xa en Y. De spanning in het
touw moet volgens het touw liggen (wordt later nog verklaard).
Dit levert een schets op als op de figuur 3.1. Er blijken 3 onbeken-
den in het probleem te zitten en men kan ook juist 3 vergelijkingen
opschrijven. Het probleem is dus eenduidig bepaald.

De vergelijkingen worden Figuur 3.1: Schuin opgehangen balk
XA —S.cos30°=0
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Ya + S.sin 30° — G =0

De momentenvergelijking wordt opgeschreven t.o.v. het punt A omdat dan de onbekende krachten in A
niet voorkomen in die vergelijking. Men kan zo een vergelijking in één onbekende, nl. S, opstellen, die
onmiddellijk kan opgelost worden:

S.l.cos30° — G.é.cos?)()" =0
Uit de laatste vergelijking volgt: S = G/2

Invullen in de vorige vergelijkingen levert:
Xa = V3G/4
Ya =3G/4

Wanneer er slechts 3 krachten in het spel zijn, dan eist de mo-
mentenvergelijking feitelijk dat de dragers van die 3 krachten
C door één punt gaan. Het gewicht en de spanning S snijden el-
kaar in het punt D (figuur (3.2)). T.o.v. D hebben zij dus geen
moment. Als men de kracht in A niet in componenten uittekent
maar als één kracht Ra en men berekent het moment van alle
krachten t.o.v. D, dan mag R geen moment hebben t.o.v. D op-
dat de som van alle momenten 0 zou zijn. Ook R4 moet dus door
B D passeren. Op basis van een klein beetje meetkunde kan men zien
dat Ry dan onder een hoek van 30° met de verticale moet liggen.
Men kan controleren dat de oplossing hieraan beantwoordt:

G arctan ii—: = arctan \féc;{;; = aurctam\/ig = 30°
A X v De enige mogelijkheid opdat de 3 krachten niet door één punt
A

zouden gaan is dat ze alle drie evenwijdig zijn. Men kan dan

stellen dat het snijpunt op oneindig ligt.
Figuur 3.2: 3 samenlopende krachten

3.3 Vrijheidsgraden en verbindingen

Een voorwerp waarvan de beweging aan geen enkele beperking onderworpen is, kan een willekeurige
translatie en rotatie uitvoeren. Beide kunnen voorgesteld worden door een vector, die in onze reéle
wereld kan beschreven worden m.b.v. 3 basisvectoren. Men zegt daarom dat een vrij bewegend voorwerp
3 vrijheidsgraden van translatie heeft en 3 vrijheidsgraden van rotatie .

Meestal is elk voorwerp wel ergens in contact met een ander voorwerp. Dat contact belet dan sommige
bewegingen, schakelt sommige vrijheidsgraden uit. Wanneer een voorwerp b.v. op het horizontale op-
pervlak van een tafel moet blijven, dan heeft het nog 2 vrijheidsgraden van translatie. De vrijheid om in
verticale richting te bewegen is weggenomen. Het uitschakelen van die vrijheidsgraad vraagt een kracht
vanwege de tafel op het voorwerp. Men noemt dit een verbindingskracht. Meestal worden deze ver-
bindingskrachten ook gezien als reactiesdie optreden omdat sommige actiekrachten het voorwerp willen
laten bewegen in de richting van de verboden vrijheidsgraad (in dit geval is die actiekracht het gewicht).
Rotaties kunnen belet worden door een moment.

Opdat men geen overbodige onbekenden zou invoeren is het belangrijk dat men goed weet welke verbindings-
of reactiekrachten er horen bij elk type verbinding.

- vrij contact

een punt van het voorwerp wordt verplicht langs een vlak of lijn of in een gleuf te bewegen. De beweging
loodrecht op dat vlak of lijn of gleuf is verboden. De verbindingskracht zal loodrecht op dat vlak of lijn
of gleuf staan. De richting is dus bekend, alleen de grootte niet. Dit vormt dus 1 onbekende. (Voor de
mof: zie verder bij inklemming)

Wanneer een voorwerp op een vlak rust maar er eraf kan genomen worden, dan zal voor evenwicht nog
nodig zijn dat de verbindingskracht naar het voorwerp wijst, d.i. een druk is tegen het voorwerp (en het
voorwerp drukt dan ook tegen het vlak). Voor een pin in een gleuf zal men normaal onderstellen dat
maar één van beide kanten van de gleuf in contact is met de pin en dat dus maar één van beide kanten
een druk uitoefent op de pin.
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Figuur 3.3: voorbeeld van vrije contacten

Ook de roloplegging, zoals gebruikelijk in steunpunten van bruggen, is een vorm van vrij contact.

- Scharnier

Men moet hier zien wat er door de constructie van het scharnier belet en wat toegelaten wordt. Een
klassieke scharnier, zoals bij een deur b.v., laat de rotatie toe rond de as van de scharnieren maar belet elke
translatie. Rotatie toelaten betekent dat er geen moment kan overgebracht worden volgens die rotatieas.

e Voor een driedimensionaal probleem zal men 3 verbindingskrachten moeten invoeren en in principe
ook 2 momenten. Wanneer een voorwerp met meerdere scharnieren bevestigd is, dan kan men
onderstellen dat die momenten geleverd worden door de verbindingskrachten die op een zekere
afstand van elkaar aangrijpen. Bij een bolscharnier is er natuurlijk alleen een reactiekracht met 3

componenten, omdat een rotatie in elke richting mogelijk blijft.

e Voor een tweedimensionaal probleem zal men alleen een verbindingskracht met 2 componenten
moeten invoeren, zoals in het voorbeeld hierboven (fig.3.1). Dit levert dus 2 onbekenden voor de

vergelijkingen.

- Inklemming

Een inklemming belet een translatie en rotatie van het ver-
bindingspunt. Een inklemming onderstelt een zeker contac-
toppervlak met de omgeving, waardoor de krachten over een
zekere afstand ingrijpen en zo een moment kunnen uitoefe-
nen. Voor de eenvoud van de zaak wordt een inklemming
meestal als een verbinding in één punt beschouwd en wor-
den de momenten afzonderlijk ingevoerd. In drie dimensies
zal men dus een reactiekracht en een moment met telkens
3 componenten moeten invoeren. In twee dimensies wordt
dit een reactiekracht met 2 componenten en 1 moment. Die
momentvector staat loodrecht op het vlak van de tekening
en is dus moeilijk weer te geven. Het wordt daarom meestal
aangeduid door een gekromde pijl, die een rotatie suggereert
in de richting waarin het moment een rotatie zou verwekken.
Hierbij speelt hier de regel van de rechtse schroef. Als het
pijltje een rotatie in wijzerzin voorstelt, dan is de moment-
vector van de toeschouwer weg gericht en omgekeerd.

G L

Figuur 3.4: Inklemming

Een staaf die door een mof glijdt is een combinatie van een vrij contact met anderzijds het element van
contact over een zeker oppervlak zoals bij de inklemming. Er zal dus een reactiekracht loodrecht op de

mof en een moment moeten ingevoerd worden.
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- Touw
Een touw kan alleen trekken in de richting van het touw (met uitzondering van sommige fakirstouwen).
Men moet dus één onbekende kracht in de richting van het touw invoeren.

3.3.1 Ideale staaf

Wanneer men een staaf heeft die in slechts 2 punten verbonden is met een voorwerp en waarvan
het eigen gewicht verwaarloosbaar is t.o.v. de krachten die optreden in die verbindingen, dan kan
men door toepassen van de evenwichtsvergelijkingen gemakkelijk aantonen dat de verbindingskrachten
in die contactpunten even groot maar tegengesteld moeten zijn (uit de eis som = 0) en dat ze in elkaars
verlengde moeten liggen (om te voldoen aan som der momenten = 0). Ze schijunen als het ware een
actie-reactiekoppel te vormen. Men zal normaal geen vergelijkingen opschrijven voor zo’n staaf, maar de
kracht in die staaf berekenen uit het evenwicht van de voorwerpen waarmee ze in contact is. Bemerk
echter wel dat het moet gaan om puntvormige contacten, d.i. vrij contact of scharnier, met de andere
voorwerpen, niet om een inklemming. Voorbeelden van ideale staven vindt men in de voorbeelden van
verschillende systemen hieronder.

3.3.2 Strikte evenwichtsvoorwaarden

Soms worden door de verbindingskrachten niet alle vrijheidsgraden uitgeschakeld. Denk bv. aan een
deur die open staat. De scharnieren houden de deur op haar plaats maar beletten geen rotatie rond de
as van de scharnieren. Opdat de deur onbeweeglijk zou blijven moet de som van de momenten van de
uitwendige krachten t.o.v. die as 0 zijn. In de vergelijking die dat uitdrukt zullen geen verbindingskrachten
voorkomen maar alleen actieve krachten. Dit soort vergelijkingen, waarin alleen eisen gesteld worden
aan de actieve krachten , noemt men ook wel de strikte of eigenlijke evenwichtsvoorwaarden .

3.4 Isostatisch, hyperstatisch en hypostatisch systeem

Als het aantal onbekenden (= componenten van onbekende verbindingskrachten of momenten) dat op-
treedt in een probleem precies overeenkomt met het aantal vergelijkingen dat men kan opschrijven, dan
heeft men een goed bepaald of isostatisch systeem. Deze benaming gaat echter uit van een wis-
kundige kijk op de zaak en betekent niet dat het evenwicht van het systeem dan echt mogelijk is. Het
kan nl. nog zo zijn dat de beschikbare verbindingskrachten op de verkeerde plaatsen aangrijpen of in de
verkeerde richting werken. Zie voorbeeld 1 in fig. 3.5.

Wanneer een systeem minder onbekenden heeft dan vergelijkingen dan is het een onmogelijk of hypo-
statisch systeem. In de praktijk zijn vele van die systemen perfect in evenwicht, nl. voorwerpen die
alleen onder invloed zijn van het gewicht en die door verticale reacties in evenwicht gehouden worden
(voorbeeld 2 van 3.5). Zolang er geen zijdelingse krachten op die voorwerpen werken is er ook geen
zijdelingse reactie nodig. De projectie van alle krachten op een horizontale bevat gewoon niets en is dus
een schijnbaar overbodige vergelijking.

Wanneer er meer onbekenden zijn dan vergelijkingen dan heeft men een onbepaald of hyperstatisch
systeem. In feite is elke tafel of elke stoel met vier poten zo'n hyperstatisch systeem. Alleen een
driepikkel is een isostatisch systeem. Men kan in zo’n geval, met de basisvergelijkingen van de statica,
niet correct uitreken hoe de nodige reactiekracht zich zal verdelen over de aanwezige verbindingen. Er zit
een onbepaaldheid in de verdeling van de krachten over de verbindingen. Men kan dikwijls een beroep
doen op de elasticiteit van de contactpunten of van het systeem zelf om toch tot een verdeling van de
krachten te komen. De elasticiteit van de ophanging van een auto zorgt er b.v. voor dat elke wiel in
contact blijft met der grond, zelfs als er één wiel op de stoep staat en de drie andere op de rijweg. Als een
tafel op een beetje losse grond staat, dan zal de ene poot wat dieper in de grond zakken dan de andere
tot er evenwicht is. Een balk op drie steunpunten die niet perfect collineair zijn zal zich zo vervormen
dat de balk toch op de drie steunpunten steunt (voor zover het hoogteverschil niet te groot is).
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Figuur 3.5: Voorbeelden

3.4.1 Voorbeelden

Figuur 3.5 geeft een reeks mogelijke situaties. Voorbeeld 1: in theorie isostatisch, maar toch onmogelijk
evenwicht. Als men het moment berekent t.o.v. het punt A, dan blijken alle verbindingskrachten door dit
punt te gaan en dus geen moment te hebben t.o.v. dit punt. Het gewicht heeft echter wel een moment.
Er is dus niet voldaan aan de momentenvergelijking en het voorwerp zal beginnen draaien rond A. Zodra
de staafverbinding schuin ligt is er wel evenwicht mogelijk. Dan kunnen immers alle krachten door 1
punt gaan (voorbeeld 1b). Bemerk dat voor de schuine stand er een langere staaf nodig is dan voor de
horizontale stand van de staaf.

1b

Figuur 3.6: Isostatisch systeem

Voorbeeld 2: een onmogelijk systeem want slechts 2 reactiekrachten, in feite perfect in evenwicht. Als er
geen horizontale actiekracht is, is er ook geen horizontale reactie nodig.

Voorbeeld 3: een hyperstatisch systeem. In elke scharnier moeten 2 onbekende reacties ingevoerd wor-
den. De projectie op een horizontale zegt dat er twee gelijke maar tegengestelde horizontale krachten
moeten zijn in de bevestigingspunten, maar zegt niets over de grootte ervan. Als de afstand tussen de
bevestigingspunten perfect overeenkomt met de afstand tussen de gaten in de plaat dan zijn die krachten
= 0. Als dat niet het geval is, dan introduceert men een spanning of druk in de plaat. De grootte hiervan
heeft niets te maken met de formules van de statica.
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3.5 Evenwicht van samengestelde voorwerpen

Samengestelde voorwerpen bestaan in drie categorieén:

e De samenstellende delen zijn onvervormbaar en ook het geheel is onvervormbaar.

e De samenstellende delen zijn onvervormbaar maar het geheel is vervormbaar.

e Continu vervormbare systemen zoals kettingen en kabels of een doorbuigende balk..

Het basisprincipe is dat voor evenwicht van het geheel elk onderdeel afzonderlijk in evenwicht moet
zijn. Men moet dus de evenwichtsvoorwaarden, zoals die hoger gezien werden voor een onvervormbaar
voorwerp, op elk van de onderdelen toepassen. Daarvoor zal men het voorwerp uit elkaar moeten halen,
zodat duidelijk is over welk onderdeel men spreekt en wat de interacties zijn tussen die onderdelen.

R
—
A -R
B

Figuur 3.7: Actie en reactie in een scharnier

Belangrijk is dat men bij het aanduiden van de
krachten tussen de onderdelen erop let dat de
actie-reactiewet gerespecteerd wordt. Als
balk A een kracht uitoefent op balk B, dan zal balk
B een gelijke maar tegengesteld gerichte kracht uit-
oefenen op balk A. Eén van die krachten zal men
een minteken meegeven, de andere zou in theorie
een plusteken moeten krijgen maar dat wordt nor-
maal niet geschreven. Op die manier worden er dus
geen 2 onbekende krachten ingevoerd, maar slechts
één. Ook voor de projecties geldt dat elke projec-
tie eenmaal als positief en eenmaal als negatief zal
moeten voorkomen in de vergelijkingen. Als men
de som maakt over het geheel, dan moeten de in-
wendige krachten immers tegen elkaar wegvallen.

Bemerk dat in de vectoriéle notatie het plus- of

minteken geen enkele aanduiding geeft over de richting van de betrokken vector. Het minteken zegt
alleen dat er nog een even grote maar tegengestelde kracht voorkomt in het systeem.

3.5.1 Samengesteld systeem, geheel onvervormbaar

/

Figuur 3.8: Man op ladder

Als voorbeeld wordt een trapladder beschouwd (zie figuur). Als er tussen de onderste treden een staaf
bevestigd is, dan is het geheel onvervormbaar. Deze ladder zou men ook op glad ijs kunnen plaatsen
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zonder risico dat men tegen het ijs slaat. Bij het uit elkaar halen werd voor de belasting door de
man beroep gedaan op de stelling dat men een kracht mag verschuiven over zijn dragen om zo tot een
equivalente beschrijving te komen (zie het hoofdstuk over "gelijkwaardige vectorsystemen" 2.1). Op die
manier kunnen we het gewicht van de man laten aangrijpen op de ladder op een afstand d van de grond.

Grechts

- XAB

Figuur 3.9: Man op ladder: onderdelen

Er worden geen vergelijkingen opgeschreven voor de ideale staaf tussen de treden (figuur 3.9). Men
weet immers vooraf waartoe die zouden leiden (zie hierboven 3.3.1). Er worden tegengestelde krachten
opgeschreven werkend op de linker- en rechterhelft van de ladder. In feite zijn die tegengestelde krachten
het resultaat van driemaal even groot en tegengesteld:

e tussen linkerhelft van de ladder en de staaf op basis van de actie-reactiewet;

e tussen beide uiteinden van de staaf op basis van wat hierboven gezegd werd over krachten op een
ideale staaf;

e tussen ideale staaf en rechterhelft van de ladder opnieuw volgens de actie-reactiewet.

Voor elke onderdeel moeten de evenwichtsvergelijkingen opgeschreven worden. Voor dit tweedimensionaal
voorbeeld met 2 onderdelen levert dit 2x3 verglijkingen = 6 vergelijkingen. Wanneer het systeem op zijn
geheel onvervormbaar is, dan kan men ook op het geheel de evenwichtsvoorwaarden toepassen. Als
krachten heeft men dan alleen de gewichten en de 2 verticale reacties in de steunpunten onderaan de
ladder (zolang de ladder op een horizontaal vlak staat, anders moet er een zijdelingse reactie bijkomen
in minstens één van de steunpunten). Als men het stelsel van vergelijkingen met de hand moet oplossen,
dan biedt dit evenwicht van het geheel een mogelijkheid om het stelsel op te splitsen in een reeks kleinere
stelsels, die met de hand veel gemakkelijker op te lossen zijn dan het grote stelsel. Hier zou men twee
stelsel van drie vergelijkingen bekomen. De vergelijkingen voor het evenwicht van het geheel vormen een
stelsel afhankelijke vergelijkingen. Ze kunnen rechtstreeks opgeschreven worden of gevonden worden door
de de projecties volgens elke as lid aan lid op te tellen. Na het invullen van de gevonden oplossingen in
het grote stelsel heeft men dan een stelsel met drie onafhankelijke vergelijkingen minder. Hier kan men
uit het evenwicht van het geheel de reactiekrachten in de steunpunten met de grond berekenen. Er blijven
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dan nog 3 onbekenden, Xap, X¢ ,Y¢, waarvoor nog juist 3 vergelijkingen nodig zijn. De vergelijkingen
voor één der delen kunnen hiervoor dienen.

3.5.1.1 De vergelijkingen

7ij 1 de lengte van elk deel van de ladder, dy; de lengte van de grond tot het aangrijpingspunt van de
staaf en d,, de lengte van de grond tot het aangrijpingspunt van het gewicht van de man, beide langs de
ladder gemeten. Men onderstelt dat het zwaartepunt van de ladder op halve hoogte ligt.

Voor de linkse helft:

e som van de krachten = 0:
>Xi = —Xe+ Xap =0
Y, =Ya +Ye -G, —GL =0

e som van de momenten t.o.v. A = 0 (positief gerekend in tegenwijzerzin):
S M; = —Xapds.sina — Guy.dy,.cosa — Gp,.(1/2).cosa+ Xod.sina+ Yo.l.cosa = 0

Dit vorm een stelsel van 3 verglijkingen in 4 onbekenden. Dus nog niet oplosbaar.

Voor de rechtse helft:

e som van de krachten — 0:
X, = —Xap + Xec =0

SY, =Yz — Yo — Gr = 0

e som van de momenten t.o.v. B = 0 (positief gerekend in tegenwijzerzin):
S M; = Xapds.sina+ Gr.(1/2).cosa— Xol.sina+ Ye.l.cosa = 0

Dit vorm ook een stelsel van 3 verglijkingen in 4 onbekenden, ook niet afzonderlijk oplosbaar.

Alle vergelijkingen samen vormen echter een stelsel van 6 vergelijkingen in 5 onbekenden: Y5, Xap, Xc¢
,Yc, Y. De ontbrekende onbekende is een zijdelingse reactie in één van de steunpunten, die hier niet
nodig is.

Omdat het geheel onvervormbaar is, moeten de vergelijkingen voor het geheel afzonderlijk oplosbaar zijn:

e som van de krachten = 0:
> X; = 0: dit is een lege vergelijking.
Y =Ya+Yp —Gn — G — Gr =0

e som van de momenten t.0.v. A = 0 (positief gerekend in tegenwijzerzin):

SM; = —Gpdp.cosa—Gr.(1/2).cosa — Gr.(3l/2).cosa+ Yp.2l.cosa = 0

Dit vorm een stelsel van 2 verglijkingen in 2 onbekenden: Ya en Y. Deze laatste kan ogenblikkelijk uit
de momentenvergelijking gehaald worden als:
2.Gp.dy, + Gr.l + GR.3l
41

Men kan de vergelijkingen voor het linkse en rechtse deel ook lid aan lid optellen om het evenwicht van
het geheel te bekomen. Voor de momentenvergelijking is er echter een probleem omdat de momenten
t.0.v. verschillende punten opgeschreven werden. Als men de momentenvergelijking voor het rechtse deel
ook opschrijft t.o.v. A dan krijgt men:

S M; = Xap.ds.sina— Ggr.(31/2).cosa — Xe.l.sina — Yo.l.cosa+ Yp.2l.cosa = 0

Yp =

Als men dit optelt bij de momentenvergelijking voor het linkse deel krijgt men ook de vorige momenten-
vergelijking.

Numeriek voorbeeld

Als men volgende waarden als gegeven invult:
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Gman = 800 N

G, =Gr =100 N

det = 0,3 m

dpan = 1 m

l1=25m

afstand tussen A en B =2 m

dan krijgt men volgende numerieke oplossingen, in volgorde van de berekening;:

de hoek van de ladder met de horizontale: 66°25’

Y = 260 N
Ya = 740 N
Yo = 160 N

Xo = Xap = 104,15 N

3.5.2 Samengesteld systeem, geheel vervormbaar

Figuur 3.10: Man op ladder - 2

Neemt men bij vorig voorbeeld de staaf tussen de treden weg, dan bekomt men een systeem dat op zijn
geheel vervormbaar is. Er zijn nu in de steunpunten zijdelingse reacties nodig om te beletten dat die
zouden wegschuiven. Het grote verschil is nu dat men bij het toepassen van de evenwichtsvoorwaarden
voor het geheel, niet meer een stelsel heeft dat op zichzelf oplosbaar is. In dit geval zit men met 3
vergelijkingen in 4 onbekenden: X5, Ya, Xp en Yp (zie figuur 3.11). In vele gevallen kan men echter
toch nog de momentenvergelijking voor het geheel opschrijven als een vergelijking in één onbekende, die
ogenblikkelijk op te lossen is en zo een vertrekpunt kan vormen voor het handmatig oplossen van het
stelsel. In dit geval kan men b.v. de momentenvergelijking voor het geheel opschrijven t.o.v. het punt
A of B. Dat zal een vergelijking leveren waarin resp. alleen Yp of alleen Y, voorkomt als onbekende.
Als men zo b.v. Yg bepaald heeft, dan vormen de vergelijkingen voor het rechtse deel een stelsel van 3
vergelijkingen in 3 onbekenden dat op zich op te lossen is. Dan heeft men uiteindelijk nog 2 vergelijkingen
nodig van het linkse deel om XA en YA te bepalen. Als men alles in de computer kan steken, dan is dit
geval niet moeilijker dan het vorige.

3.5.2.1 De vergelijkingen

7ij 1 opnieuw de lengte van elk deel van de ladder, d,, de lengte van de grond tot het aangrijpingspunt
van het gewicht van de man langs de ladder gemeten. Men onderstelt dat het zwaartepunt van de ladder
op halve hoogte ligt.

Voor de linkse helft:
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Xc
Grechts
Glinks Grachts
G man
Yg A Yg
XB
(a) Evenwicht van de onderdelen (b) Evenwicht van het geheel

Figuur 3.11: Man op ladder - 2

e som van de krachten — 0:
>Xi = Xa—Xe=0
DY = Ya+Ye -G -G =0

e som van de momenten t.o.v. A = 0 (positief gerekend in tegenwijzerzin):
S M; = —Gpdp.cosa— Gr.(1/2).cosa+ Xeod.sina+ Ye.l.cosa = 0

Voor de rechtse helft:

e som van de krachten — 0:
X, = Xp+Xe =0
Y, =Yg —-Yo—-Gr=0

e som van de momenten t.o.v. B = 0 (positief gerekend in tegenwijzerzin):
S M; = Gr.(l/2).cosa — X¢.l.sina+ Yol.cosa = 0

Dit vormt een stelsel van 6 vergelijkingen in 6 onbekenden: X, Ya, Xc, Yo, XB, YB.
De momentenvergelijking t.o.v. A voor het geheel:
S M; = —Gpdp.cosa—Gr.(1/2).cosa — Gr.(31/2). cosa + Yp.2l.cosa = 0

Deze vergelijking is dezelfde als in het vorige geval daar X en Xg geen moment hebben t.o.v. A. Ze bevat
slechts 1 onbekende, nl. Y, en deze kan dus onmiddellijk uitgerekend worden. De oplossing invoeren
in de vergelijkingen voor het rechtse deel leidt tot een stelsel van 3 vergelijkingen in 3 onbekenden dat
afzonderlijk oplosbaar is. Daarna moeten nog 2 vergelijkingen van het linkse deel gebruikt worden voor
de reacties in A. Men vindt dezelfde oplossingen voor de Y-componenten. Voor de X-componenten vindt
men nu Xy = Xg = X¢ = 91,66 N, iets minder dus dan de kracht in de staaf omdat de afstand tussen
deze componenten groter is.
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3.5.3 Meervoudige contacten

In de top van de ladder komen 2 delen samen. Bij het opsplitsen krijgt men actie en reactie tussen deze
beide delen. Maar hoe moet men het geval behandelen van 3 of meer voorwerpen die in één punt met
elkaar contact hebben? Die situatie noemt men een meervoudig contact .

Fa
& \
o .
ABx" Fg
Fae [ - e
—_—
-Fsc .
—_— E
Fec ¢
=,

Figuur 3.12: Meervoudig contact

In eerste instantie kan men telkens krachten tussen 2 voorwerpen tekenen. Dan kan men de actie-
reactiewet toepassen. Vanuit A werkt op B de kracht Faog. Op A heeft men dan de reactie Fga. Om het
aantal onbekenden niet nodeloos op te drijven, geeft men aan een reactiekracht normaal dezelfde naam
als aan de actiekracht maar met een minteken:

Fpa = —Fup

Voor drie voorwerpen is dat nog juist overzichtelijk, voor meer wordt het moeilijk. Men wil liever één
kracht op elk voorwerp veroorzaakt door alle andere voorwerpen, zoals in de derde schets. Die kracht
wordt dan natuurlijk de som van de krachten uit de vorige beschrijving. Waar een kracht vervangen werd
door min zijn tegengestelde werd deze tussen haakjes geplaatst. Men krijgt dan, :

Fu = Fpa + Foa= (—Fap) + Foa
Fg = Fap + Fop= Fap + (—Fpe)
Fo = Fac + Fpe = (=Foa) + Fpe
Als men beide leden lid aan lid optelt, vindt men:

YE =0

—_— -Fa
Fg
EmE F - FC
Fe

Figuur 3.13: Meervoudig contact met fictief knooppunt

In plaats van de actie-reactiewet komt nu de eis dat de som van als deze krachten nul is. Aan deze eis kan
op een eenvoudige en veilige manier voldaan worden door het invoeren van een fictief knooppunt. In
plaats van de voorwerpen met elkaar te laten interageren, laat men ze interageren met een zelf gecreéerd
knooppunt, in dit geval het punt D. Tussen dit knooppunt en elk van de voorwerpen kan nu wel de
actie-reactiewet toegepast worden. En voor een massaloos punt geldt in elk geval, versnelling of rust,
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dat de som van de krachten die erop werken moet nul zijn. Dit leidt op zeer eenvoudige manier tot de
bijkomende vergelijking dat de som van alle krachten op D nul moet zijn. In die vergelijking komen dan
in eerste instantie de tegengestelde krachten van de bovenstaande vergelijking, maar als men beide leden
met -1 zou vermenigvuldigen komt men op dezelfde vergelijking.

Bemerk dat het getekende systeem feitelijk hyperstatisch is.Er zijn 3 vlakke onderdelen, wat 3 x 3 ver-
gelijkingen oplevert. Dan zijn er nog de 2 vergelijkingen voor het fictief knooppunt. Dat levert in het
totaal 11 vergelijkingen. Er zijn echter 6 vectoriéle onbekenden, dus 12 scalaire onbekenden in het totaal.
Men zou één uiteinde niet via een scharnier maar via een gleuf moeten bevestigen. Dan zou er voor die
verbinding maar één onbekende zijn (de kracht loodrecht op de gleuf) i.p.v. twee zoals bij een scharnier
en zou men 11 onbekenden hebben voor 11 vergelijkingen.

3.6 Vakwerken

3.6.1 Definitie

A

Figure 3.14: Voorbeeld van vakwerk

Bij het bouwen van bruggen, bij het ontwerpen van een dak boven een fabriekshal of spoorwegstation
wenst men een zo groot mogelijke stijtheid en draagkracht te bekomen met een minimum aan materiaal.
Hiervoor wordt dan dikwijls beroep gedaan op vakwerken, constructies die bestaan uit relatief lichte staven
of balken, soms aangevuld met kabels. Een torenkraan is ook een mooi voorbeeld van een constructie
waarbij maximale stijtheid bereikt wordt met een minimum aan materiaal, zowel voor het verticale deel, de
toren, als voor de arm. Bij deze (inleidende) bespreking zullen echter alleen vlakke vakwerken besproken
worden. In het Engels spreekt men van “trusses”, in het Frans van "une ferme”, maar dat woord heeft
natuurlijk ook een veel beter bekende betekenis.

Bij het ontwerp van een vakwerk gaat men ervan uit dat

e het eigen gewicht van de staven verwaarloosbaar is in vergelijking met de krachten die erin optreden;

e de verbindingen in eerste instantie als scharnierend beschouwd worden. Dit betekent dat de stevig-
heid moet komen van de juiste plaatsing van de staven, niet van de stijtheid in de verbindingen;

e dat de belasting(en) aangrijpen in de knooppunten (en dus niet ergens op de staven).

Onder deze onderstellingen moeten de krachten in de staven volgens de staven liggen, zoals hoger vermeld
onder ideale staaf (3.3.1). Men zal dus geen vergelijkingen opschrijven voor de staven, maar alleen voor
de knooppunten. Op beide einden van elke staaf werken gelijke maar tegengestelde krachten werken.
Deze krachten kunnen de staaf samendrukken of uitrekken. In het eerste geval zegt men dat de staaf
onder druk staat, in het tweede dat ze onder trek staat. Daar het woord “spanning” verwijst naar trek,
wordt conventioneel een trekkracht in een staaf aangeduid met een plusteken en druk met een minteken.
Deze aanduidingen van het resultaat van de berekeningen heeft echter niets te maken met de tekens die
in de vergelijkingen kunnen voorkomen. Soms werden de stukken die op druk belast worden in hout
uitgevoerd, soms werden stukken die op trek belast worden vervangen door kabels. Voor stukken die
op druk belast worden moet men opletten voor het “knikken” van het materiaal. Het risico hiervoor is
kleiner bij een houten balk van voldoende dikte dan bij metalen profielen. Om een idee te hebben of een
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staaf op druk of trek belast wordt, kan men zich inbeelden dat men de staaf wegneemt en dan de vraag
stellen of de knooppunten waartussen deze staaf bevestigd was, naar elkaar toe zouden komen (druk) of
uit elkaar zouden gaan (trek). Het is op die manier vrij duidelijk dat bv. de staaf BC op druk belast is
en de staaf AE op trek.

B . C
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Figuur 3.15: Vakwerk met alle krachten

Voor elke knooppunt moet gelden dat de som van de krachten 0 is. De krachten op de knooppunten zijn
de reacties van de krachten op de staven. Wanneer een kracht op een staaf drukt, dan zal de reactie ook
op het knooppunt drukken. Trek of druk op de staaf blijven dus ook trek of druk op het knooppunt. Een
voorbeeld van een volledige opsplitsing van het hoger gegeven vakwerk vindt men in de figuur hiernaast.
De zin van de krachten is niet overal correct. Dat zal ook blijken in de berekening hieronder. Bemerk
dat ook de krachten die een staaf op de knooppunten uitoefent, gelijk maar tegengesteld zijn. Opdat
het systeem niet hyperstatisch zou zijn, wordt het meestal aan de omgeving bevestigd door een scharnier
(hier in A) een een roloplegging (hier in D). Dit levert 2 uitwendige krachtcomponenten in A en één
verticale kracht in D.

Om de krachten in alle staven te vinden, zal men moeten vertrekken van een knooppunt met maar 2
onbekende krachten, aangezien er slecht 2 projecties kunnen opgeschreven worden. Meestal bestaat zulk
een knooppunt niet. Daar het vakwerk in zijn geheel echter onvervormbaar is, kan men ook het evenwicht
voor het geheel afzonderlijk opschrijven. Dit levert drie vergelijkingen waaruit de drie uitwendige krachten
kunne worden berekend. Eens dat gebeurd heeft men zowel in A als in B een knooppunt met maar 2
onbekenden. Vertrekkend van A kan men bv. de krachten in de staaf AB en AE uitrekenen. Dan blijven
er in B ook maar 2 onbekenden meer, waarna er zowel in C als E maar 2 onbekenden overblijven. Er
blijven echter maar 3 onbekende staafkrachten meer te berekenen, zodat men van de 4 vergelijkingen en
maar 3 zal moeten gebruiken. De vergelijkingen van het knooppunt D blijkt men niet meer nodig te
hebben. Dat is niet verwonderlijk. De vergelijkingen van het evenwicht voor het geheel kunnen afgeleid
worden uit de vergelijkingen voor de knooppunten. Als k het aantal knooppunten is, dan blijven er in het
stelsel maar 2k-3 onafhankelijke vergelijkingen over. Dit levert een eerste manier om het aantal staven in
een vakwerk te bepalen. Aangezien er maar 2k-3 aantal vergelijkingen overblijven voor het bepalen van
de krachten in de staven, mogen er ook maar 2k-3 staven in een vakwerk zijn.

Figuur 3.16: Bepalen van aantal staven

Er is nog een andere manier om aan dat aantal te geraken. Het kleinste vakwerk bestaat natuurlijk uit
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een driehoek. Dat heeft 3 staven en 3 knooppunten. Als men iets wil toevoegen dan is het minimaal 1
knooppunt en 2 staven. Dan heeft men 4 knooppunten en 5 staven. Elke toevoeging van een knooppunt
betekent ook 2 staven meer. De formule wordt dus:

aantal staven = (2 x aantal knooppunten) - 3

Bij sommige constructies worden staven gebruikt waarin geen kracht schijnt op te treden. Dit is bv. het
geval in knooppunten waar 3 staven samenkomen, waar geen uitwendige belasting is en waar 2 van de
3 staven perfect in elkaars verlengde liggen. Men moet er echter rekening mee houden dat er altijd een
lichte vervorming optreedt onder belasting. Die schijnbaar overbodige verbindingen kunnen dan wel een
rol gaan spelen. Ook kunnen ze een rol spelen als er wel een belasting komt op het knooppunt. Een
belangrijke ontwikkelaar van vakwerken voor daken van fabriekshallen en stations was de Fransman
Camille Polonceau. Eén van zijn eerste vakwerken was een overspanning voor het dak van een station in
Parijs in 1837 (zie figuur links hieronder) !. Zijn naam staat ook vermeld op de Eiffeltoren?. Zijn naam
is ook verbonden aan het rechtse vakwerk in de figuur hieronder.

EANEAN

Figuur 3.17: Ontwerpen van Polonceau

Er is een grote verscheidenheid aan vakwerken mogelijk. Men kan op internet een gratis Nederlands
programma vinden om vakwerken te tekenen en te berekenen.(onder Windows) op
http://home.wanadoo.nl/gerardvansanten/vakwerk.htm. De driedimensionale vakwerken, zoals bij
een torenkraan, kwamen pas na de 2de wereldoorlog volop in gebruik.

3.6.2 Berekening

Als voorbeeld wordt de berekening van alle krachten van bovenstaand voorbeeld uitgevoerd. Er wordt
ondersteld dat alle driehoeken gelijkzijdig zijn (dan zijn alle hoeken 60°) met een zijde van 2 m en dat
de kracht F = 500 kg. De projecties van de krachten krijgen een teken volgens de zin die in de figuur
hierboven gegeven is. De resultaten moeten dan positieve getallen zijn. Een negatieve uitkomst duidt op
een verkeerd ingeschatte zin van de kracht.

Evenwicht van het geheel:

X =Xa=0

Y, =Ya+Yp—-500=0

Moment t.o.v. A:

—2%500+4%xYp =0

Hieruit volgt: Yp = 250 kg

Uit vorige vergelijking volgt dan: YA = 250 kg

Voor knooppunt A:

S Xi=Sag+ Sapcos60+ X4 =0

ZY; = Supsin60+Y4 =0

Hieruit volgt Sap = - Ya/sin 60° = -288,7 kg. Het minteken van het resultaat betekent dat de zin van
de kracht in de staaf AB verkeerd ingeschat werd. Het moet druk zijn i.p.v. trek.

Sar = - Sapcos 60° = -(-288,7)*0.5 = 144,3 kg (trek)

Knoppunt B, met Spp als druk:
S X, =—-Spc+ Sapcos60— Spgcos60=0
ZY1 = Sapsin60 + Spgsin60 =0

Thttp://www.corusconstruction.com/en/reference /teaching_resources/architectural _studio_reference/history/
development of the clear span building/naval dock buildings, market halls and factories/
2http://fr.wikipedia.org/wiki/Liste_des soixante-douze noms_de_savants_inscrits_sur_la_tour Eiffel
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Bij de laatste vergelijking is duidelijk iets fout: de som van 2 positieve getallen kan nooit 0 worden. De
zin van een kracht is dus verkeerd. Sgg moet een trek zijn. Men krijgt dan als vergelijkingen:

S X;=-Spc+ Sapcos60+ Spgcos60 =0

> Y =Sapsin60 — Spgsin60 =0

Uit de laatste vergelijking volgt dadelijk: Spg = Sap = 288,7 kg (trek)

Uit de vorige vergelijking volgt dan: Spc = 2*Sapcos 60° = 288,7 kg (druk)

Knooppunt C:
> X; =Spc + Scg cos60 — Sep cos60 =0
> Y; = Scgsin60 + Scp sin60 =0

Hier kan weer dezelfde opmerking gemaakt worden. Het is duidelijk dat Scg op trek belast wordt. Men
vindt:

Sce = Spc/(2%cos 60°) = 288,7 kg (trek)

Scp = Sce = 288,7 kg (druk)

Om de kracht in staaf DE te bepalen wordt beroep gedaan op knooppunt D:
ZXi = SCDCOSGO* SDE =0
Hieruit volgt: Spg = 144,3 kg (trek).

Figuur 3.18: Vakwerk met resultaat van de berekeningen

3.7 Continu vervormbare media

Bij een ketting heeft men een vervormbaar systeem dat opgebouwd is uit onvervormbare delen, maar deze
delen zijn klein t.o.v. het geheel. Bij een touw of een kabel kan men zelfs geen delen meer onderscheiden.
Men heeft dan een continu vervormbaar medium. Hier zal het evenwicht van een kabel en de doorbuiging
van een balk besproken worden als eenvoudige voorbeelden van evenwicht in continu vervormbare media.
Voor een grondiger bespreking kan men zich bv. tot de Sterkteleer® wenden.

3.7.1 Kettingen en kabels

Men beschouwt een kabel die opgehangen is tussen de punten A en B. Het totale gewicht van de kabel
is G. Dit gewicht grijpt aan in het massacentrum van de kabel, voor een homogene kabel dus in het
midden. De hele kabel moet natuurlijk in evenwicht zijn:

*FA:&+FBIZO
FAy+FBy:Gk

Men zou ook nog de momentenvergelijking kunnen opschrijven. Wanneer men een willekeurig punt C op
de kabel beschouwt en onderstelt dat men de kabel daar doorsnijdt, dan zal men op elk deel van de kabel
een kracht T moeten uitoefen om de beide einden bij elkaar te houden. Dit noemt men de spanning in
de kabel. Wat hierboven gezegd is over de projecties op de x-as voor het punt B, geldt dan ook voor
spanningen in C.

T, = F4 , = constant (1)

Shttp://nl.wikibooks.org/wiki/Sterkteleer
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Als men een klein stukje van de kabel met lengte Az beschouwt in

het punt met codrdinaten (x,y), dan kan men zeggen dat er links

FB een kracht T'(z) op werkt en rechts een kracht T'(z+ Az). Volgens
wat hierboven gezegd werd, moet de x-component van beide gelijk

zijn en gelijk aan Fy ,. Het gewicht van het stukje kabel kan

B men schrijven in functie van g;, het gewicht per meter in de
horizontale richting, als AG = ¢g;Az . Men krijgt dan in de

VT y-richting:
—» —Ty(z) + Ty(z + Az) = gi(x) Az
Deelt men beide leden door Az en laat men Ax naar 0 gaan dan

wordt dit:

L7,0) = (o)

In de limiet moeten beide spanningen de richting hebben van de

Figuur 3.19: Doorhangende kabel

raaklijn aan de kabel:
dy _ Ty(z)
— = II
dx T, (I
Men differentieert dit nogmaals, met T, = constant, en substitueert de uit-
T(x+A)y

drukking die hierboven gevonden werd voor de afgeleide vanTy:

dz2 T,

Met deze vergelijkingen kan men nu een paar concrete gevallen bekijken.

——_ 3.7.1.1 Hangbrug

Figuur 3.20: Klein stukje Men.onderste.lt c.lat. het eige.1.1 gewicht van de kz.xbel en van de verticale ver-

kabel bindingen klein is in vergelijking met het gewicht van het brugdek. Voor
het brugdek mag men onderstellen dat het gewicht per meter in horizontale
richting constant is. Dan krijgt men als basisvergelijking:

Py _ g
de? T,

waarbij het rechterlid een constante is. Na dubbele integratie krijgt men dus

Figuur 3.21: Hangbrug

2
g z
z)=5—+Ciz+C
y(x) T. 2 +Ciz+ (o
De vorm van de kabel is in dit geval een parabool. De vergelijking bevat 3 constanten. Hiervoor heeft
men 3 randvoorwaarde die moeten voldaan zijn:
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- de kabel moet door de punten A en B passeren:y(x4) = ha en y(zp) = hp.
- De spanning T, hangt vooral af van de lengte van de kabel t.o.v. de afstand AB:

L= [{de2+dy? = [ J1+ =7 \/1+ CQ+T—x)

Deze integraal kan herleid worden tot de standaard vorm:

1
J Va2 + 22dx = §[$\/m + a?log(x + Va2 + x2)]

- Ofwel gebruikt men de positie van het laagste punt,waar y’=0 is, als die bekend is.

De spanning in A en B tenslotte kan nu ook opgeschreven worden:

dy
FXo.=Fg,=To\/1+ (E(ﬂm))2

en analoog voor de Fp

3.7.1.2 Doorhangende kabel

In dit geval is het gewicht per meter langs de kabel constant, niet het gewicht per horizontale afstand.
Een stukje met horizontale lengte Ax heeft een lengteAl. Men krijgt dan voor het gewicht ervan:

Al
gu2)Az = gu7—Az

met 4 de massa per meter. In de limiet, voor Az gaande naar 0, wordt dit:

dl v/ dz? + dy? dy
gi(x) = gp— = gp——"—— =g/ 1+ (52)?
dx dx dx

Invoeren in de vergelijking voor de 2e afgeleide levert:

Py gp dy
7 — 2 1 _7)\2
de? T, + (dx)

De oplossing hiervan is een cosh (hyperbolische cosinus) of kettinglijn:

x

Ty g
— 2% leosh(Ze + 1) +
y(x) m |:COS (Zz+ Ch) Cg]

Er zijn weer 3 integratieconstanten, die men uit de randvoorwaarden moet halen, zoals hierboven. Voor
de hyperbolische functies gelden volgende betrekkingen
1+ cosh® = sinh?, <L sinh(x) = cosh(z), L cosh(z) = sinh(z), cosh(0) =1, sinh(0)=0

De uitdrukking voor de lengte van de kabel blijkt nu echter eenvoudiger:

L:ff\/H(Z—gyg)Qd:c = \/1+ Smh(—:c+Cl))

T,
= fA cosh( —x +C) = ﬁ [sinh(%xA +Cy) — smh(T—sz +Ch)

De integratieconstanten moeten meestal via iteratie bepaald worden.

Er treden vereenvoudigingen op indien de ophanging symmetrisch is en men de x-as door AB neemt met
de oorsprong in het midden van AB. De vorm van de kromme is dan:

T, AB
y(x) = o [cosh(%x) cosh(% T)}
En de lengte van de kabel:
T AB
L= ~22sinh(ZL 22
g
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Galileo dacht dat de vorm van een doorhangende ketting of kabel een parabool was. Bernoulli was de
eerste om de correcte vorm te vinden. Het verschil is echter klein. Men kan de parabool als een le
orde benadering beschouwen. De kettinglijn is iets smaller dan de parabool. Andere afleidingen (bv.
Katenoide? in de Duitse Wikipedia) tonen aan dat de vorm onafhankelijk is van y en g.

Deze vergelijkingen worden dikwijls afgeleid door een stukje te beschouwen met lengte s en vertrekkend
naar rechts vanaf het onderste punt. Men vindt dan dat T, moet gelijk zijn aan het gewicht van dat
stukje. Dat afleiden naar x levert een uitdrukking als hierboven:

T, d Vdx? + dy? / d
dx dx dx dx

Wanneer er bijkomende belastingen zijn in sommige punten, moeten vergelijkingen opgeschreven worden
voor elke stuk tussen belastingen of belasting en eindpunt + voor het contactpunt van de belasting met
de kabel. Men krijgt dan een stelsel van differentiaalverglijkingen die moeten opgelost worden.

3.7.2 Doorbuiging van een balk
3.7.2.1 De Euler-Bernouillivergelijking

Een tweede voorbeeld van een vervorming van een con-

tinu medium wordt de doorbuiging van een balk be-

------ H schouwd. Voor de eenvoud van deze introductie wordt
ondersteld dat de balk een rechthoekige doornsnede

heeft en dat die doorsnede over de ganse lengt dezelfde

is. Verder wordt ondersteld dat de vervormingen klein

zijn, zodat de doorsneden steeds loodrecht blijven op

¢ ¢ ¢ ¢ de zijden van de balk. Men beschouwt de doorbuiging

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ onder een gelijkmatig verdeelde last, in eerste instantie
M het eigen gewicht van de balk. Ook wordt ondersteld

dat de einden van de balk niet ingeklemd zijn.

Om de vorm van de balk te kunnen afleiden moet eerst
de wet van Hooke in herinnering gebracht worden. Deze
stelt dat de vervorming van een lichaam binnen een
groot gebied (het elasticiteitsgebied) evenredig is met kracht. Als men een te grote kracht aanlegt,
komt men in het plastische gebied, waar de evenredigheid niet meer opgaat. Voor een veer is de evenre-
digheidsfactor de stijftheid k, voor een kabel of ander stuk materiaal is het de elasticiteitsmodulus E,
ook wel modulus van Young genoemd. Men kan de wet dan schrijven onder de vorm:

Figuur 3.22: Doorbuiging van een balk

o = Fe met o de spanning (kracht per oppervlak), e de relatieve vervorming (AL/L).

De eenheid van E is N/m? of Pa (Pascal). In de praktijk levert dit veel te grote waarden en gebruikt men
de N/mm? of Mpa (megapascal). Staal heeft een elasticiteitsmodulus van rond 2.10° MPa.

Wanneer een balk doorbuigt zoals in de figuur, dan
wordt de onderzijde uitgerokken en de bovenzijde sa-
mengedrukt. Tussen beide in ligt een neutraal vlak
waarin geen vervorming optreedt. Als de doorsnede
symmetrisch is, zal dit neutraal vlak in het midden
liggen. Wanneer men een doorsnede loodrecht op de
lengterichting van de balk bekijkt, dan zullen deze ver-
vormingen toenemen met de afstand van het neutrale
vlak. Volgens de wet van Hooke ontstaan er dan span-
ningen, die een moment M, opbouwen t.0.v. een as in
het neutrale vlak en loodrecht op de zijden van de balk.

' ' ) Om de differentiaalvergelijking op te stellen beschouwt
Figuur 3.23: Verband kromming en vervorming pen een zeer klein stukje van de gebogen balk met dikte
Azx. Men kan de vorm benaderen door de osculerende

4http:/ /de.wikipedia.org/wiki/Katenoide
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cirkel met straal p. De neutrale lijn heeft dan een lengt R.df, een punt erboven of eronder een lengte
(R+ y).df. De totale vervorming is dusy.df.

De relatieve vervorming is:

ydf oy

= p.dd  p
Onderstelt men nu dat er geen horizontale spanning is in de balk, dan moet de som van de spanningen
door de vervormingen 0 zijn. Dit onderstelt dat het neutrale vlak door het zwaartepunt van de doorsnede
passeert. Het moment van die spanningen is echter niet 0! Het wordt berekend door het moment van
de spanningen te integreren over de oppervlakte S van de doorsnede. Hiervoor wordt elke spanning
vermenigvuldigd met de afstand tot de z-as:

M, = [yo,y.dS = [ E %.y.dS = %fs y2dS

De integraal noemt men het oppervlaktetraagheidsmoment I. Zoals het traagheidsmoment, dat bij
de rotatie gebruikt werd, wordt er vermenigvuldigd met het kwadraat van een afstand, maar hier wordt
over het oppervlak geintegreerd i.p.v. over het volume. Men noemt die y? ook de gewichtsfactor of
kortweg het gewicht.

Dus:
I, = fs y2dS

Voor een rechthoekige doorsnede met hoogt h en breedte b
levert dit I = h3b/12 = h2S/12 |, met S het totale oppervlak
van de doorsnede. Men ziet dat de formules analoog zijn als die
voor het inertietraagheidsmoment, alleen komt er nu S in voor
i.p.v. de totale massa m. Men kan hiermede de uitdrukking
volor het moment herwerken tot:

M. (z)
plz)  EI
De kromtestraal p wordt gedefinieerd als:
1 y/I

P 1+y?

Het gaat hier over doorbuigingen die met het blote oog nauwe-

lijks merkbaar zijn. y’ is dus klein en de uitdrukking herleidt

zich tot 1/p = y”. Indien deze onderstelling niet opgaat, zal

men de correcte formule moeten gebruiken. Hiermede kan men

de basisvergelijking voor de buiging van een balk opstellen:
d’y(z) _ M.(z)

dx? EI,

Deze formule wordt de Euler-Bernoullivergelijking ge-

noemd (zie in de Engelse Wikipedia onder "Euler-Bernoulli beam equation"). Ze geeft de vervorming
van een klein stukje balk als er op beide zijden een moment M, maar met tegenstelde zin, uitgeoefend
wordst.

Figuur 3.24: Spanningen in doorsnede

Maar wat is het moment dat in deze formule voorkomt? Het kleine stukje met dikte Az, waarvoor de
formule geldt, kan zich op elke punt van de balk bevinden. Dan is het moment links het moment dat door
het linkse deel van de balk, tot op die plaats, op het stukje uitgeoefend wordt en analoog voor rechts.
Als er geen ander moment op het stukje uitgeoefend wordt, dan moeten die momenten even groot zijn
maar met tegengestelde zin. Als de dikte Az, van dit stukje naar 0 gaat wordt dit herleid tot een vlak.
Het moment in de formule is dus het moment dat het ene stuk van de balk op het andere uitoefent ter
hoogte van dit vlak. Om een duidelijk zicht te hebben op die krachten en momenten, moet men een snede
aanbrengen op die plaats. Men beeldt zich in dat de balk op die plaats doorgesneden wordt loodrecht op
de x-as. Vervolgens zoekt men welke krachten en momenten men op beide vrijgekomen doorsneden moet
uitoefenen opdat beide stukken op hun plaats zouden blijven. Op elk stuk kan een kracht en een moment
aangrijpen, elk met 3 componenten. Volgens de 3e wet van Newton moet wat op het linkse deel aangrijpt
even groot zijn als wat op het rechtse aangrijpt, maar met tegengestelde zin. Als er alleen verticale
uitwendige krachten op de balk werken, dan zal er in de snede ook alleen een verticale kracht nodig zijn
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op basis van de formules voor het evenwicht van elk stuk. Als er geen uitwendig moment volgens de x-as
(torsie volgens de langsrichting) of volgens de y-as (torsie volgens de verticale) uitgeoefend wordt, dan
zal er ook in de snede geen moment nodig zijn volgens die assen. Hier is vooral het moment volgens
de z-as belangrijk. Als men een snede op positie x beschouwt, dan kan men de momenten die door het
stuk rechts uitgeoefend worden op het stuk links, startend in x=0, op 2 manieren berekenen: door het
evenwicht der momenten te beschouwen t.o.v. de snede of door de momenten uit te rekenen uitgeoefend
door het rechtse deel op het linkse. Voor de eenvoud van de zaak volgt men bij dit eerste voorbeeld de
eerste methode. Men moet dan rekenen met

- een moment van de kracht in het steunpunt A. De kracht
in elk steunpunt moet de helft zijn van het gewicht. Fu =

y G G/2 = guL/2, met g de gravitatieversnelling en p de massa
QA A per meter. Het tegengestelde moment is dan x.Fy = guLx/2
2 X: E - het moment van het stuk balk links van de snede. Dit stuk
A B, heeft lengte = en het gewicht ervan grijpt aan in het midden

A P A X crvan. Het tegengestelde moment is —(gux)(x/2)
Het totale moment in x is dus: (gu/2)(Lx — x?). Invullen in
G(x) G de vergelijking:
y'(2) = o= (La — 2?)

Figuur 3.25: Buiging van een balk
Na integreren krijgt men:

V@) =gp )G

Men kan de waarde van C; nu al bepalen uit het feit dat de raaklijn horizontaal moet zijn in het midden
van de balk, dus uit y’'(L/2) = 0. Na invullen wordt y'(x):

g La? 3

. gn (L$2 x3) gul®  gu (LxQ x L3)
B 2 3 24E1  2EI " 2 3012
Nogmaals integreren levert:

Lz 2% L3z

_ 9 e
v =om (o T T ) T
Uit het feit dat y(0) = 0 is, volgt dat Co = 0. Men krijgt:
g 3 4 3
— I opad L
y(@) = 52 (L — 2t L)

Men kan controleren dat ook y(L) = 0 is.

De maximale uitwijking is in het midden:
ogp
L/2)| = ————L*
WL/ = 536 51
Dat betekent dat de doorbuiging, voor een zelfde type balk, toeneemt met de 4de macht van de lengte.

3.7.2.2 Ingeklemde balk

Als tweede voorbeeld wordt een balk beschouwt die maar aan

y één zijde vastgemaakt is. voor evenwicht is dan vereist dat
daar een inklemming is, die zowel een kracht als een moment

X L-x kan uitoefenen op de balk. Omwille van dat bijkomende mo-
-« > ment is het hier eenvoudiger om het moment in de snede te

] berekenen op basis van de kracht die op het rechtse stuk werkt.
PT

4
A
x

B Dat is immers alleen het gewicht van dat stuk, in het midden
ervan.

G(L-x) M, = —pug(L —z)(L — x)/2 = (ng/2)(L — x)?

Figuur 3.26: Ingeklemde balk met vrij y'(x) = _—W(L —x)?

o - 2FI
uiteinde .
Na eerste integratie:
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/ 7+gu o 3

Uit 3(0) = 0 kan men C; bepalen. Invullen en nogmaals integreren levert:

() = I8 —(L —a)*

713
—GEI 1 L°x +CQ

Uit y(0) = 0 volgt de waarde voor Cs. Invullen levert:

9K 4 3 2.2
= —4Lx° + 2L
y(x) 51 I(m x x?)

De doorbuiging of punt op het einde is:

[ -
L) =—==L
vl = g57
Als men met evenwicht van de momenten op het stuk links zou werken, dan moet men vertrekken van:
1 (-GL g’ /g
"(2) = — | —— + Faz — =12 (—L? + 2Lz — 2
y" () EI< 5 T Faz 5 2EI( + 2Lz — z°)

Men kan gemakkelijk controleren dat dit tot dezelfde oplossing leidt. En, alhoewel het opstellen van deze
eerste vergelijking wat ingewikkelder is, is de rest van de berekeningen eenvoudiger.

Als men de doorsnede van de balk in elke richting vergroot met een factor k, dan stijgt I met k%, maar u
met k2. Netto daalt de breuk u/I , en dus de doorbuiging, met k2. Als men 2 planken op elkaar legt, dan
zal de draagkracht verdubbelen. Als men die 2 planken aan elkaar kan lijmen tot één balk van dubbele
doorsnede, dan wordt de draagkracht 4 maal groter.

Uit de berekening van het oppervlaktetraagheidsmoment blijkt dat de punten het verst van het neutrale
vlak het meest bijdragen tot de draagkracht van de balk. Daarom worden stalen balken dikwijls in de
vorm van een hoofdletter I gemaakt of gebruikt men kokervormige balken.

Bij belastingen in sommige punten zal men meerdere differentiaalvergelijkingen moeten opstellen omdat
het moment in de snede rekening moet houden met die belasting als men de puntbelasting gepasseerd is.

3.8 Referenties

De meeste werken over mechanica besteden weinig of geen aandacht aan de statica. Wanneer dat wel het
geval is, is het meestal in een afzonderlijk volume. In de bibliografie kan men dit zien bij de boeken van
[meriam], [beer] en [smith].

De volgende afbeeldingen komen uit de Wikimedia Commons: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:xx,
met xx de naam van het bestand zoals volgt:

- Suspension _bridge (PSF).svg

- Bending.svg

- Poutre_rayon courbure.svg

- Poutre _moment_flechissant contrainte.svg
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4.1 Inleiding

De methode van de virtuele arbeid is een zeer efficiénte methode voor het berekenen van het evenwicht
van samengestelde systemen als men niet geinteresseerd is in de inwendige krachten. De methode verschilt
echter totaal van de klassieke vectoriéle methode. De basisideeén zullen eerst uitgelegd worden aan de
hand van een systeem met één puntmassa. Dat zal dan uitgebreid worden naar samengestelde systemen
en systemen met meerdere vrijheidsgraden.

4.2 Systeem van één puntmassa

De methode van de virtuele arbeid vertrekt van de energie-beschouwing van het systeem. In differenti-
aalvorm wordt dit voor 1 puntmassa:

29
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S Fy - dif = ma - dF

In het linkerlid staat de differentiaal van de arbeid van de uitwendige krachten. Integreren van deze
uitdrukking tussen twee posities geeft de arbeid die nodig is voor deze overgang. Een nulpunt van
de integrand is een stationair punt van deze integraal en ook een nulpunt van de versnelling en dus
een evenwichtspunt van het systeem. We kunnen deze voorwaarde herschrijven m.b.v. de betrekking
dr = vdt als

S Fy-Tdt =0
Deze differentiaal heeft nog altijd de dimensie van een arbeid. Het nulpunt moet komen van:
S F-5=0

Deze uitdrukking kan nu nul zijn als er wel een som van krachten is maar deze loodrecht staat op de
snelheid. Dit is o.a. het geval bij krachten in sommige ideale verbindingen met de omgeving. Deze
krachten wisselen geen arbeid uit met het systeem of omdat hun aangrijpingspunt stilstaat of omdat de
verplaatsing steeds loodrecht staat op de kracht. Ze kunnen dus weggelaten worden in bovenstaande
som. Meer algemeen: bij de methode van de virtuele arbeid moeten we geen rekening houden met de
ideale verbindingen maar alleen met de actieve krachten, d.i. de krachten die energie uitwisselen met het
systeem bij een verplaatsing van dit systeem.

De dimensie van bovenstaande formule is echter geen arbeid meer

maar vermogen. Men zal dan ook spreken van de methode van de

virtuele vermogens ( in het Frans: “Le théoréme des puissances virtu-

elles”). Verder wordt teruggekomen op formules waarvan de dimensie
b wel een arbeid is.

4.2.1 Voorbeeld 1

el

Dit wordt even uitgewerkt voor een zeer eenvoudig voorbeeld, nl.
de mathematische slinger (zie figuur 1). De optredende krachten zijn
hier de spanning S in het touw en het gewicht G. De spanning S staat
echter altijd loodrecht op v: het touw is een ideale verbinding. Men
moet dus alleen zoeken naar het punt waar G - @ nul wordt. Voor de
slinger is het duidelijk dat G loodrecht zal staan op v in de onderste
Figuur 4.1: Slinger stand. Dit is dus een evenwichtspositie van de slinger.

<l

G

4.3 Veralgemeende coordinaten en vrijheidsgraden

Alhoewel in dit voorbeeld de positie van de puntmassa in een tweedimensionaal systeem m.b.v. twee
coordinaten moet gespecificeerd worden, bestaat er een verband tussen beide daar de puntmassa enkel
op een cirkelbaan kan bewegen. De positie kan dus, bij behoud van de bestaande verbindingen ,
eenduidig vastgelegd worden met één parameter. Dit kan één van beide codrdinaten zijn, maar ook b.v.
de hoek van het touw met de verticale. Wanneer zoals hier één parameter voldoende is om de positie van
het systeem vast te leggen, spreekt men van een systeem met één vrijheidsgraad .

Het aantal vrijheidsgraden van een systeem is het aantal onafhankelijke parameters
dat nodig is om de positie van het systeem eenduidig te bepalen, bij behoud van de
bestaande verbindingen . Deze parameters noemt men de veralgemeende codrdinaten

qi -

Onafhankelijk betekent dat het mogelijk is de waarde van één parameter te veranderen zonder dat er
iets verandert aan de andere. Bij de methode van de virtuele arbeid zal men niet meer met de carte-
sische coordinaten werken, maar met deze veralgemeende codrdinaten. Dit onderstelt dat er voor elk
aangrijpingspunt van een kracht een functie is van de vorm :

7 = fi(q1, G2, -G, --Gn)

Dit noemt men de transformatievergelijkingen .
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Het grote voordeel van de veralgemeende codrdinaten over b.v. de cartesische coérdinaten is dat men als
veralgemeende coordinaten parameters kan kiezen die zinvol zijn voor het gegeven probleem: een hoek,
een afstand, de positie van een bepaald onderdeel. Ook leidt de methode van de virtuele arbeid op een
vrij automatische manier tot een stelsel van vergelijkingen.

Voor het voorbeeld van de slinger kan men 6 als veralgemeende codrdinaat gebruiken. Men krijgt dan
als transformatievergelijkingen (let op de tekens):

x = —l.sind y = —l.cosf
0 do
vmz—l.cos&% vy:l.sine.a

Hiermede wordt G - ¥ :

. do
-Gy = fG.l.sm9.$ =0

Oplossing is: § = 0, daar df/dt de hoeksnelheid is waarmede het punt eventueel door de evenwichtsstand
ZOU passeren.

Er kan opgemerkt worden dat voor één voorwerp de methode van de virtuele arbeid zelden korter uitvalt
dan de klassiek methode. Voor het geval van de slinger had men de bovenstaande formule kunnen vinden
door de som van de krachten loodrecht op het touw te projecteren om de spanning S eruit te houden.

4.4 Samengesteld systeem met één vrijheidsgraad

Er moet nu een dubbele veralgemening gemaakt worden: van een systeem van één puntmassa naar een
systeem met meerdere puntmassa’s en dan verder naar een systeem met reéle voorwerpen. Bij een systeem
met meerdere massa’s moet elke massa in evenwicht zijn. Hierbij moet men alle krachten die op elke
massa werken in rekening brengen. Wanneer men opnieuw naar energiebeschouwingen overgaat, bestaat
er bij een systeem met één vrijheidsgraad een verband tussen de verplaatsingen (en de snelheden) van
de verschillende puntmassa’s. Wanneer men rekening houdt met deze verbanden, valt bij sommeren over
alle onderdelen niet alleen de bijdragen van de ideale verbindingen met de omgeving weg, maar ook de
bijdrage van de ideale inwendige verbindingskrachten. Deze geven dan immers alleen energie door van
het ene onderdeel naar het andere, maar vermeerderen of verminderen de totale som niet.

Bij reéle onvervormbare (of starre) voorwerpen vormen de inwendige krachten ook ideale verbindingen.
We kunnen dus ook werken met de verplaatsingen (of snelheden) van de aangrijpingspunten van krachten
op reéle onvervormbare voorwerpen.

Men zou de vorige formule nu moeten schrijven met een dubbele som: over alle krachten op elke puntmassa
en over alle puntmassa’s. Meestal beperkt men zich tot één som over alle krachten, waarbij sommige
verplaatsingen (of snelheden) dezelfde kunnen zijn. Men krijgt nu:

S F v =0
met i lopend over alle krachten.

In deze vermogensbalans heeft de bijdrage van elke kracht een zekere gewichtsfactor. Dit gewicht bestaat
uit twee elementen:

e de cosinus van de hoek tussen de kracht en de snelheid. Niet de volledige kracht moet verrekend
worden, maar, door het scalair product, alleen de projectie van de kracht op de raaklijn aan
de baan van het aangrijpingspunt;

e de verhouding van de snelheden van de verschillende aangrijpingspunten. In de formule staan
de snelheden van de aangrijpingspunten, maar, daar de som nul moet zijn, hebben uiteindelijk
alleen de onderlinge verhoudingen van de snelheden belang.

4.4.1 Voorbeeld 2

Laat dit even toegepast worden op een systeem met twee actieve krachten en 1 vrijheidsgraad.



62 HOOFDSTUK 4. STATICA II : DE METHODE VAN DE VIRTUELE ARBEID

£]

L
Figuur 4.2: Systeem met 1 vrijheidsgraad

De krachten om de vaste katrollen op hun plaats te houden leveren geen arbeid en worden dus niet in
rekening gebracht (ideale verbindingen met de omgeving). De uitdrukking voor het evenwicht wordt dus:

L- U1 + S . 53 =0

De scalaire producten worden uitgewerkt met goniometrische vorm:
@-b=a.b.cosf met § de hoek tussen de vectoren a en b.

Verder weet men uit de regel van het aantal touwen dat vo = 3.v; Men krijgt dus:

L.vy.cos 180° + S.ve.cos 0° = 0
-Lvi +S3vy =0

Waaruit: S = L/3

4.5 Meerdere vrijheidsgraden

De snelheid van de aangrijpingspunten kan uitgerekend worden in functie van de veralgemeende coordi-
naten q; m.b.v. de kettingregel van het differentiéren als:

. or; dg;
vp = —
! ZJ qu dt
Wanneer men dit invoert in de vorige evenwichtsvoorwaarde bekomt men:
= = Or; dg;
> Fi-vi :ZjZiFi'c’)qj'E =0

Voor een functie van meerdere veranderlijken kan men een parameternet tekenen, d.i. een netwerk van
krommen die men bekomt door één variabele te laten veranderen en alle andere constant te houden. Door
elk punt moet één exemplaar van de krommen behorend bij elke parameter passeren. De figuur 4.3 toont
functies van 2 veranderlijken, van de vorm z = f(x,y). De parameterlijnen lopen dus parallel aan de assen.
Voor een extremum, minimum of maximum, of correcter: een stationair punt, moet de raaklijn aan elke
parameterkromme horizontaal zijn.

Voor evenwicht zal men een nulpunt moeten hebben voor de bijdrage volgens de raaklijn aan de kromme
van elke onafhankelijke veranderlijke, van elke veralgemeende codrdinaat. Dit betekent dat voor elke g
moet gelden :
- Or; dg;
Zi i P L=
45 dt
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z =2(x2-y2)

ra

(=T
[SEEYER PR

fo il g e s

(a) Extremum van oppervlak (b) Zadelpunt

Figuur 4.3: Extrema van functies van 2 veranderlijken

4.5.1 Voorbeeld 3

De figuur 4.4 stelt een massa voor die langs een staaf kan
glijden maar daarbij tegengehouden wordt door een veer. De
staaf kan vrij ronddraaien rond haar bovenste ophangpunt.
Men onderstelt de staaf massaloos en bewegend zonder wrij-
ving tussen massa en staaf. De krachten die op de massa
werken zijn:

e de zwaartekracht G

e de kracht van de veer F

Dit is een systeem met 2 vrijheidsgraden . De positie van
de massa langs de staaf kan gewijzigd worden zonder dat de
hoek van de staaf verandert en omgekeerd. We nemen als
veralgemeende coordinaten de afstand r en de hoek 6. Het
bijhorend parameternet ziet er dan uit als op de figuur 4.5 .

De snelheid ¢ kan dus gesplitst worden in een component v, Figuur 4.4: Systeem met 2 vrijheidsgraden
veroorzaakt door een verandering van r en gericht volgens de

staaf en naar beneden, en vy veroorzaakt door de verandering

van 6 en loodrecht op de staaf en naar links (r en 6 zijn in feite poolcodrdinaten: zie kinematica:
poolcoordinaten 5.2.2). Hier zijn dit orthogonale componenten, maar dit hoeft niet. Opsplitsen volgens
deze componenten levert:

F (405 +G- (045 =F+G)-v5.+G =0
Daar de kracht F loodrecht staat op vg is het scalair product van beide nul.
Daar het effect van een verandering van elke parameter nul moet zijn is dit equivalent met 2 vergelijkingen:
(F + G)-v.=0
G-vp=0
Na uitwerken van de scalaire producten:

(—F 4+ G.cosf).v, =0
G.sinf.vg =0

Daar alle krachten op hetzelfde punt aangrijpen, speelt hier geen verhouding tussen de snelheden en kan
men die onmiddellijk wegdelen uit de vergelijkingen. Er blijft:
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—F +G.cos0=0
G.sinf =0

Uit de laatste vergelijking volgt 8 = 0. In de eerste moet de
kracht van de veer uitgedrukt worden in functie van r als F
= k(r-rg). Hieruit kan men dan r halen.

Daar het hier over één puntmassa ging, had men deze ver-
gelijkingen ook onmiddellijk op de klassieke manier kunnen
vinden. Een toepassing die meer de kracht van de aanpak

. laat zien is de studie van de ruitvormige krik zoals die verder
Figuur 4.5: Parameternet voor r en theta 1. 101d4 wordt

4.6 De klassieke formulering

Bij evenwicht moet de energiebijdrage voor elke veralgemeende coordinaat nul zijn. Het blijkt dat het
differentiéren van de veralgemeende coordinaat naar de tijd een overbodige bewerking is want deze term
kan altijd weggedeeld worden. Men zou zich dus kunnen beperken tot het differentiéren van de 7; naar
de q;. Klassiek echter schrijft men de evenwichtsvoorwaarde van de virtuele arbeid A onder de vorm van
een differentiaal en met de specifieke delta §. Men krijgt dan:

614:21}?‘167:{:2](21}?‘1%
8qj

met i lopend over alle krachten en j over alle vrijheidsgraden.

)dg; =0

De factor dq; staat hier niet voor een ingebeelde verplaatsing, zoals meestal gezegd wordt, maar voor de
aanduiding van de onafhankelijke variabele. Het nulpunt moet komen van de coéfficiént die ervoor staat.

De gewoonte om deze uitdrukking als een differentiaal te schrijven is in de praktijk zeer nuttig. Voor een
systeem met één vrijheidsgraad zullen alle termen immers in functie van één veralgemeende codrdinaat
moeten uitgedrukt worden, moeten dus alle termen eindigen op dezelfde dq. Als dit niet het geval is
moeten er supplementaire verbanden tussen de gebruikte parameters gezocht worden. Indien er meerdere
vrijheidsgraden zijn zal men groeperen naar de verschillende dq; en moet de coéfficiént van elke dq; nul
zijn:

.o

>, F

Er zijn dus steeds evenveel vergelijkingen als veralgemeende codrdinaten of vrijheidsgraden. De factor
L Or;
7" 6(]]

moment als de g; een hoek is. Het product van deze factor met dq; moet immers de dimensie van een

arbeid hebben. Wanneer er momenten gegeven zijn kan men de virtuele arbeid van deze momenten

berekenen als M - 06 .

. =0 voor elke q;
9q; o

zal de dimensie hebben van een kracht als de q; een verplaatsing is of de dimensie van een

Men zou dus steeds een term van de vorm
o L og
q;

mogen toevoegen aan de vorige vorm voor de virtuele arbeid. De meest algemene vorm van de
methode van de virtuele arbeid is dus :

S Fi - ori + 32, My - 60; =0

4.7 De klassieke uitwerking

.Voor de praktijk zullen we dus geen snelheden berekenen, maar alleen de differentiaal van de verplaatsing.
We beginnen best met eerst de vectori€le vorm volgens de formule hierboven op te schrijven . Voor het
voorbeeld van de twee vrijheidsgraden geeft dit :

F.6f+G-6f=0



4.7. DE KLASSIEKE UITWERKING 65

Nu moet men beslissen hoe men elk van de termen, elk scalair product, zal uitrekenen. Bemerk dat er hier
geen sprake is van projecteren van deze vergelijking daar elke term een reéel getal is en geen vector. Een
scalair product kan men uitrekenen in termen van orthogonale coérdinaten of m.b.v. de goniometrische
vorm.

4.7.1 a) Berekening in termen van orthogonale codrdinaten
F - 6F = Fy.0x + F,.0y + F..0z

e Hierbij stellen Fy, Fy, I, de projecties op de assen voor met het correcte teken .

e De factoren d,, d,, 0. berekent men door differentiéren van de coérdinaten van de aangrijpingspun-
ten. Hierbij moeten deze codrdinaten het correcte teken hebben!

De uitwerking in termen van orthogonale codrdinaten is vooral aangewezen als de krachten evenwijdig
zijn aan de codrdinaatassen. De bovenstaande som telt dan immers maar één term.

Voorbeeld
Voor het voorbeeld is deze methode aangewezen voor het gewicht:
G- 67 = -G.3,

Met
y = —r.cosf
oy = —0r.cosf + r.sin .66

Invullen in vorige uitdrukking levert:

G- 67 = G.cos0.0r — G.r.sin 0.50

4.7.2 b) Berekening met de goniometrische vorm

Bij de goniometrische vorm gaat men de kracht projecteren op de de raaklijn aan de baan gevolgd bij
toename van de veralgemeende codrdinaat. Het is duidelijk dat de bijdrage van het gewicht in de vorige
berekeningen ook op deze manier kan gelezen worden. In de praktijk zal de goniometrische vorm vooral
nuttig zijn bij schuin geplaatste krachten waarbij de projectie van de kracht op de raaklijn sneller en
eenvoudiger op te schrijven is dan de uitdrukking in termen van orthogonale codrdinaten. Dit is vooral
het geval als de richting van kracht en raaklijn steeds samenvalt (hoek tussen beide 0° of 180°) en deze
richting zelf veranderlijk is. Denk b.v. aan het schuine touw in figuur 2. Men kan dit onder verscheidene
hoeken houden, maar als men het scalair product met de goniometrische vorm uitwerkt, dan heeft deze
hoek geen belang, zoals hij trouwens fysisch geen belang heeft. Een ander voorbeeld wordt hieronder
uitgewerkt.

Voorbeeld

Voor F in het voorbeeld werd reeds opgemerkt dat een verandering van 6 resulteert in een verplaatsing
loodrecht op F, dus zonder energieverandering. Alleen bij verandering van r zal er arbeid geleverd worden
door of op de veer. Daar een toename van r een verplaatsing oplevert in tegengestelde zin van de kracht,
wordt de goniometrische vorm:

F .67 = F.5r.cos 1800 = —F.6r
Groeperend naar de veralgemeende codrdinaten krijgen we dus voor het geheel
S Fy - 07 = (= F + G.cos0).0r + (G.r.sin 0).60

Dit resulteert in dezelfde twee vergelijkingen zoals hoger.
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4.7.3 c¢) Speciaal geval: potentiaalkrachten

(Voor de definitie en berekening van potentiéle energie, zie 6.4.3 Elementaire dynamica: Speciaal geval:
potentiaalkrachten en behoud van energie)

Voor een potentiaal kracht F geldt
E,=—[F-dF

Hieruit volgt onmiddellijk:
F.di = —0E,

Voorbeeld

De potentiéle energie van de veer in het voorbeeld wordt duidelijk alleen beinvloed door de parameter r:

N2

B, — k=)
2

Waaruit:

—6E, = —k(r —ro)dr ... ut supra

4.8 Keuze van het assenkruis

Bij virtuele arbeid gebruikt men de posities van de aangrijpingspunten. Het assenkruis van de posities
zal dus nauwkeurig moeten gespecificeerd worden: plaats van de oorsprong, oriéntatie van de assen.

Bij virtuele arbeid houdt men geen rekening met krachten in ideale verbindingen. Het mechanisme
waardoor de ideale verbindingskrachten met de omgeving geen arbeid leveren of afvoeren, berust op het
feit dat ofwel het aangrijpingspunt zich niet verplaatst, ofwel zich alleen loodrecht op de kracht verplaatst.
Dit is normaal alleen het geval in een vast assenkruis.

Wanneer men een assenkruis vastmaakt aan een bewegend punt van het systeem, dan kan men elke ver-
plaatsing schrijven als een som van een sleepverplaatsing (verplaatsing van dat punt) en een relatieve
verplaatsing t.o.v. dat punt. Alle sleepverplaatsingen geven een term die bestaat uit de som van alle
krachten x de sleepverplaatsing. Daar bij evenwicht de som van alle krachten nul is, verandert dit de
arbeidsbalans niet. Maar binnen een bewegend assenkruis zullen de aangrijpingspunten van de ideale
verbindingskrachten een andere (relatieve) beweging uitvoeren dan in het vaste en kunnen dan wel arbeid
uitwisselen met het systeem. Men zou in dit geval dus zeer zorgvuldig alle krachten en hun aangrijpings-
punt moeten beschouwen om te zien welke werkelijk nog ideale verbindingskrachten zijn. Als men echter
de reactiekrachten met de omgeving moet kennen, zal men meestal naar de klassieke oplossingsmethode
moeten grijpen voor men virtuele arbeid zou kunnen toepassen. Dit is niet zinvol. In de praktijk moet
men dus met een vast assenkruis werken.

Voorbeeld

Neemt men als voorbeeld het systeem van de figuur 4.6, waarin AB en BC ideale staven zijn met lengte
a. In elk vast assenkruis zullen de reacties Ry en R¢ geen arbeid leveren bij een beweging van het
systeem. Bevestigt men echter het assenkruis aan B, dan levert het gewicht geen arbeid meer, maar wel
deze reactiekrachten. Hun aangrijpingspunten bewegen nu immers op een cirkel rond B. Zij 20 de hoek
tussen de staven in B en de veer ontspannen als de beide staven horizontaal liggen.

Eerste methode: assenkruis in A

Met een klassiek assenkruis in A, levert de kracht in A bij verandering van 6 geen arbeid (vast punt).
De verticale kracht in C heeft ook geen verticale verplaatsing, dus geen arbeid. Alleen het gewicht en de
veer leveren arbeid. Men krijgt:

—G.oyp + Fy.0xc =0
Voor de virtuele verplaatsingen vindt men:
yp = —acosf waaruit Jyp = asinf.jl

T, =2asinf waaruit dx. = 2acos6.60
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Figuur 4.6: Virtuele arbeid: keuze van het assenkruis

F, = kAl = k(2a — 2asinf) = 2ak(1 — sin0)
Alles invullen in de vergelijking levert:
—Gasin0.60 + 2ak(1 — sin0)2a cos 0.50

Men kan dit ook schrijven als:
~ 2ak(1 —sin0) F,

G/2 T GJ2

.. wat uitdrukt dat de som van beide krachten in C volgens de staaf moet liggen.

tan 6

Tweede methode: assenkruis in B

Daar AB een ideale staaf is, moet de kracht in A volgens de staaf liggen. Het punt A beweegt binnen dit
assenkruis echter op een cirkel. Kracht en verplaatsing staan loodrecht op elkaar. De kracht in A levert
dus geen arbeid. Omwille van de symmetrie in B moet de verticale component van de kracht in elke staaf
gelijk zijn aan de helft van het gewicht. Ook R zal dus gelijk zijn aan G/2. Deze kracht kent nu wel
een verticale verplaatsing. Men krijgt:

Re.dyc + F,.0xc =0
Voor de virtuele verplaatsingen vindt men nu:
yo = acosf waaruit Jdyc = —asinf.60
re = asinf  waaruit dxc = acosf.éf
De uitdrukking voor de kracht in de veer blijft dezelfde. Men krijgt:
—~$asing.00 + 2ak(1 — sinf)a cos 0.50

wat duidelijk kan herleid worden tot dezelfde uitdrukking als hierboven.

4.9 Enkele toepassingen

4.9.1 De keukenbalans

Als voorbeeld van een toepassing waarbij de kracht van de methode van de virtuele arbeid tot uiting komt,
wordt eerst het probleem van de keukenbalans beschouwd. Deze bestaat uit twee schalen, rustend op
een arm die in het midden ondersteund is (zie figuur 4.7).

Het is ten zeerste wenselijk dat het resultaat van een weging niet beinvloed wordt door de positie van de
last of van de gewichten in de schalen. Stelt men de last voor door een kracht L en de gewichten door een
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Figuur 4.7: Keukenbalans

kracht G, dan levert de methode van de virtuele arbeid (in een klassiek verticaal-horizontaal assenkruis):
—L.6yl — G‘(()‘y7 =0

Opdat de positie binnen de schalen geen invloed zou hebben, moeten beide verticale verplaatsingen
onafhankelijk zijn van de positie binnen de schaal. Dit betekent dus dat de schalen moeten transleren

Hiervoor is een eenvoudige constructie bekend, nl. de parallellogramgeleiding . De steun van
de schalen wordt m.b.v. 2 staven op zijn plaats gehouden. De eindpunten van deze staven vormen
een parallellogram. Hier is dit dubbel uitgevoerd. C en D zijn het midden van AE en BF en vaste
scharnierpunten. De vierhoek ABFE is steeds een parallellogram en AB en EF blijven steeds evenwijdig
met CD. Door deze eenvoudige constructie transleren de schalen en is en onafhankelijk van de positie
binnen de schaal.

Voor een wiskundige uitwerking stelt met dat € de hoek is van AE met de horizontale en de oorsprong
van het klassieke assenkruis in C ligt. Dan zijn de y-codrdinaten van de linkse en rechtse schaal, met a
de afstand van A of E tot de schaal (AC =CE):

y = —ACsinf + a yr = CFEsinf +a
Differentiéren naar 6:

oy, = —AC cos 6.60 6y, = CE cos0.60
Na invullen in de evenwichtsvergelijking:

—L(—AC c0s0.60) = G(CE cos 0.00)

00 kan hieruit weggelaten worden. Voor 6 verschillend van 90° kan cosf weggedeeld worden. Men blijft dan
met een resultaat waarbij er een onverschillig evenwicht is, d.w.z. bij een last = gewicht is er evenwicht
voor elke hoek 6. Voor een verschil tussen last en gewicht zal de weegschaal naar één zijde doorslaan tot
de schalen gestopt worden. In het geval van 8 = 90° zou AE verticaal staan, waarbij er ook evenwicht
zou zijn voor elke waarde van last en gewicht.

Van een goede weegschaal verwacht men dat ze bij een klein verschil tussen de massa’s in de schalen,
een klein beetje schuin gaat staan, maar niet volledig doorslaat naar één kant. Hiervoor is nodig dat de
lijn AE een beetje onder het steunpunt in C passeert Als de steunpunten in C en D een kleine afstand d
boven AE en BF liggen, dan worden de y-codrdinaten gegeven door:

yy = —dcos — AC'sinf + a yr = —dcosf + CEsinf +a
Na differentiéren:
oy = dsinf — AC cos0.60 0y, = dsin@ + C'E cos0.60

Men ziet dat, voor de linkse schaal,dy wat minder negatief wordt, dus in absolute waarde kleiner, en voor
de rechtse schaal groter. Hierdoor ontstaat er een evenwichtshoek bij een verschil van de massa’s.
AC(L -G
tanf = 7( )
d(L + G)

Men ziet dathoe kleiner d, hoe gevoeliger de balans, d.i. hoe groter de uitwijking voor zelfde verschil
tussen de schalen.
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4.9.2 Ruitvormige krik

Het tweede probleem is het berekenen van de kracht geleverd door een eenvoudige ruitvormige krik .

Figuur 4.8: Ruitvormige krik

In plaats van te rekenen met de kracht op de zwengel, zal rechtstreeks met het moment gerekend worden.
De evenwichtsvoorwaarde is dan :

G- ora+M-56=0

Men voert een klassiek assenkruis in, met oorsprong in C. De virtuele arbeid geleverd door het gewicht
kan opnieuw geschreven worden als:

—G.oya

Men heeft nu echter twee parameters, ya en 6, terwijl dit duidelijk een systeem is met één vrijheidsgraad.
Er moet dus een verband gezocht worden tussen dy4, de verplaatsing van A, en de verdraaiing van de
zwengel. In dit verband speelt de schroefdraad in B natuurlijk een centrale rol. Het verband tussen
verdraaiing van zwengel en de verplaatsing van B wordt gegeven door de spoed van de schroefdraad.
Deze spoed S wordt uitgedrukt in cm/toer : de lineaire verplaatsing veroorzaakt door een omwenteling
van 1 toer. Bij 0 in radialen in plaats van toeren heeft men :
A6
A(BD)=+S o

of met differentialen:

5(BD) = iS% (a)

Om te weten welk teken te gebruiken wordt gesteund op het feit dat draaien in de richting van het
moment de last omhoog doet bewegen en dat dan de afstand BD kleiner wordt. Bij draaien in de richting
van het moment is het scalair product van M en §0 positief en gewoon M.d#. De evenwichtsvoorwaarde
wordt nu :

—G.5ya+ M.50 =0

Nota: wanneer men met de kracht op de hendel zou willen werken en L. de lengte van de hendel is, dan
zou de verplaatsing van het aangrijpingspunt van de kracht L.§0 zijn. De virtuele arbeid geleverd door
die kracht wordt dan F.L.50, waarin F.L = M. Men komt dus op dezelfde formules uit.

Men heeft verder:
ya = 2a cosa waaruit dy4 = —2asin a.dq;

Alles invullen in vorige uitdrukking:
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—G. = 2asina.da+ M.60 =0 (b)

Om een verband te vinden tussen 66 en da drukt men de verandering van BD uit in functie van beide.
Als de last omhoog beweegt moet de afstand BD kleiner worden. Men moet dus het minteken kiezen in
(a). Men drukt nu ook BD uit als functie van o : BD=2a.sin« . Hieruit haalt men:

0(BD) = 2a.cos a.da

Alles invullen levert :

0(BD) = 2a.cosa.da = —Sﬁ
2m
Men kan dit b.v. oplossen voor da en dat invoeren in (b). De oplossing wordt (mits o verschilt van 0):
2m
~ Stana

Bij =0 wordt het gewicht G opgenomen door de staven zonder dat de stang BD erbij komt kijken (in
theorie). Dit is een speciale stand, waarin de vergelijkingen feitelijk niet meer opgaan. Dit is typisch voor
de methode van de virtuele arbeid: singulariteiten van de formules duiden op speciale standen waarin de
oorspronkelijke vergelijkingen niet gelden.

Dit voorbeeld laat ook duidelijk de kracht zien van de methode van de virtuele arbeid. Men moet het
systeem niet ontbinden in zijn onderdelen. Voor de nodige verbanden redeneert men op verplaatsingen,
wat relatief eenvoudig is en wat men zich veel concreter kan voorstellen dan krachten. Maar het blijft
daardoor ook een soort “black box”-systeem. Men krijgt een verband tussen de krachten op twee of meer
punten van het systeem, maar over de manier waarop die inwendig overgedragen worden, krijgt men geen
informatie.

4.9.3 Berekenen van verbindingskrachten

Alhoewel de methode van de virtuele arbeid precies interessant is omdat de meeste verbindingskrachten
er niet in voorkomen, kan men met een klein trucje de methode toch gebruiken om eventueel ook een
verbindingskracht uit te rekenen. Het trucje bestaat erin de verbinding weg te nemen maar de verbin-
dingskracht te behouden. Op die manier creéert men een supplementaire vrijheidsgraad. Men kan dan
berekenen welke verbindingskracht er moet uitgeoefend worden om het systeem in dezelfde positie te
houden als met de verbinding.

4.10 Slotbemerkingen

4.10.1 Een beetje geschiedenis

De methode van de virtuele arbeid wordt op veel verschillende manieren gepresenteerd. Het is ook reeds
een zeer oude methode. De eerste redeneringen van deze vorm vindt men reeds bij Simon Stevin(1548-
1620) en Galileo(1564-1642), dus bijna honderd jaar voor Newton(1642-1726), onder de vorm dat bij elk
hefboomsysteem de arbeid die men er aan één zijde in steekt als product van een kleine kracht met een
grote verplaatsing er aan de andere zijde moet uitkomen als een grote kracht met een kleine verplaatsing.
Op dat ogenblik was de differentiaal- en integraalrekening nog onbestaande en misschien ligt daar voor
een deel de oorzaak van het spreken over ingebeelde verplaatsingen.

De methode werd verder ontwikkeld door Bernoulli(1771), d’Alembert(1743) en Lagrange(1788). Ze
wordt echter met zeer grote verschillen voorgesteld. Er zijn veel auteurs die werken met virtuele snelhe-
den in plaats van virtuele verplaatsingen. De methode zou dan de methode van het virtuele vermogen
moeten heten en wordt door sommigen dan ook zo genoemd. Het werken met virtuele snelheden vermijdt
in elk geval dat men spreekt over infinitesimaal kleine verplaatsingen, een uitdrukking die, met de de
huidige nauwkeuriger formulering van differentiaalrekenen, bij vele wiskundigen in ongenade gevallen is.
Bij de auteurs die met verplaatsingen werken zijn er enkele die met werkelijke verplaatsingen werken.
Voor de meeste gaat het echter over differentialen van de verplaatsing. Tenslotte zijn er verschillen in de
verplaatsingen (of snelheden) die men beschouwt. Voor velen gaat het over volledig vrije verplaatsingen.
In dat geval kan het principe van de virtuele arbeid omgewisseld worden met de tweede wet van Newton,
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d.i. men kan het principe van de virtuele arbeid als fundamenteel principe aannemen en daaruit dan
de tweede wet van Newton afleiden. De verplaatsingen die de verbindingen respecteren heten dan com-
patibele verplaatsingen. Hier werd alleen gewerkt met verplaatsingen die de verbindingen respecteren.
Het verschil tussen virtuele en werkelijke verplaatsingen is dus niet in het algemeen te formuleren en is
feitelijk maar van belang als men dynamische situaties gaat beschrijven. Zie hiervoor het hoofdstuk over
traagheidskrachten 10.

4.10.2 Een stellingname van de auteur

Klassiek worden virtuele verplaatsingen voorgesteld als ingebeelde of hypothetische verplaatsingen. De
methode zou berusten op het geven van een kleine verplaatsing aan het systeem. Er werd in het eerste
hoofdstuk van dit boek, over de basisbegrippen, in het punt “Van vereenvoudigde naar wiskundig correcte
voorstelling” betoogd dat differentialen de situatie beschrijven in een punt als limiet van de situatie in
een interval als dat interval krimpt tot een punt. Een dx of dt stelt dus geen interval, geen verplaatsing
hoe infinitesimaal ook, meer voor. Als een differentiaal = 0 is (bv. sin wt.dt = 0), dan is het nooit omdat
die dx of dt = 0 is, maar omdat de coéfficient van die dx of dt (de sinwt) = 0 is. Die dx of dt stelt
alleen de veranderlijke voor waarnaar gedifferentieerd werd. Ook de dq van virtuele arbeid is gewoon
een differentiaal, de differentiaal van het aangrijpingspunt van de kracht als functie van de gegeven
vrijheidsgraden. Er werd in de afleiding eerst gewerkt met snelheden om dat idee van kleine verplaatsing
die men moet geven aan het systeem erbuiten te houden. Virtuele arbeid werkt met differentialen omdat
men het evenwicht in een punt zoekt en de totale arbeid van punt tot punt kan verschillen. De methode
van de virtuele arbeid vereist dat men het systeem kan volgens langs zijn mogelijke banen, niet dat
men enige verplaatsing geeft aan het systeem, geen reéle, geen imaginaire, geen hypothetische, geen
virtuele, geen infinitesimale, geen verplaatsing what-so-ever! (Bij het onderzoek naar trillingen in metalen
structuren (autochassis b.v.) werkt men thans dikwijls met een verzameling bewegingssensoren die op
de structuur geplaatst worden. Dan geeft men aan de structuur een impulsbelasting, meestal onder de
vorm van een klop met een hamer, en ziet hoe die kleine verplaatsing zich voort plant in de structuur.
Dat is werken met het geven van een kleine verplaatsing.) Natuurlijk kan men, zoals bij het opstellen
van differentiaalvergelijkingen, deze §7 in eerste instantie benaderen door een A7 d.i. door een kleine
verplaatsing. Dit is echter iets totaal anders dan 07 wiskundig te definiéren als een kleine verplaatsing!

Uitwerken van de bekomen vergelijkingen door te stellen dat men alle d¢; = 0 stelt op één na en dan daaruit
besluiten dat de coéfficiént van die ene dg; dus = 0 moet zijn, is differentiaalrekenen van grootvaders tijd.
Spijtig genoeg blijft deze voorstelling voortleven in de presentaties van virtuele arbeid. Ik weet dat mijn
visie haaks staat op wat in bijna alle boeken verteld wordt, maar kan dat alleen maar betreuren.
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5.1 De definities

In de kinematica bestudeert men de beweging van een punt door alleen zijn positie in de loop van de tijd
te beschouwen, zonder te zoeken naar de oorzaken van de beweging. De beweging is geheel beschreven
als men de positie van het punt kan geven als functie van de tijd . Uit de positie kunnen grootheden
als snelheid en versnelling afgeleid worden, die beide in het algemeen ook functies van de tijd zijn. In
de kinematica treden dus vooral de volgende grootheden op:

- de positie

- de snelheid: dit is de verandering van de positie als functie van de tijd, of, meer wiskundig, de afgeleide
van de positie naar de tijd.

- de versnelling: de verandering van de snelheid als functie van de tijd of de afgeleide van de snelheid
naar de tijd.

De positie van een bewegend punt kan men echter op verschillende manieren vastleggen en dat geeft
aanleiding tot verschillende vormen van “snelheid”:

1. Als een punt een baan doorloopt, kan men de positie weergeven m.b.v. de afstand langs de baan
voorgesteld door s(t). De grootheid s(t) stelt de afstand tot de positie op hettijdstip t voor, gemeten
langs de baan, vanaf een gekozen referentiepunt O. Men moet hierbij nog een positieve richting kiezen
voor het doorlopen van de baan. De tegenovergestelde richting is dan automatisch de negatieve richting.
Men spreekt in dat geval ook over positieve en negatieve zin voor het doorlopen van de baan. De afstand
langs de baan s(t) is een scalaire functie en ook de afgeleiden, zoals snelheid en versnelling langs de baan,
zullen scalaire functies zijn. Voor de bepaling van snelheid en versnelling langs de baan hoeft de juiste
vorm van de baan niet bekend te zijn.

Door s naar de tijd te differentiéren, krijgt men de snelheid langs de baan:

ds
t) = —
v(t) = &
De afgeleide van deze snelheid levert de versnelling langs de baan:
dv  d’s
)= —=—.
“) =G = @

De index t staat voor “tangentieel” omdat dit alleen de tangentiéle component betreft van de versnel-
lingsvector, zoals die hieronder gedefinieerd wordst.

Het aspect richting slaat bij al deze grootheden enkel op de zin die men voor het doorlopen van de kromme
gekozen heeft. Zo zal het het teken van de snelheid en versnelling de richting van de beweging langs de
baan aangeven, d.w.z. in positieve of in negatieve zin. Men heeft maar een beperkte informatie over de
drie betrokken grootheden, maar deze is in vele gevallen voldoende.

2. Men verkrijgt alle informatie over de beweging, door de positievector #(t), de plaats in de ruimte op
het tijdstip ¢ , als functie van de tijd te geven. De afgeleiden hiervan zullen nu ook vectoriéle grootheden
zijn. Zo is de snelheidsvector:

dr
sy = &
ut) = &
en de versnellingsvector:
dv  d*rF
Sy = QU _ AT
=5~

Om deze formules te gebruiken voor berekeningen, zal men een of ander codrdinatensysteem moeten
kiezen.
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3. Bij een cirkelbeweging (met straal r ) is het voldoende de hoek 6 op te geven t.o.v. een referentielijn
of -positie om de positie van een punt volledig te bepalen. I.p.v. een lineaire snelheid v krijgt men nu
een hoeksnelheid:

do

t)=—

w(t) = -
en de hoekversnelling:

dw

t) = —

a(t) = —

In de formules waarin 0, w en a voorkomen moet de hoek in radialen uitgedrukt worden en niet in de meer
bekende graden. Radialen zijn de enige coherente eenheid. w wordt dan radialen per seconde (symbool:
rad/s) en « radialen per seconde kwadraat (symbool: rad/s?)

5.1.1 Verbanden

De eerste vraag die hierbij rijst is natuurlijk wat het verband is tussen al deze grootheden.

Er is geen directe relatie tussen s en  zelf. Wel blijkt |ds| = ||d7||. Hierdoor is er een verband tussen v
= ds/dt en ¥ = di/dt, nl.:

o] = [|7]]

Of: de grootte van de snelheid, berekend uit de positie langs de baan, is ook de grootte van de vectoriéle
snelheid

Wat de versnelling betreft, blijkt a; enkel de tangentiéle component van @ te zijn, dus rakend aan de
baan. Merk op dat |v |en |ai| beide de grootte van de tangentiéle componenten zijn van de vectoriéle
grootheden. De snelheidsvector ¥ is echter zuiver tangentieel, zodat |v| meteen ook de grootte van ¥ is,
zoals hierboven al opgemerkt, terwijl de versnellingsvector naast de tangentiéle component at, soms nog
een component a, loodrecht op de baan heeft.

5.1.1.1 Afleidingen

1. De snelheid is altijd rakend aan de baan.

Dit is een zeer belangrijke eigenschap, die eenvoudig aan te tonen
is. In de figuur 5.1 kan men zien hoe een punt op een eerste
ogenblik t; in A is en een tijdje later, op ts, in B. De snelheid van
dat punt is:

. Ar

U= limag=o0 &
De limietstand van de rechte door 2 punten van een kromme, als
die 2 punten naar elkaar toekomen, is de raaklijn. Dus de snelheid
ligt volgens de raaklijn.

2. Of: de grootte van de snelheid, berekend uit de positie langs j
de baan, is ook de grootte van de vectoriéle snelheid @]
lv] = [|7]] . _
Figuur 5.1: Berekenen van de vec-
In elk orthonormaal assenstelsel geldt: toriéle snelheid

|ds| = /> (d;)?
Hieruit volgt onmiddellijk:
ds dx; ) 5 .
ol =151 =/ S(552 = VE e = 1]

3. Tangentiéle versnelling

Uit beide voorgaande punten blijkt dat de snelheid ook kan geschreven worden als:
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Als men deze uitdrukking differentieert naar de tijd krijgt men 2 termen:

dv  d?s L ds dii

ey P Miiaicind

dt — dez ' dt dt
De eerste term is een versnelling volgens de raaklijn, nl. de tangentiéle versnelling. De tweede term zal de
normale versnelling leveren, maar dat wordt verder uitgewerkt na het voorbeeld van de cirkelbeweging.

5.1.2 Eenparige en eenparig versnelde beweging

In de kinematica houdt men zich niet bezig met de oorsprong van de versnellingen. In de dynamica
wordt door de wet van Newton een verband gelegd tussen krachten als oorzaak van een beweging en de
versnelling. Als men de krachten kent die op een voorwerp werken, kan men zijn versnelling berekenen
en zou men door integreren moeten komen tot de snelheid en de positie van dat voorwerp.

Dit “integreren” is echter een beetje sneller gezegd dan gedaan. In de praktijk komt dit neer op het
oplossen van een differentiaalvergelijking.

Er zijn echter eenvoudige bewegingen, waarbij dit integreren eenvoudig is. Dit zijn bewegingen zonder
versnelling, de eenparige bewegingen, en bewegingen met constante versnelling, de eenparig versnelde
bewegingen.

5.1.2.1 Eenparige beweging

Men spreekt van een eenparige beweging als de beweging met constante snelheid verloopt, dus zonder
versnelling. Als er geen versnelling is, moet de snelheid constant zijn. Men vertrekt dan hiervan voor het
bepalen van de positie.

1. Als a; = 0 is, heeft men een eenparige beweging langs een kromme . Uit v = ds/dt volgt dan:
s(t) =so+ vt

Hierin is sp de integratieconstante. Als t=0 staat er dat s(0) = sg. De index 0 (nul) slaat dus, hier en in
alle volgende formules op het ogenblik t=0, niet op de oorsprong.

2. Als de vector @ = 0 is, volgt analoog uit dr/dt = v
(t) =70+ Ut

De baan is een rechte lijn gericht langs de snelheid, die vanaf het punt 7y met constante snelheid gevolgd
wordt.

3. Als de hoekversnelling o = 0 is, heeft men een eenparige cirkelbeweging met constante hoek-
snelheid w.

0(t) = 6o +wt

5.1.2.2 Eenparig versnelde beweging
Men spreekt van een eenparig versnelde beweging als de beweging met constante versnelling verloopt.
Door integratie kan men formules voor de snelheid en voor de positie afleiden.

1. Als a; constant is, volgt uit dv/dt = a; dat de snelheid v(t) als primitieve functie moet beantwoorden
aan:

v(t) =vo +art
en uit v = ds/dt dat:
1
s(t) = so + vot + §att2,

2. Als de totale vector @ constant is (zowel in richting als in grootte!) dan volgt uit dv'/dt = a:
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17(15) = Uy + at
en uit drf/dt = ¥ voor de positie:
I
7(t) = 7o + Vot + §at
waarin 7 de beginpositie (op t=0) en ¢y de beginsnelheid is.

De posities vormen een parabool. In drie dimensies ligt die in het vlak bepaald door de beginsnelheid en
de versnelling en heeft de richting van de versnelling als symmetrie-as.

Enkel bij rechtlijnige beweging zijn bovengenoemde situaties gelijkwaardig en is zowel de eerste als de
tweede reeks formules geldig. In dat geval is er geen normale versnelling, d.w.z. een versnellingscomponent
loodrecht op de baan, en is de tangentiéle component ook de totale versnelling. In alle andere gevallen
is of a niet constant of is de totale @ niet constant. Gezien de verbanden tussen deze grootheden is het
onmogelijk dat beide constant zouden zijn bij een kromlijnige beweging.

3. Op volledig analoge manier krijgt men voor de cirkelbeweging met constante hoekversnelling «:
w(t) =wo + at
en

1
0(t) = 6 + wot + §at2

5.1.2.3 Remweg

Al deze formules geven snelheid of positie als functie van de tijd. Het is echter interessant om eens te
zien hoe de snelheid evolueert in functie van de afgelegde weg. Dit is een toepassing voor de eerste reeks
formules. Uit de formule voor de snelheid haalt men de tijd en substitueert die in de uitdrukking voor
de afstand s. Dan lost men deze uitdrukking op naar v:

v(s) = /vg + 2a(s — sp)

De grafiek hiervan is een liggende parabool. Als het over een vertraging gaat moet a negatief gerekend
worden.

Als concrete toepassing wordt het afremmen van een auto bekeken. Onderstelt men een beginsnelheid
van 30 m/s (108 km/u) en een vertraging van 5 m/s?, dan bekomt men de grafiek 5.2.

snelheid in functie van de remafstand
vp=30 m/s (=108km/u) a=-5 m/s?

20

[~]
N

snelhieid
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Figuur 5.2: Snelheid als functie van de remafstand
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Bij een eenparig vertraagde beweging neemt de snelheid lineair af in de tijd, maar duidelijk niet volgens
de afgelegde weg. Iedereen die ooit een noodstop heeft moeten uitvoeren aan een grote snelheid, weet
hoe men in het begin de indruk heeft dat de remmen niet pakken. Men zou immers een afname willen
zien evenredig met de remweg en dat gebeurt niet. In het begin is de snelheid nog groot zodat er in elke
seconde meer weg afgelegd wordt dan op het einde. Als algemene regel geldt dat men steeds driekwart
van de stopafstand nodig heeft om de snelheid te halveren. In de grafiek (5.2) is dat 67,5 m.

De stopafstand is de afstand om v=0 te bekomen (met so= 0):

2

v,
5(0:0):2—3

waarbij vo in m/s moet gegeven worden.

Een eenvoudige formule om de stopafstand te berekenen stelt dat men de snelheid in km/u moet delen
door 10 en het resultaat kwadrateren. Bij 100 km/u levert deze formule een afstand van 10 x 10 = 100
m. Uit de bovenstaande formule kan men ook halen met welke vertraging deze formule rekent:

vd  (100/3.6)2

_ Y% _ _ 2
25 2% 100 3.86m/s

Een vertraging van 5 m/s? wordt algemeen beschouwd als wat normaal is voor een nat wegdek. In ideale
omstandigheden hangt de stopafstand af van het type wagen. Het blijkt dat kleinere wagens nauwelijks
9 m/s? halen terwijl de zwaardere luxewagens bijna 11 m/s? kunnen halen. Volgens gegevens van de
ANWRB heeft een Porsche iets meer dan 36 m nodig om te stoppen vanaf 100km/u (a=10,7 m/s? ) en
een kleine wagen 46 tot 47,5 m (a<=8,4 m/s? ). Het verschil komt vermoedelijk van de bredere banden
waarmede zware wagens uitgerust zijn, om de grotere trekkracht van de motor over te brengen zonder de
wielen te doen slippen. Deze betere grip op de weg loont ook bij het remmen. Bij een noodstop met een
kleine wagen kan men beter een Porsche achter zich hebben dan voor zich! Ook moderne vrachtwagens
remmen even kort als personenwagens. Men moet echter bedenken dat alle parameters ideaal moeten
zijn om deze grote vertragingen te halen: goede droge baan, goede banden met correcte spanning, goed
onderhouden remmen.

Een meer nauwkeurige berekening van de stopafstand houdt rekening met een reactietijd van ongeveer 1
s. Als er plots geremd wordt, dan kan de 2e wagen pas reageren als hij de remlichten van zijn voorganger
ziet oplichten. Hij moet dat verwerken, wat minstens een halve seconde duurt, en dan nog zijn voet
van het gaspedaal naar het rempedaal brengen en dat induwen. Globaal rekent men hiervoor op 1 s.
Gedurende die tijd blijft men met constante snelheid bewegen. Men kan zich afvragen of de kleinere
vertraging van de simpele kwadratische formule misschien kan compenseren voor het weglaten van die le
seconde. Het antwoord ziet men in de grafieken van figuur 5.3.

Men kan zien dat de eenvoudige formule bij lage snelheden te optimistisch is op een nat wegdek, rond
100 km/u echter vrij goed is.

Een andere vuistregel zegt dat men 2 s achter zijn voorganger moet blijven, wat ongeveer neerkomt op
een aantal meter gegeven door de helft van de snelheid in km/u. Bij 100 km/u wordt dat 50 m, bij 120
km/u 60 m. Om een kop-staartbotsing te vermijden, voor zelfde vertraging van beide voertuigen, moet
men minstens een afstand houden die overeenkomt met de afstand die afgelegd werd tijdens de reactietijd.
De "2 seconden regel" is dus aan de veilige kant. Voor een reactietijd van 1 s blijkt er een minimum
afstand van 28 m nodig bij 100 km/u en 34 m bij 120 km/u . Rekent men dat de eerste wagen
remt met 11 m/s? en de tweede maar met 9 m/s?, dan worden die afstanden zelfs 36 m en 45 m. Minder
dan die afstand achter zijn voorganger hangen is waanzin, of men moet rapper kunnen remmen dan zijn
schaduw.

5.2 De vectoriélele formules

5.2.1 Cartesische coordinaten

Er werd hierboven reeds opgemerkt dat men, om de vectori€le formules te gebruiken voor numerieke
berekeningen, moet teruggrijpen naar een of andere coérdinatenrepresentatie van de betrokken vectoren.
Meest bekend is hier de cartesische voorstelling. Hierbij wordt een onbeweeglijk assenkruis gebruikt.
De positievector 7(t) heeft in 2 dimensies dan codrdinaten die we meestal aanduiden met x(t) en y(t)
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Remweg volgens 2 formules:

30 — o blauw: eenvoudige kwadrat;lsche formule
] o rood:. 1 s reactietijd, a=-5 m/s® (natte baan)
E 25 3
= .
= ]
S— -
b 4
‘T 20
= ]
B i
= .
%15
10
5
O 1 T T T T
0 20 60 %0 120
afstand

Figuur 5.3: Remweg volgens eenvoudige en meer correcte formule

(liever niet ry en ry!), de snelheid ¥(t) krijgt de codrdinaten v(t) en vy(t) en de versnelling d(t) krijgt
de codrdinaten ay(t) en ay(t). Voor de codrdinaten van de snelheid gelden de betrekkingen:

dx dy
v (t) = iy vy (t) = pn
en voor de versnelling:
dvg, dv,
a;(t) = — en ay(t) = -

5.2.1.1 Toepassing: beweging op een cirkel - Normale en tangentiéle versnelling

Als toepassing wordt de beweging met constante snelheid van een punt op een cirkel beschouwd. Reeds
vroeger, in het deel Elementaire bewerkingen met vectoren (1.2), werd aangetoond dat, als een vector
constant is in grootte, de afgeleide loodrecht moet staan op die vector. Bij een cirkel is de straal constant
en dat is de grootte van de positievector van een punt op de cirkel. De snelheid moet dus loodrecht
staan op de positievector. Als de hoeksnelheid voorgesteld wordt door w worden de projecties van de
positievector gegeven door:

x = R.sin(wt + 6p)

y = R.cos(wt + 0p)

Na differentiéren naar de tijd krijgt men voor de snelheid:

Vg = w.R.cos(wt + 6p)
vy = —w.R.sin(wt + 6p)

Men kan gemakkelijk zien dat inderdaad 7- 7 =0

De grootte van de snelheid is v =, /vZ + v2 = w.R

Men kan dus besluiten dat als een vector ronddraait maar in grootte constant blijft, de afgeleide

e loodrecht staat op de oorspronkelijke vector in de richting van de toename van de hoek

e de grootte van de afgeleide w maal de oorspronkelijk vector is.

Alle eenheidsvectoren zijn voorbeelden van vectoren met een constante lengte. Ze kunnen alleen van
richting veranderen, d.w.z. een beetje ronddraaien. Hun afgeleide volgt dus de regels hierboven.
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Als men nu opmerkt dat ook de snelheid van het punt in dit voorbeeld een vector is met constante grootte
en die ronddraait in de ruimte van de snelheden, dan volgt ogenblikkelijk dat men kan besluiten dat de
versnelling van het punt bij constante hoeksnelheid

e zal gericht zijn naar het centrum van de cirkel

e in grootte gelijk zal zijn aan w?R . Dit is de normale versnelling a,, .

Indien de hoeksnelheid niet constant is, zal er ook een tangentiéle versnelling optreden. Men moet
dan in de formules voor de positie de wt + 6y vervangen door een 6(t), een willekeurige functie van de
tijd. Na een eerste maal differentiéren bekomt men analoge formules als hierboven:

vy = w.R.cos 0(t)
vy = —w.R.sin 0(t)

Nu blijft ook w een functie van de tijd met als afgeleide ar. Na nogmaals differentiéren krijgt men:

az = a.R.cos 0(t) — w?. R.sin 0(t)
ay = —a.R.sin 0(t) — w?.R. cos 0(t)

Men herkent hierin de projecties van 2 vectoriéle grootheden:

e a;— R « volgens de raaklijn (en dus ook de richting van de snelheid)

e a,= R w? volgens de normaal (naar het middelpunt gericht)

Beide componenten staan loodrecht op elkaar zodat men heeft:

2 2 2 2 2
a® = aji +aj = ay + a;

wat men gemakkelijk kan controleren met de formules hierboven.

5.2.1.2 Normale versnelling bij een willekeurige kromme

Hoger werd gezien dat de versnelling kan geschreven worden als:

&—»jL@d_’U:fi—.‘i} d_d;
a2 T a e T T

a=

—

du
De vraag is nu: wat is die d_tt ?

De afgeleide van een eenheidsvector is een vector die lood-
recht staat op de oorspronkelijke vector en met grootte w.
De afgeleide van u; is dus een vector die loodrecht staat op
deze vector, dus volgens de normaal i.p.v. volgens de raak-
lijn. Het wordt dus w.t,,, met een u, die naar de holle kant
van de kromme gericht is, zoals blijkt uit de oriéntatie van
At (zie figuur) en straks uit de zin van w.

w is de hoeksnelheid van u; Hoe kan men die bepalen? Drie
punten op een kromme definiéren een cirkel. Als deze 3 pun-
ten samenkomen in één punt, dan evolueert deze cirkel naar
de raakcirkel of osculerende cirkel . De straal van deze
Figuur 5.4: Normale versnelling bij een cirkel wordt aangeduid met de Griekse letter p (rho) en heet
kromme de kromtestraal van de kromme in dat punt. Het cen-

trum van de cirkel is het kromtemiddelpunt . Deze cirkel

heeft als eigenschap dat de eerste en de tweede afgeleide in

het beschouwde punt dezelfde zijn als van de kromme. Deze
cirkel sluit dus veel nauwer aan bij de kromme dan de raaklijn.

Volgens de figuur 5.4 wordt A een vector die naar dat kromtemiddelpunt gericht is. Als men de loodlijn
trekt op de eenheidsvectoren in A en B, dan snijden die elkaar in C. De hoek 6 tussen de eenheidsvectoren
iy en Uo is dezelfde als de hoek tussen de normalen in C. Als B steeds dichter bij A gekozen wordt,
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dan evolueert het punt C naar het kromtemiddenpunt en de afstand AC naar de kromtestraal p. In de
limiet, als B samenvalt met A, geldt exact dat de snelheid van het punt in A kan geschreven worden als
v = p.w, met w de afgeleide van 6, dus ook de hoeksnelheid van u; . Men heeft dus w = v/p. Invullen in
bovenstaande formule levert:

. duy  v?

ap =v— = —1U
De tweede term is dus de algemene formulering voor de normale versnelling.Men ziet dat de formule een
sterke gelijkenis vertoont met de formule voor de cirkelbeweging. Alleen is R nu vervangen door p.

Nota: men kan de afleiding wiskundig wat formeel sluitender maken als men beroep doet op één of andere
eigenschap van p b.v. 1/p = df/ds , maar dan zouden die eigenschappen ook nog moeten bewezen worden.

5.2.1.3 Valparabool

Wanneer men de luchtweerstand verwaarloost, dan is de valbeweging, het gooien van een steen of bal
of het afschieten van een projectiel een eenparigversnelde beweging. Eens het voorwerp aan zichzelf
overgelaten is, beinvloedt alleen de zwaartekracht nog de beweging. Deze zorgt voor een versnelling naar
beneden, die onathankelijk is van de massa van het voorwerp. Deze valversnelling wordt aangeduid met
de letter g (van gravitatie) en is in onze streken ongeveer 9,81 m/s%. Voor de praktische berekeningen
wordt meestal 10 m/s? gebruikt, wat een fout is van minder dan 2%. De fout door het verwaarlozen van
de luchtweerstand is veel groter.

In vectoriéle vorm wordt een valparabool gegeven door:
7(t) = To + ot + Gt*/2

waarin 7 de beginpositie is (op t=0) en ¥y de beginsnelheid is. Bemerk dat er in de vectoriéle vorm
overal een plusteken staat. De beginsnelheid kan men opschrijven in cartesische codrdinaten in een
klassiek verticaal-horizontaal assenkruis als (vox,voy). Zeer dikwijls wordt echter gewerkt met de grootte
en de hoek. Dan worden diezelfde codrdinaten geschreven als (vocos «, vosin «). Men krijgt dan voor de
positie:

x(t) = xo + vo. cos a.t
y(t) = yo + vo.sinat — g.t*/2
Men ziet dat de beweging in de horizontale richting (x-richting) gebeurt met constante snelheid.

Wanneer men de oorsprong van het assenkruis in de beginpositie kan kiezen, verdwijnt de beginpositie
uit de vorige formules. Er blijft dan:

x(t) = vg. cos .t (1)
y(t) = vo.sina.t — g.t?/2 (2)
Draagwijdte van een worp

De draagwijdte d wordt bepaald door de plaats waar y opnieuw 0 wordt voor een t verschillend van 0.
Men kan dan t wegdelen uit (2), die vergelijking oplossen naar t en die uitdrukking substitueren in (1).
Als men dan nog weet dat 2.sin «.cos a = sin 2« dan krijgt men als resultaat:

d— v%sinQa

; (3)

Uit deze formule kan men 2 besluiten trekken:

e De maximale afstand wordt bereikt voor o = 45°. Dan is 2a = 90° en is sin 2a = 1, de maximale
waarde voor de sinusfunctie. Deze maximale draagwijdte is dan:

By

Met een beginsnelheid van 14,14 m/s (=10 x vierkantswortel 2) wordt deze maximale draagwijdte:

10v/2)2 200
dmaz=@=—=20m
10 10

dmaz =
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Valparabolen

45%

a0

10 —
. Vo = 14,14 60°
75 ]
- i
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R
25 ]
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X-as

Figuur 5.5: Hoge en lage valparabool

Nota: om een extremum van een functie, een minimum of een maximum, te vinden moet men volgens
de algemene theorie het punt zoeken waar de afgeleide van die functie 0 is. Volgens deze aanpak moet
men dus (3) afleiden naar « en deze afgeleide gelijk 0 stellen. Uit die vergelijking volgt dan ook dat het
maximum bereikt wordt voor 45°.

e Elke kleinere afstand kan bereikt worden onder 2 complementaire hoeken. Als men de formule 3
oplost naar & moet men er immers rekening mee houden dat sin 2« en sin (180°- 2«) dezelfde
waarde hebben. Dus als sin 2a = 0,5 , dan zijn de oplossingen 2a = 30° en a=15° en ook 2a=150°
en a="75°. Men spreekt van een lage en een hoge parabool waarmede hetzelfde punt kan bereikt
worden.

De tijd die nodig is om het eindpunt te bereiken wordt bepaald door de eenparige beweging in x-richting.
Als men de hoogte uitzet als functie van de tijd ziet men duidelijk dat de hoge parabool altijd de grootste
tijd vraag (fig. 5.6)

Hoogste punt

Naast de formules voor de positie zijn er ook nog de formules voor de snelheid. Deze zijn de afgeleiden
van (1) en (2) (beginpositie komt er in elk geval niet in voor):

v, (t) = vp. cos (5)
vy (t) = vo.sina — g.t (6)

Het hoogste punt van de parabool wordt bereikt waar vy= 0 is. Uit (6) volgt dan dat t = vosin /g .
Dit invoeren in (2) levert

v3.sin” a
Ytop = =
op 2g
Het hoogste mogelijke punt bij gegeven vy wordt natuurlijk bereikt voor a= 90° en is
2
v

Ymax = =
29

Voor het voorbeeld hierboven krijgt men:

10v/2)2 2
Ymaz = 7( \/_) = —00 =10m
2.10 20
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Hoogte versus tijd

10 —
. vo = 14.14 m/s
i — 30°
7.
| 45
E : Gaoe
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= ]
2.5 _
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tijd (s)
Figuur 5.6: Hoogte in functie van de tijd

5.2.1.4 Valparabool-2: hoek, omhullende

Hoek gevraagd
Wanneer men uit (1) de tijd haalt en die invoert in (2), krijgt men de vergelijking van de baan als y=f(x):

gz 1

y=ztana — —5.
202 "cos? a

Door beide leden van de identiteit sina + cos?a = 1 te delen door cos®ar bekomt men een nieuwe
identiteit:
1

s = 1 + tan? o
cos? «

Wanneer men dit inbrengt in vorige functie, dan blijkt dit een kwadratische functie in tan «:

g’
y=aztana — =—(1 + tan® ) (7)
2ug

Deze functie kan men gebruiken om uit te rekenen onder welke hoek men moet gooien of schieten als de
coordinaten van het eindpunt en de beginsnelheid gegeven zijn.

Voor de overzichtelijkheid van de volgende afleidingen zullen we stellen:

ga?

2 _ O
211(2)

Hiermede kan de vergelijking herschreven worden in de klassieke vorm voor een kwadratische vergelijking
als:
C.tan’a —z.tana+ (C +y) =0 (8)
Opdat een oplossing mogelijk zou zijn moet de discriminant § groter zijn of gelijk aan 0:
§ =b* —dac = 2% — 4C(C +y)
De grens van het gebied van de punten die kunnen bereikt worden, wordt gegeven door 6=0
22 —40?% —4Cy =0

Dit blijkt een vergelijking van de vorm y = kwadratische functie in x, m.a.w. een parabool:
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2
Y 9 2

yZQg 21}330

Deze parabool noemt men in de ballistiek de veiligheidsparabool (groene stippellijn in de figuur 5.7).

10

Ombhullende of veiligheidsparabool

7.3

y-as

2.5

A
e b v v e by |

Figuur 5.7: Ombhullende of veiligheidsparabool
De snijpunten met de assen:

e snijpunten met x-as voor y=0: x =+v?/g
Voor het voorbeeld hierboven: x = + 200/10 = 20 m ... zoals hierboven gevonden

e top: y = vo?/2¢g
Voor het voorbeeld hierboven: y = 200/20 = 10 m ... zoals hierboven gevonden

Er is nog een andere manier om tot deze parabool te komen. Als men een reeks krommen kan gene-
reren door een parameter te wijzigen, dan kan die familie krommen een omhullende hebben. Deze
omhullende is een kromme zodanig dat

e door elk punt van de omhullende één kromme van de familie passeert

e de raaklijn in dat punt aan die kromme en aan de omhullende samenvallen.

Om deze omhullende te vinden moet men de vergelijking van een kromme afleiden naar de parameter,
deze afgeleide = 0 stellen en de parameter elimineren tussen deze vergelijking en de oorspronkelijke
vergelijking voor de kromme. Hier zou men « als parameter kunnen beschouwen in (7), maar men kan
evengoed tan « als parameter nemen. Men krijgt dan als 2e vergelijking door afleiden van (8):

2C. tana —x. =0

Dit oplossen naar tan « en substitueren in (8) levert opnieuw de vergelijking van de veiligheidsparabool.

5.2.1.5 Valparabool-3: maximale afstand op helling, luchtweerstand

Maximale afstand op een helling

Als men de vraag stelt onder welke hoek men moet schieten om een pijl zo ver mogelijk op een helling
te laten neerkomen, is dit een probleem dat sterk verschilt van het bepalen van de maximale horizontale
reikwijdte. Zij S de hoek van de helling met de horizontale en d de gezochte maximale afstand. Men kan
de vectoriéle formule

7(t) = 7o + Vot + Gt*/2

nu projecteren op een klassiek verticaal-horizontaal assenkruis of op een schuin assenkruis.
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Maximum reikwijdte op helling |~ *
- -
‘Eﬁ i —— helling
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Figuur 5.8: Worp op helling

1. In een klassiek verticaal-horizontaal assenkruis

Hierbij moet de hoek tegenover een horizontale x-as uitgedrukt worden:
x =g cos(a + B)t = dcosf
y = vosin(a + B)t — gt?/2 = dcos B

Uit de eerste vergelijking haalt men de tijd en substitueert die in de tweede. Na heel wat rekenwerk en
toepassen van goniometrische som- en verschilformules kan dit herwerkt worden tot:

d= 25 _cos(a+ B)si
= ———cos(« sin «v
g.cos? 3
Deze uitdrukking moet men nu partieel differentiéren naar a en deze afgeleide = 0 stellen:
od
0= —sin(a + 8) sina + cos(a + B) cosa =0
e!

Of cos(2a + ) = 0
Dit heeft als oplossing 2a + 8 = 90° of
a = 45° — 3/2 t.o.v. de helling

Voor een helling van 20° krijgt men als optimale hoek: o = 45° - 20/2 = 35° t.0.v. de helling of 35° +
20° = 55° t.o.v. de horizontale.

2. In een schuin assenkruis

De x-as wordt langs de helling gelegd en de y-as staat daar loodrecht op. In eerste instantie krijgt men
hier een complicatie omdat de valversnelling g nu 2 componenten heeft en moet geschreven worden als (-
g.sinf3, -g.cosf3). Het blijkt echter dat de verdere uitwerking eenvoudiger uitvalt doordat men nu opnieuw
kan stellen dat y=0 is in het eindpunt. De hoek « is nu de hoek met de x-as.

r =vg.cosa.t — g.sinfB.t?/2 =d
y = vg.sina.t — g.cosf.t*/2 =0
In de laatste vergelijking kan t eenmaal weggedeeld worden, waarna men hieruit t haalt en substitueert

in de eerste vergelijking. Dit levert uiteindelijk:

2
d=—0 (sin2a — 2tanf sin® o)
g. cos

Partieel differentiéren en het resultaat = 0 stellen leidt tot
cos2a. cos 3 —sin2a.sin f =0

en zo opnieuw tot cos(2a + ) = 0 zoals bij de vorige aanpak.

Luchtweerstand
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De beschrijving van de valparabool, zoals hierboven gegeven, houdt geen rekening met de luchtweerstand.
Een werkelijke worp verloopt dus anders. Didactisch gezien zijn valparabolen echter een interessante topic.
De theorie bevat 2 vectoriéle vergelijkingen (voor snelheid en positie) in 1 scalaire variabele (de tijd) en
4 vectoriéle variabelen: 7, 7(t), 0o, U(t). Voor het tweedimensionale geval levert dit 4 vergelijkingen in
9 veranderlijken. Van die 9 moeten er dus 5 gegeven worden, de andere 4 kan men dan uitrekenen. Dit
geeft de mogelijkheid om een zeer grote verscheidenheid aan vraagstellingen te maken.

De oplossing voor de beweging met luchtweerstand is spijtig genoeg niet eenvoudig. Men moet dan
vertrekken van een toepassing van de wet van Newton van de vorm:

md = mg — f(v)i;
In woorden: de versnelling wordt bepaald door de aantrekkingskracht van de aarde en door een tegenwer-
kende kracht die athankelijk is van de snelheid en tegen de snelheid in gericht is. De horizontale snelheid
wordt nu ook vertraagd door die luchtweerstand. Daardoor is de baan geen parabool meer. Men kan
een gebied onderscheiden van lage snelheid waarin de weerstand evenredig is met de snelheid. Dit levert
nog een eenvoudige differentiaalvergelijking. Bij een penalty schot of bij tennis of golf zijn de snelheden
echter te hoog voor deze eenvoudige formules. Men komt dan in een gebied waar de weerstand evenredig is
met het kwadraat van de snelheid. Dit geeft een veel ingewikkelder differentiaalvergelijking. De speciale
oppervlakte structuur van een golfbal of de donzige bekleding van een tennisbal zorgen voor complexe
fenomenen die als gevolg hebben dat de luchtweerstand bij hoge snelheid vermindert. Wie hierover meer
wil weten kan zijn zoektocht beginnen met de paragraaf over viskeuze wrijving (9.7)

Men kan ook een paar applets vinden met simulaties. Dit is b.v.een mooi applet i.v.m. de
beweging van een golfbal' beweging van een golfbal, waarbij men ook de invloed van de oppervlakte-
structuur en het meegeven van “effect” kan zien.

Er zijn veel applets beschikbaar over de valparabool zonder luchtweerstand. In Taiwan heeft iemand een
simulatie gemaakt waarbij er wel luchtweerstand kan worden ingebracht. Het applet werd ook vertaald
in het Nederlands. Neem de waarde van k rond 0.0001 !

oorspronkelijke versie?

Nederlandse bewerking?
Schuine worp zonder luchtweerstand?

Voor wie zelf wat wil experimenteren is er ook een applet dat toelaat een grafiek van een willekeurige
functie® van de vorm y=f(x) te maken.

5.2.2 Poolcoordinaten
5.2.2.1 Het assenkruis voor snelheid en versnelling

Een andere voorstelling in twee dimensies, die voor de technische toepassingen zeer dikwijls interessanter
is, is door middel van poolcodrdinaten. Na de keuze van een referentiepunt, de pool, en een referentie-
richting, wordt de positie weergegeven door een koppel van twee parameters: de afstand r tot de pool en
de hoek 6 tussen de voerstraal en de referentierichting (fig. 5.9). De afstand r is hier een strikt cartesische
afstand, dus nooit negatief. Er moet een positieve zin afgesproken worden voor . Dit is meteen ook de
positieve zin voor de afgeleiden van 6. Dikwijls kiest men hiervoor de draairichting linksom, de tegenwij-
zerzin, de richting tegen de klok in, omdat dat overeenkomt met de positieve zin in een tweedimensionaal
cartesisch assenkruis met x-as naar rechts en y-as omhoog. Dit is echter geenszins verplicht en men mag
de zin kiezen die het best bij de gegeven situatie past. B.v. bij het probleempje van de auto die een
brug oprijdt juist op het ogenblik dat die begint te draaien (cfr. infra), is het logisch om de zin van de
hoekversnelling van de brug als positieve zin te nemen.

Merk op dat r en # geen componenten zijn van een vector.

Thttp: //www.ecs.syr.edu/centers/simfluid /red /golf.html
2http://www.phy.ntnu.edu.tw /ntnujava/index.php?topic=145.0
Shttp://www.virtueelpracticumlokaal.nl/dragForce _nl/dragForce nl.html
4http://users.pandora.be/jvers/

Shttp://fys.kuleuven.be/pradem /applets/javapm /java/plota/index.html
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De snelheid v en de versnelling @ worden wel op de gebruike-
lijke manier als vector beschreven. Deze componenten wor-
den beschouwd t.o.v. een assenkruis waarvan

- de oorsprong normaal in het beschouwde punt gekozen
wordt;

- de r-as wijst in de richting van toenemende r (dus steeds
van de pool weg)

- de #-as staat loodrecht op de r-as, 90° gedraaid in de zin
van toenemende @ (of: in de positieve zin voor 6 )

De componenten van de snelheid zijn (de afleidingen zullen

later toegevoegd worden): Figuur 5.9: Assenkruis voor snelheid en

dr . versnelling in poolcodrdinaten
v = a : de radiale component

vg =T i rw : de transversale of § component.

Bemerk dat beide gewone snelheden zijn, die in m/s uitgedrukt worden. In het voorbeeld van figuur 5.9
is v, positief maar vy negatief.

Men kan gemakkelijk de betekenis zien van de termen: v, is de snelheid van de radiale verplaatsing, v
komt overeen met de omtreksnelheid van een punt op een cirkel met straal r.

De componenten van de versnelling:
d*r 9
r = —5 —TW
"ae?
ag =ro—+2v,w

Bemerk dat men op niveau snelheid telkens 1 term heeft voor elke component en op niveau versnelling
telkens 2 termen. De betekenis van de versnellingstermen is ook eenvoudig: a, bestaat uit de versnelling
van de radiale verplaatsing + de normale versnelling van de cirkelbeweging. ap bestaat uit wat de
tangentiéle versnelling zou zijn bij een cirkelbeweging en een speciale term die verder verklaard wordt.

5.2.2.2 Afleiding van de formules

Men kan de positie van een punt beschrijven als:
7= T

Er zal nu beroep gedaan worden op wat hoger in de bespreking van de cirkelbeweging aangetoond werd,
nl. dat de afgeleide van een eenheidsvector loodrecht staat op die vector in de richting van toenemende
hoek en w maal de vector is. Dat levert hier:
du, R duy .,
=wupy en — = —wu
dt 6 r

dt

Hiermede vallen de snelheid en versnelling eenvoudig uit te rekenen:

Ctw T att a
= d—T —+ rwu
dt Uy 0
En analoog voor de versnelling:
L dar d2r_,+drdu_;+dr o o dug
a=—=—U+ — —wiy + r.a.u rWw——
dt ~ de? dt dt dt o dt

Na invullen van de uitdrukkingen voor de afgeleiden van de eenheidsvectoren en hergroeperen krijgt men:

d? d
= (%; —w?r) iy + (ra + 2d—:w)u"9
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5.2.2.3 Praktisch gebruik van poolcodrdinaten

Voor het bepalen van de radiale en transversale componenten van snelheid en versnelling bij gebruik van
poolcoordinaten r en 0 speelt de hoek 6 zelf geen rol. Wel de voerstraal r, en van beide parameters de
eerste en tweede afgeleide. De enige grootheden in de formules zijn dus:
dr d*r

Do ae @
Wanneer men snelheid en versnelling in poolcodrdinaten moet gebruiken, moet men dus beginnen met
zich eerst af te vragen wat men over deze 5 grootheden weet. Als men voor deze elementen numerieke
waarden kent, dan kan men alle componenten van snelheid en versnelling berekenen en indien nodig de
versnelling ook omrekenen naar normale en tangentiéle versnelling.

«

Voorbeeld: auto op draaiende brug

Nemen we als voorbeeld het probleem van de auto op
de brug. Op het ogenblik dat een auto een brug oprijdt,
begint deze te draaien met een hoekversnelling van 1/6
rad/s? De snelheid van de auto op de brug is 5 m/s .
Bereken de snelheid en versnelling van de auto als de
auto 15 m ver is op de brug.

Dit is een goed probleem voor poolcodrdinaten omdat
de beweging een combinatie is van een draaiende dra-
ger met daarop een beweging door het centrum van de
rotatie (radiale beweging). Als pool moeten we een stil-
staand punt hebben. Dat wordt dus het midden van de
brug. Als positieve zin voor de hoekgrootheden kiezen
we de zin van de hoekversnelling «, wijzerzin dus. Wat
Figuur 5.10: Auto op draaiende brug weten we over de 5 basiselementen?

-1t = 15-11 = 4 m voorbij 't midden.
- vy = +5 m/s (snelheid van de wagen op de brug, vol-

gens de positieve zin van de r-as)
- de afgeleide, d?r/dt?, hiervan is nul daar v, constant is.
- de hoeksnelheid w is niet rechtstreeks gegeven, wel de hoekversnelling o. w moet dan volgen uit de

1
betrekking: w(t) =wo +at =0+ 1/6x3 = 5 rad/s
-a = 1/6 rad/s%.
Hieruit volgen dan door eenvoudig invullen in de formules van poolcoérdinaten de verschillende compo-
nenten van snelheid en versnelling (fig. 5.11):
vp=r1.w=41/2=2m/s
a, = d%r/dt? - r.w? = 0-4.(1/2)? = -1 m/s?
ag = r.a + 2.vp.w = 4.1/6 + 2.5.1/2 =52/3 m/s? = 5,667 m/s>
Snelheid en versnelling staan bijna loodrecht op elkaar. Met de formules van 5.2.3 zal men een grote
normale versnelling en een kleine tangentiéle versnelling bekomen.

De meest voorkomende fout is dat men een functie maakt voor de positie van de auto op de brug:
r = 11- v.t want op t = 0 moet r = 11 m zijn.

Voor t = 3 levert deze functie echter een negatieve waarde voor r, nl. - 4 m, wat onaanvaardbaar is. Deze
functie is enkel geldig voor de auto het midden van de brug bereikt heeft. Eens de wagen voorbij het
midden is moet men schrijven r = v.t - 11.

Bemerk dat de eerste functie voor v, de waarde -5 m/s levert. Dit is de correcte waarde vooraleer de auto
het midden bereikt. Controleer dit door het assenkruis te tekenen als de wagen nog voor het midden is!
(r-as moet naar buiten wijzen, v, is naar het centrum van de brug)

5.2.2.4 De term 2.v,.w

De fysische betekenis van deze term kan gemakkelijk worden aangetoond. Hij treedt alleen op als iemand
zich in een draaiend systeem bevindt EN zijn afstand tot het rotatiecentrum verandert. Dit is feitelijk
een vorm van Coriolisversnelling.
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Figuur 5.11: Snelheid en versnelling van de auto

Kijken we hiervoor naar de figuur 5.12. Als iemand in het punt Py
staat (afstand rq), dan heeft hij een omtreksnelheid vy;. Als hij in
Postaat (afstand ry) heeft hij een evenredig grotere omtreksnelheid
Vg2.

Veronderstellen we nu dat iemand op het ogenblik ty in P vertrekt
en met een constante v, naar P, marcheert. Na een tijd At komt
hij dan in Ps . Doordat zijn afstand tot het rotatiecentrum van ry
toegenomen is tot ro, is zijn omtreksnelheid toegenomen van vy; tot
vgo. Voor deze toename met Avy is er een versnelling in de richting
van vy nodig geweest. Voor constante v, en w kan deze berekend
worden als )
AV@/At _ ((r2 B rl)*w)/((rg _ rl)/vr) _ vr*w Flguur 5.12: Qorsprong van de
Dit is dus het effect van de verandering van r. Coriolisversnelling

Als de man van buiten naar binnen komt, moet v, negatief gerekend
worden en wordt deze term negatief. De omtreksnelheid van de man moet dan kleiner worden, hij moet
afgeremd worden. Hiervoor is een versnelling nodig die tegengesteld is aan vy .

De term v,*w komt echter nog een tweede maal voor. Op het ogenblik dat de man in Py toekomt, zal
het systeem gedraaid zal zijn t.o.v. de vertrekpositie. Op dat ogenblik marcheert de man niet meer in de
oorspronkelijke richting van Py, maar misschien in de richting van P’5. De richting van v, verandert dus
voortdurend. Ook dit vraagt een versnelling loodrecht op v, en gelijk aan v,*w (de top van v, beschrijft
een cirkel in de ruimte van de snelheden). Zo komt men aan 2*v,*w.

5.2.3 Berekenen van normale en tangenti€le versnelling

De versnelling kan niet alleen ontbonden worden in componenten volgens verschillende assenkruisen, ze
kan ook ontbonden worden in een normale en tangentiéle component. De tangentiéle component is rakend
aan de baan, parallel met de snelheid. De normale component is gericht naar het kromtemiddelpunt van
de baan. Hieronder volgt een overzicht van de formules om van een de componenten in een orthogonaal
assenkruis over te gaan naar normale of tangentiéle versnelling.

Hieronder het voorbeeld van een slinger, waarbij voortdurend een tangentiéle versnelling overgaat in
normale en terug. In de uiterste standen van de slinger is er alleen een tangentiéle component a; en in
de laagste stand alleen een normale component a,,. Men kan de slinger in beweging zien op Wikibooks®

Shttp://nl.wikibooks.org/wiki/KlassiekeMechanica/Kinematica#Normale en_tangenti.C3.ABle_versnelling
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(en op verscheidene andere plaatsen op het web!)

af

Figuur 5.13: Slinger met snelheids- en versnellingsvector

5.2.3.1 Tangentiéle versnelling
1 - Volgens de definitie:

d d
Y=L 5z
ay = dtH’U” dt szl

In 2 dimensies kan hiervoor geschreven worden:

d d
a; = 7\ Jv2 +v§ = E\/vf +v§
Alhoewel de richting van de assen veranderlijk is bij poolcoordinaten, mag deze formule ook gebruikt
worden met poolcodrdinaten omdat de grootte van een vector een invariant is voor rotatie.

2 - Door projectie op de raaklijn aan de baan

De tangentiéle component van de versnelling is de projectie van de versnelling op de raaklijn aan de baan,
die gegeven is door de snelheid. De projectie kan men bepalen door het scalaire product van de versnelling
met een eenheidsvector volgens de raaklijn. Die kan men construeren door de snelheid te delen door de
norm ervan. In een orthogonaal assenkruis is een scalair product eenvoudig uit te rekenen.

a-v Ziaivi
at:—zi

12l /> 02

Dit is een interessante formule wanneer de componenten van a en v al bekend zijn in een orthogonaal
assenkruis. De formule is ook bruikbaar voor numerieke waarden op een bepaald ogenblik. En als in twee
dimensies een van de componenten van a of v nul is, staat er in de teller nog hoogstens één term.

3 - Volgens de stelling van Pythagoras:

ar = +/a?

— a2
4 - Voor een cirkelbeweging:

ar =ra

5.2.3.2 Normale versnelling

1 - Volgens de definitie:

_ v
n ?

p

waarin p de kromtestraal van de baan in het beschouwde punt is. Voor een cirkel is dat de straal r. Deze
betrekking wordt echter meestal gebruikt om p te bepalen, waarbij a, via een andere weg bekend moet
zijn.

2 - door projectie op de normaal
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De normaal is een eenheidsvector loodrecht op de snelheid. Voor de projectie op de normaal moet men
a vermenigvuldigen met de sinus van de hoek tussen snelheid en versnelling. Deze sinus kan men uit
het vectoriéel product halen gedeeld door de norm van a en v. Hierdoor valt a onder en boven weg. In
een vlak systeem heeft dit vectoriéel product maar één component, die men dan ook gemakkelijk kan
uitschrijven:

|6 X 17” _ H&' X 17” _ |a1.1)2 — ag.’U1|
llalll|@l] 17| Vo3 + v3

De indices 1 en 2 mogen vervangen worden door x en y of door r en . Dit is weer een zeer interessante
formule om dezelfde redenen als vermeld bij de tangentiéle versnelling.

an = || sin(@, ) = ]

3 - Volgens de stelling van Pythagoras:

an = +/a? — a?
4 - Voor een cirkelbeweging:

a, =1 w?

Steeds geldt volgens de stelling van Pythagoras:
lall = v/ai + a3

Dit kan men eventueel als controle gebruiken bij het omrekenen. De grootte van de versnelling moet
dezelfde blijven, in welke codrdinaten die ook uitgedrukt wordt.

5.2.3.3 Voorbeeld

Toegepast op het voorbeeld van de auto op de brug met in poolcodrdinaten v (5; 2) en a (-1; 5,667),
telkens met de 3e formule:
=1 x5+5,667x2

a; = = 1,176 m/s? (i lopend over r en 6
N o7 o :
C1x92—
a, = | . 5,667 x5 _ 5,633 m/s? (met index 1 = r en index 2 = 6 )

V29

Ter controle: de grootte van a moet in alle ontbindingen dezelfde zijn:

a=+/3,a2=/(~1)% + 56672 = /1,176% + 5,633% = 5,75 O.K.

Figuur 5.14: Normale en tangentiéle versnelling bij auto op draaiende brug

Bemerk dat het kromtemiddelpunt van de baan in de richting van a, ligt, niet in het midden van de brug.
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5.3 Bewegende referentiesystemen

5.3.1 Snelheden

Wanneer men in een rijdende wagen of trein zit, dan heeft men de indruk dat het landschap voorbij schuift.
Wij weten dat dat de aarde rond de zon draait, maar wat we zien is een zon die rond de aarde draait.
Dit zijn gevallen van waarnemingen die gebeuren vanuit een bewegend referentiesysteem. In veel gevallen
moet men voor berekeningen echter werken met een beschrijving in een stilstaand referentiesysteem en zal
men dus deze bewegingen moeten omrekenen. De beweging gezien vanuit een bewegend systeem noemt
men ook wel relatieve bewegingen , die ten opzichte van een vast systeem absolute beweging . In
een eerste deel zal gehandeld worden over de snelheden, in een tweede over de versnellingen.

5.3.1.1 De drie snelheden

Een ander eenvoudig geval van een samengestelde beweging is die van een bootje of zwemmer in stromende
water. Wie het ooit gedaan heeft weet dat hij dan een beetje tegen de stroming in moet zwemmen om
volgens een rechte lijn naar de overzijde te bewegen. Als men zich gewoon zou laten drijven dan zou men
door de stroming meegesleept worden. De snelheid van de stroming zal men daarom de sleepsnelheid
noemen. De rechte lijn die men wil volgen t.o.v. de oevers is de baan in het vaste systeem. De schuine
richting waarin men moet zwemmen of varen is de richting van de baan t.o.v. het water.

Voor het eenvoudige geval van een bootje op een rivier kan men zeggen dat de snelheid van de boot t.o.v.
de oevers gelijk is aan de vectoriéle som van de snelheid van de boot t.0.v. het water + de snelheid van
de water op de plaats waar de boot zich bevindt. De formele definities zijn:

absolute snelheid v, = de snelheid volgens de baan in het vaste systeem

relatieve snelheid v, = de snelheid volgens de baan in het bewegend systeem
sleepsnelheid vy = de snelheid van het punt van het bewegend systeem waarop het be-
schouwde punt zich bevindt.

“Relatief” betekent in deze context: “t.0.v. het bewegende systeem”. Hiermede krijgt men de formulering
van de stelling:

Vg = Vg + Uy

Om deze stelling te bewijzen moet men een vast referentie-
systeem XY7Z invoeren en een bewegend systeem X'Y'Z’. De
positie van het punt P wordt dan in het vaste systeem ge-
geven door 7, en in het bewegend systeem door 7. . Men
noemt deze laatste ook wel de relatieve positie, vandaar de
index r. Er geldt volgend verband:

7::z = FO/ + 7:;"

Hierbij kan men 7, uitdrukken in functie van de eenheidsvec-
toren van het bewegend systeem:

O f

7 = 2 Uy + y/ﬁy/ 4 2 Uy
Figuur 5.15: Absolute en relatieve positie Invoeren in vorige uitdrukking levert:
Fo = Tor + &'y + Yty + 2/
Om de verbanden tussen de snelheden te vinden moet men deze uitdrukking nu differentiéren naar de
tijd. Men bekomt dan:
, iy y,da'yr +z,d€[z/
dt dt dt
Men kan hierin verschillende termen onderscheiden:

dar,
Vg = é is de absolute snelheid

— -

Uy = Uy + Vgl + Uy lly + Vol + @
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Vgt Uy +Vyr Uy + V.U, is de snelheid van het punt P t.o.v. het bewegend assenkruis. Dit is de relatieve
snelheid .

De resterende termen vormen de sleepsnelheid . Men kan hierin 2 bijdragen onderscheiden:

dros
o U, = 29 s de translatiecomponent van de sleepsnelheid: ¥, . Deze term treedt op zodra
de oorsprong van het bewegend assenkruis beweegt en is voor alle punten binnen het bewegend
systeem dezelfde, onafhankelijk van hun relatieve positie.
, iy , didy du

o +y + /=2 dit is een term die ontstaat als de eenheidsvectoren van het bewegend

dt dt
systeem veranderen t.o.v. het vaste systeem. Deze verandering kan alleen een richtingsverandering

zijn. Dat betekent dat het bewegend systeem een rotatie uitvoert rond zijn oorsprong. Het is de
rotatiecomponent van de sleepsnelheid: ¥;,ot . In de praktijk zal men de formule van de
cirkelbeweging toepassen en zeggen dat deze component van de sleepsnelheid loodrecht zal staan
op Iy, in grootte gelijk zal zijn aan r,wassen €n een zin zal hebben volgens de zin van wagsen -

Voor de praktijk zal men moeten proberen om zoveel mogelijk informatie over elke van deze snelheden
te verzamelen los van de andere. Het invoeren in de vergelijking moet dan toelaten om de ontbrekende
verbanden te vinden. Bij een tweedimensionaal systeem kan men dus maximum 2 onbekenden hebben
bij het invullen in de basisvergelijking.

Als men op basis van een statische tekening iets wil vertellen over snelheden, dan moet men zich laten
leiden door de stelling dat een snelheid altijd rakend is aan de baan . Om de baan binnen het bewe-
gend systeem te vinden moet men niet op zijn verbeelding steunen maar op geometrische eigenschappen
zodat men zeker is van zijn besluiten. Men zal zich moeten laten leiden door het type verbinding tussen
het punt en het bewegend systeem.

e Bestaat die verbinding uit een staaf, dan moet men proberen een bewegend assenkruis in te voeren
zodat het andere einde van de staaf stilstaat in dat assenkruis (dat hoeft niet in de oorsprong te
zijn). Dan zal het bewegende punt in het bewegend assenkruis een cirkel moeten beschrijven rond
dat andere eindpunt.

e Als het bewegend punt op een of andere manier verplicht wordt langs iets ander te glijden (pin in een
gleuf, mof over een staaf, langs een oppervlak), dan moet men proberen een bewegend assenkruis in
te voeren zodat het element waarlangs het punt moet glijden stilstaat in dat bewegend assenkruis.

Over het bewegend assenkruis dat men gekozen heeft moet men 2 vragen stellen:

e Beweegt de oorsprong? Zo ja dan treedt de snelheid van die oorsprong op als sleepsnelheid voor
alle punten binnen het bewegend systeem.

e Verandert de richting van de assen? Zo ja dan zit er een rotatiecomponent in de sleepsnelheid.
Vsrot Men zal bepalen met de formule van de cirkelbeweging.

Het is zelden nodig het vaste assenkruis goed te definiéren omdat men hier met snelheden bezig is. Men
zal dat vaste assenkruis alleen moeten definiéren als men ook posities binnen dat vaste assenkruis nodig
heeft. Zie in dit verband ook wat gezegd is in het hoofdstuk Basisbegrippen in de slotopmerkingen 1.3.1.

5.3.1.2 Voorbeelden

Als eerste eenvoudig voorbeeld kan men het geval beschouwen van een pin die in een gleuf in een blok
moet glijden (fig. 5.16). Het blok schuift op het geven ogenblik naar rechts met een gegeven snelheid
Vblok- De pin zit op het einde van een staaf die scharnierend verbonden is met het vaste systeem in Q.
Men vraagt de hoeksnelheid van de staaf op het gegeven ogenblik.

- De staaf QP vormt de verbinding van P met het vaste systeem. Binnen het vaste systeem beschrijft de
pin dus een cirkel rond Q. Op het gegeven ogenblik moet de pin omhoog bewegen. De absolute snelheid
zal dus loodrecht staan op de staaf QP en v,= QP.wgtaaf



94 HOOFDSTUK 5. KINEMATICA

bewegend assenkruis
—
T N 1V V.=

Figuur 5.16: Pin in gleuf

- De pin moet in de gleuf blijven. Die gleuf beweegt. De gleuf kan de baan van de relatieve snelheid
worden als men een assenkruis kan invoeren zodat die gleuf stilstaat binnen dat assenkruis. De oplossing
is eenvoudig: elk assenkruis verbonden met het blok is goed. De snelheid in de gleuf wordt zo de v,.

- Het assenkruis beweegt mee met het blok: de oorsprong beweegt, de richting van de assen blijft onver-
anderd. Het is dus een zuiver translerend assenkruis en vg= vpjok.

70 bekomt men de snelhedendriehoek, waarin alleen de grootte van v, en v, onbekend zijn. Het probleem
is dus oplosbaar.

In figuur 5.17 vindt men twee voorbeelden waarbij men zowel een translerend als een roterend assenkruis
kan gebruiken. Bij een translerend assenkruis blijft de richting van de assen behouden. Daarom wordt
het hier vertikaal-horzontaal getekend. De oorsprong beweegt op een cirkel. Bij gebruik van een roterend
assenkruis wordt het verbonden met de roterende staaf. Men probeert de oorsprong in een stilstaand
punt te kiezen zodat de sleepsnelheid maar 1 component heeft, nl. de rotatiecomponent. Om die uit te
rekenen moet de relatieve positievector gekend zijn.

—_
v
L -
A v, B
v
rel
C
A A
—
B B vy i frel
vl v I v
B ‘."'a re 5
—
—r . vﬂ
VSE VE
translerend assenkruis roterend assenkruis

Figuur 5.17: Voorbeelden met 2 oplossingen

Men onderstelt telkens de hoeksnelheid van de eerste staaf en de geometrie van de opstelling bekend.
Bemerk dat men bij de laatste uitwerking niet goed weet of de relatieve snelheid naar boven of naar
onder zal gericht zijn. Ze blijkt uiteindelijk 0 te zijn. De snelhedendriehoek is ontaard tot 2 samenvallende
zijden en v, blijkt gelijk aan v.

Een complexer voorbeeld: figuur 5.18
De analyse van de verbindingen leert dat de pin D enerzijds deel uitmaakt van de schijf en anderzijds

verplicht wordt in de gleuf BC te glijden.

e Als vastgemaakt op de schijf moet D een cirkel rond A beschrijven in het vaste assenkruis. v, zal
dus horizontaal en naar rechts zijn.

e De gleuf is een bewegend element. Voor men de gleuf als de baan van de relatieve snelheid kan
gebruiken, moet men een assenkruis invoeren zodat de gleuf stil staat binnen dat assenkruis. De
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Yraag: wat is de hoeksnelheid wgq van de staafin de getekende stand.
(Gegeven is: &g ,vg, B, d en R

Figuur 5.18: Complex voorbeeld van samengestelde beweging

gleuf roteert, maar niet rond een vast punt. Men kent wel de snelheid van het punt B. Men zal dus
een assenkruis moeten invoeren dat roteert met de staaf en transleert met B. Men kiest dus B als
oorsprong. Voor vy krijgt men 2 componenten:

- een translatiecomponent = vg

- een rotatiecomponent = BD.wpc, loodrecht op de staaf BC en naar beneden (waarschijnlijk).

e Met het gekozen assenkruis wordt de gleuf BC de baan van D binnen het bewegend assenkruis. v,
zal voor de gegeven situatie naar rechts gericht zijn volgens de gleuf.

Dit levert de volgende situatie:

-
- ¥rel

Gegeven:
wp,vg. B, den R

Gevraagd: wpr

Wy = Vg pr + Vg pot TV

Figuur 5.19: Oplossing voor het complexere probleem

Daar men hier met meer dan 3 vectoren te doen heeft zal men de vergelijking projecteren. De gevraagde
wpe zit in de Vg0, die volgens de y-as van het bewegend assenkruis ligt. Projectie op die as levert
een vergelijking waarin alleen vy o als onbekende voorkomt, zodat men daaruit onmiddellijk wpc kan
berekenen.

—Vg 8in6 = v 4, sin — BD.wpc

wpc = (Vs tr + vg)sin/BD
Met BD = d/cos 6:

wpe = (vp + Rwo)sinb. cosf/d

Tot slot : bij de voorbeelden hierboven gaat het telkens over drie elementen: een bewegend punt,
een bewegend systeem en een vast systeem. Meer kan men in één toepassing van de stelling van de
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drie snelheden niet gebruiken. De werkelijkheid is echter dikwijls complexer. Men kan een bewegend
systeem hebben dat zelf beweegt t.0.v. een ander bewegend systeem. Men kan een punt hebben met
twee verbindingen naar bewegende systemen i.p.v. naar een bewegend en naar een vast systeem. In
al die gevallen zal men meerdere keren drie elementen moeten kiezen , een bewegend punt, een
bewegend systeem en een ‘“vast’systeem”, zodat men de stelling van de drie snelheden kan formuleren.
Men zal de theorie meerdere malen moeten toepassen.

5.3.2 Versnellingen
5.3.2.1 Een woord vooraf

Intuitief heeft men nog enig zicht op snelheden. Men kan b.v. gemakkelijk begrijpen dat bij een staaf
die een willekeurige beweging uitvoert, de snelheidscomponenten van beide uiteinden volgens de richting
van de staaf dezelfde moeten zijn, want anders zou de staaf korter of langer worden. Dezelfde redenering
geldt absoluut niet op het niveau versnelling. Als een draaiende staaf aan één einde vastzit aan een as,
dan heeft dat einde geen versnelling terwijl het andere einde minstens een normale versnelling heeft, die
naar die as gericht is. Wanneer men te maken heeft met versnellingen geldt als regel: houd u aan de
formules, reken niet op intuitie .

De wet van Newton legt een verband tussen krachten en versnellingen. Als men geen intuftief zicht heeft
op versnellingen betekent dat dus ook dat men geen intuitief zicht heeft op de krachten die optreden in
dynamische situaties: versnellen, vertragen, een bocht nemen, trillende systemen, enz.

5.3.2.2 Een nieuwe operator

Als men een vector beschrijft enerzijds met codrdinaten in een vast assenkruis en anderzijds met coor-
dinaten in een roterend assenkruis (relatieve coordinaten), dan zal men bij de afgeleide naar de tijd van
de relatieve coordinaten nog een sleepsnelheid moeten bijtellen om de afgeleide in het vaste systeem te
bekomen. Deze sleepsnelheid is gegeven door een cirkelbeweging van het punt rond de rotatie as. Deze
snelheid kan men in het algemeen uitdrukken met een vectorieel product als & x 7,.. Dit verband werd
hierboven afgeleid voor een positievector, maar is onafhankelijk van de aard van de vector. In het alge-
meen zou men dus over een sleepverandering kunnen spreken als het verschil tussen de absolute en de
relatieve afgeleide. Dit verband kan zeer dikwijls toegepast worden en wordt daarom geformuleerd in de
vorm van een operator om te differentiéren in een roterend assenkruis :
d

D= L s 4%
dt abs— dt rel TW

Hierin duidt “relatief” op een bewerking die uit te voeren is op vectoren bepaald t.o.v. het bewegend
systeem, of op de codrdinaten van die vectoren in het bewegend systeem..

Met deze operator wordt de vorige afleiding een stuk korter. Men vertrekt van:
Tq =70 +7r

Hierin is alleen 7. gedefinieerd in een (eventueel) roterend assenkruis. Toepassing van de operator levert
(de haakjes groeperen termen die afkomstig zijn van eenzelfde term)

Vg = 007 + (Uy + & X 7)

5.3.2.3 De versnelling

Men kan nu ook verdergaan naar de versnelling. Door differentiéren van de uitdrukking voor v, hierbo-
ven, bekomt men de absolute versnelling. Hierbij zijn 7. en ¥, gedefinieerd in een (eventueel) roterend
assenkruis.

Ao =dor + (@ + I X Tp) + (@ X7 + G X U + 0 X (0 X 7))

Men kan deze termen op verschillende wijze groeperen. Een mogelijkheid is weer volgens sleep- en relatieve
versnelling en dan blijkt er nog een term bij te komen:

o = (Gor +@ X (B X ) + & X 7) + @ + 2(@ x T,)
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g = ds + dr + d.
De sleepversnelling, d.i. de versnelling van het punt van het bewegend systeem waarop het beschouwde
punt zich bevindt, bestaat uit 3 termen:

e de versnelling van de oorsprong van het assenkruis; Dit kan men de translatiecomponent van de
sleepversnelling noemen.

e J X (W x7.) : de factor tussen de haken levert de sleepsnelheid, die loodrecht staat op. Het
volgende vectoriéle product levert een vector die loodrecht staat op het vlak van v, enw. Het is
een vector die naare gericht is, nl. de normale component van de sleepversnelling . Grootte

— w2.r,.sind, met 0 de hoek tussen 7, en .

e & X 7, : dit is de tangentiéle component van de sleepversnelling .

Naast de relatieve versnelling is er dan nog de term 2(& x ). Deze term verscheen reeds bij de studie van
de versnelling in poolcodrdinaten5.2.2 in het eerste deel van Kinematica. Zoals daar kan men ook hier
vaststellen dat de term eenmaal afkomstig is van de sleepverandering van ¥, (d.i. een richtingsverandering)
en eenmaal van de verandering van de grootte van 7,.. Alleen wanneer v, evenwijdig is aan W bestaat
deze term niet. Spijtig genoeg is er geen volledige unanimiteit over de benaming van de term. De term,
zoals hier genoteerd, geeft de versnelling zoals gezien in het vaste assenkruis. Voor sommigen is dit de
Coriolisversnelling , maar anderen reserveren die term voor de versnelling die men ziet in het bewegend
assenkruis en die heeft de tegengestelde zin (zie "Coriolis versnelling en bewegingen op aarde”, 5.3.2.5).
Deze laatste groep noemt dit dan de complementaire versnelling . Het blijkt in elke geval nog eens
dat de versnelling componenten bevat waar intuitief niet aangedacht wordt, alhoewel men ze nadien wel
kan verklaren.

Voorbeeld

Het is interessant om te zien hoe men via verschillende benaderingen uiteindelijk op dezelfde termen kan
uitkomen, alhoewel langs ogenschijnlijk totaal verschillende wegen. Zij b.v. een draaiend plateau gegeven
met straal R en hoeksnelheid w. Op de rand van dit plateau loopt iemand met relatieve snelheid v, tegen
de rotatie van het plateau in. Men vraagt de versnelling van die persoon te berekenen.

- Eerste benadering . Als de persoon stilstaat, dan beschrijft hij een cirkel met hoeksnelheid w. Zijn
beweging t.0.v. de schijf kan beschouwd worden als een relatieve cirkelbeweging met hoeksnelheid w, =
vi/R. Men kan dus zeggen dat hij t.o.v. het vaste systeem een cirkel beschrijft met hoeksnelheid w-w;.
Hierbij hoort een normale versnelling met grootte

an = (w—w)?.R=(w?—-2ww, + w)R = w?. R - 2w, + w2 R
Deze normale versnelling is naar binnen, naar de as gericht.

- Tweede benadering . Men beschouwt de beweging binnen een assenkruis roterend met de schijf. Men
krijgt dan voor de drie componenten van de absolute versnelling:

as = w?. R , naar binnen gericht
ar =v?/R=w?.R , naar binnen gericht
a. = 2w.v, . Deze term is naar buiten gericht.

Men bekomt dus exact dezelfde termen, maar onder andere benamingen.

5.3.2.4 Eenvoudiger formule voor starre voorwerpen

Binnen onvervormbare of starre voorwerpen stelt zich regelmatig het probleem om de versnelling van
een punt te berekenen uitgaande van de bekende versnelling van een ander punt. Voor deze toepassing
kan bovenstaande formule sterk vereenvoudigd worden. Zij punt A het referentiepunt met een bekende
versnelling en punt B het punt waarvan men de versnelling wil berekenen. Men kan dan een translerend
assenkruis verbinden met A en vandaar kijken naar B. Daar het een translerend assenkruis is, valt alvast
de Coriolisversnelling weg. De versnelling van B is dus alleen de som van de versnelling van A met
een relatieve versnelling van B t.o.v. A. Als het over een onvervormbaar voorwerp gaat, dan kan die
relatieve beweging alleen een rotatie zijn met een hoeksnelheid w en/of een hoekversnelling . Als er
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een hoeksnelheid is, dan is er ook een normale versnelling van B naar A met grootte AB.w?. Als er een
hoekversnelling is, dan is er een tangentiéle versnelling loodrecht op de rechte AB, met een zin volgens
de zin van « en met grootte AB.ce. Samengevat:

dp = da+dp,am +4(B,A)

5.3.2.5 Coriolisversnelling en bewegingen op aarde

Normaal wordt de aarde als een vast systeem beschouwd, maar dat is ze in feite niet. Dat heeft gevolgen
voor vele bewegingen op aarde. Hier moet even vooruit gelopen worden op het volgend hoofdstuk, waarin
de wet van Newton behandeld wordt. Deze wet stelt dat de som van alle krachten op een massa steeds
gelijk zal zijn aan het product van die massa maal de versnelling van die massa. Als er geen krachten op
een massa uitgeoefend worden, dan is er geen versnelling, d.i. de massa blijft in rust of blijft met constante
lineaire snelheid bewegen. Deze wet mag enkel toegepast worden in een systeem dat in rust is of dat met
constante snelheid beweegt. In een roterend systeem schijnt de wet niet te kloppen. De versnelling die
een waarnemer ziet, berekend op basis van de baan in het bewegend systeem, is de relatieve versnelling.
Als alle uitwendige krachten = 0 zijn dan blijkt er in een roterend assenkruis toch nog een relatieve
versnelling op te treden. Wiskundig betekent het dat er in de relatieve versnelling, de versnelling gezien
door de waarnemer in het bewegend systeem, termen moeten komen die juist het tegengestelde zijn van
de sleepversnelling en de complementaire versnelling zodat de totale som 0 is. De man in het bewegend
systeem kent dus aan het punt een versnellinngﬁ x v, toe. Het is deze versnelling, zoals waargenomen
door de waarnemer in het bewegend systeem, die meestal de Coriolisversnelling genoemd wordst.

De waarnemer in een bewegend systeem ziet dat alle massa’s de neiging hebben om naar buiten te
bewegen en dat hun banen op een speciale manier afgebogen worden. Hij kan dit verklaren door aan
te nemen dat hij in een systeem leeft waarin op alle massa’s een naar buiten gerichte kracht werkt,
de middelpuntvliedende kracht, en een speciale dwarskracht, de Corioliskracht, die alle banen doet
afwijken. Dit is een verklaring door het aannemen van traagheidskrachten of pseudokrachten (zie het
hoofdstuk 10 over Traagheidskrachten). Men noemt ze “pseudokrachten” omdat ze niet door andere
voorwerpen veroorzaakt worden, maar eerder een wiskundige compensatie zijn om de wet van Newton
toch te kunnen opschrijven in een roterend assenkruis. In een inertiaalsysteem moet men opschrijven:
Z F; = m(a_; + a_; + acomp)

Het invoeren van een middelpuntvliedende kracht en een Corioliskracht komt er wiskundig op neer dat
men de termen m(dy + Geomp), die de dimensie hebben van een kracht, naar het linkerlid overbrengt
en die dan als een echte kracht gaat interpreteren. Deze interpretatie komt meer overeen met onze
ervaring. Wanneer een auto met een hoge snelheid een bocht neemt, dan voelen we ons naar buiten
gedrukt. Ook zijn mensen meer vertrouwd met krachten dan met versnellingen. Een uitleg in termen van
pseudokrachten is daardoor begrijpelijker dan een beschrijving vanuit een inertiaalstelsel.

De hoeksnelheid van de aarde is vrij klein: 27 radialen in 24 u of 7,27.107° rad/s. De bijhorende
middelpuntvliedende kracht is dan ook klein en wordt in de praktijk verrekend in een iets kleinere waarde
van g aan de evenaar dan aan de polen.

De Coriolisversnelling levert de verklaring voor de draaiende luchtmassa’s rond hoge- of lagedrukgebieden
(fig. 5.20). Vanuit een hogedrukgebied stromen de winden naar buiten. Zodra ze echter in beweging
komen begint de Coriolisversnelling te spelen. Die blijft spelen zolang er een v, is. Volgens de conventie
van de rechtsdraaiende schroef ziet men dat die volgens de blauwe pijlen gericht is. De winden worden
dus gedwongen te cirkelen in wijzerzin. Volgens de vroegere Vlaamse weerman Armand Pien, kan men de
draaizin hiervan gemakkelijk onthouden door te formuleren dat, in ons noordelijk halfrond, "de winden
rond een Hoge drukgebied draaien zoals de wijzers van een Horloge”. Bij lagedrukgebieden stromen de
winden naar binnen en ontstaat er een werveling in tegenwijzerzin. Voor een waarnemer in het roterend
systeem is er bij deze cirkelbaan een evenwicht tussen de Corioliskracht naar buiten en de kracht naar
binnen door het drukverschil. Voor een waarnemer in het vaste systeem levert het drukverschil de kracht
die nodig is voor de complementaire versnelling, die naar binnen gericht is.

Voor een beweging volgens de evenaar, staat de Coriolisversnelling loodrecht op het aardoppervlak. Bij
een beweging naar het oosten zal een voorwerp iets opgelicht worden, bij een beweging naar het westen
iets neergedrukt worden. Dit staat bekend als het EStvos effect” Bij een Noord-Zuid verplaatsing op
dee evenaar is a.. = 0 omdat v, dan evenwijdig is met w.

"http://en.wikipedia.org/wiki/E6tvs _effect
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Bij bewegingen rond de polen ligt de Coriolisversnelling ongeveer
evenwijdig met het aardoppervlak. Bij de polen is het effect dus
het sterkst.

Als men te maken heeft met een verplaatsing in een horizontaal
vlak en men is alleen geinteresseerd in de de component van de
Coriolisversnelling in dat vlak, dan kan men die bekomen door te
rekenen met de component van w loodrecht op dat vlak. Het is
immers een eigenschap van het vectorieel product dat het resultaat
in een bepaalde richting alleen bepaald wordt door de orthogonale
projecties van de argumenten op een vlak loodrecht op die richting.
Dit levert qua grootte a, = 2ww, sinp met ¢ de breedtegraad -Waarde
waarop dit horizontale vlak zich bevindt. Voor de polen is ¢ =

90° en sinp dus 1, voor de evenaar is ¢ = 0 en sing = 0. Dit geldt  zyarte pijl: windrichting

nu echter voor alle richtingen van een snelheid op de evenaar blauwe pijl: Coriolisversnelling

Ook bij een schot over een grote afstand moet men rekening hou-

den met deze Coriolisversnelling. Dat het water bij het uitlopen Figuur 5.20: Wind rond hoge druk-
van het bad ook door deze Coriolisversnelling begint te draaien gebied

kan, maar er zijn veel andere invloeden die sterker kunnen zijn,

zoals b.v. verontreinigingen op de bodem van de badkuip of op

het roostertje.

5.3.2.6 Bolcoordinaten

In een vlak kan men de positie van een punt eenduidig bepalen m.b.v. een afstand van een referentiepunt
en een hoek t.0.v. een referentierichting. Zo bekomt men de poolcodrdinaten 5.2.2. In de ruimte heeft
men hiervoor een afstand en twee hoeken nodig. Een eerste hoek 6 bepaalt de positie van het verticale
vlak door de positievector. De tweede hoek ¢ bepaalt de positie van deze vector t.0.v. de verticale in dit
vlak. Dit zijn de bolco6rdinaten . Spijtig genoeg zijn de benamingen van deze hoeken niet eenduidig
vastgelegd. Naast verschillende namen zijn er ook verschillende definities in voege, zodat men bij gebruik
van formules uit verschillende werken moet uitkijken naar wat met wat overeenkomt.

Men kan nu een orthonormaal assenkruis definiéren in het be-
schouwde punt door eenheidsvectoren in te voeren die in het gege-

ven punt raken aan de parameterkrommen door dat punt, die men —
bekomt door telkens één parameter te laten variéren en de andere (0] u r
constant te houden. Men bekomt zo de eenheidsvectoren u,, uy, —
up. In deze volgorde vormen ze een rechtsdraaiend rechthoekig u g
assenkruis.
-

Om de snelheid en versnelling te berekenen in bolcodrdinaten kan - u

. : r ¢
men vertrekken van de formules die de transformatie geven naar

cartesische coordinaten. De eerste hiervan is:
X = r.sin ¢.cos 6 0

Hierbij berekent men eerst de componenten vy, vy en v, in func-

tie van r, ¢ en 6 en hun afgeleiden. Dan projecteert men deze

componenten op de assen van de bolcodrdinaten om v, vg en vg. Figuur 5.21: Definitie van bolcotrdi-
te bekomen. Dit levert echter zeer lange berekeningen op. Dif- naten

ferentiéren van de uitdrukking hierboven levert immers 3 termen,

nogmaals differentiéren levert 9 termen!

Een eerste kortere methode gebruikt opnieuw de operator voor differentiéren in een roterend systeem.
Om de notatie eenvoudig te houden zal de notatie van Newton voor de afgeleiden naar de tijd gebruikt
worden. Een eerste afgeleide wordt daarbij aangeduid door één punt, een tweede afgeleide door twee
punten boven het symbool. ¢ wordt gelezen als “¢ punt”, ¢ als “¢ dubbel”.

De vector w zal hier echter samengesteld zijn uit 2 rotaties:

e cen verandering van ¢ leidt tot een rotatievector ¢y
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e cen verandering van 6 levert een verticale rotatievector. In het assenkruis van de bolcoérdinaten
wordt dit cos ¢.0.1, — sing.0.1,
Men krijgt dan voor de snelheid:
V=7 +dJ X7

De laatste term kan als volgt uitgerekend worden:

Uy Uy Up
WXT=|cosp.d sinpld ¢
r 0 0

Samen levert dit als snelheidscomponenten:
Vp =T
Vp =T.
vy = r.8in @.9
of:
U = 7ty + 17.9U, + 7. 8in 0.0y
Men heeft & x 7 = r(dJ X 4,) , zodat men bovenstaande formule ook kan lezen als een manier om
de afgeleiden van de eenheidsvectoren te berekenen. Men kan nu op analoge manier werken om de

versnelling te berekenen als afgeleide van de snelheid. Alhoewel deze methode reeds 10x korter is dan via
de cartesische coordinaten, is er nog een kortere methode.

Kortste methode

Wanneer een punt, bepaald door bolcodrdinaten, beweegt, dan kan men die beweging ook beschouwen als
opgebouwd uit de rotatie van het verticale vlak door de positievector r gecombineerd met een beweging
binnen dat vlak. Binnen dat vlak komen de parameters r en ¢ dan overeen met de parameters van de
poolcodrdinaten (5.2.2). De snelheid en versnelling in poolcodrdinaten is bekend en vrij eenvoudig. Voor
de snelheid hoeft men er alleen een sleepsnelheid aan toe te voegen (in casu vy) en voor de versnelling
een sleepversnelling en een complementaire versnelling, die vrij eenvoudig te berekenen zijn. Alleen heet
de hoek 0 van de formules van de poolcodrdinaten hier nu ¢!

- De relatieve snelheid (genoteerd met subscript “rel” om verwarring met de radiale snelheid te vermijden):
Upel = Ty + TPU,

- De relatieve versnelling:
Arel = (7 — r@? )i, + (rd + 27¢)d,

- De sleepversnelling is een normale + een tangenti€le versnelling. De normale versnelling ligt in een
horizontaal vlak en heeft dus 2 componenten, de tangentiéle ligt volgens ug:

ds = rsin .0%(— cos pii, — sin pi,) + rsin phiy

- Tenslotte de complementaire versnelling (alles wat nodig is hierboven gegeven):

. iy U, U : :
20 X Upep = | cosp.f —sinp.0 0 | = (2r¢fcosp + 218 sin )y
7 rY 0

Alles herschikken volgens de componenten van de bolcodrdinaten levert:
ar = ¥ — rp? — rsin? 50.92
ay, = TP + 27 — rsin @ cos @.92
ag = rfsin p+ 27"@9 cos . + 276 sin %)

Daarmee zijn deze vrij ingewikkelde formules gevonden.

Deze aanpak is ontleend aan het boek “Mécanique générale”, 2e uitgave (1998), door Christian Gruber en
Willy Benoit, professoren aan de Ecole polytechnique fédérale in Lausanne (EPFL), ISBN 2-88074-305-2.
Wie zowat alles wil weten over bolcoordinaten (Engels: spherical coordinates) kan terecht op deze pagina:
http://mathworld.wolfram.com/Spherical Coordinates.html
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5.4 Kinematica: aanvullingen

5.4.1 Ogenblikkelijk rotatiecentrum

Wanneer een wiel rolt zonder slippen, dan heeft het contactpunt met de grond dezelfde snelheid als de
grond. De snelheid van de grond is 0 en het contactpunt staat dus ook stil. Het is alsof het wiel op
elk ogenblik roteert rond het punt dat op dat ogenblik het contactpunt met de grond is. Daarom noemt
men dat punt het ogenblikkelijk rotatiecentrum (voornamelijk in Belgi¢) of momentane pool
(voornamelijk in Nederland). .In het Engels: "instantaneous centre of rotation”.

Als het wiel in de figuur 5.22 rolt met een hoeksnelheid w, dan

geldt:
DI
VA — 0
VB ir. 2.w B c : E
Vo = r.w ., &
vp — 2.r.w ’ ’
VE — r.\/i.w

telkens loodrecht op de verbindingslijn met A.(De beweging van
A als punt van het wiel is een cycloide. Een grafiek hiervan wordt
op het einde van de volgende paragraaf gegeven.)

Figuur 5.22: Rollend wiel met snel-
heid van 4 punten

Deze aanpak is echter veel algemener bruikbaar. De vlakke be-

weging van elk onvervormbaar voorwerp kan beschreven worden als een ogenblikkelijk roteren rond een
bepaald punt. Laat 2 snelheden van een voorwerp gegeven zijn, nl. de snelheid va van het punt A en
vp van het punt B, beiden in hetzelfde bewegingsvlak. De snelheid van het punt B kan niet willekeurig
verschillen van die van A. Vanuit A bekeken moet vp gelijk zijn aan va plus het effect van een rotatie
van het voorwerp rond A. Een lineaire snelheid die ontstaat doordat het punt B roteert met hoeksnelheid
w rond een as door A kan geschreven worden als:

v = U4 +& x AB
Hierbij staat de vector w loodrecht op het bewegingsvlak van A en B. De snelheid v kan natuurlijk altijd
geschreven worden als veroorzaakt door een rotatie rond een punt P zodat va = w * PA . De vraag is

nu of de snelheid vp ook kan geschreven worden als het effect van een rotatie rond hetzelfde punt P met
zelfde w .

Uit vorige blijkt:
U =vA+ @ X AB=0 x PA+3 x AB =3 x PB
Het is dus steeds mogelijk om ook de snelheid van elk ander punt van het voorwerp te schrijven als het

effect van een rotatie rond het ogenblikkelijk rotatiecentrum P. Een meer algemeen bewijs kan gegeven
worden na de studie van het samenstellen van rotaties.

Figuur 5.23: Kruk- en drijfstangmechanisme

Deze methode van het ogenblikkelijk rotatiecentrum wordt vooral gebruikt in de studie van stangenme-
chanismen. De methode wordt meestal gekoppeld aan een grafische benadering van het probleem. Men
steunt dan op het feit dat de snelheid altijd loodrecht moet staan op de straal vanuit het rotatiecentrum.
Ingenieuze grafische oplossingsmethodes voor veel problemen waren zeer gebruikelijk tot de opkomst van
de zakrekenmachine en de PC. Hier is vereist dat men van één punt de snelheid volledig kent en van
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een ander de richting. Men construeert dan in elk punt een loodlijn op de richting van de snelheid. Het
snijpunt van beide loodlijnen geeft het ogenblikkelijk rotatiecentrum. Uit de bekende snelheid haalt men
dan de bijhorende hoeksnelheid. Als voorbeeld in figuur 5.23een klassiek kruk- en drijfstangmechanisme.
In dat voorbeeld leidt een loodlijn op de snelheid van B en C tot een snijpunt in D. Uit vg = BD.w en
ve = CD.w volgt dan:

vp/ve = BD/CD

Hierin zal CD en BD moeten berekend worden uit BC of AC en de hoek in C. Tenslotte kan men dan
schrijven dat wa = vg/AB

Bij een translatie zal de snelheid van A en B gelijk zijn. Men kan dit
D_ A beschouwen als het effect van een rotatie rond een punt op oneindig.
Men zal dan twee evenwijdige loodlijnen hebben, waarvan het snijpunt
op oneindig valt. Wanneer stangenmechanismen niet scharnierend maar
via pin en gleuf met elkaar verbonden zijn, is er nog een meer klassieke
benadering via relatieve en sleepsnelheid nodig in die verbinding om het
3= correcte verband tussen de snelheden van pin en gleuf te berekenen.

g J Bij een auto die een bocht neemt, ligt het ogenblikkelijk rotatiecentrum
in het verlengde van de achteras. De voorwielen volgen dus een grotere
cirkel dan de achterwielen. Dat leidt vooral tot problemen bij lange
i voertuigen. Op sommige bussen en aanhangwagens ziet men achteraan
,'::' de tekst: "Opgelet: zwenkt uit". Dit zijn voertuigen die uitgerust zijn
F met gestuurde achterwielen. Deze worden in tegengestelde zin van de
voorwielen gedraaid, waardoor ze beter in het spoor van de voorwielen
volgen en kortere bochten mogelijk maken. Men noemt ze daarom ook
wel "spoorvolgers". Het ogenblikkelijk rotatiecentrum schuift dan iets
naar rechts en ligt dan meer symmetrisch t.0.v. voor- en achteras.
Ook sommige personenwagens hebben achterwielen die lichtjes gestuurd
worden. Bij lage snelheid en scherpe bocht draaien ze ook iets naar
buiten. Bij hoge snelheid en kleine verdraaiing van het stuur, zoals bij het veranderen van rijstrook
op een snelweg, sturen ze mee met de voorwielen. Hierdoor wordt een stukje translatie gebruikt om
de verandering van rijstrook uit te voeren, waardoor er minder rotatie en kleinere middelpuntzoekende
krachten nodig zijn.

D
Su

O

Fa

Figuur 5.24: Auto in bocht

Een iets ingewikkelder voorbeeld is het uitwendig rollen zoals
in de figuur 5.25. Een rol 2 wordt via een staaf die draait
rond A met hoeksnelheid wgiaanf, verplicht te rollen over de

stilstaande rol 1. Gevraagd wordt de hoeksnelheid van rol 2
?

Als de rol 1 stilstaat, moet het contactpunt C tussen beide
rollen het ogenblikkelijk rotatiecentrum zijn van rol 2. Voor
de snelheid van B kan men dan schrijven:

v = Tro.wWy

Anderzijds kan men B bekijken als een punt van de staaf.

Figuur 5.25: Rol rolt uitwendig over an- Dan geldt

dere rol vp = AB.Wstaaf
Hieruit vindt men het verband:
W = (AB/TQ)Wstaaf

Indien de rol 1 ook zou roteren in wijzerzin, dan zou men weer de snelheid van het punt C moeten
bekijken vanuit A en vanuit B en kan men schrijven:

vo =11.w1 = AB.Wstaaf — T2.w2

Het fysische punt van het bewegend voorwerp dat op een bepaald ogenblik het rotatiecentrum is, staat
op dat ogenblik stil, maar was voor- en nadien in beweging. Het heeft dus een versnelling. Deze wordt
in volgende paragraaf berekend.
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5.4.2 Poolbaan en poolkromme
Bij het spreken over het ogenblikkelijk rotatiecentrum moet men 2 punten onderscheiden:

e het punt van het voorwerp dat op een bepaald ogenblik het rotatiecentrum is. Men noemt dit ook
wel het rotatiecentrum als fysische punt.

e het punt dat bepaald wordt door de eigenschap “rotatiecentrum zijn” en dat elk ogenblik een ander
punt is (tenzij bij rotatie rond een vast punt of as). Men zou dit het rotatiecentrum als logisch punt
kunnen noemen.

Tijdens de beweging beschrijft dit logische punt een baan binnen het vast systeem en t.o.v. het bewegend
voorwerp. Bij een wiel dat over een rechte rolt b.v., is die rechte de baan binnen het vaste systeem en
vormt de omtrek van het wiel de baan t.o.v. het bewegend voorwerp. De eerste baan noemt men de
poolbaan, de tweede de poolkromme.

Poolbaan : de baan gevormd door de opeenvolgende rotatiecentra binnen het vaste referen-
tiesysteem.

Poolkromme : de baan gevormd door de opeenvolgende rotatiecentra binnen. het bewegend
systeem.

Beide banen hebben steeds het ogenblikkelijke rotatiecentrum gemeen en raken elkaar in dat punt. Een
vlakke beweging van een voorwerp kan daarom beschreven worden als een rollen van de poolkromme over

de poolbaan.

poolbaan

poolkromme

Figuur 5.26: Poolbaan en poolkromme

Een iets meer ingewikkeld voorbeeld wordt gegeven in de figuur 5.26. Een uiteinden van de staaf AB
worden daarin verplicht te glijden langs 2 loodrecht op elkaar staande wanden. De poolbaan is dan een
kwart van de cirkel vanuit het hoekpunt en met straal AB. De poolkromme is een cirkel met AB als
diameter. De driehoek AOB is immers altijd een rechthoekige drichoek met AB als schuine zijde. Nu
is de schuine zijde van een rechthoekige driehoek ook altijd de diameter van de omschreven cirkel. De
beweging van de staaf kan hier ook beschreven worden als het inwendig rollen van de poolkromme langs
de poolbaan. Het punt dat op een bepaald ogenblik rotatiecentrum is, valt alleen in de twee uiterste
standen van de staaf ook op de staaf. Wanneer men hier over het roatiecentrum als fysische punt spreekt,
dan bedoelt men de positie van het punt in een referentiesysteem dat vast verbonden is aan de staaf. Dat
punt heeft binnen dat systeem een onveranderlijke positie t.0.v. de staaf.

De snelheid waarmede het rotatiecentrum als logisch punt zich verplaatst over de poolbaan en de poolk-
romme noemt men de poolverplaatsingssnelheid vp . Daar het rotatiecentrum een gemeenschappelijk
punt is van poolbaan en poolkromme en deze in dat punt niet bewegen t.o.v. elkaar (er is geen slippen
van de ene kromme over de andere) is deze snelheid dezelfde langs beide krommen. M.a.w. in zelfde tijd
wordt altijd de zelfde afstand afgelegd langs beide krommen. Men kan nu bewijzen dat de versnelling
van het rotatiecentrum als fysisch punt bepaald is door:

ap:’UpXu_}
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Let op de volgorde van de termen! Deze versnelling zal steeds naar het kromtemiddelpunt van de poolk-
romme gericht zijn. Daar w en vp steeds loodrecht op elkaar staan, is de grootte van ap = w.vp.

Voor een wiel dat over een rechte rolt is vp = v¢, de snelheid van het centrum van het wiel. De versnelling
van het contactpunt met de grond is naar het centrum van het wiel gericht en heeft als grootte:

ap = W.0p =T.W2

Tot dezelfde conclusie kan men komen als men de versnelling (5.3.2.3) van het contactpunt met de grond
wil berekenen vanuit het centrum van het wiel (in de onderstelling van een constante snelheid van dat
centrum = r.w):

ap = dc +dpcyn + dpoy

Hierin is echter ac = 0 en ook a(p ), — 0 (geen hoekversnelling, dus geen tangentiéle versnelling). Er
blijft dus alleen een relatieve normale versnelling = r.w?. Het contactpunt met de grond beschrijft, als
fysisch punt van het wiel, een een cycloide. Men ziet op de grafiek (5.27) duidelijk hoe het fysisch punt
in de onderste stand tot stilstand komt en dan opnieuw vertrekt in de andere richting. Het onderste punt
van de kromme wordt daarom een keerpunt van de kromme genoemd. Door y 2x te differentiéren naar
de tijd, kan men gemakkelijk controleren dat a, van het punt dat de grond raakt (bij =0 of 2nw) gelijk
is aan 1w? en dat een eventuele hoekversnelling (2e afgeleide van ) hierop geen invloed heeft.

0.6%(1-cos(p))

0 1 2 3 274 5 6
0.6™(v-sin{v))

Figuur 5.27: Cycloide

Een iets intrigerender voorbeeld wordt gevormd door een lat die rond een paal draait of een bolletje aan
het einde van een touw dat men zo lanceert dat het touw opgewonden wordt rond een paal (fig. 5.28).
Bij de lat rond de paal is de omtrek van de paal nu de poolbaan en de zijkant van de lat de poolkromme.
De versnelling van het ogenblikkelijk rotatiecentrum is van het centrum van de paal weg gericht. Bij het
bolletje blijkt dat er alleen een versnelling is in de richting van het touw, wat overeenkomt met de wet
van Newton.

Figuur 5.28: Lat rond paal - Balletje aan touw

Voor de behandeling van dit voorbeeld is kennis van het hoofdstuk Elementaire dynamica (6.1) vereist.

Men kan de versnelling van het bolletje berekenen met de vereenvoudigde formule uit het hoofdstuk over
de versnelling (5.3.2.3). Dan moet men schrijven dat

Qbol = GOR + Ay n + Ayt


http://nl.wikipadia.org/wiki/Cyclo�de
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waarin, met 1 actuele lengte van het touw tussen bolletje en paal:

aor — r.w? want vp = r.w arn — relatieve normale versnelling — L.w? ar — relatieve tangentiéle

versnelling = l.a

Figuur 5.29: balletje aan touw opwindend rond paal
De vraag is nu wat het verband is tussen w en « 7

e Er is hier geen behoud van impuls. De richting van de snelheid verandert voortdurend en dus ook
de impuls.

e er is geen behoud van impulsmoment. Voor de berekening van het impulsmoment moet men na-
tuurlijk altijd hetzelfde punt gebruiken, bv. het middelpunt van de paal. Dan heeft de spanning in
het touw een moment t.o.v. dit punt en is er dus een wijziging van het impulsmoment.

e er is wel behoud van energie. De spanning in het touw staat loodrecht op de snelheid. Er is dus
geen toevoer of afvoer van energie door de kracht in het touw. Als men de beginsnelheid aanduidt
met vo, dan moet op elk ogenblik gelden: m.vZ/2 = m.v?/2

Hieruit volgt ook dat vo = v, of m.a.w. dat de grootte van de lineaire snelheid v constant is .
Daar op elk ogenblik geldt dat v = l.w is dus ook l.w constant. Differentiéren hiervan leidt tot:

dl
Of:
dl
E.w =—l.«a

Het minteken zegt dat als | afneemt, o moet toenemen. 1 wordt steeds kleiner omdat het touw oprolt

rond de paal. Uit differentiéren van 1 = ly - rf volgt dl/dt = -r.w. Dat invullen in vorige formule levert:
rw? =lo

Er geldt dus apr = ar ¢, maar beide hebben tegengestelde zin. Ze vallen dus tegen elkaar weg en er blijft
alleen de a; ;.

Men kan het gebeuren ook beschrijven in een klassiek cartesisch assenkruis.

x =r.sinf + [.cosf
x =r.sinf + [.cosf

Differentiéren levert, met dl/dt = -r.w:
vy =71.cos0.w —r.w.cosf —[.sinf.w = —l.w.sind.
vy = r.sinfl.w — r.w.sinf 4 1. cos.w = l.w. cos

Uit het behoud van energie volgde dat l.w = lp.wy of
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Vp = —lo.Wo.Sin@
vy = lg.wp. cosd

Hieruit blijkt ook duidelijk dat de snelheid loodrecht staat op het touw en constant is. Voor de versnelling
vindt men:

a; = —lg.wg. cosb.w
ay = —lg.wp.sinf.w

Waaruit blijkt dat de versnelling op haar beurt loodrecht staat op de snelheid en er dus alleen een
versnelling blijft volgens het touw.

5.4.3 Samenstellen van rotaties

Onze handen hangen aan onze schouder vast via het polsgewricht, de onderarm, het ellebooggewricht, de
bovenarm en het schoudergewricht. Geen enkele van die gewrichten laat een schuifbeweging toe, maar
toch hebben we er geen enkel probleem mee om onze hand volgens een rechte lijn te laten bewegen. Dit
resultaat wordt bekomen door het samenstellen van rotaties in de verschillende gewrichten.

Er is echter een eigenaardig verschil tussen hoeksnelheden en -versnellingen en een rotatie over een reéle
hoek. Alhoewel men dit laatste ook als een vectorpijltje zou kunnen voorstellen volgens de conventies
voor de hoeksnelheid, vormen eindige rotaties geen vectoren omdat ze niet commutatief zijn. Dit
kan gemakkelijk aangetoond worden bv. in de figuur 5.30. Het gaat hierbij over rotaties rond assen die
elkaar snijden in één punt.

o IR VL i “’

o

3

l Z Z

'
x/ X X

Figuur 5.30: Niet-commutativiteit van eindige rotaties

In het bovenste voorbeeld wordt een voorwerp eerst over 90° gedraaid volgens de x-as, dan over 90° volgens
de y-as. In het onderste wordt eerst rond de y-as gedraaid en dan rond de x-as. Men ziet duidelijk dat
het resultaat totaal verschillend is. Een rotatie zoals hierboven kan wiskundig weergegeven worden door
een rotatiematrix. Het is wel bekend dat het product van 2 matrices normaal niet commutatief is.

Hoeksnelheden kunnen wel als vectoren behandeld worden. Men kan hiervoor een ingewikkeld wiskundig
bewijs leveren via de commutativiteit van de betrokken matrices. Meestal wordt een eenvoudige “bewijs”
geleverd door het beschouwen van de verplaatsingen in een infinitesimaal interval dt. Elk punt van een
voorwerp krijgt dan een verplaatsing dr; onder invloed van een w; volgens de formule:

dry; = W;.dt X 7



5.4. KINEMATICA: AANVULLINGEN 107

De som van deze dr; is wel commutatief, zodat het resultaat ook kan geschreven worden als
dr = (>, d;).dt x 7

Dat de de beweging van het voorwerp kan beschreven worden als het uitvoeren van een ogenblikkelijke
rotatie die de som is van alle deelrotaties, volgt ook uit de meer algemene theorie die verder ontwikkeld
wordst.

5.4.3.1 Rotaties op meerder niveaus

De figuur 5.31 stelt een plateau voor dat draait rond een
verticale as. Op dat plateau staat een motor, die zelf kan
draaien rond een horizontale as. Deze motor doet een schijf
draaien. Gevraagd wordt de snelheid van het punt P op de
rand van de schijf.

Men zou dit kunnen oplossen met de techniek van de samen-
gestelde beweging, zoals beschreven in Kinematica 2: bewe-
gende referentiesystemen (5.3). Men zit hier echter met 3
niveaus van beweging, zodat men minstens 2x samengestelde
beweging zou moeten toepassen. Men kan hier een andere
aanpak volgen. Als men onderstelt dat er alleen een w; is,
dan wordt de snelheid van P gegeven door

17p :Cﬁl X Fpl

waarin de vector 7p; de positie van het punt P voorstelt t.o.v.

een willekeurig punt van de as waarrond widraait, hier dus Figuur 5.31: Motor op draaiend plateau
de as van de motor. Dat dit punt een willekeurig punt mag zijn, werd aangetoond in het le hoofdstuk
over elementaire bewerkingen met vectoren, in de paragraaf over het verband tussen hoeksnelheid en
lineaire snelheid (1.2.7).

Wanneer men ook ws in rekening brengt, dan kan men de rotatie van de schijf beschouwen als een relatieve
beweging binnen een assenkruis verbonden met de motor en draaiend met hoeksnelheid wy. Bij de snelheid
van P, zoals hierboven berekend, komt dan een sleepsnelheid die analoog kan berekend worden:

175 = 632 X FPQ
De totale snelheid van P wordt dan:
Up = (1 X 7p1) + (b2 X Fp2) = > ;s X T'p;

Wanneer men nu ook ws in rekening brengt, dan kan men deze snelheid van P weer beschouwen als een
relatieve snelheid binnen een assenkruis verbonden met de schijf. Er komt dan weer een sleepsnelheid bij
die het effect is van w3 en het totale resultaat kan weer geschreven worden als:

Tp =) & X Tp;

Hiermede heeft men een formule om de lineaire snelheid uit te rekenen van een punt dat onderworpen is
aan een reeks rotaties.

5.4.3.2 Equivalentie van rotaties

Wanneer men in bovenstaand voorbeeld de beweging van de schijf wil bestuderen, dan moet men de
hoeksnelheid en hoekversnelling van de schijf kennen t.o.v. assen door het massacentrum en de versnelling
van dat massacentrum. Dit komt neer op de vraag om een equivalent systeem van rotaties samen te stellen
in dat massacentrum. Bij het opstellen van een equivalent vectorsysteem (2.1), gaat het over een systeem
van wat men basiselementen zou kunnen noemen en een stel van vectoren dat daarmee verbonden is
via een vectorieel product van een positievector en één van deze basiselementen. Bij het samenstellen
van krachten waren de basiselementen de krachten en de afgeleide vectoren de momenten. Hier zijn de
basiselementen de hoeksnelheden en de afgeleide elementen de lineaire snelheden. De berekening van de
lineaire snelheid van het punt P onder invloed van 3 rotaties, is dus analoog aan het berekenen van het
moment in een punt P veroorzaakt door 3 krachten.
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Een systeem van rotaties kan dus herleid worden in een punt P tot een equivalent systeem
bestaande uit een hoeksnelheid en de lineaire snelheid van het referentiepunt P:

o Up =) d; xTp;

Deze besluiten kunnen nu eens toegepast worden
op de figuur (5.32). Hiervoor zijn dan wel enkele
afmetingen en hoeken nodig. Men onderstelt dat
de as van de motor radiaal ligt, d.i. door de verti-
cale as wijst. Men heeft de volgende projecties in
het gegeven assenkruis:

@1 = (0, -wi.cos B, -wq.sin 6)
(:}2 - (w270 70)
<I1’3 — ( Oa 07 W3)

Hiermede bekomt men als resulterend w:

& = (we, - wy.cos 0, w3 - wi.sin 6)

Voor de posities van P vanuit de verschillende ro-
tatievectoren:

rp1 = (0, -r.sint 6, r.cos 0)

Figuur 5.32: Motor op draaiend plateau: afmetingen 7p2 = (0, lz.cos 0 - 1. sin 0, lo.sin 6 + r.cos 0)

Voor de laatste positie wordt gewoon de loodrechte
afstand gebruikt:

7p3 = (0,13 + 1z.cos 6 - 1. sin 6, 0)
Hiermede kan men de verschillende bijdragen aan de snelheid van P uitrekenen:
Upy =y X 7pl = (—wy.1, 0, 0)
Upy = Wo X 7p2 = (0, —wa(la 8in @ + 7. cos 0), wa(ly cos — r.sin ))
Ups = 3 X 7p3 = (—ws(ly + l2cosf — r.sind), 0, 0)

De som van deze 3 componenten levert de totale snelheid van P. voor de duidelijkheid wordt deze opge-
splitst in haar cartesische componenten:

vpy = —w1.r — ws(ly + lacos@ — r.sin )
vpy = —wa(l2sinf + . cos )
vp, = wa(lg cosd — r.sind)

Om de idee van equivalent systeem toch nog eens duidelijker te maken, wordt de snelheid van P ook eens
berekend in 2 stappen. Eerst wordt het systeem herleid tot een equivalent systeem in O, het midden van
de motor en het snijpunt van wien wy. Vandaar zal dan opnieuw de snelheid van P berekend worden.

Waarom het punt O? Omdat de lineaire snelheid van dat punt eenvoudig uit te rekenen is. Daar het punt
op het snijpunt van W) en wj ligt, hebben deze rotaties geen invloed op o . Die wordt alleen beinvloed
door W3 :

o = (-ly.ws, 0, 0)

De resulterende & blijft dezelfde als hierboven. De positie van P t.o.v. O wordt:
7po = (0, la.cos 0 - 1. sin 0, 1y.sin 6 + r.cos 0)

De snelheid van P moet nu berekend worden volgens de formule:
Up = Uo + & X Tpo

In cartesische componenten levert dit (alleen de x-component is wat ingewikkeld):
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Vpg = Vog + Wy.20 — Wz.Yo = —l1.w3 — wq cosO(lz. sin 6 + r. cos 0) — (w3 —wq.sinf)(lx cos@ —r.sinf) =
—w1.r — ws(ly + la cosf — r.sin @)

Vpy = VOy + W>.T0 — Wy.20 = —wa(l2.sind 4 r.cosh)
VP = V0z + WeYo — Wy.2o = wa(la. cos — r.sinh)

...wat precies hetzelfde is als eerst. Hiermede is dan ook aangetoond dat het systeem in O equivalent is
met het originele systeem.

Bij een robot zal men moeten eisen dat het equivalente systeem in de actuator bestaat uit een bepaalde
lineaire snelheid en een bepaalde hoeksnelheid.

5.4.3.3 Speciale gevallen

1. Samenlopende rotaties Wanneer de verschillende rotatievectoren door één punt passeren, dan
kunnen ze in dat punt samengesteld worden tot een equivalent systeem bestaande uit één rotatievector,
zonder een lineaire snelheid van het herleidingspunt. Zie verder voor toepassingen in combinatie met
rollen.

2. Evenwijdige rotatievectoren @ Wanneer alle rotatievectoren onderling evenwijdig zijn, dan is er
ook een herleiding mogelijk tot één rotatievector, zonder een lineaire snelheid van het herleidingspunt,
in een punt dat men het zwaartepunt van het systeem zou kunnen noemen. Dit wordt weinig toegepast.
Men kan die resulterende vector ook zien als de ogenblikkelijke rotatieas.

Figuur 5.33: Reuzerad

3. Koppel van rotaties Wanneer een systeem onderworpen is aan twee even grote en evenwijdige
rotaties, maar met tegengegestelde zin, dan is het resultaat een translatie. In elk punt levert dit immers
een equivalent systeem dat alleen bestaat uit een lineaire snelheid. Als men onderstelt dat het rad van de
figuur 5.33 in wijzerzin rond zijn as draait, dan zal elk kabientje in tegenwijzerzin rond zijn ophangpunt
draaien. Het resultaat is dat de kabientjes transleren (kromlijnige translatie!). Typisch voor translatie is
dat richting behouden blijft. Vloer en dak blijven horizontaal, de wanden blijven steeds vertikaal.
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4. Schroefas Men kan ook voor een systeem van rotaties zoeken naar een lijn waar de lineaire snelheid
evenwijdig is met de resulterende hoeksnelheid volgens de formule & = ko' .

5.4.3.4 Lineaire versnellingen en hoekversnellingen

Bij het afleiden naar de tijd van de bovenstaande uitdrukkingen moet men er rekening mee houden dat elke
vector a die gedefinieerd is t.0.v. een systeem dat roteert met hoeksnelheid w ook een “sleepverandering”
ondergaat van de vorm & x @ (zie Een nieuwe operator 5.3.2.2).

Bij afleiden van de resulterende & in het bovenstaande voorbeeld zal men dus krijgen:

d(ﬁl N = . -
i = a1 + (2 + dJ3) X &y
didy - -
I = Qiz + W3 X Wsy
Voor de lineaire versnelling van het referentiepunt geldt dan:
ap = d;)—f = %(Z@' X 7'pi)
ddd; drp;

=22 (g X 7pa) + 205 (@i X —=)
waarbij de afgeleiden van de w; moeten berekend worden volgens de besproken methode. Maar iets
analoogs geldt voor het afleiden van 7p;:
drp;
dt
waarbij j loopt over alle rotatievectoren waaraan 7pj:onderworpen is. Een behoorlijke boterham!

=ap; + (@ X 7p;)

5.4.4 Rollen

Wanneer twee voorwerpen over elkaar rollen, is er een lijn van punten die een gemeenschappelijke snelheid
hebben. Op deze lijn zal ook de ogenblikkelijke relatieve rotatievector liggen. Wanneer één der voorwerpen
stilstaat is dat ook de absolute ogenblikkelijke rotatievector.

Figuur 5.34: Pignon en kroonwiel met driehoek van de hoeksnelheden

Als voorbeeld het geval van tandwielen tussen twee loodrecht op elkaar staande assen, zoals schematisch
voorgesteld in figuur 5.34. Het ene tandwiel is klein, het andere groot. Dit is bij auto’s bekend als het
systeem van pignon en kroonwiel. Men kan het in elkaar grijpen van de tanden zien als het over elkaar
rollen van de twee tandwielen. De hoeksnelheid van het grote tandwiel moet hierbij de som zijn van
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de hoeksnelheid van het kleine ( ;) + de hoeksnelheid waarmede het grote over het kleine rolt ( o).
Voor een zuiver rollen moet de lijn van de tanden, de richting van &1, dus door het snijpunt van de 2
assen wijzen. Daar kan het systeem immers samengesteld worden tot 1 zuivere resulterende rotatie en
beantwoorden de 3 rotaties dan aan de vectoriéle driehoek die in de figuur gegeven is.

Bij de externe fietsdynamo, die met een wieltje tegen de band aangedreven wordt, zal men moeten zorgen
dat de as van die dynamo door (het verlengde van) de as van het wiel wijst opdat het wieltje zuiver over
de band zou rollen zonder er langs te wrijven.
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6.1 Inleiding

De dynamica is de studie van de oorzaken van een beweging. Dit kan onder vorm van een antwoord op
de vraag wat de beweging is als er een systeem van gegeven krachten werken of welke krachten nodig zijn

om een bepaalde beweging te bekomen.

In eerste instantie zal men het gedrag van een puntmassa bekijken. Een puntmassa is een geometrisch
punt waaraan men een massa toekent. Een punt kan niet roteren. Rotatie onderstelt verandering van
richting maar een punt heeft geen richting. Het blijkt nadien dat de wetten die hier afgeleid worden ook

toepasselijk zijn op de beweging van het massacentrum van voorwerpen.
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Voorwerpen kunnen echter wel roteren. Om die beweging te bestuderen zal men voorwerpen eerst
beschouwen als opgebouwd uit puntmassa’s en de bewegingsvergelijkingen dan sommeren over alle punt-
massa’s van het voorwerp. Dit leidt tot specificke wetten voor de rotatie van voorwerpen. Hierbij wordt
geen gebruik gemaakt van de lineaire snelheid van de punten, die verschilt van punt tot punt, maar
van de hoeksnelheid, die karakteristiek is voor het hele voorwerp. Verder blijkt de rol die de kracht
speelt bij de translatie nu overgenomen door het moment van de kracht en de rol van de massa door het
traagheidsmoment.

Er blijkt een zeer groot verschil te bestaan tussen de formules voor de rotatie rond een vaste as, of minstens
een bewegende as maar met vaste richting (de rotatie van de wielen van een fiets die mooi rechtdoor rijdt
b.v.) en de algemene formules, waarbij de rotatieas voortdurend van richting mag veranderen (zoals bij
een fiets die een bocht neemt). Vandaar dat deze in afzonderlijke hoofdstukken behandeld worden.

Dit hoofdstuk over de elementaire dynamica zou men dus ook de dynamica van een puntmassa
kunnen noemen. Volgende punten zullen daarbij aan bod komen:

1. Wetten van Newton
2. Impuls en behoud van impuls

3. Arbeid en behoud van energie

De dynamica van voorwerpen wordt behandeld in dynamica van voorwerpen 7.

6.2 De wetten van Newton

De klassieke mechanica wordt ook wel Newtoniaanse mechanica genoemd omdat de basis ervan gelegd
werd door Isaac Newton (1643-1727). Op het vlak van de mechanica droeg hij vooral bij door de drie
wetten van Newton en door de algemene gravitatiewet, waardoor hij een wiskundige grondslag gaf aan
de wetten van Kepler. Zijn grote werk op dit vlak is “Philosophiae Naturalis Principia Mathematica”,
soms ook kortweg geciteerd als “Principia” (1684-1686). Het werd nog in het Latijn geschreven, terwijl
in onze streken Simon Stevin reeds een eeuw vroeger begonnen was met in het Nederlands (van toen)
te schrijven. Zijn werk was reeds voorbereid door Galileo Galilei met zijn grondige studie van de vrije
val als eenparig versnelde beweging en de conclusie dat een horizontale beweging kan doorgaan met een
minimum aan energieverlies. Men kan hierin een aanwijzing zien voor de eerste wet van Newton of de
traagheidswet.

Eerste Wet van Newton: de traagheidswet
Een voorwerp waarop geen netto resulterend kracht werkt zal zijn bewegingstoestand behou-

den: als het in rust is blijft het in rust, als het in beweging is zal het met constante snelheid
bewegen in een rechte lijn.

Tweede Wet

Als er een netto resulterende kracht werkt op een voorwerp dan zal dit een versnelling krijgen
die evenredig is met de kracht en omgekeerd evenredig met de massa.

Derde Wet of actie-reactie wet

Krachten zijn interacties tussen twee voorwerpen. Als een eerste voorwerp een kracht uitoefent
op een tweede, dan zal het tweede een even grote maar tegengestelde kracht uitoefenen op het
eerste.

Belangrijke opmerking: de wetten van Newton en de andere wetten van de mechanica moeten worden
uitgewerkt in een referentiesysteem zonder versnelling, dus ofwel in rust ofwel bewegend met con-
stante snelheid. Men noemt dit een inertiaalstelsel. Een roterend systeem is geen inertiaalstelsel omdat
bij een punt dat een cirkel beschrijft er minstens een normale versnelling hoort.

De tweede wet wordt meestal geformuleerd als:


http://nl.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton
http://nl.wikipedia.org/wiki/Simon_Stevin
http://nl.wikipedia.org/wiki/Galileo_Galilei
http://nl.wikipedia.org/wiki/Inertiaalstyelsel
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Ziﬁi = md

Wiskundig volgt hieruit de eerste wet. Gezien de vroegere problemen die men had om b.v. te verklaren
hoe een steen verder beweegt wanneer hij losgekomen is van de hand van de werper, was deze eerste wet
een grote stap vooruit.

Wanneer er verder gesproken wordt over "de wet van Newton” dan gaat het over de tweede wet. Deze
tweede wet is als formulering waarschijnlijk één van de kortste uit de mechanica, maar de toepassing
ervan is, zeker in het begin, niet zo evident. Men kan zich bij die toepassing laten leiden door de volgende
4 stappen.

6.2.1 Vrijmaken van het voorwerp

A. Wanneer men de wet van Newton wil toepassen, dan is de eerste vraag welke massa m men wil
beschouwen. Men moet telkens zoeken naar krachten die werken op m, op het voorwerp dat men wil
bestuderen om de juiste kracht te kiezen uit elk actie-reactiepaar. Om gemakkelijker een antwoord te
vinden is het goede praktijk om het voorwerp los van zijn omgeving te tekenen. Dit is de eerste
stap in het vrijmaken van het voorwerp. Als er meerdere voorwerpen zijn, dan mag men die alleen
samen nemen als:

e ze als één geheel met dezelfde versnelling bewegen;

e als men niet geinteresseerd is in de krachten tussen deze voorwerpen.

Als eerste voorbeeld wordt een bol aan een touw beschouwd, rus-
tend op een ronddraaiende kegel. In de eerste stap zal men de bol
afzonderlijk tekenen, los van de kegel.

B. De tweede stap is het invoeren van alle krachten die vanuit
de omgeving op de bal werken. Hierbij moet men zich 2 vragen
stellen:

- werkt de zwaartekracht? Zijn er andere krachten die op afstand I
werken? (D

- waar zijn er contacten met de omgeving? Daar werken normaal
ook krachten.

In dit geval moet men voor de eerste vraag positief antwoorden.
Men zal dus het gewicht tekenen als aangrijpend in het massacen-
trum van het voorwerp.

Figuur 6.1: Bol op kegel

Om de tweede vraag te beantwoorden doet men de ronde van het

voorwerp. Hierbij ontdekt men hier 2 contacten met de omgeving;:

1. het touw. Het touw trekt aan de bol en de bol trekt aan het E‘
touw. De eerste kracht werkt op de bol, de tweede op het touw.

Het is dus de eerste die men nodig heeft.

2. er is een contact tussen bol en kegel. De bol drukt op de kegel . .
en de kegel houdt de bol omhoog. Deze laatste is de kracht op de G \D
bol. Men moet dus een kracht loodrecht op de kegel tekenen en

omhoog. Dit moet de figuur leveren zoals hiernaast.

. Fi 6.2: Bol op kegel: de kracht
6.2.2 Versnelling bepalen U O7 op eset o kractien

C. Eens de krachten ingevuld moet men zich afvragen wat men weet over de versnelling. Hiervoor zal
men moeten kijken naar wat men weet over de baan. Als de baan rechtlijnig is, dan zal ook de versnel-
ling de richting van die rechte moeten volgen. Is de baan gekromd, dan is er zeker een versnelling gericht
vanuit de holle kant naar het kromtemiddelpunt van de baan. Bij een cirkel is dit kromtemiddelpunt
gewoon het middelpunt van de cirkel.

In dit voorbeeld is de baan een horizontale cirkel is. Er is dus een normale versnelling die naar het
centrum van die cirkel gericht is. Dat is dus een horizontale versnelling, niet langs de zijkant van de kegel.
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3, TS
Q_-'!Ej Zijzicht

howenzicht

Figuur 6.3: Bol op kegel: versnelling

In Amerikaanse werken zal men de som van de krachten dikwijls de “applied forces” noemen en de massa
x versnelling de “resultant forces”. Dit beantwoordt aan het idee van oorzaken in het ene en gevolg
in het andere lid. Alhoewel md de dimensie van een kracht heeft, lijkt het toch beter het accent te
leggen op de versnelling als het basiselement van het rechterlid.

6.2.3 Controle

D. Voor men aan de berekeningen begint, is het goed om even te con-
troleren of wat men getekend heeft wel zinvol is. De tweede wet van

— Newton is zeer logisch: als er een resulterende kracht is in een bepaalde
S richting, dan is er een versnelling in die richting. En omgekeerd: als
5 men zeker is dat er een versnelling is in een bepaalde richting, dan moet
_ 3 er een resulterende kracht (mogelijk) zijn in die richting.
G D

Hier is er zeker een horizontale versnelling naar rechts. De resultante
van alle krachten zal dus naar rechts moeten gericht zijn. Men ziet
E‘ + ﬁ' +§' = m 7, dat alleen de spanning in het touw een kracht naar rechts kan leveren.
Verticaal moeten de krachten elkaar in evenwicht kunnen houden. Er

zijn neerwaartse en opwaartse krachten. Dat is in principe dus mogelijk.

Figuur 6.4: Bol op kegel: volle-

dige schets Vooral bij problemen met wrijvingskrachten zal deze controle dikwijls

eventuele fouten in de zin van die krachten aan het licht brengen.

6.2.4 Uitrekenen

Men heeft nu de vergelijking waaraan het systeem moet voldoen. Dat is een vectoriéle vergelijking in
twee dimensies. Er mogen dus twee onbekenden in voorkomen. Als de hoeksnelheid van de kegel en het
gewicht van de bol gegeven zijn, dan zijn dat de spanning in het touw en de druk op de kegel. Men kan
deze vergelijking nu projecteren op een klassiek horizontaal-verticaal assenkruis. Een goede regel is om
te projecteren op de dominerende richting van de vectoren. Hier zijn er twee die volgens een
horizontaal-verticaal assenkruis liggen en twee volgens een schuin assenkruis evenwijdig aan en loodrecht
op de kegel. Maar de 2 onbekenden liggen volgens dit laatste assenkruis. Als men zo schuin projecteert
krijet men twee vergelijkingen met telkens maar 1 onbekende. Dat is dus de snelste oplossingsmethode.
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7ij a de basishoek van de kegel, w de hoeksnelheid van de kegel.

7ij 1 de lengte van het touw + de straal van de bol. Dan is de straal van de cirkel beschreven door het
massacentrum van de bol gegeven door r = l.cos «

De normale versnelling wordt dan: a, = r.w?

De projectie langs de kegel wordt dan:
—G.sin a + S = m.a,.cos @ met enkel S als onbekende —

Projectie loodrecht op de kegel levert dan: D
—Gcosa+ D = —m.ay,.sin «  met enkel D als onbekende —

Het is typisch dat sinus en cosinus afwisselen in de vergelijkingen
als men op orthogonale assen projecteert.

De laatste figuur (6.5) schetst de evolutie van het systeem bij stij-
gende hoeksnelheid van de kegel. Bij kleine hoeksnelheid zal a,
klein zijn, zodat er een druk D nodig is om de veelhoek te slui-
ten. Bij stijgende hoeksnelheid komt er een punt waarop D = 0
is. Stijgt de hoeksnelheid nog verder, dan zou D naar beneden
gericht moeten zijn om de bol op de kegel te houden. Kan dat
niet, dan zal het touw een kleinere hoek maken met de horizontale
opdat de horizontale component van de spanning in het touw zou
kunnen toenemen terwijl de verticale component gelijk blijft aan
het gewicht. De bol komt dan los van de kegel en gaat iets erboven
hangen.

Figuur 6.5: Bol op kegel: evolutie

6.2.5 Tweede voorbeeld

Twee blokken liggen op elkaar (fig. 6.6). Aan het onderste wordt getrokken met een kracht F, het bovenste
wordt tegengehouden door een touw, dat schuin gespannen is onder een hoek van 30°. Tussen de blokken
is er wrijving met wrijvingscoéfficiént f, tussen het onderste blok en de grond met wrijvingscoéfficiént fs.
Dit betekent dat er een wrijvingskracht optreedt die f maal de druk is op het oppervlak. Welke versnelling
krijgt het onderste blok?

Men mag dit probleempje niet te eenvoudig benaderen. Als aan het onderste blok getrokken wordt, zal
het bovenste willen meebewegen naar rechts. Daardoor komt er een spanning in het touw. Daar het
touw schuin gespannen is wordt het bovenste blok lichtjes opgetild. Het druk dus niet meer met zijn volle
gewicht op het onderste blok. In welke mate het opgetild wordt hangt af van de spanning in het touw,
die afhangt van de wrijvingskracht, die athangt van de druk tussen beide blokken, die weer athangt ...
van de spanning in het touw. Dit is geen cirkelredenering. Dat twee veranderlijken mekaar beinvloeden
is vrij frequent en stelt algebraisch geen probleem, zoals verder zal blijken.

- Over welke massa’s moet men praten? Daar men de kracht tussen beide blokken nodig heeft en beide
een verschillende versnelling hebben, moet men zeker beide blokken afzonderlijk beschouwen. Men tekent
ze dan ook best ietwat uit elkaar.

- Wat is de zin van de wrijving? Het bovenste blok moet door de wrijving naar rechts geduwd worden.
Dus is de wrijving die daarop werkt zeker naar rechts gericht. De reactie hierop werkt op het onderste blok
en is dan naar links gericht. Deze is als de vector -W; genoteerd. Welk vector van het actie-reactiekoppel
men met een + en welke men met een - noteert, kan vrij gekozen worden. De + en - betekenen alleen
dat men te maken heeft met twee even grote maar tegengesteld gerichte vectoren, wat typisch is voor
een actie-reactiekoppel. Bij het opschrijven van de projecties wordt met dit min-teken uit de vectoriéle
notatie geen rekening gehouden. Dan kijkt men alleen naar de zin van de vector t.o.v. de projectierichting.
Er blijft dat bij projectie op zelfde assen, de projecties van actie en reactie tegengesteld teken moeten
hebben. Zie infra b.v. voor Wj.

Na het vrijmaken en het invullen van alle krachten moet een figuur bekomen zoals hiernaast. Men krijgt
dan voor de projecties op een klassiek xy-assenkruis:

Voor m;:

—S.c0s30° + Wy =0 (1)
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Figuur 6.6: 2 blokken met wrijving

+5.8in30° + Dy — G1 =0 (2)

Wi = f1.D1 (3)
Voor mo

Wy —Wsa + F = ma.a (4)

"Dy Gy + Dy =0 (5)

Wy = f2.Ds (6)

Er blijken zes vergelijkingen te zijn voor zes onbekenden. Dat moet normaal oplosbaar zijn. Na invullen
van (3) in (1) en een beetje herschikken van (1) en (2) bekomt men:

—S.c0830° + f1.D1 =0 (1b)
+S5.sin30° + Dy = Gy (2b)

Dit blijkt een stelsel van twee vergelijkingen in twee onbekenden, dat dus afzonderlijk oplosbaar is. Men
kan S elimineren door (1b) te vermenigvuldigen met sin 30° en (2b) met cos 30° en beide lid aan lid op
te tellen. Het resultaat is:
cos 30°.G1
D, = — 5
f1.8in30° + cos 30
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Op analoge manier kan men D; elimineren door (2b) met -f; te vermenigvuldigen en lid aan lid op te
tellen:

_ f1.G1
f1.8in30° 4 cos 30°

Als men als numerieke gegevens neemt: m; = 2 kg, mo = 5 kg, f; = 0,1, f5 = 0,2 en F = 30 N, dan
bekomt men als numerieke oplossing:

D, — 18,909 N

S — 2,183 N
Uit (5) haalt men:

Dy = Gz + Dy = 50 + 18,909 — 68,909
(4) kan herwerkt worden tot:

-f1Dq - £5.D3 + F = mo.a

Invullen van de numerieke gegevens leidt tot a = 2,87 m/s?

De fout die bij dit soort problemen soms gemaakt wordt is dat men inziet dat de druk D5 beinvloed wordt
door het gewicht van m;. Sommigen willen dat verrekenen door voor het gewicht van msy het gewicht
van beide massa’s te verrekenen. Dit soort beinvloeden wordt echter verrekend via de verbindings-
krachten , hier D; en W;. Men moet de krachten bij hun aangrijpingspunt laten en nooit een
kracht die op een bepaalde massa werkt opschrijven in de vergelijkingen van een andere massa.

6.2.6 Derde voorbeeld

Een man op een hangend platform trekt zichzelf omhoog. Met
welke kracht moet hij trekken aan het touw om een versnelling
van 1 m/s? te bereiken? met welke kracht drukt hij dan nog op
het platform? Gegeven is my,, de massa van de man, en my, de
massa van het platform. De katrol wordt ideaal ondersteld zodat
de spanning in het touw aan beide zijden van de katrol dezelfde is.

Men kan voor de oplossing van dit probleem verscheidene systemen
beschouwen. Daar man en platform samen bewegen met dezelfde
versnelling, kan men ze samen nemen. Dan kan men echter niets

zeggen over de kracht waarmede de man op het platform drukt .\,O
want dat is dan een inwendige kracht, die niet in de vergelijkingen
zal voorkomen.

Men mag ook niet stellen dat de som van de spanningen in de
touwen gelijk moet zijn aan het gewicht van man + platform. Er
is een versnelling omhoog en dus moet er een resultante omhoog
zijn. De spanning in de touwen zal dus groter moeten zijn dan het Figuur 6.7: Man op platform trekt
gewicht van man -+ platform. zichzelf omhoog

Als men iets wil weten over de kracht tussen man en platform, dan

moet men man en platform afzonderlijk nemen. Men krijgt dan de schets van fig.6.8. Bemerk dat de
kracht van het platform op de man omhoog is. Deze kracht vormt een actie-reactickoppel met de kracht
van de man op het platform.

Men krijgt als vergelijkingen (zie fig. 6.8):
e voor het platform: S — D — G, =my.a
e voorde man: S+ D —G,, =mpy.a
Dit is een stelsel van 2 vergelijkingen in 2 onbekenden.

Telt men beide vergelijkingen lid aan lid op dan verdwijnt D eruit en bekomt men S:

S = (mp +mum)(a +g)/2
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—
—
Gp D
Figuur 6.8: Man op platform: krachten

Trekt men beide leden van elkaar af dan bekomt men D:
D = (mm —mp)(a+g)/2

Voor een positief resultaat voor D, d.i. opdat D de onderstelde zin zou hebben, moet m,,> m;. Het is
nogal evident dat als het gewicht van het platform groter zou zijn dan het gewicht van de man, de man
gewoon omhoog zou getrokken worden door het vallend platform.

6.3 Impuls en Behoud van impuls

Een massa onderworpen aan de wet van Newton, kan men volgen in de tijd. Wiskundig komt dit neer op
het integreren van beide leden van de wet van Newton naar de tijd. Hierbij worden de volgende nieuwe
begrippen ingevoerd:

de stoot: N = fﬁ.dt

de impuls of hoeveelheid van beweging:p'= m.v

Uit de eerste definitie wordt de eenheid voor stoot en hoeveelheid van beweging afgeleid als New-
ton.seconde, met symbool Ns

6.3.1 Impulsstelling
6.3.1.1 Voor 1 massa

Dit is rechtstreeks de integraal van beide leden van de wet van Newton tussen een beginogenblik, hier
met index “init” van “initieel”, en een eindogenblik, hier met index “fin” van “finaal”
init init

. . d_’
fin~ Bt = [F" ma.dt = fmd—z.dt = [ mdv
Zi Ni = ’I’I’L(’Ufln _Uinit) = A’I’I’L’U
Dit is een vectori€le wet die dicht aansluit bij de tweede wet van Newton. Men zal dezelfde techniek voor

het vrijmaken van de massa m moeten volgen. In de vectoriéle formule staat een minteken, maar als bij
projectie de term die volgt ook negatief is, dan kan het in de praktijk een som worden.



6.3. IMPULS EN BEHOUD VAN IMPULS 121

Voorbeeld

Een bal beweegt wrijvingsloos over een horizontaal vlak en botst tegen een volkomen gladde verticale
wand (fig.6.9 ). Men stelt vast dat de bal de wand nadert onder een hoek van 60° en teruggekaatst wordt
onder een hoek van 50°. Bereken de snelheid na de botsing en de stoot van de wand op de bal. Snelheid
voor de botsing: 4 m/s ; massa van de bal: 0,1 kg.

Nota: alleen bij een volkomen elastische botsing zou de uittreehoek moeten gelijk zijn aan de invalshoek.
Oplossing

De bal botst tegen een “volkomen gladde wand”. Hiermede
geeft men aan dat de kracht van de wand op de bal steeds
loodrecht op de wand zal staan. De stoot als integraal van de
kracht over de botsingstijd zal dus ook loodrecht op de wand
staan. Er zijn dus 2 onbekenden in het probleem: de grootte
van de stoot en de grootte van de snelheid na de botsing.
Volgens bovenstaande impulsstelling kan men opschrijven:

N = m(v3 — 1)
Men kan deze vergelijking projecteren op een Kklassiek
horizontaal-vertikaal assenkruis:

—N = m(—vysin50° — v1 8in 60°)
0 = m(vg cos50° — vy cos 60°)

De eerste vergelijking zou men met -1 kunnen vermenigvuldi-
gen. Dan worden alle mintekens een + en wordt het rechterlid

een som. Uit de laatste vergelijking volgt onmiddellijk: Figuur 6.9: Bal botsend met wand

cos 60°
V2 = U1 o 0,5/0,77 ,61m/s
Dit invullen in de eerste vergelijking levert de stoot:
sin 50° cos 60° + sin 60° cos H0° sin 110°
N = muwvy = muv

cos 50° L cos 50°
= 0,1.4.0,94/0,77= 0,488 Ns

6.3.1.2 Voor meerdere massa’s

Wanneer men meerdere massa’s heeft, kan een deel beschouwd worden als het systeem waarover men praat
en de rest als niet behorend tot dat systeem. Voor de krachten wordt dan een onderscheid ingevoerd
tussen:

- inwendige krachten : krachten tussen twee massa’s die behoren tot het systeem. De
inwendige krachten moeten, volgens het derde postulaat van Newton steeds onder de vorm
van actie-reactieparen voorkormen.

- uitwendige krachten : krachten die van buitenuit op één der massa’s van het systeem
werken. Ze krijgen hier de index “ext” voor “extern”.

Wanneer de bovenstaande stelling toegepast wordt op op elke massa van het systeem en men dan som-
meert over alle massa’s van het systeem, vallen de stoten van de inwendige krachten tegen elkaar weg.De
inwendige krachten vormen immers actie-reactieparen die even lang werken. Alleen de stoten van de
uitwendige krachten kunnen de totale hoeveelheid van beweging van het systeem beinvloe-
den :

Zi Ni,emt = A(Zl mﬂ)_%) = Zmﬁi,fm - Zl mﬁi,z‘m‘t

Bemerk dat er nu ook gesommeerd wordt over alle massa’s. Alhoewel in de formules dezelfde index
gebruikt wordt, kan elke som over een ander aantal elementen lopen. Bij een explosie bv. kan men in
het begin één massa hebben en een grote hoeveelheid brokstukken na de explosie. De totale beschouwde
massa voor en na moet natuurlijk wel dezelfde zijn.
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6.3.2 Behoud van impuls

Van deze laatste uitdrukking bestaat een speciaal geval. Als de som van de uitwendige stoten nul is,
dan staat er dat de eindtoestand nog gelijk is aan de begintoestand. Kortweg zegt dat dan dat de totale
impuls constant is of behouden blijft. In wiskundige vorm:

Do N’i,em =0 & Y m;= c

Het kan ook gebeuren dat de voorwaarde dat de som van de uitwendige stoten nul is alleen opgaat
voor de projectie ervan op een bepaalde richting. Dan staat er dat voor de projecties op die richting
de eindtoestand nog gelijk is aan de begintoestand of m.a.w. dat er behoud geldt volgens die richting.
Dit is het geval voor de richting langs de wand van vorig voorbeeld. De projectie van de vergelijking
langs de wand zegt dat er evenwijdig aan de wand behoud van impuls is. In deze aardse wereld zitten
we altijd met het gewicht als verticale uitwendige kracht, zodat behoud van impuls dikwijls alleen in het
horizontale vlak zal kunnen toegepast worden, bv. bij botsende biljartballen. Een andere mogelijkheid
om de invloed van de zwaartekracht te mogen verwaarlozen is te stellen dat de botsingstijd zeer klein is,
waarover verder meer.

In de praktijk zal men niet de constante berekenen, maar past men behoudswetten toe door de som van
de hoeveelheden van beweging te maken op een eerste ogenblik en daarna die som ook te maken op een
tweede ogenblik en dan te stellen dat beide sommen moeten gelijk zijn. Voor Behoud van Energie zal het
gaan over sommen voor twee verschillende posities van het systeem, daar deze wet afgeleid wordt door
integratie in de ruimte.

Bij een botsing geldt er steeds behoud van impuls, maar niet noodzakelijk behoud van energie. Wanneer
er bij een botsing ook de energie behouden blijft, spreekt men van een volkomen elastische botsing. Dit
impliceert dat de voorwerpen zeker niet aan elkaar blijven kleven. Wanneer twee botsende voorwerpen
aan elkaar blijven kleven dan heeft men een volkomen niet-elastische botsing. De meeste werkelijke
botsingen liggen echter tussen deze beide uitersten in. Hieraan wordt een afzonderlijk hoofdstuk gewijd:
Botsingen (11)

Voorbeeld

/

o— o
. ;30"

N

Figuur 6.10: Botsende biljartballen

Een biljartbal wordt met een snelheid van 5 m/s tegen een stilstaande bal geschoten. Men stelt vast dat
deze bal uitwijkt onder een hoek van 60° en dat de andere bal vertrekt onder een hoek van 30° t.o.v. de
snelheid van de aankomende bal. Bereken de snelheid van beide ballen.

Oplossing

Dit is een interactie tussen de 2 ballen zonder invloed van krachten van buitenuit. Er geldt dus een
behoud van impuls. Men schrijft dus dat de impuls voor de botsing moet gelijk zijn aan de totale impuls
na de botsing:

m.0) = m.vp, + m.v,
Dit kunnen we projecteren op een horizontale en een verticale as:

m.vg = m.vy. cos 60° + m.v,.. cos 30°
0 = m.vp. sin 60° — m.v,.. sin 30°
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Als alle massa’s dezelfde zijn kunnen deze weggedeeld worden uit de vergelijkingen. De eenvoudigste
manier om dit soort lineaire stelsels op te lossen is beide vergelijkingen te vermenigvuldigen met een
coéfficiént zodat de onbekende die men weg wil tegengestelde coéfficiénten krijgt en wegvalt als men lid
aan lid optelt. Om v, weg te werken zal men dus de eerste vergelijking vermenigvuldigen met sin 30° en
de tweede met cos 30° en lid aan lid optellen. Dit levert:

V. 8in 30° = vp(cos 60°. sin 30° + sin 60°. cos 30°) = wp,. sin 90° = vy,
Dus vy, = 5.8in 30° = 2,5 m/s

Op analoge manier werkt men vy, weg door de eerste vergelijking te vermenigvuldigen met sin 60° en de
tweede met -cos 60°. Dit levert op analoge manier dat vy, = vp.sin 60° = 5.sin 60° = 4,33 m/s

Nota: het is geen toeval dat de ballen onder een hoek van 90° uit elkaar gaan. dit blijkt een eis van het
behoud van energie: 52 = 2,52 + 4,33%2. Als men behoud van energie mag toepassen bij dit probleem,
dan moet maar één richting na de botsing gegeven worden om het probleem te kunnen oplossen.

Nota: botsingstijd zeer klein

Om berekeningen te vereenvoudigen zal men dikwijls stellen dat “de botsingstijd zeer klein is”. Deze
idealisatie heeft twee gevolgen:

1. de invloed van niet-botsingskrachten mag verwaarloosd worden.

2. er kan een omwisseling van snelheden gebeuren zonder verandering van plaats.

Voor het eerste punt: als men dezelfde verandering van impuls wil bereiken in een steeds kortere tijd,
dan zal de kracht die hiervoor moet zorgen steeds groter moeten worden. De andere krachten, zoals
bv. het gewicht, nemen echter niet toe naarmate de interactietijd kleiner wordt. Hun invloed wordt dus
verwaarloosbaar bij zeer kleine interactietijden.

Voor het tweede punt: wanneer bv. een biljartbal tegen een stilliggende biljartbal aanbotst, zal men
een eerste ogenblik hebben waarbij de eerste bal beweegt en de tweede stil ligt en een volgend ogenblik
waarop de eerste stil ligt en de tweede beweegt, zonder dat beide ballen van plaats veranderd zijn.

Dit laatste effect is te begrijpen uit het feit dat deze idealisatie leidt tot een snelheden, die in één ogenblik
overgaan naar de nieuwe waarden. Daar verplaatsing de integraal is van de snelheid over de tijd, is er
op het eerste ogenblik van de nieuwe snelheid nog geen verplaatsing omdat er dan nog geen interval is
waarover kan geintegreerd worden.

Hoe realistisch is deze idealisatie? Wanneer een smid zijn hamer losjes op het aambeeld laat neerkomen
en terug opwippen is de contacttijd enkele honderdsten van een seconde. Als men geinteresseerd is in
wat er seconden nadien gebeurt, dan is dat inderdaad te verwaarlozen.

6.3.3 Continue stroming

Wanneer een vloeistof door een bocht in een buis stroomt, dan wordt de impuls van het voorbij stromend
water voortdurend veranderd omdat de richting van de snelheid van het water dat in de bocht passeert,
verandert. deze verandering vereist een continue kracht van de buis op het water. Hoe groot die kracht
is, kan men berekenen aan de hand van de figuur hieronder.

A g A 1

Figuur 6.11: Stroming in buis
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De figuur 6.11 stelt een buis voor waarin water stroomt. Men onderstelt een stationaire stroming, d.w.z.
dat in elk punt, de snelheid van de stroming niet verandert in de loop van de tijd. Op een eerste ogenblik
is er een hoeveelheid water met volume Vi, die klaar staat om door de doorsnede in A in het volume Vg
te vlioeien. Op een tweede ogenblik is het volume V7 in het volume Vi1 gevloeid maar is er een even grote
massa met volume Vi door de doorsnede in B weggevloeid. Als men de impuls berekent op het eerste
ogenblik, krijgt men:

= f\/ol, v.dm + f\/olﬂ v.dm = pr + pir
Op het tweede ogenblik krijgt men:

Do = fVolH v.dm + fVolUI v.dm = prr + Prrr

Met de onderstelling van een stationaire stroming moet de impuls van volume Vi op beide ogenblikken
nog dezelfde zijn. Het verschil in impuls wordt dus:

Ap'= prir — pr
Voor de kracht geldt dus:
FAt = A = frir — pi

Men kan de impuls van de volumes I en III benaderen als een volume Am x een gemiddelde snelheid vy
en virr. Voor de gemiddelde kracht krijgt men dan:

F = 82 (g7 — ¥)

Als men nu het tijdsinterval naar 0 laat gaan, wordt A m/A t het massadebiet Dy, ( kg/s) en worden de
snelheden de gemiddelde snelheden over de doorsneden in A en B. De formule wordt dan:

ﬁop medium — Dm(Uuzt - Uzn)
De richting van de kracht wordt dus bepaald door het verschil in de richting van de snelheden. Als beide
snelheden gelijk zijn zal de kracht volgens de bissectrice van de hoek tussen vy en -vi, liggen. Bemerk
ook dat de benodigde kracht stijgt met het kwadraat van de snelheid want ook het debiet zal toenemen
bij stijgende snelheden.

De kracht van het medium op de buis is het tegengestelde van wat de formule levert. De kracht nodig
om de buis op haar plaats te houden is dan weer het tegengestelde van deze kracht of opnieuw de kracht
zoals de formule die levert. Dit wordt in sommige meettoestellen gebruikt om de hoeveelheid van het
voorbijstromend medium te bepalen,bv. bij het laden van graan in een vrachtwagen.

Men kan voor deze kracht ook een aangrijpingspunt rg bepalen. Hiervoor moet men de impulsmomenten
berekenen t.o.v. een willekeurig vast punt. Het is opnieuw duidelijk dat het impulsmoment van het volume
V11 niet verandert. De volgende vergelijking levert een eerste benadering voor het aangrijpingspunt, met
Iin €n ryyy de positie van het zwaartepunt van de doorsneden A en B:

rrp X F= Dm(ruit X Uyit — Tin X Uin)

Voorbeeld

Een straalvliegtuig vliegt met een constante snelheid van 1500 km/u. Het verbruikt lucht met een debiet
van 110 kg/s en brandstof met een debiet van 0,97 kg/s. De verbrandingsgassen worden uitgestoten met
een relatieve snelheid van 780 m/s. Welke stuwkracht levert zijn motor op dat ogenblik?

Oplossing

De formule geeft de kracht op de uitlaatgassen. De stuwkracht van de motor is de reactie hierop, dus
even groot maar tegengestelde zin. Hier volstaat het dus de grootte van de kracht te berekenen.

In de formule moet met absolute verschillen in impuls gerekend worden. Men onderstelt dat de lucht
voor het vliegtuig stilstaat. 1500 km/u = 1500*1000/3600 = 416,7 m/s. De uittredende lucht (in de
verbrandingsgassen) heeft dus een absolute snelheid van 780 - 416,7 m/s = 363,3. Daar de brandstof
met het vliegtuig mee vervoerd wordt, is haar beginsnelheid de snelheid van het vliegtuig. Haar absolute
snelheidsverandering komt dus uit op de relatieve snelheid. Daar alle debieten in kg/s gegeven zijn en
niet als volume/s, kunnen ze rechtstreeks gebruikt worden in de formule. Men krijgt dan:

F = D ucnt(363,3 - 0) + Dy brandst (780) = 110*363,3 + 0,97*780 = 39 963 + 756,6 = 40 719,6 N
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Tweede voorbeeld

Bij het testen van een straalmotor wordt achter de motor een deflector gezet die de uitlaatgassen omhoog
richt (fig..6.12) Bereken de krachten in de steunpunten en in de kabel als de motor gassen uitstoot met
een debiet van 45 kg/s en deze de deflector binnenkomen met een snelheid van 720 m/s en die verlaten
met een 310 m/s. De diameter van de inlaat is 1 m en van de uitlaat 1,5 m. Het eigen gewicht van de
deflector is 2000 N.

Oplossing

Voor de berekening zal in twee dimensies gewerkt worden. Men mag onderstellen dat de opstelling
symmetrisch t.0.v. een verticaal vlak in het midden, zodat wat berekend wordt het dubbele is van de
krachten in linker- en rechter bevestiging.

Vuit

Figuur 6.12: Deflector voor uitlaat van straalmotor

De statica eist dat de som van alle krachten nul is en de som van alle momenten t.o.v. een willekeurig
punt. Voor de som van de krachten krijgt men:

§+EB+§C+é+ﬁopbuis:0

De kracht op de buis is de reactie op de kracht op de gassen. Men kan deze verandering van teken ook
bekomen door de bovenstaande formules in het rechterlid te plaatsen. Uitgewerkt in projecties in een
klassiek vertikaal-horizontaal assenkruis: - Horizontaal:

—5.¢0830° = Dy, (0 — vyp)
Hieruit volgt ogenblikkelijk voor S:
S = 45%720/cos 30° = 37412 N
- Verticaal:
—5.8in30°+ R + Ro — G = Dy (vyir — 0)

Hierin zitten nog 2 onbekenden. Men moet ook nog de momentenvergelijking opschrijven. Dit wordt
gedaan t.o.v. D omdat dan 2 van de 3 onbekenden niet voorkomen in de vergelijking en men dus een
vergelijking in 1 onbekende zal bekomen.

5*Re - 2*G = Dy (4,25%vyit -(-0,5%vip))
Hieruit volgt:
Re = (2*%2000 + 45(4,25*310 + 0,5*720))/5 = 15897 N

Invullen in de vorige vergelijking levert Rg = 18789 N
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6.3.4 Historische nota

Newton zelf formuleerde zijn tweede wet onder de vorm van ”de kracht veroorzaakt een verandering van
de hoeveelheid van beweging van het voorwerp”. Wiskundig:
) d _ dm_ dv

F=—p=—mi=——0+m—

dt dt dt dt

Deze formulering is algemener en is ook toepasselijk in situaties waar de massa niet constant blijft, zoals
bv. bij een raket of een straalvliegtuig. Het eerste voorbeeld kan men dan oplossen door op te merken
dat er geen uitwendige kracht is (bij horizontale vlucht) en de stuwkracht van de motor dus overeenkomt
metmd uit de formule

6.3.5 Links

Er bestaan op internet heel wat simulaties van botsingen. Een bekende, met elastische en niet-elastische
botsingen in te vinden bij de applets van Walter Fendt!: (in verscheidene talen)
Een lijstje van interessante sites kan men vinden bij de K.U.Leuven?

6.4 Arbeid en energie

Men kan een voorwerp dat onderworpen is aan de tweede wet van Newton volgen langs de baan. Het
is uit de dagelijkse ervaring duidelijk dat wanneer men tegen iets duwt om dat te verplaatsen, men dan
arbeid levert. Wanneer een kracht van punt tot punt kan verschillen gedurende deze verplaatsing, zal
men een beroep moeten doen op een integraal om deze arbeid uit te rekenen. Voor het product van twee
vectoren bestaan echter twee mogelijkheden: scalair en vectorieel product. Het blijkt dat we hier het
scalair product nodig hebben want het resultaat moet een reéel getal zijn.

6.4.1 Energiestelling voor één massa

Indien er maar 1 massa is kan er maar 1 verplaatsing zijn. In differentiaalvorm krijgt men:
(2, Fy) - dif = ma - d

Met de substitutie di = vdt krijgt men
- dv dv

) di = m— - Gdt = miT - —dt

>, F)-di=m i my-—

Als men zich in het rechterlid nu beperkt tot v als variabele en de verdere afhankelijkheid van v t.o.v. de
tijd niet beschouwt, dan krijgt men:
muv

5 )

Integreren van beide leden tussen een positie 1 en een positie 2 levert:

2
(S, Fy) - dif = mo - di = d(

2
f12 (Zz Fi)'dF: A%

Men definieert nu:

Arbeid : A= [F.d7

mv2

2

Kinetische energie : E} =

Thttp://www.walter-fendt.de/ph14d/
2http:/ /fys.kuleuven.be/pradem /fysaplet.htm
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De stelling zegt dus: de arbeid van de krachten gaat naar de verandering van kinetische energie
van het voorwerp .

Arbeid en energie worden uitgedrukt in Joule , symbool J. 1 J = 1 N x 1 m.(Qua dimensie komt dit dus
overeen met een moment, met eenheid Nm, Newton-meter)
2 2 2
mov mu muv
Dus A =—2_ L - AFE
2 2 2 g
Wanneer de arbeid positief is dan wordt er energie geleverd aan het voorwerp. Wanneer de arbeid negatief

is wordt er energie onttrokken aan het voorwerp.

Men kan hier een link leggen met wat in de kinematica verteld wordt. Als een kracht loodrecht staat op
de baan van een massa, dan zal die massa ook een versnelling krijgen die loodrecht staat op die baan
(tweede wet van Newton). Bij een versnelling loodrecht op de baan verandert de richting van de snelheid
maar niet de grootte. De kinetische energie van het voorwerp blijft dus constant. Men ziet dat door het
scalair product in de berekening van de arbeid geleverd door de kracht, die kracht dan ook geen arbeid
levert. Heeft de kracht wel een component volgens de raaklijn aan de baan, dan zal er een verandering
zijn van grootte van de snelheid en dus van de kinetische energie.

6.4.2 Energiestelling voor meerdere massa’s

De vorige formule moet op elke massa toegepast worden. Alhoewel de inwendige krachten in paren
voorkomen, is het niet altijd zo dat de verplaatsing van het aangrijpingspunt van de actie- en reactiekracht
dezelfde is. Een voorbeeld hiervan vindt men op het einde van deze paragraaf. Men moet dus zowel de
arbeid van de inwendige als van de uitwendige krachten verrekenen:

f Zj (Zz F"ij,inter'n + Zz F:ij,extern) : dT; == Zj AEk,,j
Hierbij loopt j over alle massa’s en i over alle krachten op elke massa. Meestal vervangt men de dubbele
som in het linkerlid door één som lopend over alle inwendige en uitwendige krachten.

Een grote vereenvoudiging van deze formule treedt echter op als men te maken heeft met ideale ver-
bindingen. Een ideale verbinding wordt gedefinieerd als een verbinding die geen arbeid levert
en er ook geen opneemt. De krachten die optreden in ideale verbindingen kan men in bovenstaande
energieberekening dus rustig weglaten.

Om het mechanisme van de ideale verbindingen te begrijpen, moet men een onderscheid maken tussen
inwendige verbindingen en verbindingen met de omgeving.

- Voor inwendige verbindingen komt het erop neer dat zowel actie- als reactiekracht dezelfde ver-
plaatsing ondergaan volgens de richting of werklijn van de krachten. Daar beide krachten echter een
tegengestelde zin hebben, zal de totale arbeid nul zijn. Er is echter wel iets gebeurd: er is energie van
één onderdeel van het systeem naar een ander onderdeel overgebracht, daar elke component van het
actie-reactiekoppel op een ander onderdeel werkt. Dit is bv. duidelijk het geval bij een scharnier.

- Bij verbindingen met de omgeving werkt slechts één van beide krachten op het beschouwde systeem.
De mogelijkheden om geen arbeid te hebben zijn dan ofwel geen verplaatsing (bv. vaste scharnier) of een
verplaatsing loodrecht op de kracht (bv. volkomen glad oppervlak: schaatser op ijs, luchtkussentafel).

Als voorbeeld van een geval waarbij actie en reactie niet dezelfde verplaatsing hebben, kan men het
geval beschouwen van een kist die men vooruitduwt (fig.6.13). Er is wrijving tussen de kist en de grond.
De wrijvingskracht die aangrijpt op de grond en de wrijvingskracht die aangrijpt op de kist vormen een
actie-reactiekoppel. Maar het aangrijpingspunt van de wrijving op de kist verplaatst zich met de Kkist.
Er wordt dus arbeid onttrokken aan de kist (die uiteindelijk moet geleverd worden door de man die
de kist duwt). De wrijvingskracht op de grond grijpt telkens op een ander punt aan, maar ieder van
die punten staat stil. Er wordt dus geen mechanische arbeid doorgegeven aan de grond. De arbeid
die onttrokken wordt aan de kist zal vooral gaan naar wrijvingswarmte en dus als mechanische energie
verdwijnen uit het systeem.

6.4.3 Speciaal geval : potentiaalkrachten en behoud van energie

Het blijkt dat de arbeid van sommige krachten onafhankelijk is van de gevolgde weg en alleen
bepaald wordt door begin- en eindpunt. Deze krachten noemt men conservatieve krachten of poten-
tiaalkrachten .
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Figuur 6.13: Kist met wrijving

Voor deze krachten geldt ook dat als men een weg in één zin en daarna in de tegengestelde zin doorloopt
(omwisselen van begin- en eindpunt), men dezelfde arbeid eens zal moeten leveren en eens zal ontvangen.
Bij het doorlopen van een gesloten kromme moet de arbeid dus nul zijn. Als een integraal van een functie
over een gesloten kromme nul is, dan moet de rotor van deze functie binnen de kromme nul zijn:ﬁ xF =0.
Vstaat voor de nabla-operator Za% + fa% + E%. Zie ook nabla-operator. Men krijgt dan voor de rotor
van een vector:

i ]k
- = o 0 0 ofF, O0F, - ,0F, OF, - 0F, O0F, -
F — . . -~ — z _ _y 3 x _ z 7 _y o x k
VX oxr Oy 0z ( dy 0z Jit 0z ox Zha ox dy )
F, F, F,

Dit levert dus een middel om te controleren of een gegeven kracht een potentiaalkracht is of niet. De
naam ‘rotor’ is ontstaan omdat een voorwerp dat geplaatst wordt in een krachtveld met rotor verschillend
van 0, de neiging zal vertonen te beginnen draaien.

= -
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Figuur 6.14: Stroomsnelheden in beek als voorbeeld van rotationeel veld

Een eenvoudig voorbeeld is het water in een beek dat trager stroomt tegen de zijkant dan in het midden.
In het voorbeeld van de figuur hiernaast is vy = -0,5.x% + 2x . Als men hierin een vierkant plankje laat
drijven dicht bij de oever, dan zal het deel dat meer in het midden van de beek ligt harder vooruit geduwd
worden dan het deel bij de oever. Het plankje zal daardoor beginnen draaien. Men vindt hier voor de
rotor alleen een z-component. Een positieve component betekent een rotatie in tegegnwijzerzin (van x-
naar y-as). Men vindt:

Ovy

Yo )
o T +


http://nl.wikipedia.org/wiki/Rotatie_(wiskunde)
http://nl.wikipedia.org/wiki/Nabla
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Voor x<2 levert dit een positief resultaat, voor x>2 een negatief resultaat, zoals men intuitief ook
verwacht.

Wanneer een kracht een potentiaalkracht is, dan definieert men de potentiéle energie van een voorwerp
in een bepaalde positie onder invloed van die potentiaalkracht als het tegengestelde van de arbeid
die nodig is om het voorwerp in die positie te brengen :

E,=—[F dF

In het rechterlid staat een onbepaalde integraal. Deze is slechts op een constante na bepaald. Normaal
zal men een ijking uitvoeren door:

e ofwel van deze onbepaalde integraal een bepaalde integraal te maken door een vaste vertrekpositie
in te voeren

e ofwel de constante te ijken door een bepaalde waarde toe te kennen aan de potenti€le energie in een
bepaalde positie. Om de zaken eenvoudig te houden zal men meestal deze energie gelijk aan nul
kiezen op de plaats waar de integraal zonder de constante nul is. Dan wordt de constante = 0 en
hoeft men geen constante mee te nemen bij het uitrekenen van de potentiéle energie.

Uit bovenstaande betrekking volgt dan ook dat de arbeid geleverd door een potentiaalkracht bij verplaat-
sing van een positie naar een andere, het tegengestelde is van de verandering van potentiéle energie.

A= [} Fydit = —(Ey(B) — Ey(A)) = Ey(A) — E,(B)

Wanneer de rotor van een functie nul is, dan kan deze functie ook altijd geschreven worden als de gradiént
van een andere functie. Hier betekent dit dat men de potentiéle energie ook kan definiéren als een functie
zodanig dat de kracht het tegengestelde is van de gradiént van deze functie (zie ook gradiént ) :

- - oE,-~ OE,- O0E,-
By = =VEBy = =G0+ 5 50+ k)

Deze definitie is wiskundig iets veiliger - men moet niet eerst een speciale eis stellen aan de kracht - maar
geeft minder fysisch inzicht in de betekenis van potentiéle energie en geeft ook geen manier om deze te
berekenen.

Bemerk dat men in de praktijk bijna altijd met verschillen in de potentiéle energie zal moeten werken
en dat het verschil van twee functiewaarden alleen gelijk is aan de functiewaarde van het verschil van de
argumenten voor een lineaire functie. Dit betekent in de praktijk dat men, indien de potentiaalfunctie
een lineaire functie is, op elke willekeurige plaats de oorsprong kan leggen van het argument en er de
potentiéle energie gelijk aan nul stellen zonder een constante te moeten meenemen in de uitdrukking van
de potentiéle energie. Dit is het geval bij de formule voor de potenti€le energie van de gravitatie aan het
aardoppervlak (E, = mgh), maar niet voor de potentiéle energie volgens de algemene gravitatieformule
of voor de potentiéle energie van een veer.

6.4.3.1 Strikt behoud van energie

Bij een systeem dat uitsluitend beinvloed wordt door potentiaalkrachten, kan men de arbeid geleverd
door deze krachten in hetzelfde lid brengen als de kinetische energie en opschrijven als het tegengestelde
van de verandering van de potentiéle energie. Men bekomt dan een som waarvan de waarde constant
moet blijven, een hoeveelheid die behouden moet blijven. Deze hoeveelheid noemt men de mechanische
energie. Wiskundig schrijft men de wet van behoud van energie kortweg op als:

ZEerZEk:C

Dit constant blijven geldt in eerste instantie voor een verandering van positie. Daar men echter geen
ogenblikkelijke verandering van positie kan hebben (versnelling oneindig!), zal er ook altijd een tijdsver-
schil nodig zijn. Bij behoud van hoeveelheid van beweging speelt in de eerste plaats het tijdsverschil
en dit kan eventueel zonder verschil in positie van de betrokken massa’s. Hier heeft het geen zin om
het systeem te bekijken in dezelfde positie maar op twee verschillende tijdstippen: de snelheden en de
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potentiéle energie(én) moeten dan dezelfde zijn. Essentieel is hier dat men twee verschillende posities
bekijkt.

Daar de potentiéle energie functie is van de plaats en de kinetische energie functie van de snelheid (en/of
hoeksnelheid), legt deze wet een verband tussen positie en snelheid. En daar de kinetische energie
het kwadraat van de snelheid bevat, houdt ze geen rekening met de richting van de snelheid. M.a.w. deze
wet zegt dat een massa die aan deze wet onderworpen is, steeds met even grote snelheid door een gegeven
positie (in termen van het argument van de potentiéle energie) zal passeren, wat ook de richting van de
snelheid zij.

In de praktijk bepaalt men best deze som in beide posities, liever dan de afzonderlijke verschillen:

(> Ep + 22 Ek)post = (3 Ep + 3- Ei)pos2
Bemerk dat de correcte formulering in termen van verschillen is:
AEP +AE, =0 & AEP = —-AF}

Het is dus niet “het verschil in potentiéle energie is gelijk aan het verschil in kinetische energie” maar
wel “het verschil in potentiéle energie is het tegengestelde van het verschil in kinetische energie”.

6.4.3.2 Uitgebreid behoud van energie

In de praktijk zijn er veel problemen waarbij niet-potentiaalkrachten optreden zoals bv. wrijving. Men
kan dan toch de energiebalans zodanig schrijven dat men kan zeggen dat de som van de energieén in een
eerste positie gelijk is aan de som van de energieén in de tweede positie. Brengt men in de energiestelling
de potentiaalkrachten naar het rechterlid over en behoudt men alleen de niet-potentiaalkrachten in het
linkerlid dan kan met schrijven:

U=AE, + A Ex
met U de arbeid van de niet-potentiaalkrachten.

Men kan nu deze arbeid verdelen over de arbeid die geleverd wordt aan het systeem en de arbeid die
onttrokken wordt aan het systeem. De eerste arbeid is positief en die laten we in het linkerlid als
Egeleverd aan het systeem- D€ tweede arbeid is negatief. Als men die overbrengt naar het rechterlid dan
wordt ook die positief. Men kan die noteren als |Egnttrokken uit het systeem |- Men krijgt dan de volgende
uitgebreide behoudsformulering;:

(Z Ep + Z Ek)posl + Egeleverd aan het systeem — (Z Ep + Z Ek)posQ + |Eonttrokken wit het systeem|

Het voordeel van deze formulering is dat het een somformulering is. Een som is commutatief (volgorde
van de termen heeft geen belang) en kan zoveel termen bevatten als men wil. Een verschil kan slechts
tussen twee termen en de volgorde is van belang.

6.4.3.3 Berekening van enkele potentiéle energieén

1. Potentiéle energie van de aantrekkingskracht op aarde

In een assenkruis met x- en y-as in het horizontale vlak en de z-as verticaal omhoog kan men de aantrek-
kingskracht van de aarde rond het aardoppervlak schrijven als m(0,0,-g). In hetzelfde assenkruis wordt
dr' = dx.aiy + dy.uy + dz.4u”. De potenti€le energie wordt dan:

E, = —fﬁ-df': — [m(0,0,—g) - (dz,dy,dz) = [ mg.dz =mgz+ C
Bemerk dat men bij een z-as naar beneden als resultaat -mgz + C bekomt

Daar dit een lineaire functie van z is, kan men voor het berekenen van verschillen in potentiéle energie
de oorsprong in een willekeurig punt gelijk aan nul stellen en tevens in dit punt de constante gelijk nul
kiezen. Alleen bij een lineaire functie geldt immers: L(x2) - L(x1) = L(x2 - x1), m.a.w; alleen het verschil
van de argumenten telt, niet hun feitelijke waarde. Dit leidt tot de praktische formule:

E,(mg) = mgh
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Waarbij men h = 0 mag kiezen waar men wil en h moet stijgen met de hoogte boven het nulniveau. Bij
een hoogte-as die positief naar beneden georiénteerd is, krijgt men: E,(mg) = -mgh !

2. Potentiéle energie van de algemene gravitatie

Als men zich op grote afstand van de aarde bevindt, kan men de aantrekkingskrachtt van de aarde niet
meer als constant beschouwen. Men moet dan beroep doen op de formule van de algemene gravitatie.
De kracht tussen de voorwerpen is daarbij alleen functie van de afstand tussen de voorwerpen, d.i. alleen
functie van r als men in bolcodrdinaten (5.3.2.6) werkt. Hierbij moet r bepaald worden als de afstand
tussen de massacentra. De kracht tussen de massa m; en ms wordt dan:

r
In bolcodrdinaten is di" = dr.u;. + r.df.ug + r. cos ¢.d¢.1ug. De drie eenheidsvectoren die hierin voorkomen
staan loodrecht op elkaar. Na het scalair product tussen kracht en deze dr’ blijft dus alleen de term in dr
(scalair) over. Die invullen in de basisformule levert:
G.ml.mg 5 G.ml.mg G.ml.mg

By=— [ = = [ T g e

Bemerk dat het uiteindelijke minteken afkomstig is van de r~'als noemer van de integraal.

Dit is geen lineaire functie in r. Om geen constante te moeten meenemen moet men een referentiepunt
kiezen waar de potenti€le energie nul is. Dat punt is op r oneindig. Het gevolg is wel dat voor alle reéle
afstanden de potenti€le energie negatief is. Men moet daarbij erop letten dat -100 kleiner is dan -10 en
dat weer kleiner dan 0. M.a.w. alhoewel de potentiéle energie dan 0 is op oneindig, is die waarde op
oneindig nog altijd de hoogste waarde. Dit levert de bekende formule:

G.ml.mg
r

Bij het bekende probleem van de ontsnappingssnelheid uit de aantrekkingskracht van de aarde zal
men moeten stellen dat op het aardoppervlak geldt:

G.mg.mo
Ep=——"—"7
%
Ek _ m;v

Op oneindig zijn beide nul. Men krijgt dan:
E,(aardopp.) + Ex(aardopp.) = 0
- Gm,.mgy /1, + mav?/2 = 0
G.m,.my /1, = mov?/2
v? = 2G.m, /T,

Hierin is G.m, = 4,0.10'* in m?/s?> (MKS-eenheden) en r, = 6370 km (gemiddeld). dit levert een
ontsnappingssnelheid van 11,2 km/s

Het is dus niet E, (aardopp.) = Ex(aardopp.)! Als men dit opschrijft moet men de vierkantswortel trekken
uit een negatief getal.

3. Potentiéle energie van een veer

—

-Fy Fy

|/\/\/\/\/vvv—> — «

Figuur 6.15: Kracht van veer

"

De grootte van de veerkracht is gegeven door k(x-x¢), waarin xg de onbelaste positie is van het losse einde
van de veer, x de actuele positie en k de veerconstante, die normaal uitgedrukt wordt in Newton/meter
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of met symbolen voor de eenheden: N/m. Veer en massa zijn hier uit elkaar getekend om duidelijk te
kunnen aangeven welke kracht op wat werkt. Men moet de kracht op het blokje in rekening brengen.
Men krijgt dan:

Fy, = —k(Z — %)
Ep(veer) = — [ —k(z — zo)dx = [ k(z — zo)d(z — x0) = k(z — 20)*/2+ C

Stelt men deze E, = 0 bij x = x¢ dan wordt ook C = 0. Men krijgt dan de bekende formule, met 1 de
actuele lengte van de veer en 1y de onbelaste lengte:

Ep(veer) = k(I-1p)?/2

Wanneer aan beide einden van de veer getrokken wordt moet men bedenken dat de beide veerkrachten
gelijk maar tegengesteld moeten zijn omwille van het 3e postulaat en het feit dat de massa van de (ideale)
veer nul is. Men komt dan op een uitdrukking waarbij alleen de verandering van de lengte van de veer
een verandering in potenti€le energie veroorzaakt, wat op fysische gronden natuurlijk evident is. De
bovenstaande formule blijft dan dus geldig.

Bemerk dat het minteken alleen zinvol is in de vectoriéle vorm voor de kracht van de veer. Het zegt
dat de zin van de kracht altijd tegengesteld is aan de zin van de vervorming van de veer. Daar het hier
om een ééndimensionaal probleem gaat, laat men dikwijls de vectorstreepjes weg. Men weet dan echter
niet waarover men juist aan het praten is: alleen over de grootte of over grootte en zin van de kracht?
Als men over de grootte van de kracht wil praten, dan moet men de norm nemen van beide leden van
de vectoriéle vorm en dan is het eerste wat verdwijnt het minteken voor het rechterlid van de vectoriéle
vorm hierboven.

Voorbeeld

De afbeelding 6.16 stelt een schaaltje voor dat aan een veer hangt. De onbelaste lengte van de veer is 10
cm, de veerconstante 100 N/m en het schaaltje weegt 100 g. Wat is de nieuwe lengte van de veer met het
schaaltje eraan en in rust?

Als het schaaltje in rust hangt, wordt het gewicht van het schaaltje in
evenwicht gehouden door de kracht van de veer:

mg = k(1 - Ip)
of met de getalwaarden:
0,1.10 = 100(1 - 0,1)
Hieruit vindt men dat de actuele lengte 1 = 0,11 m of 11cm.
Men legt nu in het schaaltje een massa van 200 g. Bereken de maximale
A

uitwijking van het schaaltje.

kracht van de veer niet meer voldoende om dit totale gewicht van 300 g

op te houden. Het schaaltje zal naar beneden versnellen en met een zekere

snelheid door de nieuwe evenwichtsstand passeren. Eens voorbij die stand

wordt het afgeremd door de veer omdat de kracht van de veer dan groter
Figuur 6.16: Schaaltje aan g qan 3 N. Uiteindelijk zal het schaaltje stoppen, maar dan ogenblikkelijk
veer terug naar boven versnellen. Het hele gebeuren wordt beheerst door de

wet van behoud van energie. Men past die toe door de totale energie te
berekenen bij de begin- en bij de eindpositie. Om die posities te bepalen wordt een x-as naar beneden
ingevoerd met nulpunt in de vertrekpositie van het schaaltje.

| Oplossing: Wanneer men een massa van 200 g in het schaaltje legt, is de
X

Beginpositie: potentiéle energie van de zwaartekracht = 0
potentiéle energie van de veer = k(1 - 19)?/2 = 100(0,01)?/2 = 0,005 J
Ex =0

De eindpositie is die waarbij de snelheid = 0 is en dus ook Ex = 0. Voor potentiéle energieén geldt:
veer: men moet rekenen met de totale uitrekking van de veer en dat is x + 1 cm. Dus

E, — 100(x+0,01)2/2
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zwaartekracht: B, = -mgx = -0,3.10.x
Alles bij elkaar levert dit de vergelijking:
0,005 = -3.x + 100(x+0,01)2/2

Dit is een kwadratische vergelijking in x. Er zijn dus 2 oplossingen: x = 0,04 m en x = 0 m. Als men
het houdt bij de beschrijving zoals hierboven gegeven, dan blijft dit systeem ten eeuwigen dage tussen
deze posities op en neer gaan. In werkelijkheid treedt er energieverlies op door de luchtweerstand en door
inwendige verliezen in de veer, zodat de beweging na een tijdje stopt in een nieuwe evenwichtsstand. Deze
stand ligt bij een lengte van de veer van 13 cm (cfr.eerste deel). De beide gevonden oplossingen liggen
symmetrisch t.o.v. van deze stand want ze beantwoorden resp. aan een lengte van 15 cm en 11 cm.

Een variant op dit probleem bestaat erin dat de massa vanaf een zekere hoogte h boven het schaaltje erin
valt en eraan blijft kleven. Dan bestaat het probleem uit 3 fases: het vallen van de massa wordt beheerst
door behoud van energie. De botsing met het schaaltje, waarbij men onderstelt dat er wel verandering
van snelheid is maar niet van positie, door behoud van impuls. De beweging na de botsing wordt opnieuw
beheerst door behoud van energie, maar er is nu wel een Ey in de beginpositie.

6.4.4 Vermogen

Het vermogen geleverd door een kracht is de arbeid per tijdseenheid of P = dA /dt.
dA=F.dF = F - 5dt

Hieruit volgt op basis van de definitie van differentiaal (niet door dt van rechter- naar linkerlid over te
brengen):

P=F.%

Het vermogen wordt uitgedrukt in Watt met symbool W. 1 W = 1 J/s.
Vermogen x tijd levert opnieuw energie. Een bekende praktische eenheid die volgens dit stramien gemaakt
is is de kilowattuur of KWh. 1 KWh = 3,6.10° J of 3600 KJ.

Een andere niet-coherente eenheid van vermogen is de paardekracht of PK. Dit is het vermogen nodig om
een massa van 75 kg in 1 s 1 m hoog te trekken. Normaal rekent men met 1 PK = 736 W. Het probleem
is dat de waarde van de valversnelling g een rol speelt bij het omrekenen en die is niet overal op aarde
dezelfde.

6.5 Gravitatiemassa en traagheidsmassa

Als men voor een vrij vallend voorwerp de 2e wet van Newton opschrijft als md = mg dan heeft het
symbool m in de grond een heel andere functie in het linkerlid dan in het rechter. De m in het linkerlid is
een maat voor mate waarin een voorwerp zich verzet tegen een verandering van zijn bewegingstoestand.
Men noemt dit de traagheids- of inertiemassa. De m in het rechterlid is een maat voor de mate
waarin een voorwerp aangetrokken wordt door de aarde. Men noemt dit de gravitatiemassa. Men kan
dit nog verder onderscheiden in de massa die een gravitatieveld creéert, de actieve gravitatiemassa, of
in de massa die aangesproken wordt door een gravitatieveld, de passieve gravitatiemassa.

Men kan zich nu natuurlijk de vraag stellen of het hier gaat om totaal verschillende fysische verschijnselen
die toevallig dezelfde grootte hebben of of het toch fundamentaal over dezelfde eigenschap gaat. Proeven
om beide van elkaar te onderscheiden hebben geen verschil kunnen vaststellen met een mogelijke fout
kleiner dan10~12. Einstein ontwikkelde zijn algemene relativiteitstheorie uitgaande van de idee dat dit
niet toevallig is en dat er nooit een proef zal gevonden worden die een verschil tussen beide kan aantonen.
In zijn speciale relativiteitstheorie kan massa omgezet worden in energie volgens de bekende formule
E =mc?

Voor een grondiger bespreking kan men terecht bij:

- Inertial and gravitational mass in de Engelse Wikipedia®

- http://wuw.worldlingo.com/ma/enwiki/en/Mass/1 : neem liefst de originele Engelse tekst, want de
automatische vertaling is niet erg begrijpelijk

3http://en.wikipedia.org/wiki/Mass#Inertial and _gravitational mass


http://en.wikipedia.org/wiki/Mass#Inertial_and_gravitational_mass
http://www.worldlingo.com/ma/enwiki/en/Mass/1
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7.1 Het massacentrum

7.1.1 Bepaling van het massacentrum

In het vorige hoofdstuk werd de beweging bestudeerd van een puntmassa. Een puntmassa kan niet roteren
aangezien ze geen richting heeft. Reéle voorwerpen zullen eerst beschouwd worden als een verzameling
van puntmassa’s, waarop men de conclusies uit het vorige hoofdstuk kan toepassen. Hieruit kan men dan
specifieke wetten voor rotatie afleiden.

In eerste instantie kan men zich de vraag stellen of er een punt is dat beweegt alsof alle uitwendige
krachten daarop werken. Men onderstelt hiervoor een verzameling van puntmassa’s m; met posities 7;
t.0.v. een vast punt. Op elk punt werken een aantal uitwendige krachten met resultante F;-e””t en inwendige
krachten met resultante F‘f”t. Volgens de tweede wet van Newton kan men dan schrijven:

Dext int __ =

Wanneer men deze vergelijkingen lid aan lid optelt voor alle punten, dan verdwijnen de inwendige krachten
uit deze som. Er blijft dus:

Y Eet =Y mud; (1)
Stelt men m = Y m;, dan kan men zoeken naar een punt met codrdinaat 7o zodat geldt:
mre =y, mir;

Een oplossing hiervoor is:

Men noemt dit punt het massacentrum van het systeem. Er geldt dan ook, door differentiéren:
mue =y m;v;
mae =y m;d;

Wanneer men dit invult in de vergelijking (1), dan krijgt men:
3 F;ezt = mag

Of in woorden: het massacentrum beweegt alsof alle uitwendige krachten erop aangrijpen. Alles wat
in vorig hoofdstuk gezegd werd over de beweging van een puntmassa, geldt voor de beweging van het
massacentrum (anders had men waarschijnlijk niet zoveel aandacht besteed aan de beweging van een
puntmassa).

Deze afleiding geldt zowel voor vervormbare als onvervormbare systemen. Bij onvervormbare systemen
zal het massacentrum een vaste plaats hebben in het voorwerp, bij vervormbare zal het zich binnen het
systeem kunnen verplaatsen.
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Men kan de codrdinaten van het massacentrum uitrekenen door de uitdrukking (2) te projecteren op b.v.
de assen van een cartesisch assenkruis:

_ Zmixi o Zmiyi _ Zmizi
== Yyo = ——— c==——

m m m

ro

Indien men een voorwerp beschouwt als opgebouwd uit een continue massaverdeling, dan zal de som
vervangen worden door een integraal:

Jx.dm Jy.dm [ z.dm
= = zZo =

f dm Je f dm © f dm
Men ziet dat deze formules overeenkomen met de formules van het zwaartepunt voor zover de aantrek-
kingskracht van de aarde door evenwijdige krachten kan voorgesteld worden.

rco

7.1.2 Eigenschappen van het massacentrum

1. Men kan zich bij de bepaling van het massacentrum ook laten leiden door het feit dat als het systeem
een symmetrievlak of een symmetrieas heeft, het massacentrum dan in dat symmetrievlak of op die
symmetrieas moet liggen.

Onderstelt men b.v. dat het zx-vlak een symmetrievlak is dan betekent dit dat er voor elk punt met
massa m; en codrdinaat y; er ook een punt met massa m; — m; en codrdinaat y; = -y; moet zijn. Bij
sommeren over alle massa’s vallen die tegen elkaar weg en eindigt men met een yc= 0, m.a.w. in het
xz-vlak.

Op analoge manier kan men aantonen dat bij aanwezigheid van een symmetrieas het massacentrum op
die symmetrieas moet liggen. Zij b.v. de z-as een symmetrieas. Dan moet er voor elk punt met massa
m; en codrdinaat x; en y; ook een punt zijn met massa m; = m; en codrdinaat x; = -x; en y; = -y;. Bij
sommeren over alle massa’s zal men dus komen op een xc= 0 en yc= 0 d.i. op de z-as.

2. Het massacentrum wordt bepaald via een som (of integraal). Men kan die som opdelen in deelsommen.
Dit betekent dat men een complexsysteem eerst kan opsplitsen in eenvoudiger onderdelen waarvan het
massacentrum gemakkelijk kan bepaald worden en dan die onderdelen kan combineren voor het massa-
centrum van het geheel. Hierbij beschouwt men de totale massa van elk onderdeel als geplaatst in het
massacentrum van dat onderdeel. Voor een voorbeeld: zie bepaling van het zwaartepunt 2.5.1.1 in het
hoofdstuk over equivalente vectorsystemen.

3. Het massacentrum van een systeem hoeft niet noodzakelijk een materieel punt van dat systeem te zijn.
Bij een holle bol zal het massacentrum samenvallen met het centrum van de bol maar daar is er geen
massa aanwezig.

4. De aangrijpingspunten van de uitwendige krachten hebben dus geen belang voor de beweging van het
massacentrum. Zij hebben nochtans wel belang voor de rotatie van het voorwerp of, meer algemeen, de
beweging t.0.v. het massacentrum. Men zal verder de algemene beweging van een voorwerp splitsen in
een beweging van het massacentrum, de translatiecomponent, en een beweging t.0.v. het massacentrum.
Als het voorwerp roteert dan zal de verplaatsing van het aangrijpingspunt van de uitwendige krachten
anders zijn dan indien het niet roteert. Men zal verder aantonen dat de som van de uitwendige krachten
met de verplaatsing van het massacentrum bepalend is voor de kinetische energie van de translatie en de
verplaatsing t.0.v. het massacentrum voor een tweede term. Bij een onvervormbaar voorwerp zal die de
kinetische energie van de rotatie voorstellen.

5. Massacentrum en zwaartepunt worden bepaald met dezelfde formules voor zover men mag onderstellen
dat de aantrekkingskrachten van de aarde op elk deeltje van een voorwerp evenwijdige krachten zijn. Als
deze onderstelling niet meer klopt, dan zal het massacentrum niet samenvallen met het zwaartepunt.

7.1.3 Beweging t.o.v. het massacentrum
Men kan de positie van de samenstellende massa’s ook bepalen t.o.v. het massacentrum zelf. Deze

positievectoren zullen aangegeven worden met een accent. Wanneer men vertrekt van het massacentrum
zelf als referentiepunt dan moet gelden: & = 0. Men heeft dus ook:

Zmirz =0 Zmiv_; =0 Zmia_; =0
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Deze betrekkingen zullen voortdurend terugkomen bij de studie van de rotatiebeweging en ervoor zorgen
dat de formules sterk vereenvoudigen als men de beweging van een voorwerp beschrijft als een beweging
van het massacentrum -+ een beweging t.o.v. het massacentrum.

7.1.4 Massacentrum en behoud van impuls

Wanneer er geen uitwendige krachten werken op een systeem, dan moet de totale hoeveelheid van beweging
constant blijven. Als men de uitdrukking hiervoor vergelijkt met de uitdrukking voor de snelheid van het
massacentrum hierboven, dan blijkt dat ook de snelheid van het massacentrum dan constant is.

Smio;=C < mig=C

7.1.5 Impulsmoment van een vrij bewegend voorwerp

Het impulsmoment van een voorwerp t.0.v. een punt wordt gedefinieerd als som van de momenten van
de impulsen van alle (punt)massa’s t.o.v. dat punt:

E = Zz 771 X mlﬁ}
Men kan de positie van een puntmassa opschrijven als de positie van het massacentrum + de relatieve
positie van die massa t.o.v. het massacentrum. Dus:

7=+
Ook voor de snelheden kan men schrijven:

U; = Vo + 'U_;i

Wanner men dit invoert in de formule voor het impulsmoment bekomt men:

-

L =Y (Fc +175) x mi(c +v'y)
= 7o X (Zml)i_fc + 7o X (Zml’lj_;l) + (ZZ mﬂ‘_;l) X Uo + 2(7:;1 X mﬂ)_"l)
Daar Zmﬂ:;i =0en Zmﬂ:;i =0 zijn de tweede en de derde term = 0. Er blijft:

L= o X mic + Z(T_;Z X mﬂ?z)

In sommige landen is deze formule bekend als de eerste wet van Ko6nig . De eerste term wordt ook wel
het baanimpulsmoment genoemd en soms aangeduid als J. De tweede term is het impulsmoment t.o.v.
het massacentrum. Bij een roterend onvervormbaar voorwerp zal dit ook wel met S van spin aangeduid
worden. De formule wordt dan:

L=J+5
Bij het berekenen van het impulsmoment t.0.v. het massacentrum mag men zowel met de absolute als

met de relatieve snelheden rekenen. Dat is uit deze formule te begrijpen. Bij een berekening t.o.v. het
massacentrum is rc = 0, zodat alleen de bijdrage van de relatieve snelheden over blijft.

7.1.6 Massacentrum en energie

Bij opsplitsen in een beweging van het massacentrum en een beweging t.0.v. het massacentrum vindt
men voor de kinetische energie:
U; = UG+ v,
2 2 2
m;.v; m;)v m;.v; G L
pPULE BUDLES L S AR

Hierin is de laatste term = 0 (zie hierboven), zodat er overblijft:

mv2 7’7’L'.’U/-2
B, — C Y4
k 2 Tl




7.1. HET MASSACENTRUM 139

e De eerste term geeft de kinetische energie van het massacentrum alsof de hele massa daarin gecon-
centreerd is.

e De tweede term geeft de kinetische energie van de beweging t.o.v. het massacentrum.

Deze formule staat in de literatuur bekend als de (tweede) wet van Ko6nig . Bemerk wel dat alleen bij
een opsplitsen in beweging van het massacentrum en beweging t.0.v. het massacentrum de uitdrukking
van de kinetische energie vereenvoudigt tot 2 termen i.p.v. 3.

Konig (1712 - 1757) publiceerde deze wetten in 1751 toen hij in Berlijn werkte. Voor meer over de figuur
van Konig, zie John Samuel Konig en Samuel Konig.

De arbeid van alle krachten van een systeem waarop zowel inwendige als uitwendige krachten werken,
kan men berekenen door de verplaatsing van elk aangrijpingspunt samen te stellen uit een verplaatsing
van het massacentrum en een verplaatsing t.0.v. het massacentrum:

dF; = dr¢, + dr,
Men bekomt dan:
Zﬁiezt - dr + Zﬁzmt dr = (Z F’viezt) . chﬁLZﬁiezt . dﬁz‘ + (Z F’;mt) . dFC+ZF:;nt ~d7"_;i

Omwille van de actie-reactiewet moet de som van de inwendige krachten = 0 zijn. De derde term valt dus
weg. Vergelijkt men deze uitdrukking met de uitdrukking voor de kinetische energie, dan is het duidelijk
dat:

2
o (L Fert)-di = 0

’
mi.vf

N SRS S ER S

- Voor de berekening van de kinetische energie geassocieerd met het massacentrum moet men alleen reke-
ning houden met de verplaatsing van het massacentrum, ongeacht het aangrijpingspunt van de krachten.

- Voor de berekening van de kinetische energie van de beweging t.o.v. het massacentrum moet men
rekening houden met de effectieve verplaatsing van de aangrijpingspunten t.o.v. het massacentrum. Als
het voorwerp een onvervormbaar voorwerp is, dan kunnen de inwendige krachten geen netto arbeid leveren
en valt de bijdrage van de arbeid van de inwendige krachten weg.


http://nl.wikipedia.org/wiki/John_Samuel_K�nig
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Konig_Samuel.html
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7.2 Rotatie rond as met vaste richting

7.2.1 Inleiding

Bij rotatie kan men een onderscheid maken tussen rotatie om een as met vaste richting en de
algemene rotatie (7.3). De eerste beweging kan beschreven worden met vrij eenvoudige formules, die
sterk parallel lopen met de formules voor de lineaire beweging. Het algemene geval speelt zich af in drie
dimensies, doet beroep op vectoriéle producten en matrixbewerkingen en is daardoor veel complexer.

Wanneer men met een fiets rechtdoor rijdt, eventueel over een vertragingsbult, valt de beweging van de
wielen onder het eerste geval. De as beweegt wel, maar de richting ervan verandert niet. Wanneer men
echter met een boog rond een putje in het fietspad rijdt, valt de beweging onder het algemene geval. De
beweging van veel draaiende onderdelen in machines valt ook onder de eerste beschrijving.

Bij rotatie rond een as met vaste richting zijn de formules eendimensionaal. Men kan dus spreken
van eendimensionale rotatie. Dikwijls wordt deze beweging ook vlakke beweging genoemd, omdat
alle punten van het voorwerp blijven bewegen in een vlak loodrecht op de rotatieas. Meer algemeen is een
vlakke beweging een beweging waarbij de baan van elk punt in een vlak blijft en banen van verschillende
punten in hetzelfde of evenwijdige vlakken liggen. Ook een driedimensionaal voorwerp kan dus een vlakke
beweging uitvoeren.

Er wordt hier uitsluitend gesproken over onvervormbare of starre voorwerpen.

7.2.2 Grootheden

Wanneer een voorwerp kan draaien rond een as, kan men zijn positie vastleggen door een hoekf gemeten
vanuit een referentiepositie. Als het voorwerp draait, heeft het een hoeksnelheid w. Als die snelheid
verandert, is er sprake van een hoekversnelling a. Men krijgt dus de volgende parallel tussen lineaire
beweging of translatie en rotatie:

translatie rotatie

| | |

positie | positievector 7 | hoek 6 eenheid: radialen |
| | hoeksnelheid w rad/s |

|

tweede afgeleide | versnelling @ m/s? | hoekversnelling o rad/s?

snelheid 0© m/s

|
|
| eerste afgeleide
|

Daaruit volgen formules analoog aan die van de lineaire beweging. Voor een eenparige rotatie geldt:
0(t) = 6y + w.t

Voor een eenparig versnelde rotatie:
0(t) = 0 + wo.t + .t?/2

De hoeksnelheid w wordt voorgesteld als een vector gericht langs de rotatieas. Bij rotatie rond een
as met vaste richting zal ook « volgens deze as liggen. Er zijn dan maar 2 mogelijkheden voor de zin van
beide. Volgens één richting zal men de waarden van w en « als positief rekenen, volgens de andere als
negatief. Zolang men geen vectoriéle producten gebruikt, kan men vrij kiezen welke zin men positieve zin
noemt.

Het moment van een kracht t.o.v. de as is gelijk aan het product van de component van de kracht
in een vlak loodrecht op de as met de afstand van de as tot de drager van die component. In de meeste
gevallen gaat het over krachten die werken in een vlak loodrecht op de rotatieas, zoals wanneer je op
de pedalen van je fiets duwt, zodat de component hierboven in feite de volledige kracht is. Dan krijgt
men dus het klassieke moment = kracht x krachtarm. Voor een uitgebreider bespreking van mogelijke
manieren om een moment uit te rekenen zie het einde van Elementaire bewerkingen met vectoren 1.2 in
het eerste hoofdstuk.

In het algemeen kan men de beweging van een voorwerp (b.v. een fietswiel) beschrijven als de beweging
van een referentiepunt (b.v. punt op de fietsas) en een rotatie van het voorwerp rond een as door dat
referentiepunt. Het blijkt dat die rotatie onafhankelijk is van het referentiepunt, maar typisch
voor het voorwerp. De formules voor het beschrijven van deze beweging worden sterk vereenvoudigd


http://nl.wikipedia.org/wiki/rotatie
http://nl.wikipedia.org/wiki/hoek (meetkunde)
http://nl.wikipedia.org/wiki/hoeksnelheid
http://nl.wikipedia.org/wiki/hoekversnelling
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als men een as beschouwt die ofwel stilstaat ofwel door het massacentrum van het voorwerp
gaat. In dat laatste geval zal men meestal de beweging moeten beschrijven als samengesteld uit twee
bewegingen: een beweging van het massacentrum en een rotatie rond een as door het massacentrum.
Voorbeelden vindt men hieronder.

7.2.3 Basiswet

Als een zeer eenvoudig voorbeeld wordt 1 massa m op een afstand r

van een as genomen. Die as wordt aan het draaien gebracht door een ajc
riem die over een schijf loopt. De riem trekt aan de schijf met kracht _
F op afstand d van de as. Deze kracht heeft een moment t.o.v. de as r

M=Fd. Dit moment zal zich laten voelen op de massa als een kracht ‘:‘ m
F’ volgens de formule F.d = F’.r . Dit is een momentenvergelijking d
die zegt dat het moment van F t.o.v. de as hetzelfde moet zijn als

het moment van F’ t.o.v. de as. Anderzijds is de versnelling a van |.¢/|;
de massa te schrijven als r.a.. De wet van Newton zegt nu: F’ = ma

. Vermenigvuldigt men beide leden met r dan bekomt men: r.F’ =

r.m.a . Gebruikt men nu de bovenstaande gelijkheden dan kan men

dit schrijven als :

d.F =m.r?«

Figuur 7.1: Eenvoudigste geval

De grootheid m.r? heet het traagheidsmoment van m t.o.v. de

as en wordt normaal voorgesteld als I (de I van “inertia”). Een gewoon voorwerp zal normaal beschouwd
worden als opgebouwd uit meerdere puntmassa’s of uit een continue massaverdeling. Het traagheidsmo-
ment wordt dan gedefinieerd als:

traagheidsmoment t.o.v. een as: [,; = Zmi.rf of I s = erdm
met r = afstand van elk punt tot de as.

Men kan de formule dus lezen als: het moment van de kracht t.o.v. de as moet gelijk zijn aan traagheids-
moment x hoekversnelling.

Voor een meer realistische situatie met een reéel voorwerp i.p.v. juist één massa, zal men dit voorwerp
beschouwen als opgebouwd uit kleine massa’s. Men moet dan de som nemen over al deze massa’s en als
er meerdere krachten zijn ook over de momenten van alle krachten. Dit levert dan de echte basisformule
voor de rotatie (met MysF het moment van F t.o.v. de as, I, het traagheidsmoment t.o.v. dezelfde as):

Z Masﬁ‘i = Ius.cx

De som van de momenten van de krachten t.o.v. de as moet gelijk zijn aan
het traagheidsmoment t.o.v. die as x hoekversnelling

Het bewijs hierboven is voor een stilstaande (vaste) as. De formule geldt ook voor een as door het
massacentrum , zelfs als die beweegt. Het bewijs hiervoor kan men vinden bij de afleiding van de
formules voor de algemene rotatie (7.3.2). In feite moet zich dus afvragen:

e Draait het voorwerp rond een stilstaande as? Dan kan men meestal volstaan met de momentenver-
gelijking zoals hierboven gegeven.

e Is er geen stilstaande rotatieas? Dan moet de beweging beschreven worden als een combinatie van
een translatie van het massacentrum + een rotatie rond een as door het massacentrum. Men zal
dan steeds zowel de wet van Newton als de momentenvergelijking moeten opschrijven.

Algemener bewijs

Men kan voor een meer algemeen bewijs vertrekken van de wet van Newton voor één massa. Men
onderstelt de beweging in of evenwijdig aan het xy-vlak, zodat de momenten volgens de z-as liggen, en
neemt het moment van beide leden t.o.v. de rotatieas:


http://nl.wikipedia.org/wiki/massacentrum
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(Fx Y F;). = (Fxmad),
Bij een roterend voorwerp kan de versnelling geschreven worden als de som van een normale en een

tangentiéle versnelling. Daar de normale versnelling door de as wijst, is haar moment t.o.v. de as = 0.
Er blijft:

(7 x Zﬁl)z =mria
Voor meerdere massa’s past men deze formule toe op elke massa waarna men lid aan lid optelt:

2T x X Fij)s = Yomiria
De krachten kunnen nu uitwendige krachten zijn of inwendige, tussen twee massa’s. Volgens de actie-
reactiewet moeten de inwendige krachten in paren voorkomen die op dezelfde drager liggen, zodat de
momenten tegen elkaar wegvallen. Er blijven dus alleen de uitwendige krachten over. Normaal formuleert

men de som over de momenten van de krachten met één sommatie, waarbij sommige r; dan dezelfde zullen
zijn. Men krijgt dan:

(7 x Y Fy). = Yomirta = Insa
of:
> MysFy = Iusa
Enkele voorbeelden van traagheidsmomenten

Voor een volle schijf is het traagheidsmoment t.o0.v. een as door het centrum en loodrecht op de schijf:
Ic = mr?/2

Voor een dunne staaf met lengte L: I = m.L?/12

Voor een rechthoekige plaat met lengte L en breedte B:

e t.0.v. van een as loodrecht op de plaat: I; = m(L? + B?)/12

e t.0.v. van een as in het vlak van de plaat evenwijdig aan L: Iy = m.B2/12

Voor schetsen van beide situaties: zie voorbeelden verder.
Voor tabellen van traagheidsmomenten van verschillende voorwerpen, zie traagheidsmoment.
Opmerking

Hierboven werd gesteld dat men de formules moet opschrijven t.o.v. een stilstaande as of t.0.v. een as
door het massacentrum. Bij een as door het massacentrum moet men normaal ook de wet van Newton
opschrijven, zodat men een stelsel vergelijkingen heeft (index C verwijst naar het massacentrum):

S F, = mac
ZMas,CF_:i = lgs,C-&

De verplaatsingsformule 2.2 legt een verband tussen de linkerleden van deze formules. Hetzelfde verband
moet dan ook gelden tussen de rechterleden. Als het in een bepaald geval zonder vaste as interessanter
is om het moment uit te rekenen t.0.v. een ander punt dan het massacentrum, b.v. P, dan kan men het
rechterlid van de momentenvergelijking naar daar verplaatsen met de formule:

ZMQS,PF_:i = lgs,C-Q + (P? X mc_ic)z

Van het vectoriele product moet men natuurlijk alleen de component loodrecht op het bewegingsvlak
gebruiken. Op deze manier heeft men feitelijk een grote vrijheid bij het opschrijven van de momenten-
vergelijking, tenminste voor ogenblikkelijke berekeningen.

7.2.4 Formule van Steiner

Als men een traagheidsmoment uitgerekend heeft t.0.v. een as en men heeft later het moment nodig t.o.v.
een andere as, dan kan men zich afvragen of men volledig opnieuw moet beginnen met de berekening of
men zijn vorig resultaat nog kan gebruiken. Een zekere Steiner vond dat dat laatste kan, op voorwaarde
dat men vertrekt van een as door het massacentrum. Dan is het traagheidsmoment t.o.v. elke parallelle
as door punt P gegeven door:


http://nl.wikipedia.org/wiki/Traagheidsmoment
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Ip =1, 4+ m.d?

met m de totale massa van het voorwerp en d de afstand tussen de 2 assen. Voorbeelden infra.
Bewijs

Men onderstelt dat het traagheidsmoment gegeven is t.o.v.

een z-as en gevraagd wordt t.0.v. een evenwijdige z’-as. Voor Z

elke puntmassa in het systeem kan men dan schrijven dat, in
een vlak loodrecht op de assen, de positie t.o.v. de z’-as

zl
d
gegeven is als: B
—
T

L, m

Figuur 7.2: Formule van Steiner

r,=d+T;

Bemerk dat de vectoren r; en r’; alleen een x- en y-component
hebben en geen z-component.

Het traagheidsmoment t.o.v. de z’-as is dan:

L= Y mir'} = Smi(d+7) - (d+75) = (Cma)d® +2d - (2 miy) + X (mar?)

= (X ma)d* + 3o (mrf)
De term Y m,;7; = 0 indien de z-as door het massacentrum gaat. In projectie wordt dit immers _ m;x; =
0, >_ m;y; =0 en dit is typisch voor het massacentrum als de posities t.o.v. het massacentrum bepaald

worden (cfr.supra beweging t.o.v. het massacentrum 7.1.3). De laatste term is het traagheidsmoment
t.0.v. deze z-as. De formule wordt dus, met m de totale massa:

I, =1, +md?

Nota : in het Engels is de stelling van Steiner bekend als “the parallel axes theorem”.

7.2.5 Voorbeelden

7.2.5.1 Kracht werkend op een wiel

Als 1e voorbeeld wordt een wiel dat rolt zonder slippen be-
handeld

a. Eerste aanpak: rotatie rond as door massacentrum

De rotatie vergelijking: ».W = Ic.«

- —
F 3
w

Figuur 7.3: Eerste voorbeeld

Bemerk dat F niet voorkomt in deze vergelijking omdat F
door de as wijst en dus geen moment heeft t.o.v. de as. Men
heeft nog aanvullende vergelijkingen nodig. Men moet ook
de translatievergelijking opschrijven (Wet van Newton):

F—-W =m.ac

Er is een verband tussen acen a:
ac = r.o
Als men het wiel als een volle schijf beschouwt, dan is I = m.r?/2. Men krijgt dan als oplossing:

_2F

" 3mr

Bemerk dat er duidelijk wrijving moet zijn om het wiel te doen draaien.

Nota: De wrijving die nodig is om het wiel te doen draaien levert geen energie aan het wiel of onttrekt
geen energie eraan. Het punt waarop de kracht werkt staat immers stil (en het komt verticaal toe en
vertrekt verticaal, dus loodrecht op de kracht). In de praktijk is er wel energie nodig om iets te doen rollen
en weet men dat een hard opgepompte fietsband gemakkelijker rolt dan een bijna platte band. Dit komt
omdat er in de praktijk altijd een contactvlak is i.p.v. alleen een contactpunt. Hierdoor zijn er verticale
reactiekrachten van de grond die v66r het centrum van het wiel passeren en dus een tegenwerkend moment
veroorzaken.(zie "Aanvullingen: Wrijving”, "Rollende wrijving” (9.6))
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b. Tweede aanpak: ogenblikkelijke rotatie rond het contactpunt met de grond

Het contactpunt P met de grond moet dezelfde snelheid hebben als de grond, anders is het wiel aan het
slippen. P is dus een stilstaand punt en men kan de beweging ook beschrijven als een ogenblikkelijke
rotatie rond P met zelfde a. Men moet nu echter met het traagheidsmoment t.o.v. P werken. Dit wordt
berekend met de formule van Steiner:

Ip = Ic +m.r? = 3m.r?/2

De rotatie vergelijking wordt nu:
r.F'=1Ip.«

Dit levert rechtstreeks hetzelfde resultaat.

Bemerk echter dat deze aanpak niet kan gevolgd worden bij een slippend wiel, want dan staat het punt
P van het wiel niet stil. De eerste aanpak blijft wel geldig, maar het verband tussen ac en « vervalt.

7.2.5.2 Schijf in een lus

Als 2e voorbeeld wordt een schijf in een lus van een touw beschouwd.

De beweging wordt beschreven als een beweging van het massacentrum

p en een rotatie rond een as door het massacentrum. Als men voor de

. momenten en de hoekversnelling linksdraaiend als positieve zin neemt,
c dan bekomt men:

a
J—
S T rF—r.S=Ica

T T.o.v. een as door het middelpunt van de schijf, doet de kracht F
de schijf immers naar links en de spanning in het touw de schijf naar
" rechts draaien. Het gewicht wijst door die as en levert dus geen moment
t.0.v. die as. Als de schijf omhoog beweegt, zal de spanning S in het
touw kleiner zijn dan F. Er moet immers een netto moment zijn dat
a" linksdraaiend is.

-l

Dit levert 1 vergelijking in 2 onbekenden. Er is nog bijkomende verge-
lijkingen nodig. Dit wordt weer de translatievergelijking. Met projectie
Figuur 7.4: Tweede voorbeeld op een as die omhoog gericht is krijgt men:

F+S5—G=m.ac
Er is een verband tussen ac en «. Het touw links staat stil. Men krijgt dus opnieuw:
ac =r.«
De oplossing wordt:
2(2F —
_20F-G)
3mr
Men ziet dat F minstens de helft van het gewicht moet zijn om de schijf omhoog te laten bewegen.
G+ F
3
Bij F = G/2is ook S = G/2 en is @ = 0: de schijf hangt in evenwicht.

S:

Men zou dit voorbeeld ook kunnen oplossen door de rotatievergelijking op te schrijven t.o.v. het punt
waar het touw de schijf raakt, analoog aan de tweede aanpak hierboven. Dat is immers ook een stilstaand
punt. Dan zullen F en G voorkomen in de rotatievergelijking, maar S niet.

7.2.6 Afgeleide wetten
7.2.6.1 Impulsmoment en Behoud van Impulsmoment

Bij translatie kent men grootheid mv die impuls of hoeveelheid van beweging heet. Bij rotatie heeft
men een impulsmoment L (in het Engels “angular momentum”; in het Duits “Drehimpuls”, vandaar in
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het Nederlands ook soms “draaiimpuls”). Het impulsmoment is feitelijk gedefinieerd als de som van de
momenten van de impulsen van alle punten van het voorwerp t.o.v. de rotatieas. Deze formule kan bij
vlakke beweging vereenvoudigd worden tot:

Lys = Iisw met zin als w

Door de basiswet van de rotatie te integreren in de tijd komt men tot de impulsmomentstelling, die
men voor 1 voorwerp kan opschrijven als:

[ S Mo Fodt = Alygw

1

waarbij het rechterlid te begrijpen is als de verandering van het impulsmoment, d.i. het impulsmoment
op ogenblik to - het impulsmoment op ogenblik t;.

Voor meerdere voorwerpen moet men alleen rekening houden met de momenten van de uitwendige
krachten:

ts -
v 2o MasFiwitwdt = 3 Tas iowio — 3 Tas,it.win

Als de som van de uitwendige momenten nul is, dan zal het totale impulsmoment constant zijn. Dit is
de wet van behoud va impulsmoment :

> Masf‘i,uitw =0 & > Igiw; =constante

In de praktijk berekent men het impulsmoment op een eerste ogenblik en op een tweede ogenblik en stelt
dan dat beide moeten gelijk zijn. Een voorbeeld en tegenvoorbeeld vindt men verder hieronder.

Impulsmoment van een vrij bewegend voorwerp

Als men het impulsmoment moet berekenen van een voorwerp dat rond een bewegende as draait, t.o.v.
van een punt P buiten de as door het massacentrum, dan geldt voor een vlak systeem:

L = Mp mvg + [c.w

De eerste term noemt men ook wel het baanimpulsmoment. In sommige landen is dit bekend als de
eerste formule van Ko6nig . Het bewijs ervan kan men hierboven vinden bij de eigenschappen van het
massacentrum onder "Impulsmoment van een vrij bewegend voorwerp” (7.1.5) .

Voorbeeld : het impulsmoment van de schijf uit het 2e voorbeeld t.o.v. het bevestigingspunt van het
touw:

L = rmve + Icw = 3mr?w/2

want vog = rw
Bemerk dat een bewegende puntmassa ook een impulsmoment heeft t.0.v. een bepaald punt of as.
Voorbeeld van behoud van impulsmoment

Als voorbeeld bij behoud van impulsmoment beschouwt men een satelliet die uitgezet wordt met een
hoeksnelheid wg. De satelliet bestaat uit een centraal deel en twee zonnepanelen. Bij het uitzetten zijn
de zonnepanelen opgevouwen langs de satelliet, na het uitzetten worden ze open geplooid. Het centrale
deel van de satelliet heeft een gegeven traagheidsmoment Ic, de zonnepanelen hebben een massa m; en
afmetingen 1 x b.

Alhoewel de satelliet in een baan rond de aarde beweegt onder invloed van de aantrekkingskracht van de
aarde, heeft deze aantrekkingskracht geen invloed op de rotatie van de satelliet rond zijn eigen as. De
aantrekkingskracht op alle delen van de satelliet kunnen immers vervangen worden door één resultante
die aangrijpt in het massacentrum en dat ligt op de rotatieas. Die kracht heeft dus geen moment t.o.v.
die rotatieas, m.a.w. heeft geen invloed op de rotatie van de satelliet. De voorwaarde voor behoud van
impulsmoment is dus voldaan.

Om het totale traagheidsmoment van de satelliet te berekenen, moet men het traagheidsmoment kennen
van een vlakke plaat. Hiervoor zijn echter 2 mogelijkheden:


http://nl.wikipedia.org/wiki/resultante
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Figuur 7.5: Satelliet

- ofwel t.0.v. van een as loodrecht op de plaat (as 1 in de figuur), als in de eindsituatie. Dan heeft
men: [; = %(L2 + B?)
- ofwel t.0.v. van een as in het vlak van de plaat (as 2 in de figuur), als in de beginsituatie. Dan heeft
mB?
12
Er wordt ook weer gebruik gemaakt van de formule van Steiner.

men: I =

Beginsituatie
Liot,begin = Ic + 2.(mp.d* + my,.02 /12)
Eindsituatie:
Lot einde = Ic + 2.[mp.(d 4+ 1/2)% + my,. (0% + 12)/12]
Volgens het behoud van impulsmoment moet nu gelden:
Tiot,begin-Wo = Iiot,cinde-Weinde
— Einde voorbeeld —
Tegenvoorbeeld

Een cilinder A draait rond zijn as met hoeksnelheid wy. Een identieke cilinder B die stilstaat wordt tegen
deze eerste cilinder geduwd zodat ze beide uiteindelijk met dezelfde hoeksnelheid ronddraaien. Bereken
deze nieuwe hoeksnelheid.

Uit de berekeningen zal blijken dat die eindhoeksnelheid de helft is van wy. Men zou dus kennen denken
dat er hier behoud van impulsmoment speelt. Maar in de eindsituatie draaien beide cilinders in tegenge-
stelde zin. Hun impulsmomenten moeten dus voorgesteld worden door tegengestelde vectoren waarvan
de som 0 is. In het begin was er duidelijk een globaal impulsmoment, op het einde is er geen meer. Er
is dus zeker geen behoud van impulsmoment. Er moet dus een uitwendig moment opgetreden zijn dat
tegengesteld zin had van het oorspronkelijke impulsmoment van cilinder A.
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Rs 3
— B — P L
F
=

oA G

Figuur 7.6: Twee cilinders die tegen elkaar draaien

Opmerking: het impulsmoment van beide cilinders moet in de eindtoestand bepaald worden t.o.v. de-
zelfde as om over het totale impulsmoment van het systeem te kunnen praten. Om het impulsmoment
van de rol B te berekenen t.o.v. de as van de rol A, moet men de hoger gegeven formule L. = baanim-
pulsmoment + I¢.w gebruiken. Daar het massacentrum van B echter geen snelheid heeft is het baanim-
pulsmoment = 0 en blijft alleen I.wp over. Men kan het vergelijken met het moment van een koppel dat
ook onafhankelijk is van het berekeningspunt. Men moet ook bedenken dat de impulsmomentvectoren
thuishoren in de ruimte van de momenten, niet in de ruimte van de posities, waarin de rollen getekend
zijn.

Om dit alles te begrijpen moet men een krachtenanalyse maken. De 2 cilinders worden iets uit elkaar
getekend zodat men duidelijk kan aangeven welke kracht op welk voorwerp werkt. Wanneer de cilinder B
tegen cilinder A geduwd wordt, zal deze laatste een kracht F uitoefenen op B. A zelf ondervindt hiervan
de reactie. De krachten die door de as van A of B gaan werden niet getekend werden, nl. het gewicht van
A en B, de reacties in de lagers en de druk tussen de twee rollen. Deze krachten hebben geen moment
t.o.v. die as, m.a.w. ze beinvloeden de rotatie van de rollen niet.

Men krijgt volgende rotatievergelijkingen, waarbij de positieve zin telkens gekozen werd in de zin van de
hoeksnelheid:
e voor A:
—r.F=1Iay
e voor B:
r.F'=1Iap
Wanneer men lid aan lid optelt en herschikt krijgt men:
lay = —Iap
Men integreert beide leden in de tijd:
ft2 ap.dt =

t1

ta
t1

aB.dt
wa —wy =—(wp —0)

Wanneer op het einde beide cilinders zonder slippen tegen elkaar rollen, is natuurlijk
WA =WB =W

Hieruit volgt dan dat w = wp/2

Vanwaar komt nu het uitwendig koppel dat het oorspronkelijke impulsmoment vernietigd heeft? Onder
invloed van de kracht F op de cilinder B zou deze naar rechts moeten bewegen. Dat wordt belet door
een gelijke maar tegengestelde reactie Rp die aangrijpt op de as van B. Analoog zal er een kracht R
optreden op de as van A. Deze beide reacties vormen een koppel dat tegengesteld is aan de zin van wy.
De koppelarm is 2r zodat het moment 2x groter is dan rF en zo het oorspronkelijke impulsmoment teniet
doet.

Nota



148 HOOFDSTUK 7. DYNAMICA VAN VOORWERPEN

1. De cilinders moeten in het begin over elkaar slippen. Hierbij gaat energie verloren. De kinetische
energie van het systeem is in de eindtoestand dan ook lager dan in de begintoestand:

e Begin: By = [.w3/2

e Einde: Fy = 2(I.w?/2) =1 wi/4

2. Als de twee cilinders op één as naast elkaar draaien en zijdelings tegen elkaar gedrukt worden, is er
wel behoud van impulsmoment.

— Einde tegenvoorbeeld —

7.2.6.2 Arbeid, potentiéle en kinetische energie

Men kan ook een arbeid W berekenen die een moment levert bij verdraaiing van het voorwerp:
W = [ M.do

met M = moment van de kracht t.o.v. de rotatieas. Vergeet niet rekening te houden met de zin van
moment en hoekverdraaiing. Als ze tegengestelde zin hebben, dan moet één van beide als negatief
genoteerd worden. Bemerk ook dat een koppel van krachten geen arbeid levert bij een translatie (de som
van beide krachten is 0).

En vermogen wordt dan natuurlijk P = M.w
Kinetische energie :
- stilstaande as:
Ep = %I w?
Deze formule volgt onmiddellijk uit:
Ep = 3> mw? =13 mi(dw)? = 3(3 md?)w? = 11w?
- bewegende as:

By = mv /2 + Ic.w?/2

Dit is de (tweede) formule van Konig. De eerste term kan men zien als de bijdrage van de translatie
kinetische energie. De afleiding van deze formule werd gegeven onder massacentrum en energie 7.1.6 bij
het begin van dit hoofdstuk. Alleen werd de kinetische energie van rotatie hier voor een onvervormbaar
voorwerp geschreven in t