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1.1. SUBCONJUNTOS

CAPITULO 1. N ENK.

Capitulo 1

n en k.

1.1. Subconjuntos

Nuestro objetivo serd entender las distintas in-
terpretaciones y propiedades puramente com-
binatorias de los coeficientes binomiales. Por
ello, aunque existe una férmula para calcular el
valor exacto de los coeficientes binomiales, la re-
mitiremos hasta el final para poner énfasis en la
combinatoria.

1

El niimero de subconjuntos con k elementos que tiene
un conjunto con n elementos se denota (7).

Los niimeros ([) tienen varios nombres: «combina-
ciones de n en k», «coeficiente binomial de n en k» o
simplemente «n en k».

Un conjunto con 7 elementos se denomina un -
conjunto. De la misma definicién ya es posible
obtener algunas propiedades:

= Dado que s6lo hay una forma de escoger
todo el conjunto, () = 1.

» De manera similar, dado que sélo hay una
forma de escoger 0 elementos (el conjunto
vacio) entonces () = 1.

= Cuando se escoge un subconjunto, automa-
ticamente se estd determinando su comple-

mento. Por ello, el nimero de subconjuntos
con k elementos es igual al de subconjuntos
con 1 — k elementos. Asi:

<Z> N <nik>'

Figura 1.1: Elegir un conjunto de k elementos equi-
vale a elegir un subconjunto de n — k elementos.

La dltima prueba, aunque corta y sencilla, en-
capsula la idea de toda la combinatoria enume-
rativa: para demostrar que dos conjuntos tienen
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el mismo ntimero de elementos, lo que hay que
hacer es construir una correspondencia «uno a
uno» entre ambos conjuntos, es decir una biyec-
cion.

Cada subconjunto con k elementos corresponde
a uno y s6lo uno de los conjuntos con n — k ele-
mentos y al revés, cada subconjunto con n — k
elementos corresponde a uno y sélo uno de los
conjuntos con k: hay una biyeccién entre con-
juntos de un tipo y los del otro, lo que garanti-
za que hay la misma cantidad de ambos. Puede
parecer un ejemplo muy trivial y soso, pero real-
mente esa es la idea fundamental que se repetira
una y otra vez bajo diversas variaciones.

Un resultado mas interesante es la identidad de
Pascal:

Teorema 1 (Identidad de Pascal)
Paran > k > 1 se cumple

n\ (n-—1 n—1
(k) B < k >+ (k—l)'
Prueba. Para demostrar el teorema, fijemos un
elemento especial a del conjunto. Al escoger un
subconjunto con k elementos, existen dos opcio-
nes: que el elemento a quede escogido o que no.
El numero total de formas de tomar el subconjun-

to serd entonces la suma de las formas en cada
caso.

En el primer caso, si el elemento a no fue escogido
se tiene que tomar k elementos de los n — 1 res-
tantes posibles. El niimero de formas de hacerlo
es por definicion, (J~7).

En el segundo caso, como ya esta escogido el ele-
mento a, sélo falta completar kK — 1 elementos to-
mados de los n — 1 restantes. El nimero de formas

de hacerlo es (" 1).

Como el numero total de formas de escoger k

elementos de un conjunto con nes (}), concluimos

| W=+

La prueba anterior es una variante del mismo
principio mencionado: para probar que dos can-
tidades son iguales se muestra que enumeran lo
mismo en dos formas diferentes por lo que el re-
sultado debe coincidir.

]

También hay que notar que no se necesité saber
el valor real de las cantidades que se estdn com-
parando, lo tnico que necesitamos fue la defini-
cién combinatoria para establecer la correspon-
dencia.! Veamos otro ejemplo.

Ejercicio
Para cualquier n, m, k se cumple

() ()= () Gmh)

Prueba. En el lado derecho tenemos (,)(') que
puede interpretarse como primero escoger m ele-
mentos de un conjunto que tiene ny luego de esos

m escogidos seleccionar k.

Otra forma de hacer la seleccién, es escoger di-

rectamente los k elementos del final y luego los

m — k restantes de la primera seleccion entre los

n — k elementos que sobran, lo que se puede ha-
ny/n—k .

cer en (y)(,,_x) formas. Como se esta contando

[o mismo, ambas dan el mismo resultado.

1E] contar de dos formas es el mismo principio de biyec-
cién, s6lo que esta disfrazado pues la biyeccién es del con-
junto en si mismo.
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Figura 1.2: Eligiendo m elementos del total n, y luego
k de los m.

Por ejemplo, en una rifa participan 20 personas de
las cuales seran premiadas 7, pero de esas premia-
das cuatro tendran un premio doble. El nimero
de formas de seleccionar las 7 premiadas es (270)
formas y luego seleccionar a las cuatro que tienen

el premio doble es (}) formas.

Pero también se puede seleccionar primero a las
cuatro personas con premio doble de (Zf) formas
y luego escoger a las tres que tendran premio sen-
cillo entre las 17 restantes: (). O

El esquema se repite de nuevo, cada parte de
la identidad se interpreta de acuerdo a la defini-
cién combinatoria y luego se prueba que las dos
estdn contando lo mismo.

n

Cuando k < 0 o n < k, definimos (};) = 0 mo-
tivados por el hecho de que no podemos ele-
gir mas elementos que los que tiene el conjun-
to original ni tampoco podemos elegir una can-
tidad negativa de elementos. Esta convenciéon
nos permite expresar varios resultados de for-
ma compacta.

Teorema 2 (Identidad de Vandermonde)
Para cualquiera a, b, n enteros no negativos se veri-

ROCRGSRRCIER
G ONEY

En notacion de sumatoria:

,;(Z) <n3k) - (a:b)'

Algunos términos de la suma son cero, debido a
la convencién mencionada. Por ejemplo, si a =
4,b = 2y n = 3 entonces

660 0)E) L))

se simplifica a

66+ (006

porque (g) = 0 dado que 3 > 2.

Prueba. El lado derecho (aﬁb) sugiere que escoge-
mos n elementos de un conjunto con a elementos
de un tipo y b elementos de otro. Por ejemplo,
podemos escoger n estudiantes de un salén con a
hombres y b mujeres.

El lado izquierdo también cuenta el nidmero de
formas de escoger los n elementos, pero dividido
en casos. Asi, (2)(8) cuenta el nimero de formas
de escoger todos los n elementos del primer tipo,
(,2)(%) cuenta el namero de formas de escoger
uno del segundo tipo y el resto del primer tipo.
En general, (i)(nfk) es el nimero de formas de
escoger k elementos del primer tipo y n— k del

segundo.
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Figura 1.3: El niimero de formas de escoger k ele-
mentos del primer tipo y n — k del segundo es

0 )-

Dado que todo conjunto de n elementos debe apa-
recer en algln sumando, ambas expresiones cuen-
tan lo mismo y por tanto son iguales. ]

Aunque no podemos calcular por ahora de for-
ma explicita el nimero de k-subconjuntos, si es
posible calcular el nimero total de subconjun-
tos.

Teorema 3

Un conjunto con n elementos tiene 2" subconjuntos.

Esto es:

o)+ () @)+ () =2

Prueba. Primero, notemos que la expresion de la
izquierda efectivamente es igual al niumero total
de subconjuntos, ya que esta sumando la cantidad
de subconjuntos con 0 elementos, con 1 elemento,
con 2 elementos, y asi hasta llegara n elementos y
cualquier subconjunto queda comprendido en uno
de los sumandos.

Ahora, comencemos con un ejemplo. Si los ele-
mentos del conjunto son a, b, ¢, d, e (ordenados),
a cada subconjunto, pongamos {b, d, e}, le ha-
cemos corresponder una palabra (en este caso le
toca NSNSS) donde la j-ésima letra de la palabra

indica si el j-ésimo elemento fue o no escogido: ya
que a no esta en el subconjunto, la primera letra
de la palabra es N; como la b si se eligié, la se-
gunda letra es S; la tercera letra es N porque ¢ no
esta en el subconjunto, etc.

En general, si el conjunto tiene n elementos y se
listan ordenadamente, ag, as, ..., an, a cada sub-
conjunto le corresponde una palabra en las letras
Ny S de modo que la j-ésima letra es S si a; fue
escogido y es N en caso contrario. Ademas, esa co-
rrespondencia es «uno a uno»: cada subconjunto
corresponde a una palabra y cada palabra corres-
ponde a un subconjunto: hay una biyeccion entre
subconjuntos y palabras. Esto significa que la can-
tidad de subconjuntos es la misma que la cantidad
de palabras.

Ahora, la primera letra tiene 2 posibilidades, la se-
gunda tiene también 2 posibilidades, y asi suce-
sivamente hasta la Gltima letra que tiene 2 po-
sibilidades. Un principio de conteo nos dice que
el nimero de palabrases 2 x 2 x ---x 2 =27 de
modo que el nimero de subconjuntos es también
2, ]

En la prueba realmente no importaba que las le-
tras fueran N y S, se pudo haber tomado cual-
quiera dos simbolos (por ejemplo, A para mar-
car los elementos que si se escogen y B para
los que no). Una seleccion usual para marcar
dos opciones es tomar los simbolos 1 y 0; de
esta forma a cada subconjunto T del conjunto
S ={ay,ay,...,a,} le corresponde una sucesion
de unos y ceros

€1,€2,...,€
de forma que

1 sia;eT,
€j= .
0 s1aj¢T.
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Por ejemplo, el subconjunto {a,b,c,e} del con-
junto {a,b,c,d,e, f} corresponde a la sucesion
1,1,1,0,1,0. Esta correspondencia entre sub-
conjuntos y palabras se resume en la siguiente
interpretacion combinatoria de los coeficientes
binomiales.

2

El miimero (}) es el niimero de sucesiones de longitud
n de unos y ceros con exactamente k unos.

De forma alterna, () es el niimero de palabras de
longitud n en dos simbolos con exactamente k posi-
ciones iguales al primer simbolo.

1.2. Caminos

Consideremos una cuadricula de (m,n) y colo-
quemos coordenadas de modo que la esquina
inferior izquierda sea (0,0) y la superior dere-
cha sea (m,n). Nos interesa el namero de for-
mas de viajar de (0,0) a (m, n) siguiendo la cua-
dricula y permitiendo tinicamente movimientos
hacia arriba o hacia la derecha.

(6,4)

(0,0)

Figura 1.4: Ejemplo de camino entre (0,0) y (6,4).

Observemos primero que todos los caminos tie-
nen la misma longitud: m + n. Ademaés todo ca-
mino tiene exactamente m pasos horizontales y

n verticales, lo tinico que cambia es el orden en
que aparecen.

Asi, podemos identificar cada camino con una
palabra en las letras H y V que indican el orden
de los pasos a seguir. Por ejemplo, el camino de
la figura corresponde a la palabra HHVHVVHHVH;
caminos diferentes corresponden a palabras di-
ferentes. Y también se cumple que cualquier pa-
labra con m entradas H y n entradas V corres-
ponde a un tnico camino. Hay entonces la mis-
ma cantidad de caminos que de palabras, y esta

cantidad ya la sabemos calcular: ("™).

Teorema 4
El nmiimero de caminos sobre una cuadricula de tama-

fiom x nes ("M

Un pequefio reajuste nos da la tercera interpre-
tacion de los coeficientes binomiales:

3
El niimero (};) es el mimero de caminos en una cua-
dricula de tamarfio k x (n — k).

El hecho de que las interpretaciones combina-
torias de () sean equivalentes significa que se
podrian definir los coeficientes binomiales co-
mo nimero de caminos en una cuadricula de
k x (n — k) y luego probar todas las demads pro-
piedades.

Por ejemplo, la propiedad de simetria dice que
(3) = (,,";)- En términos de caminos, quiere de-
cir que hay el mismo ntimero de caminos en una
cuadricula de tamafio a x b que en una de tama-
fio b x a.

La identidad de Pascal se deriva del hecho que
para llegar a la posicién (a,b), primero hay que
llegar a la casilla (2 —1,b) oalacasilla (a,b — 1),
de donde se obtienen los dos sumandos de la
identidad.
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El teorema sobre el total de subconjuntos de
un conjunto con n elementos, en caminos co-
rresponde al hecho de que hay 2" formas de
avanzar n pasos (con cualquier proporcion de
horizontales y verticales) porque en cada cruce
siempre hay 2 opciones a elegir.

1.3. Pascal

Con un poco de curiosidad, es natural conside-
rar el arreglo de coeficientes binomiales donde la
fila 7y la columna j es (j):

A~ o~~~
OB OWON O OO
NN N S A
e R N
— = = =

o~ o~ o~ —

El arreglo asi definido recibe el nombre de Tridn-
gulo de Pascal.

Si bien, no tenemos atn una férmula para cal-
cular directamente los valores de cada entrada,
si es posible llenarla. Primero notamos que to-
dos los elementos de la primera columna y los
de la diagonal son iguales a cero, y luego hace-
mos uso de la identidad de Pascal para llenar
las demas filas en orden.

1

—_ ==
B~ W N -
N W =
I

—_

En el fondo, el tridngulo de Pascal esconde la
misma informacién que la interpretacién por

caminos. Esto quizds se aprecia mejor cuando
disponemos los elementos como sigue:

1/1\1
NN
NN
NN N

El tridngulo de Pascal corresponde entonces a
una cuadricula «rotada», en donde las direccio-
nes permitidas son las dos diagonales hacia aba-
jo. Cada entrada () corresponde al nimero de
formas de recorrer caminos partiendo de la en-
trada superior, siguiendo las flechas, hasta la
posicién b de la fila a.

En el tridngulo de Pascal podemos visualizar
ciertas identidades. Por ejemplo, la identidad
que establece

() (3) -+ 0) =

corresponde a que la suma de la n-ésima fila del
tridngulo es igual a 2", y nuevamente se relacio-
na con el hecho de que un camino que legue a
la fila n-ésima tiene que haber dado n pasos y
cada uno con dos opciones.

Si comenzamos en una entrada del borde iz-
quierdo y nos movemos siempre en diagonal
bajando hacia la derecha, la suma de las entra-
das por las que pasemos serd nuevamente un
coeficiente binomial:

1 5
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En la figura, se tiene que

)+ ()G =G

La relacién general es la siguiente:

Ejercicio
Para todos m,n > 0 se cumple

(0) (") (")

1
+H.+<m+n> _ <m+n—|— ),
n n
es decir:

ECT)- (1)

k=0

La prueba se deja para préctica.

1.4. Multiconjuntos

Podemos pensar en multiconjuntos como «con-
juntos en los que se permite repeticién». Por
gjemplo, si A = {1,2,3}, los multiconjuntos de
tamarfio 4 que se pueden formar con los elemen-
tos de A son:

{1,1,1,1},{1,1,1,2},{1,1,1,3},{1,1,2,2},
{1,1,2,3},{1,1,3,3},{1,2,2,2},{1,2,2,3},
{1,2,3,3},{1,3,3,3},{2,2,2,2},{2,2,2,3},
{2,2,3,3},{2,3,3,3},{3,3,3,3}

4
El niimero de formas de tomar un multisubconjunto

de tamario k a partir de un conjunto con n elementos
se denota ((})).-

ast ((3)) =15

No hay una forma estdndar de nombrar a ta-
les coeficientes en espafiol, usaremos «n multi
k» para referirnos a ellos. Nota ademds que en
multiconjuntos si es posible tener k > n.

Existen una interpretacién particularmente ttil
de estos niimeros:

5

El mimero ((})) es el mimero de formas de dar k
karamelos a n nifios.

Por ejemplo, el multiconjunto {1,2,3,3} indi-
ca que el primer nifio recibi6 un karamelo, el
segundo recibié un karamelo y el tercero reci-
bi6 dos. El multiconjunto {2,2,2,3} indica que
el primer nifio no recibié karamelo, el segundo
recibi6 tres y el tercero uno. Cada forma de re-
partir los karamelos corresponde a un multisub-
conjunto y cada multisubconjunto corresponde
a una forma de repartir.

Podemos visualizar la la interpretacion anterior
colocando los k karamelos en fila y hacer n gru-
pos, donde el j-ésimo grupo corresponde a los
karamelos del j-ésimo nifio:

{1,2,3,3} =pa | > | i pa
{1,1,3,3} =pa |
{2,2,2,3}:

| > b

| bap<pa | b

Notemos ahora que cada multiconjunto corres-
ponde a una lista de k caramelos y n — 1 separa-
dores. Podemos incluso denotar cada arreglo de
dulces y separadores como una palabra D para
dulce y S para separador:

{1,2,3,3} = DSDSDD
{1,1,3,3} = DDSSDD
{2,2,2,3} = SDDDSD
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Cada multisubconjunto corresponde a una pa-
labra con k posiciones D y n — 1 posiciones S y
al revés, cada palabra de ese tipo corresponde a
un multisubconjunto.

La biyeccion entre los multisubconjuntos y las

palabras nos dice que para contar multisubcon-

juntos basta contar las palabras, pero la segun-

da interpretacion de los coeficientes binomiales

nos dice que el nimero de tales palabras es pre-
. k+n—1

cisamente (“7 7).

Teorema 5

El niimero de k-multisubconjuntos de un conjunto
con n elementos es

( ( n )) _ (n+k—-1

k/)) k '

De esta manera, calcular multisubconjuntos se
reduce a calcular coeficientes binomiales.

1.5. Newton

Hemos hablado mucho de coeficientes binomia-
les, pero nunca dijimos algo sobre binomios, por
lo que esa denominacién puede parecer extrafia.
Las combinaciones reciben el nombre de coefi-
cientes binomiales porque aparecen en un teo-
rema muy importante de dlgebra que indica c6-
mo elevar un binomio a una potencia, esto es,
permiten calcular (a + b)" cuando n > 0 es un
entero. Este teorema conocido como Teorema de
Newton o Teorema binomial establece:

Teorema 6
Sin > 0 es un entero, entonces

(Z) akpk,

(a+b)”:zn:

k=0

Por ejemplo, si n = 3 se tiene

(a+b)% = (g) b+ (i) ab*+ @) a*b+ @) be.

Es comiin que este teorema se enuncie sin de-
mostracién y cuando si se da una, suele ser por
induccién, aunque la prueba combinatoria es
mas directa y simple.

Prueba. Supongamos que queremos calcular el
coeficiente de a*b"k en el desarrollo de (a+ b)".
Expandimos (a + b)" afiadiendo subindices para
diferenciar cada uno de los factores:

(a+b)" = (a1 + b1)(az + ba2) -+ (an + bn).

(a+b)? = (a+b)(a+Db)(a+D)
= aaa + aab + aba + abb
+ baa + bab + bba + bbb

Figura 1.5: Desarrollo de (a + b)3.

Es decir, a1 = ap = - -+ = a, = a pero suponemos
por un momento que son diferentes entre si (y de
forma similar para b). El coeficiente de a“b" ¥ es
entonces el niumero de formas en que podemos
tomar k factores de la forma a; y n — k factores
de la forma b;.

Por ejemplo, si n = 3, el coeficiente de ab® es 3
porque hay exactamente tres formas de escoger
un par de ay el otro como b:

3ab® = aiasbs + ai1boas + biaras.

Pero el nimero de formas de escoger k factores
a; y n— k factores b; es () pues estamos simple-
mente seleccionando k de los n factores para usar
ay el resto seran b, esto concluye la prueba. [
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Problemas

En los siguientes problemas, todas las pruebas deben realizarse usando argumentos combinato-
rios.

Sin > kentonces: n(} 1) = k(}).

Demuestra que (n — k) (7) = n(". 7).

Una variacién: si n > 2 entonces k(k —1)(}) = n(n —1)(}73).

Sin > 1, demuestra que Y o k(}) = n2"1.

Prueba que: Yi_ok(n —k) = Y1, (5) = ("Ih).

1
2
3
4 Sabemos que Y }_ () = 2", ;a qué es igual Y o (2)?
5
6
7 Da una prueba de la identidad de Vandermonde usando la interpretacién de caminos.
8

‘ k
Demuestra que Z}"Zk (1) = (i) + (kJ,Ql) +( Jkrz) +- 4+ (5) = (’,?jfll)
¢Cual es la relacion de esta identidad con la del ejercicio 4?

9 Demuestra que () + (") + ("3 + -+ (") = ("),

n n
10 (Aigner) Sea f(n, k) el miimero de k-subconjuntos de {1,2, . ..,n} que no contiene algiin par de enteros
consecutivos. Prueba que f(n,k) = (""F).

11 Encuentra una prueba combinatoria de que () + (5) + () + () +--- =)+ G)+ G +G) +---.

n!

12 Demuestra que el valor de (}) es Hn—t"

Pedro Sénchez (drini@matmor.unam.mx) —



2.1. DOMINOS

CAPITULO 2. RECURRENCIAS

Capitulo 2

Recurrencias

Una de las técnicas mds fuertes disponibles en
problemas de matemaéticas discretas es el uso de
recurrencia.! Con frecuencia no es posible enu-
merar una clase de objetos directamente, pero
si es posible enumerarla en funcién de las par-
tes que la componen y aunque tampoco poda-
mos calcular las partes de forma directa (por ser
usualmente un problema equivalente al inicial),
el sélo hecho de establecer la relacion entre el
todo y sus partes nos permite extraer mucha in-
formacioén del proceso. Esta es la idea de recu-
rrencia: expresar una cantidad en funcién de sus
partes, o expresar los términos de una sucesion
en funcién de los términos anteriores.

Ya en el capitulo anterior nos cruzamos con es-
ta idea, aunque no de forma explicita. La iden-
tidad de Pascal establece una relacién entre to-
dos los subconjuntos de {1,2,...,n} que tienen
k elementos y las dos clases en que los separa-
mos: los que contienen a 7 y los que no.

Recordamos que la cantidad total de k-

subconjuntos es (;) y por otro lado, aquellos

que contienen a 1 son en total (!_]) y los que

1Ver capitulo 2.

no lo contienen son (”;1), concluyendo

n\y (n—1 n n

k) \k-1 k)
Y aunque en un principio no podiamos calcular
ni los valores del total o de las partes (pues no
habifamos encontrado atin la férmula para cal-
cular un coeficiente binomial), la relaciéon mis-
ma «todo = suma de sus partes» nos permitié
deducir muchos resultados y nos proporcioné

ideas (separar casos, partir conjuntos, etc.) que
nos ayudaron en otros problemas.

2.1. Dominés

Consideremos una cuadricula de 2 x n. Nos
preguntamos el ntimero de formas d(n) en que
la podemos llenar con dominds (piezas de ta-
manfo 2 X n).

A continuacién se muestra la cuadricula para
n==8

y un ejemplo de llenado:
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Existen diferentes formas equivalentes de inter-
pretar d(n). Por ejemplo, y dado que la mitad
superior es exactamente igual a la parte infe-
rior, d(n) también cuenta el niumero de formas
de llenar una cuadricula de 1 X n con cuadros y
dominds:

Es también el nimero de formas en que se pue-
de escoger un subconjunto de {1,2,...,n — 1}
sin que se tome un par de elementos consecuti-
vos. El ejemplo anterior corresponde al subcon-
junto {2,5}; analizaremos éstas y otras diferen-
tes interpretaciones mds adelante.

Regresando al problema de calcular d(n), no es
evidente una forma de calcular directamente (a
partir de n) su valor. Si queremos aplicar re-
currencia, necesitamos encontrar una divisién
apropiada de los casos para poder establecer
una relacion.

Un primer acercamiento consiste en calcular los
valores de d(n) paran = 1,2,3,.... Si procede-
mos asi encontraremos:

» Paran =1,d(1) = 1 pues el tnico arreglo
es I:I

» Para n = 2 se tiene d(2) = 2 pues los arre-

glos son I:II:I E

» Sin = 3 entonces d(3) = 3 pues los arre-

glos son LLL| |I—| |—|||

Si continuamos dibujando los arreglos, notare-
mos que hay de dos tipos: los que inician con un

dominé vertical y los que inician con dos hori-
zontales. Afirmamos que estas son las dos clases
en las que debemos separar las formas de llenar
la cuadricula

Por ejemplo, en el siguiente listado paran = 5,
hemos separado los dos grupos

Ya tenemos los dos tipos de arreglos, lo que ne-
cesitamos ahora es expresar la cantidad en cada
uno de ellos. En el primer caso, cuando inicia-
mos con un dominé vertical, el niimero total de
arreglos es el nimero de formas de llenar la cua-
dricula de 2 x (n — 1) restante, por definicién
igualad(n —1):

din—1)

Si empezamos con dos horizontales, entonces lo
que resta por llenar es una zonade2 x (n —2) y
por definicién el nimero de formas de hacerlo
esd(n—2):

d(n—2)

Hemos encontrado entonces la recurrencia bus-
cada:

Pedro Sénchez (drini@matmor.unam.mx)



2.2. FIBONACCI

CAPITULO 2. RECURRENCIAS

dn)  |=| | dn-1) |+

d(n—2)

De esta forma, las expresiones

din)=dn—1)+d(n-2),
di1) =1, d2) =2,

nos permiten calcular de forma recursiva cual-
quier valor de d(n), calculando primero los va-
lores anteriores. Asi, los primeros valores de la
sucesion d(n) son

1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ...

Los nimeros d(n) forman parte de una sucesién
famosa de ntiimeros, comentada en la seccién si-
guiente.

2.2. Fibonacci

En 1202 aparece en Italia el Liber Abaci o Libro
de las cuentas, escrito por Leonardo de Pisa. Con
el libro, Leonardo queria dar a conocer los nu-
meros arabigos porque realizar operaciones con
ellos era mucho més simple que con la nume-
racién romana todavia usada en la época, dedi-
cando parte del libro a resolver problemas arit-
méticos con el nuevo sistema. Ciertamente los
numeros arabigos no se hicieron populares has-
ta tres siglos después con la invencién de la im-
prenta, pero el libro se hizo muy popular en la
época, sobre todo entre comerciantes a quienes
el nuevo sistema les beneficiaba mucho.

Entre los problemas del libro, uno relativo a la
cantidad de descendencia que engendraria un
par de conejos tiene por solucién la serie de
nameros 1,1,2,3,5,8,13,... en la que cada tér-
mino es la suma de los dos anteriores. Como

Leonardo tenia el apodo Fibonacci (hijo de Bo-
nacci), tal sucesién se conoce hoy como sucesién
de Fibonacci.

Esta sucesién es quiza la ecuacion de recurren-
cia més famosa y se define como:

Fﬂ = Fn—l +F1’172/

Fh=0,
F =1,
es decir:

Fol|F || F | F | F| F| F | E
011 |2]3|5]8]13]21

Al describir una ecuacién de recurrencia es muy
importante indicar también las condiciones ini-
ciales a partir de las cuales se calculan todos
los demds términos. Es comun que se indi-
que s6lo la regla, mas ésta no basta para de-
terminar la sucesién. Por ejemplo, la sucesion
5,2,7,9,16, ... tiene exactamente la misma regla
(cada término es la suma de los dos anteriores)
pero obviamente se trata de una sucesion dife-
rente.

La sucesion d(n) de la seccion anterior tiene la
misma regla, pero los términos estdn desplaza-
dos una posicién:

d (n) = In+1

y esa es la primera interpretacién de los nime-
ros de Fibonacci.

6

El niimero de formas d(n) de llenar una cuadricu-
la de 2 x n con dominds es el niimero de Fibonacci
F, n+1-

De forma equivalente, el niimero d(n) de formas de
llenar una cuadricula de 1 x n con cuadritos y do-
minos es F, 1.
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Al igual que para los coeficientes binomiales,
existe una gran cantidad de identidades para
numeros de Fibonacci que pueden probar uti-
lizando las interpretaciones combinatorias.

Teorema 7
Si E, es el n-ésimo niimero de Fibonacci, entonces

Fh+F+FKE+...+F, =F1,—1.

Prueba. Usando la interpretacién de cuadritos vy
dominés, notando que Fy = 0, tenemos que pro-
bar

d(0) +d(1)+-+d(n—1) =d(n+1)—1.

El d(n+ 1) sugiere que estamos tomando una
cuadricula de 1 x n+ 1 para llenar con cuadritos y
dominés, pero una configuraciéon la estamos des-
cartando. Si tenemos que escoger una para des-
cartar, la «natural» (en cierto modo la diferente
a todas las demas) es la que sélo tiene cuadritos
y ningtn dominé. De esta manera, d(n+1) —1
lo podemos interpretar como el nimero de formas
de llenar la cuadricula de 1 x (n+ 1) usando al
menos un dominé.

Si hay al menos un domind, todo arreglo tiene un
primer dominé (recorriendo de izquierda a dere-
cha) y todos las piezas a la izquierda de este do-
mind tienen que ser cuadritos. Supongamos que
el primer domind aparece en la posicion k:

Para contar el niimero de configuraciones donde el
primer dominé aparece en la posicién k, notemos
que sélo hay una forma de llenar la izquierda (sélo
cuadritos) pero que a la derecha hay que llenar
(n+1)—(k+1) = n— k espacios con cualquier
ficha pues ya usamos al menos un doming). Sin

embargo, el niimero de formas de llenar un espacio
de tamafio n — k con cuadros y dominds es por
definicion d(n— k).

Finalmente, k puede variar entre 1 y n porque no
puede ser que un dominé empiece en la Gltima
casilla. Cuando k varia entre 1 y n, los valores de
d(n— k) varian entre d(0) y d(n—1). Concluimos
asi, contando de dos formas diferentes, que

d0)+d1)+---+d(n=1)=d(n+1)+1
y por tanto
Fo+F+- 4+ F,=Fpa+ 1.
]

Mencionamos anteriormente que existen otras
formas de interpretar combinatoriamente los
nimeros de Fibonacci. Una interpretacién di-
recta obtenida de la de cuadritos y dominés es
la siguiente:

7
El niimero de Fibonacci F, cuenta el niimero de su-
mas iguales a n — 1 cuyos sumandos son 1y 2.

Por ejemplo, F5 = 5 porque hay 5 formas de des-
componer 4 en sumas de unos y doses:

1+1+1+1,1+14+2,1+24+1,2+1+1,2+2.

Otra interpretacién menos evidente es:

8

El niimero de Fibonacci E, es el niimero de subcon-
juntosde {1,2,...,n—2} enlos que no aparece nin-
guin par de enteros consecutivos.

Por ejemplo, F5 = 5 pues los tinicos subconjun-
tos de {1,2,3} que no tienen elementos conse-
cutivos son:

@,{1},{2},{3},{1,3}.
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Comencemos con un arreglo de n — 2 casi-
llas representando a los elementos del conjunto
{1,2,...,n — 2}. Cada subconjunto sin enteros
consecutivos corresponde a marcar ciertas casi-
llas sin que aparezcan dos marcas en casillas ve-
cinas:

Por ejemplo, si n — 2 = 8 entonces el subconjun-
to {1,4,6} se representa como

VMIT I VI 1]
12345678

Nos interesa entonces el nimero de formas en
que podemos marcar una cantidad cualquiera
de casillas siempre y cuando no aparezcan dos
casillas vecinas marcadas. Para evitar que dos
casillas vecinas tengan marca vamos a tachar la
casilla inmediata derecha a cada marca:

WVIX] VXIVIX] |
12345678

Esto nos sirve porque traducimos el problema
de contar las formas de poner marcas v que no
sean vecinas al problema de escoger pares de
casillas y colocar v/ X en ellas. Esto se hace més
claro si en cada par de casillas ponemos un do-
mind en vez de las marcas (sabemos que en ca-
da domino la casilla de la izquierda sera v y la
de la derecha serda X ). Asi, el ejemplo {1,4,6}
que hemos estado considerando corresponde al
siguiente arreglo:

12345678

Hemos convertido el problema de contar sub-
conjuntos sin pares de enteros consecutivos a
contar formas de llenar una cuadricula con do-
minds, aunque aparece un pequefio detalle: si
el subconjunto elegido contiene al dltimo ele-

mento, no hay espacio para poner Xo de forma
equivalente, no podemos poner un dominé que
empiece en esta posicion.

Para solucionar el problema afiadimos una casi-
lla «fantasma» en la posicién n — 1. En esta casi-
lla sélo permitimos que aparezca vacia o con la
marca X (porque en realidad no es un elemento
del conjunto y no la podemos escoger).

Con este pequefio cambio ya tenemos finalmen-
te la correspondencia deseada: cada subconjun-
to de {1,2,...,n — 2} corresponde a un llena-
do con cuadritos y dominés de una cuadricula
de 1 x (n —1) en donde la regla de correspon-
dencia indica que cada dominé empieza en los
elementos elegidos para el subconjunto. Para
aclarar la correspondencia damos algunos otros
ejemplos conn —2 = 8:

i ={1L6}

| = {248}

=0

12345678

Concluimos notando que el nimero de formas
de llenar una cuadricula de 1 x (n — 1) con cua-
dros y dominés es, como establecimos anterior-
mente, F,.

La interpretacion anterior se usé en el ejercicio
del capitulo 1 para pribar que el ntiimero de k-
subconjuntos sin enteros consecutivos que tie-
ne un conjunto con n elementos es f(n,k) =
("‘,’:H). Reajustando indices podemos integrar
ambos resultados en el siguiente teorema.
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Teorema 8
Para todo n > 0 se cumple

n

Y =@+ Y+ (D) + = Fe

k=0

Compara esta suma con la del ejercicio al final
de la seccién 1.3. Dado que estamos hablando
de coeficientes binomiales, acude al tridngulo
de Pascala para localizar los términos de la su-
ma anterior, jte llevards una sorpresa!
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Problemas

13 ;De cudntas formas se puede expresar n como suma de niimeros impares? Por ejemplo, 4 puede escribirse
de las siguientes formas: 3+1,14+3,1+14+1+ 1.

14 ,De cudntas formas se puede expresar n como suma de términos mayores a 1? Por ejemplo, 5 se expresa
como5,3+2,2+ 3.

15 Sin > 0, pruebaque Fy + 3 + F5+ - - - + F—1 = oy

16 Demuestra que F,F, + F,_1Fy—1 = Fpyqyn—1 param,n > 1.

17 Sin > 0 entonces Foy = Y 1o (i) Fr-

18 (Benjamin-Quinn) Para n > 0 se cumple d(n) +d(n — 1) + Y7 —3 d(k)2" 2% = 2n.
19 ;Cudntos caminos hay en la cuadricula de (0,0) a (n, n) que no cruzan la diagonal?

20 ;De cudntas formas puedes dividir un n-dgono en tridngulos usando diagonales que no se toquen mds
que en los vértices?
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Apéndice A

Sugerencias

Capitulo 1

1 Cuenta el niimero de formas en que puedes hacer un comité de k personas con un secretario a
partir de un grupo de n personas.

2 Cuenta el nimero de formas en que puedes hacer un comité de k personas con un secretario a
partir de un grupo de n personas.

3 Piensa que estds formando un comité de k personas con un secretario y un tesorero.
4 Desarrollar la suma de la izquierda.
5 Considera el nimero de formas de hacer un comité con un secretario a partir de un grupo de n
personas.
n+1

6 La expresion (") sugiere que se estdn escogiendo tres ntmeros (a,b,c) del conjunto
{1,2,...,n+ 1}. Enumerar tales ternas de dos formas diferentes.

7 Cada sumando de la forma (})( nﬁ ;) cuenta el niimero de caminos que pasan por un cruce espe-
cifico.
8 Clasifica los subconjuntos de tamano k + 1 escogidos de {1,2,...,m + 1} de acuerdo al mayor

elemento.

10 Cada vez que se selecciona un elemento para el conjunto, «bloquea» al siguiente. Podemos
pensar que tenemos los nimeros del 1 al n y que estamos eligiendo varios pares de niimeros
consecutivos (uno para el subconjunto y otro para bloquearlo).
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11 El lado izquierdo cuenta los subconjuntos de tamafio par que tiene un n-conjunto, el lado de-
recho cuenta los subconjuntos de tamafio impar. Como el total de subconjuntos es 2", prueba que
las sumas son iguales a la mitad de 2".

Capitulo 2

13 Elabora una lista de casos pequefios para hacer una conjetura e interprétala combinatoriamente.
14 Mismo procedimiento que el ejercicio anterior.

15 Clasifica las formas de llenar una cuadricula de 1 x (2n — 1) de acuerdo a la posici6on del altimo
dominé.

16 Considera arreglos de cuadros y dominds, demostrando la identidad correspondiente para los
numeros d(n) dependiendo si en la posiciéon m aparece un dominé o un cuadrito.

17 Interpretando con cuaricula, cuenta dependiendo del ntiimero de cuadros que aparecen en las
primeros n posiciones.
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Apéndice B

Soluciones

Capitulo 1

1 Podemos pensar que de un conjunto con n personas escogemos un comité de k personas y entre
ellas un secretario.

Si escogemos primero al secretario (1 opciones), falta escoger el resto del comité, el cual consta de
k — 1 personas escogidas de las n — 1 restantes. Asi, el niimero total de formas de hacer la eleccion
esn(i }).

Otra forma es escoger a los k integrantes del comité primero, lo cual se puede hacer de () formas,
y luego entre ellas seleccionar al secretario. El niimero de formas de hacer esta eleccion es k().

2 Exactamente la misma idea que el anterior. S6lo que ahora escogemos k personas del comité y el
secretario lo escogemos fuera del comité.

Asi, la izquierda cuenta el niimero de formas de escoger el comité en (;) formas y luego escoger
al secretario de las n — k personas que no estdn en el comité.

El lado derecho escoge primero al secretario (1 opciones) y luego escoge al comité entre las n — 1
personas restantes.

3 La misma idea que en el primer ejercicio, pero ahora hay dos elementos distinguidos (un se-
cretario y un tesorero). Si escogemos primero al comité y luego a los oficiales obtenemos el lado
izquierdo. Si escogemos primero a los oficiales y luego al resto del comité obtenemos el lado de-
recho.
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4 Desarrollando Y5 _o (1):

2 (1) = ()= () ) () + ()

notamos que todos salvo el dltimo término tienen n < k y por tanto son iguales a cero. El término

final es el tinico que sobrevive y es (I;) =1, valor total de la suma.

5 Ya sabemos que k(}) es el nimero de formas de escoger un comité de k personas y entre ellas
tomar un secretario. Cuando sumamos sobre todos los valores de k, lo que hacemos es permitir
cualquier tamarfio. Ast:

(1) +2(5) +3(5) +- ()

es el nimero de formas de hacer un comité (de cualquier tamafio) y nombrar un secretario dentro
del comité.

La otra forma de contar es escoger primero al secretario de n formas diferentes y el resto del comité
es cualquier subconjunto de los n — 1 restantes (porque el comité puede tener cualquier tamaro).
El ntimero de formas de tomar un subconjunto de las 7 — 1 personas restantes es 2" 1.

6 Sabemos que (”;’1) equivale al nimero de formas de escoger tres elementos 4, b, c del conjunto

{1,2,3,...,n+1}. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que 2 < b < ¢ (porque reordenar
elementos no cambia el subconjunto).

Si c es iguala 1 0 2, no hay eleccién posible. Cuando ¢ = 3 hay s6lo una forma de escoger a y b
del conjunto {1,2}. Si ¢ = 4, hay (3) formas de escoger a,b del conjunto {1,2,3}. Para ¢ = 5 hay

(3) formas de escoger a,b. En general para cada ¢ > 2 hay (“,') formas de escoger a y b. Asi, el
numero de ternas 4, b, ¢ es igual a

(&) () () ()
2 2 2 2
Haciendo k = ¢ — 1 concluimos entonces que
G)-(57)
= \2 3 )
El conteo anterior enumera las ternas respecto a su elemento mayor. Si ahora enumeramos res-

pecto al término medio, para cada b fijo, hay b — 1 opciones para a y n + 1 — b opciones para c.
Concluimos que el nimero de ternas es

1-n—-1)42-n-2)+---+(n—-1) 1.
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Haciendo k = b — 1 reescribimos la suma anterior como
1 1
Y k(n—k) = <”;L )

¢Qué pasaria si enumeramos respecto al elemento menor?

7 Queremos probar que

G) )+ ()G @) )+ ()6 - ()

por medio de caminos.

El lado derecho, (* Zb) es el numero de formas de recorrer una cuadricula de n x (a +b —n).

b-(n-k)

n-k

a-k
U-q+v

n

Ahora analicemos uno de los sumandos (})( nﬁ ;) El primer factor (;) cuenta el nimero de formas
de recorrer desde (0,0) hasta (k,a — k). Marcamos ese punto en la cuadricula y vemos que deter-
mina un segundo rectangulo desde (k, a — k) hasta la esquina superior derecha de la cuadricula.

Este segundo rectdngulo tiene base n — k y altura (a +b —n) — (a — k) = b — n + k. El nimero de
formas de recorrer este segundo rectdngulo es, por la interpretacién de los coeficientes binomiales
en término de caminos:

<(n—k):£bk—n+k)> _ <nﬁk>'

La conclusion es que ()(,”,) cuenta exactamente el niimero de caminos entre (0,0) y (a + b — n)

que pasan por el cruce (k,a — k).

Al variar k entre 0 y n obtenemos una «diagonal» de puntos de la forma (k,a — k). Todo camino

tiene que pasar por alguno de ellos, de modo que la suma de (;)(, b i) con k desde cero hasta 7 es

el nimero total de caminos.
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(kak)*

U-q+v

n

Nota: Asi como en la suma algunos términos se hacen cero (ya sea porque k > aon—k >
b)), si dibujdramos todos los cruces obtendriamos puntos fuera de la cuadricula. Estos puntos
«imposibles» corresponden a los términos de la suma que se hacen cero.

8 El lado derecho, (',1::11) sugiere que estamos eligiendo k + 1 elementos del conjunto {1,2,...,k+
1}. Vamos a usar nuevamente la idea de clasificar de acuerdo al mayor elementos del subconjunto:
si el mayor elemento es t entonces los k restantes se tienen que escoger entre {1,2,...,t — 1}, de
(71) formas. El menor valor que puede tomar t es k + 1 (de lo contrario no habria suficientes
elementos anteriores para elegir los k necesarios) y el mayor valor es t = n + 1. Sumando los
valores de (;) en el rango entre k + 1y n + 1 tenemos que el niimero total de formas de hacer la
eleccién es

() (19 (3)+)

Concluimos entonces que
% ()= ()
i k k+1

Se relaciona con el problema 4 en que los términos de ésta suma son los que contintian la suma
de los términos de aquella. Recordemos que ahi todos los términos salvo el primero son iguales
a cero, y el altimo término de esa suma es el primero aqui, por lo que podemos simplemente
reescribir

Q+O+RQ+ - +O+EN+++ "+ =D

En notacién de sumatoria:
2 ()= (i)
= k k+1
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9 Notemos que ("%) = ("¥). Reescribiendo la suma como

M+ + 4+ =)+ I+ A+

m
reducimos el problema a la interpretacién del ejercicio 8.

10 La interpretacion combinatoria usada para este problema también se usaré en el segundo ca-
pitulo para dar una de los ntimeros de Fibonacci. Vamos a pensar que tenemos n casillas que
corresponden a los ntimeros {1,2,...,n}. Para propdsitos de ejemplo, supongamos que n = 8

12345678

Es natural pensar que el elegir un subconjunto corresponde a marcar ciertas casillas. Por ejemplo,
{2,4,5,7} corresponde a marcar las casillas

L] Vvl 1]
12345678

El detalle es que no queremos considerar que aparezcan dos marcas juntas (como la 4 y la 5 del
ejemplo). Esto lo podemos visualizar bloqueando las casillas que siguen a una marca. De esta
forma, el conjunto {1,4, 6} corresponde a

WVIX] VIXIVIX] |
12345678

Asi, contar el nimero de formas de escoger subconjuntos con k elementos sin que aparezcan con-
secutivos es contar el niimero de formas en que podemos escoger k pares de casillas consecutivas
(para marcarlos con v/ X)...con el detalle de que si el conjunto contiene a 7 (la casilla final), no
aparece ninguna marca. Esto lo solucionamos creando una casilla «fantasma» n + 1 en la que po-
dremos poner Xcuando el subconjunto contenga a n. Esta casilla fantasma no causara problema
(ya que nunca la podemos realmente escoger y s6lo sirve para poner X).

Otra forma de visualizar los pares de casillas consecutivas es «fusionandolas» (sabemos que en la

primera mitad va v y en la segunda X, asi que simplemente los omitimos y nos concentramos en
la pareja). Nuevamente, como ejemplo tomamos el conjunto {1,4,6}:

12345678

Si el conjunto fuera {2, 5,8} entonces obtendriamos:

12345678
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Ahora queda claro el motivo de afiadir la casilla fantasma, pues con ella, cada elemento del sub-
conjunto corresponde a un «dominé» y cada elemento no elegido corresponde a un «cuadrito».
Contar los k-subconjuntos equivale al ntimero de formas de colocar k-dominds en una cuadricula
delx (n+1).

Ademés, siempre habra n + 1 — k piezas (porque hay n — 1 casillas pero k quedan canceladas por
los dominés) y de esas piezas, k son dominds y el resto cuadritos.

De manera alterna, podemos «codificar» cada arreglo como una palabra en las letras C (cuadrito)
y D (domind). El arreglo mostrado para {2,5,8} corresponde a la palabra CDCDCD y el de {1,4,6}
corresponde a DCDDCC.

Concluimos entonces:
= Cada k-subconjunto sin consecutivos corresponde un arreglo de n + 1 — k piezas.

» Delas n + 1 — k piezas, k de ellas son dominds.

» El ntiimero de formas de escoger cuales de las n 4+ 1 — k piezas son los dominds, es (”Jr,%*k).
11 Vamos a dar dos formas diferentes de probar la identidad. Como sabemos que la suma total de
subconjuntos es 2", una forma de demostrar lo que se pide es verificar que uno de los lados es
iguala2"/2 =2""1,

Para contar la cantidad de subconjuntos de tamarfio par, recurrimos a la interpretacién con pala-
bras. Cada subconjunto corresponde a una palabra de longitud 7 en las letras S y N en donde la
posicién k es igual a S si el elemento k fue elegido para el subconjunto y N en caso contrario.

Contar los subconjuntos de tamafio par equivale a contar las palabras que tienen un nimero par de
posiciones iguales a S. Ahora, las primeras n — 1 posiciones de la palabra pueden tomar cualquiera
de los dos valores N o S, pero la letra del tltimo elemento queda autométicamente fija: si se han
usado un ntmero par de S en las primeras posiciones s6lo puede aparecer N al final, y si en las
primeras posiciones se us6 una cantidad impar de S entonces la tiltima necesariamente es S.

Concluimos entonces que hay s6lo 2" ! palabras con un nimero impar de S y por tanto la cantidad
de subconjuntos de tamafio impar es 2" 1 = 2" /2.

12 El namero de formas de escoger k elementos del conjunto {1,2,...,n} y colocarlos en orden es
nmn—-1)n-2)---(n—k+1),
puesto que el primer elemento puede ser cualquiera de los #; el siguiente sélo tiene n — 1 opciones

ya que no puede repetir el primero; el tercer elemento tiene n — 2 opciones pues ya se usaron 2
anteriormente, y asi sucesivamente hasta el k-ésimo, el cual tiene n — (k — 1) = n — k + 1 opciones.
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APENDICE B. SOLUCIONES

Otra forma de contar estos arreglos consiste en primero escoger los k elementos que se van a
ordenar, lo cual se puede hacer de () formas, y luego se cuenta el total de formas en que se
pueden revolver esos k elementos entre si: k!.

Observando que

n(n—l)(n—Z)---(n—k+1):m,

y dado que contar de dos formas tiene que arrojar el mismo valor, obtenemos

(n i!k)! = (Z)k!

de donde terminamos la prueba al dividir ambos lados por k!.
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