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en alguna prueba de admision universitaria.

Es asi como hoy me toca poder invitarlos a los temas o contenidos de Circunferencias y
Circulos. Figuras y formas que desde de la antigiiedad han inspirado interpretaciones o
significados cercanos a la belleza o a la perfeccion mas alld de la geometria. El tenerlas
presente me han reportado y reportan mucho disfrute personal, cada vez que me hallo con
ellas. Espero que a uds. también, desde la perspectiva de sus contenidos y variados
ejercicios.
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ANGULOS EN LA CIRCUNFERENCIA

|. Elementos de la circunferencia:

= Oes centro de la [; Ly Lo

. g , OQ y OB son radios de la [J; \ T p Lz
=  ABcuerdadela ; B

. Q_T diametro de la [J;

= L, y L,sonrectas secantes a la [J; &

= L, estangente ala [];

= o es angulo interior de la [J; %

= Jes angulo exterior a la [J; .

Il. Propiedades

1. El dngulo del centro mide el doble que el angulo inscrito.
O bien; el angulo inscrito mide la mitad que el dngulo del centro.

Ejemplos: Para hallar el valor incognito, usar la primera representacion de la
propiedad indicada serd suficiente: “el angulo del centro mide el doble que su
angulo inscrito”.

) @) (

Solucion: Solucion: Solucion:

0o— a=2e52° o= o 1
126°=2a /-% . 60°=2q / A
63°=qa — 30°=a

2. El dangulo del centro mide lo mismo que el arco de circunferencia que subtiende.
Tal como se ilustra en la figura.

AB=a =<AOB

11=5°

122 L

a=A4B=122° a=115°
Parinacota, Quilicura, 2K09
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3. Los dngulos inscritos que subtienden el ~ O bien, el dngulo del centro mide el
mismo dngulo del centro -o arco de doble que todos los dangulos inscritos
circunferencia, son iguales entre si y  que subtienden el mismo arco que el,
miden la mitad que el dngulo del cuya medida de este ultimo, es
centro —asi como del arco que  también el doble que ellos.
subtiende.

Recordatorios:
En ejercicios de esta unidad, aparecen en ocasiones triangulos inscritos (adentro) de
una circunferencia. Por lo tanto es pertinente recordar de los triangulos que:

La suma de los angulos interiores de un triangulo suman 180°.
Un angulo exterior es igual a la suma de los angulos interiores no adyacentes a
el.

C
a+pB+y=180°
a+y=0
o g &
A B
Dos éangulos adyacentes suplementarios suman 180°. En la figura

anterior: S+ 0 =180°

En una circunferencia debemos tener que:

Toda cuerda que pasa por el centro de la circunferencia, es didmetro de ella —la
dimidia en dos partes iguales-.

Todo triangulo dentro de una circunferencia que tengas C

dos lados coincidentes con un radio, es isosceles. Y los 2o
angulos interiores -del mismo tridngulo-, opuestos a r

dichos lados, son de igual medida entre si. D

En la circunferencia de la izquierda, r designa su radio. roo

AB es una cuerda que pasa por su centro, por lo tanto es
también un diametro.

El tridangulo AOC es isosceles, pues AO =OC =r.
Y sus angulos interiores, -opuestos a dichos lados- y de igual medida entre si,
estan indicados por Q.

Parinacota, Quilicura, 2K09 4
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Ejemplos:
.
< 70 5
ge  A70° HOES 55
O B O

Observe que en las primeras figuras hemos indicado también el @angulo del centro.
El cudl tiene siempre la misma orientacion que su respectivo angulo inscrito. Asi,
en la primera figura un angulo inscrito de 35° se abre hacia la derecha, por lo tanto
su respectivo angulo del centro —que mide el doble, 70°-, también se abre hacia la
derecha. Hacia donde se halla el arco respectivo.

En la segunda figura, un angulo inscrito se abre hacia la izquierda y su respectivo
angulo del centro también.

Pero no siempre hemos indicado el dngulo del centro y su arco. Las dos ultimas
figuras se concentran unicamente en lo que estamos indicando al inicial este punto:
que si dos lados del tridngulo coinciden con los radios, entonces es un triangulo
isosceles. Esto significa que por tener dos lados de igual medida, los angulos
opuestos a dichos lados -llamados angulos basales-, también tienen igual medida al
interior del mismo triangulo.

= Otro punto que destacar relativo a angulos al interior de una circunferencia es
que, un angulo completo es aquel que subtiende un arco que coincide con la
propia circunferencia y que por lo tanto, mide 360°.

4. Debido a lo anterior, un angulo del centro que subtiende un arco de media
circunferencia, mide 180°. Y si dicho angulo del centro tiene un angulo inscrito,
este mide, por lo visto anteriormente, su mitad, es decir, 90°.

@

A

180°

5. Un dngulo semi inscrito -en la figura de la derecha marcado
con rojo, tiene como uno de sus lados una cuerda de la
circunferencia y por otro, un segmento externo y tangente,
comparte la misma propiedad que un angulo inscrito. Es decir,
mide la mitad que el angulo del centro y lo mismo que el
dangulo inscrito con los cuales subtienda el mismo arco. Tal
como lo ilustra la figura.

Ejemplos: Lo usual es que no nos encontremos con los arcos y angulos resaltados o
diferenciados como arriba (es el caso de la tltima de las siguientes figuras.)

Parinacota, Quilicura, 2K09 5
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Angulos en la Circunferencia
Listado Ne1: Ejercicios (Resueltos)

Angulos 1nscritos, del centro y semi mscritos.

Ejercicios: En cada circunferencia,

O es centroy AB es cuerda.

1. ABesdiametrodela 0. y=1?

Solucioén:
Y es un <Xinscrito y mide la mitad
que el <X del centro con el cual

subtiende el mismo arco z@ de 0.

180°_ o,

Es decir, y=

2.0 =7

Solucién:

o es un < del centro y por lo
tanto, mide el doble que el <
inscrito que subtiende el mismo
arco de [J que el.

or=2500=100°

Solucion:
Los angulos inscritos y del centro

p—

subtienden el mismo arco BC.
En tales casos, el angulo del
inscrito mide SIEMPRE la mitad
que el < del centro.

g 1200

Solucion:

Todo arco de O SIEMPRE mide lo
mismo que el < del centro que lo
subtiende. Por lo tanto:

Solucion:

o es un angulo inscrito, por lo
tanto, mide la mitad que el arco
que subtiende:

6. AB=q =?

Solucién:

Ahora o es un arco y al igual que
un angulo del centro, mide el
doble que el 4ngulo inscrito:

AB=160° O bien: @ =152° R @ =2940°-80° .
8.El triangulo ABC es|9. Se tiene un nondgono regular
equilatero. a =?, B=? (poligono de nueve lados
congruentes) inscrito en la [J.
Solucio’n:, o del 1 Solucion: Solucién:
o es un dngulo del centro y por lo Cada vértice del triangulo|Cada  vértice del poligono

tanto, mide el doble que el 4ngulo
inscrito que subtiende el mismo arco
de O, es decir:
& =20420 =84°,

o vy B XS que
subtienden el mismo arco que el <
de 48c. Por lo tanto, miden lo mismo
que este.

Es decir: a = 3 = 48e.

son inscritos

equilatero divide los 360° de la
O en tres arcos y angulos del
centro congruentes (de igual

medida).

Es decir, [ = ? =120e.

Mientras,

equilatero divide los 360° de la O

en 9 arcos y angulos del centro

congruentes (de igual medida).

Es decir, el 4ngulo del centro

0 =360°/9 =40°.

Cada angulo inscrito mide:
a=0/2=40°/2=20e°.

y ¢ mide cuatro veces Q:

¢ =4ar=49200=80°.

mide:

Parinacota, Quilicura, 2K09
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10. AB es diametro . /ATB =a="?

Solucién:
La figura se puede completar a:

C
J D‘\ QB
YW 620

118«
ZB + ]/)_Z\? = 180° (forman media

circunferencia)

De donde: AD =180°—620=118¢.

Y como o es un angulo inscrito, del

arco AD que subtiende.

11.0=?
A
o
B
A ¢
Solucion:

La figura se puede completar a:

Esto debido a que se tiene
angulos
suplementarios

dan 1809).

Y sabemos que @ =BC mide
el doble que el <Cinscrito que
lo subtiende:

adyacentes
(que sumados

Solucion:
Por ser & un 4ngulo del centro
que subtiende el mismo arco

I/B—é que el 4ngulo inscrito
<X CAB, tenemos:
si <CAB = 35¢

= 0=2xCAB=2¢35=70°.

_AD _118 a=2¢54=108°.
2 2 '
13. AC=0=9 14.4=?, y=2, 0=? 15. BT OO. g =2
B
7
T
7
: .
i/
A
Soluciéns Solucions Solucién:

Como O4=0C =r, los <s que se
oponen a tales lados son iguales (< s
basales) y miden 37°. En este caso:
<XACB =<AOC = 37°.

Y el arco O es igual al dngulo del
centro del AAOC. Este ultimo se
puede deducir mediante la suma de
los <Cs interiores en todo A (iguales a

180¢).

<AOC =180°-74°=106°= 0.

OB y OC son radios = sus
< s opuestos son iguales.

O¢ = 25°
A isosceles).
Un <X del centro mide el doble
que el <Cinscr. con el cual

[ <X s basales en un

subtiende el mimo arco. Asi,
0 = 50e.

Y dado que en todo A:

> <X int.=180°. En el ADOC:

v = 180° = (90+50)° = 40°

Un <X semi inscrito 0. mide lo
mismo que un <X inscrito con el
cual subtienda el mismo arco de
0. En este caso, el

—

arco en

comun es AB.

Es decir, o = <ACB =43e,

Parinacota, Quilicura, 2K09
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16. BTOO. a =2

Solucion:

Un <Csemi—inscrito (al igual que un
< inscrito) siempre mide la mitad
que el arco que subtiende.

En este caso, @& es < semi-inscrito
en la [ y subtiende al arco AB.

Por lo tanto:

17.BT00.9=2, a=?

Solucién:

El triangulo AOB es isosceles,
=a =<OBA por Ls
basales, (<Cs opuestos a lados de
igual medida, el radio 7, del A).
Y el dngulo del centro mide

Sser

siempre el doble que el <

semi—inscrito con el cual

subtiende el mismo arco.
Asi, la figura se puede completar

Hallaremos a por la suma de los
angulos interiores.

Asi, lo que falta son 60°, (que se
reparten en los dos angulos o).
Esto es,

2a=60°= a=30°.

18. BTOO.0=2, a=?

Solucién: Anélogo al anterior.
Resp.: o = 35°

19. BT00.5=?, a=?
;Y qué se puede concluir de los
ejercicios 17, 18y 197

Solucion: Idem a los anteriores.
Resp.: a = 42°

Conclusion(es):
e El 4angulo basal y el semi
inscrito son complementarios

suman 90°.
* La tangente a la
circunferencia es

perpendicular a su radio en el
punto de tangencia.

20. AC diametro. y=2, a=2?

o
A 5 C
84°
B
Solucion:
AB 'y BCforman una media
circunferencia.

AB + BC = 180°

AB + 840 = 1800

— AB =180°-84°= 96°

Y como un angulo del centro mide

siempre lo mismo que el arco que

subtiende: & = 96°.

21.BA =212°. a =2

E
2124
A
Solucion:
Por ser o un 4ngulo

semiinscrito, mide la mitad que
su angulo del centro, con el cual

subtiende la cuerda KB
_ <AOB _ AB
2 2

Todo se reduce a hallar el A—B y
dividirlo por dos.

AB + BA = 360°
AB + 2120 = 3600
:>AT3= 148° = a = 74e.

22, a =?

Solucion:

El «<CBA =124 es inscrito, por

lo tanto el arco AC que

subtiende hacia la derecha -esta

de mas decirlo, mide SU
DOBLE.

AC =2+1240=248¢

Luego,

AC+CA =360

248+ CA =360°

—CA = a=112.

Pues o es angulo del centro y

subtiende al arco (/:7& .

Parinacota, Quilicura, 2K09
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Solucion:

Como 105° y o son angulos inscritos,
sus arcos -ademas de completar una
circunferencia- miden el doble que
ellos.

BD + DB =360°

2a +210°=360°

= 20 =150°
a=75°

a es angulo inscrito, por tanto

<BOC
a =
2
_<«B'OC
2
(73.+)
2
_(22340+2+40°)
2
_ 3 (340+40°)
h

= 740

(<cs op. vértice)

25. y=?

;Qué se puede concluir de este
ejercicio y del 23y 247 ;Y cudl es
la diferencia con el ejercicio 227

Resp.:
v = 100°.

Conclusiones:

Se puede concluir que:

e Los angulos opuestos en un
cuadrildtero inscrito en una
circunferencia suman 180°
(son suplementarios).

e La diferencia es que el
cuadrilatero del  ejerc. 22
tiene uno de sus vértices en

el centro de la
circunferencia. Por ello no
satisface la conclusiéon
anterior.

27. a=?

(Qué se puede concluir de este
ejercicio y del anterior (ejercicio
26)?

Resp.:
a=63°

Conclusion:

Para  cuadrilateros con  tres
vértices en la [ y el otro en el
centro de ella, uno de sus angulos
inscritos es igual a la suma de los

otros dos angulos inscritos.

Parinacota, Quilicura, 2K09
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Volviendo con puntos de contenidos, ...

6. Cuadrilatero inscriptible o inscrito en 7. Trapecio Isosceles inscrito en una

una circunferencia.

Un cuadrilatero esta inscrito en una
circunferencia cuando todos sus vértices
estan en ella.

Hay que notar la
diferencia entre
circunferencia 'y
circulo.

Una Circunferencia

circunferencia.

Un trapecio es una figura de cuatro lados
(cuadrilatero) con un par de lados
opuestos paralelos y el otro par de lados
opuestos no paralelos.

Y al igual que en un triangulo, a dngulos
contiguos de igual medida entre si se
oponen también lados de igual medida
entre si (congruentes).

es el lugar s
geométrico de : [Em [ctm]
todos los puntos 217 51

equidistantes 0 que tienen una misma
distancia respecto de otro, llamado este
ultimo, centro.

Mientras que un circulo es el espacio al
interior de la circunferencia.

El cuadrilatero ABCD de arriba esta
inscrito en la circunferencia de centro O.

Un ejemplo de ello es el siguiente
trapecio.

Sin embargo, lo mas comln es que la
mayoria de los trapecios que se dibujan
en la practica, no tengan dos angulos y
lados opuestos que sean de igual medida
0 congruentes.

Pero esto SIEMPRE ocurre si el trapecio

Y los ejercicios 23, 24 y 25 hacen dibujado  esta

referencia a que en un cuadrilitero,  inscrito en una

inscrito a una ®, los dngulos opuestos circunferencia.

son suplementarios -suman 180°. Un ejemplo es la

Asi, en la figura del recuadro: figura de la
a+y=180° derecha.

y LB +0=180°

8. Angulo interior a una circunferencia.

Un angulo interior a una circunferencia
es aquel angulo formado por dos cuerdas
que se cortan, como se muestra en la
figura.

9.

Angulo exterior a un triangulo.
Podemos hallar un angulo interior a una
circunferencia y a la vez, exterior a un
tridngulo inscrito.

c Su medida es igual

Y su medida se obtiene mediante la a la suma de los
férmula: angulos  interiores
D AB+CD del A, no contiguos

xX=

A - 5] B ) ael.

v O bien En la figura:
o - a’+ ﬂ x= ﬁ +0

x= I

E 2

10. Angulo exterior a una circunferencia
formado por dos secantes.

La medida de un &ngulo exterior X,

formado por dos secantes PA y PD, se

obtiene mediante la formula:

_AB-CD

O bien:

X

Parinacota, Quilicura, 2K09

11. Angulo exterior a la circunferencia
con al menos uno de sus lados como
tangente.

La obtencion del
angulo exterior no
difiere del caso
anterior:
x=—a_’8
2

Nota aparte:
La tangente es siempre
perpendicular al radio y

al diametro de la 0.

10



Prof. Guillermo Corbacho C.

georbach@uc.cl
Angulos en la Circunferencia
Listado N° 2 de Ejercicios (Propuestos)
Cuadrilateros inscritos. Angulos interiores y exteriores.
Nombre: Curso: Puntaje:
Ejercicios

En cada circunferencia, O es centro y 4B es cuerda y si pasa por el centro, es didmetro.

Mientras que 4B es arco. Calcular las medidas que se piden y/o se indican tras un signo
igual.

4.0, B,y estan en larazon de|5. a=2x+3; 3=2x; y=3x-3
5 : 4 : 7, respectivamente. |  allar &.
Hallar o.
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13. AB diametro; o = . |14. AB diametro; DA =BC. |15.¥= X = ;0=
= Si DA =50°;CD= ;o= o
Do e
v
G
B-
17.a0 'y B cumplen con:|18.Sia =138y B=50°

a=2x-3 y [B=3x+1.
Hallara y B.
D

0=7?

19. a:B=36:13. 5=46.
a=  ;pB=

24. TP tangente. @ =

T P
4
B
130° O
A

25. TA
tangente.
Hallary, a y &.

diametro,

26. a =

27.PT =PQ. SiQT =242°,
Calcule el «xQPT.

&
T
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Angulos en la Circunferencia
Solucionario Listado N° 2: Ejercicios Propuestos

Cuadrilateros mscritos. Angulos interiores y exteriores.

Ejercicios:

En cada circunferencia, O es centro y 4B es cuerda y si pasa por el centro, es diametro.

Mientras que AB es arco. Calcular las medidas que se piden y/o se indican tras un signo igual.

=2

Solucion:

En todo cuadrilatero inscrito en
una [, los angulos opuestos son
suplementarios (suman 180°).

Asi, en la figura de arriba:

a+95°=180>= g = 85°
L +80°=180°= £ =100°

2. Halle los  éangulos  del

cuadrilatero.

Solucion:

Como en cada pareja de angulos
opuestos hay una sola incognita,
basta tomar cualquier pareja.

10x +8x =180°
18x=180°= x=10°

Ahora reemplazamos este valor en
cada expresion algebraica de cada
vértice y los angulos pedidos son:

1009, 1209, 80y 60°.

Solucién:
Los

180e.
Asi, en la figura de arriba, solo
nos sirve en un principio los
dngulos opuestos que presentan

angulos opuestos suman

en la suma un solo wvalor
desconocido, x.

25x+80°=180°

25x=100°= x = 4°

Ahora reemplazamos el valor

hallado de x en la otra pareja de
dngulos opuestos.

21x+ 3 =180°
2104+ B=180°
84+ B=1800= B =96°.

4.0, By Yyestan en la razon de
5:4:7. Hallar d.

Solucioén:

O y Y son 4angulos opuestos, por lo
tanto suman 180°. Ademas, estan
entre si en la razén 5: 7.

a+ y =180°
5p + Tp = 180° (donde p es
cada parte)
12p=1800=p = 180 = 150,

Ahora vamos a ver la pareja de
angulos opuestos a 0.

5+ =180
o +4p = 180°
O+ 4e 15°=180°=08=120°

5. a=2x+3;3=2x; y=3x-3
Hallar d.

Solucion:

De la figura, nos sirve:

a + 'y =180
(2x+3) + (3x - 3) = 180°
5x = 180° = x = 36°

Ahora que conocemos el valor de x,
nos dirigimos a la pareja en donde
se halla el 4ngulo pedido.
0+ [3=180°
0+ 4x = 180°
O0+4e 360=180°

0+ 1440 = 180°

0 =180°- 144 =36°

6. DC=CB; <«DCB=?

Solucién:
La figura se puede completar a

a lados
oponen angulos de igual medida.
Por lo tanto, el angulo pedido es
suplementario con 64°. Asi,

<DCB + 64°=180°

Pues congruentes se

= «<DCB =116°
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7.a=21°, y=63°. x=7?

Solucion:
x es dngulo exterior del triangulo,
por lo tanto, equivale a la suma de

Solucién:
Solo tenemos que X es dngulo
interior entre las dos cuerdas, pero

Solucion:
Analogo al anterior:

_8lo+1340 2250

, ) . es suficiente. Su calculo viene dado | x =112.5¢
los dos 4ngulos interiores no 7 )
adyacentes a el por el promedio de los arcos que

' “subtiende” el y su opuesto por el
= 4+ = o + o= o
x=0+y=21l°+63° =84 vértice.
161°+85°  246°
X = = =123e
2
11. a =? 12. a =?
A
a50 >
C 130°
E
Solucis Soluciéns:
olucion:
T Est 1 4ngul
El 4ngulo pedido tiene vértice en P St ver conocem(?§ € angiio
interior. Su relaciéon con las

-el punto medio de la notacion
del 4ngulo-y esta entre Ay C.

g 5"

Su calculo viene dado por el
promedio de los arcos
“ . ”

subtiende” el y su opuesto por el
vértice.

_lo3o+85e 188> _
2 2

940

que | x

Con los arcos dados, en principio
solo podemos calcular al dngulo x
y su opuesto por el vértice, que se
ha indicado en Ia figura.

60°+70° 1300
2 2

Perox y O son angulos adyacentes
suplementarios, por lo que:
x+a=180°

65°+a =180°= a =180°—-65°
=115°

medidas de los arcos es que
equivale a su promedio. Es decir,
o +130°
850=
2

Ahora despejaremos 0.

8502 =qa+130°
170°=130°=a
40°=a
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13. AB diametro;a = ?; B=?

Solucién:
El didmetro AB divide a la O
en dos arcos congruentes de

180e.

Aqui tenemos algunas medidas
de arcos, por lo que podemos
completar las semi [ a 180°
cada uno:

B = 100°

Y

ser O 4ngulo interior:

700.

por

40°+100°
o= -

14. Ediémetro; DA =BC.
Si DA=50°: CD=2;a = ?
D" T

=
N

Solucion:
Teniendo  presente  que el
didametro define dos arcos de

circunferencia de 180° y que
DA =BC con DA = 500
— BC =500

La figura puede completarse a:

150°

Y que O es angulo interior -igual
promedio  del que
“subtiende” el y su opuesto por el
vértice-, entonces:

1800 +80°
a =

al arco

=130e.

Solucién:

Y = 90° por ser < inscrito que
subtiende un arco de media
circunferencia.

x es <X exterior del ABCP por lo
tanto, es igual a la suma de los dos
<Ls interiores no adyacentes a el.

Esto es, x = 40° + 90° = 130e.

el cual

Nos falta 9, es
suplementario con el <C ABC (por
ser opuestos dentro de un

cuadrilatero inscrito en una )

Tenemos:

Completando <Cs interiores en el
AABC (para que su suma sea igual
a 180°) hallamos que:
< ABC = 60°

= 8 = 180° — 60° = 120e.
podria  lograr
completando los dngulos interiores
a 180° en el AABP con lo que:

<C ABP = 20e.

También  se

y & =120° —(40+20)°
= 180° — 60°
= 120e.
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16. a :=5:8. Hallaray 3.
D

17.0 y B cumplen con:
a=2x-3 y [=3x+1.
Hallara y (.

18. Sia =138y =50
0=7

Solucién: Solucién: Solucién:
O se compone de 5 partes (5p) y B a+p d es 4angulo exterior a la
de 8 partes (8p). Ademas, 52° es el 490= 7 circunferencia, por lo que se
angulo interior de O y [3. Ix=3+3x+1 relaciona con o y [ por la
Por lo tanto, 4Qo="""_~ = igualdad:
._opt8p 13p a-=O’—,3=138°—500
52 T, T /o2 980=5x-2 7 7
13p 100°=5x _ 880
104°=13p /13 200=x 2
- = 440
. 8=p Reemplazando el valor de x en a
Finalmente, y B obtenemos:
O =5p=40°y [B=8p =64 a=2x—-3=37°
L=3x+1=61°
19. a:p=36:13. 3=46. |20, PD=DA. CA=? 21. PA=PC. BD=53°
=9 =9 —
a=n  B= 5= ; CA=?

Solucion:
5=a__'8
2

460=36p—13p:23p 2

2 2
92°=123p
2 _
23

a =36p =144
p=4=

L=13p= 52°

Solucion:
El AAPD es isosceles, con:
<DAP = <xAPD =25¢

= XADP =130°
= K CDA =180°-130°= 50°

— CA =100°

Usamos:

- <& s basales

-Suma de <s interiores en
AADP.

- < s adyacentes suplementarios.
También podiamos usar <
exterior a un A:

<DAP = «<APD = 25°
y CA =2<CDA
=2(«DAP+<DPA)
=2(250+25°)
=250
=100°

Solucion:
El AAPC es isosceles, con:
XCAP =<xACP="71°

= 0 =180°-142°=38°

Ademas:
5= CA-p
2
380= CA —53¢

76°= CA —53°= CA =760+530

=129¢
(No es el unico camino, también
se puede lograr completando

angulos y arcos en la figura).
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22.a=7% B=7 0=? |23. a=? =7 24.ﬁtangente. a=?
T P
4':'
B
K1 B
A
Solucic Solucion:
ou;on: O(_13O°—64°
o+ I —
7 o8 o+R=196° 2
10004500 1500 = _ %
o= = =750 oa—B a—R=72°
2 2 T 2
— 1050 - 200 =268° = 370
L =105° <sady.suplentarios = o 1340 37
=B =62°
25. TA didmetro, TP tangente. |26. O =7

Hallar y, a y .

Solucions
La figura se puede completar a:

130

Donde:
a =420
en AABT.

pues O + 48° = 90°

Y = 20 = 84° por ser arco que

Solucion:

El angulo exterior al triangulo es
igual a la suma de los dos 4dngulos
interiores no adyacentes a el.
48°+55°=103° (ver sgte. figura)
Y el arco subtendido siempre mide
el doble que el angulo inscrito que
lo subtiende. Por lo tanto:

o = 206°

27. PT=PQ. SiQT =242°,
Calcule el <<QPT.
Q

Solucion:
La figura se puede completar a:

242°

De donde:
«QPT - 242°—-118e _ 124e
2 2
= 620

No solo en relacién a este ejercicio
en particular sino que en general,

subtiende tal las tangentes trazadas desde un

angulo inscrito. mismo punto a una misma
circunferencia son  SIEMPRE

S = 480 pues & + 420 = 90° congruentes.

en ABPT.
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Angulos en la Circunferencia

Listado N° 3: Ejercicios (Propuestos)

Nombre:

Curso:

Puntaje:

En cada circunferencia, O es centro y AB es cuerda y si pasa por el centro, es a su vez diametro.

Mientras que AB es arco. Calcular en cada caso, las medidas que se indican.

i) Dibujar sobre la [I:

Una cuerda AB que coincida
con un diametro de la [J;

Una cuerda CD que toque otros
dos puntos de la [J;

Una recta tangente PT, formando
un angulo de 90° con un radio
OT;

Una recta secante L que corte a
la [ en dos puntos.

i) o =2

iii) a=2?

=

ix) a=1?, =? x) El decagono regular (poligono | xi) La estrella tiene todos sus lados
de 10 lados de igual medida) y angulos inscritos de igual
esta inscrito en la [J. medida.
0=7?, <EHF=?, a=? y=? 0=? a=?

xila=?7, x=7

XABC =17, XCDA =7

Parinacota, Quilicura 2K09.
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Angulos en la Circunferencia

Solucionario Listado N° 3: Ejercicios Propuestos

Nombre:

Curso:

Puntaje:

En cada circunferencia, O es centro y AB es cuerda y si pasa por el centro, es a su vez diametro.

Mientras que AB es arco. Calcular en cada caso, las medidas que se indican.

i) Dibuja sobre la [I:
Una cuerda AB que coincida
con un diametro de la [J;

Una cuerda CD que toque otros
dos puntos de la [J;

Una semirecta tangente PT,
formando un angulo de 90° con
un radio OT ;

Una recta secante L que corte a
la [ en dos puntos.

Solucion:

En la figura, la recta L corta a la
0 en los puntos E y F.

Ademis, toda recta tangente a
una [J, forma un angulo recto
(90°) con el radio. En la figura:

OT OPT.

i) a=2?

iii) @ =27

Solucion:

o es un angulo inscrito, por lo
tanto, mide la mitad que el angulo
del centro que subtiende el mismo
arco que el:

1440
o=

=720

Solucion:

o es un angulo del centro, por lo
tanto mide el doble que el angulo
inscrito que subtiende el mismo
arco que el:

o=2¢60=120°

iv) AB=a =2

Solucién:

Todo arco de 0 SIEMPRE mide lo
mismo que el < del centro que lo
subtiende. Por lo tanto:

AB=160° O bien: o =160°

v) AB=130°= y=9% &=2

Solucion:

d es un angulo del centro que

al AB, por lo tanto,
mide lo mismo que el. Es decir:

& = 130e.

Mientras que todo 4ngulo inscrito
mide la mitad que el arco que
subtiende, es decir:

_1300_ o,
2

subtiende

Solucioén:

El arco d mide lo mismo que el <
del centro que lo subtiende y este a
su vez, el doble que el <C inscrito
que subtiende al arco a. Es decir,

0 = X del centro =2¢34°=68°.

los

Completamos

Solucion:
<s adyacentes suplementarios (que
sumados dan 180°) hallando Ia
medida del < inscrito de 65°.

El respectivo <X del centro y a
miden su doble: @ =2°65°=130°.

viii) a =?

Soluciéns ;\—[\) y [/)_]_3) forman
media circunferencia, es decir 180e.
Asi, AD =180°—68°=112¢

y O que subtiende al <= 112°
es inscrito. Por lo tanto mide su

mitad: a=112¢/2=56°.
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Solucion:

Todos

<Xs
subtienden el mismo arco de  son
iguales. Es decir, § = 21°.

Y todo < del centro que subtienda
el mismo arco de 0 que un <
inscrito, medira el doble que este.

Es decir, a0 =2 210 = 420,

los inscritos  que

x) El decagono regular (poligono

de 10 Ilados iguales) esta
inscrito en la .
0=? <EHF=?, a=?

Solucion:

Cada vértice del decigono regular
divide los 360° de la circunferencia
en diez arcos y angulos del centro
congruentes.

Es decir, O = @ = 36°.
10

xi) La estrella tiene todos sus lados
y angulos inscritos de igual
medida.

Solucion:

Cada vértice de la estrella divide
los 360° de la O en 5 arcos y
angulos del centro congruentes.

Es decir, y= 00 _ 12°.

Todo angulo del centro tiene igual

Entonces, Jel ingulo tnscrito: medida que el arco que subtiende,
<EHG=== ﬁ =18o. por lo tanto:
2 o=y=12
Y se puede observar que 0 equivale 5 720
a seis medidas de 18°. Es decir: Mientras, 0 = —=— = 36°.
a=6218=108°. 2 2
xii) a =7?; x=7 xiii) x =7 Xiv) x =7
XABC =17, XCDA =7 sLe L

Solucion:
una U

en
suplementarios (sumados dan 180°)

<LS§ opuestos son

Solucién: x es <Xinterior y su

medida queda determinada por:

_AB+CD _820+66° _148°

105+

Solucioén: x es < exterior a la O y su
medida queda determinada por:

_AB-CD _105°-27°_78°

Asi pues, @ + 100° = 180° = a= 80° | * 5 5 5 . ) 7 5
Asuvez, 6x+4x=180° _ 740 -390
10x=180°= x=18°
= L ABC =6+ 18°=108e.
= AL CDA =4+ 18°= 72e,
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Angulos en la Circunferencia
Listado N° 4: Ejercicios Propuestos
Nombre: Curso: Puntaje:
EFjercicios:

Calcular las medidas de a y 3 segin corresponda.

l.a=2%  B=? 2. 9=  0=?

164

9. AT = 54°; con OT radio.
y PT JOT. Entonces, @ =?

1225
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13. ACes tangente a la [
a=7?; =7

22. a =?

loo \

5io
s
~ e
200
25. a0 =" 26. PBes tangente. a =? 27. ABCDE es poligono regular.
a=?

L

Boi-2 |50s / —C
0 Serte E "t-} P
\j
A

Parinacota, Quilicura 2K09.

22




Prof. Guillermo Corbacho C.
georbach@uc.cl

Segmentos Proporcionales en la Civcunferencia

Definicion:

1. Se define llama “Potencia de un punto P” respecto a la circunferencia, al nimero
Pot(P), que se define como: Pot(P)=PAe PB.

Ejemplos: (las siguientes figuras no estin a escala)

i) SiPA=3 y AB=12.
Pot(P) =PA *PB
B

38,
P

=3¢(PA+AB)
=3¢(3+12)
=315

=45

i) SiPA=4 y PB=25

B
Pot(P) = PA «PB
= 4425
=100

iii) P coincide con A.
AB= 17

Si P coincide con A:
PA=0 y PB=AB=
17.

iv)Sea P un punto exterior a
una [J de radio .
Y d la distancia que hay
de P al centro de la [1.

N_/

La potencia de P es:
Pot(P) = PA* PB

=(d=r)(d+)
_ 2,2

v) Si P es punto interior a una [J
de radio » y a una distancia d
del centro de ella :

Pot(P) = PA+ PB

= (r=d)(d+7)
=~(d=r)(d+
_,2_ 2

Entonces:
Pot(P)=PA+PB
=017
=0
vi) Atn cuando los puntos
de la cuerda no
coincidan con el
diametro, pero  se

mantiene el radio r de
la O y la distancia d del
punto P al centro, la
potencia no varia.

c

FEl teorema a

continuacion garantiza
que: PCePD =PA PB

2. Teorema de las Cuerdas

Dada la siguiente figura de la derecha, se tiene que:
= @g=@ porser Xs opuestos por el vértice.

= a=[ porser <s inscr. que subtienden un mismo arco.

Por criterio de semejanza angulo- dngulo (A.A.)

Se concluye que el AAPC JABDP.

Esto implica que podemos escribir la proporcion:
PA _ PC

PD PB
Esto significa o nos dice que “Los segmentos de dos cuerdas que se intersectan al interior
de un circulo, son inversamente proporcionales”.

Haciendo el producto cruzado, se obtiene:

PA+ PB=PCe*PD.

Lo que significa que “la potencia de un punto a través de una cuerda, es igual a la

potencia del mismo punto, a través de la otra cuerda”.

Tal propiedad se denomina

“Teorema relativo a la potencia de un punto interior a la circunferencia”.
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Mas conocido como “Teorema de las cuerdas”: “Si dos cuerdas de una [/ se intersectan
en un punto P, el producto de las medidas de los segmentos definidos en una cuerda, es
igual al producto de las medidas de los segmentos definidos en la otra cuerda”.

Ejemplos: (las siguientes figuras no estin a escala)

i) PA=16; PB=2;
PC= 8 PD=4.

El teo. de las cuerdas nos
muestra que:
PA*PB=PCePD

1622 = 84
32 =32

ii) Hallar PD si:
PA=5; PB=12; PC=3.

o

]

Por teo. de las cuerdas:
PA «PB=PCe*PD

5¢12 = 3PD

6—3O=PD:>PD=20

iii)Hallar x =PC si:
AP=3; PB=8; PD =4.
A

o

B

Por teo. de las cuerdas:
PA «PB=PC+*PD

348 =PCe4
24

” =PC=PC=6

3. Es importante tener presente también, que “toda cuerda que pase por el centro de la
circunferencia divide en dos partes iguales a todo segmento rectilineo perpendicular
a ella. Ademas, la intercepcion con tal trazo rectilineo biseca al angulo del centro”.
Lo que se quiere indicar es, que dada una figura como la siguiente:

Tenemos:

» AD=DB; u=¢;

AE =EB;

= Ademas de lo mas obvio, AOAB es isosceles, pues:

OA y OB son congruentes (radios de la [1) .
= XOAB=<xOBA (s basales del A).

Ejemplos: (las siguientes figuras no estin a escala)

i) Hallar x si: PA = 3;
PB=PO+OB=(12+15)=27

y PC=PD=x
x
F
AS 12 2 15 B
x
]
El diametro E es

perpendicular a la cuerda @,
por lo tanto, dimidia a esta

ultima. Es decir, CP=PD y
por el teo. de las cuerdas:

PA *PB=PCe*PD

3027 = xox
81 = x? /N
9=x

ii) Hallar x y CD si:
o

x
1
I
A S & B
x
]

Primero identifiquemos los
segmentos:
El radio mide 13.
PA =r+QOP

=13+(r—8); r radio
=13+(13-8)=26-8=18
PB=8, PC=PD=x.

Y por teo. de las cuerdas:

PA «PB =PCePD
188 = xe*x
144 = x* e
12 =x=CD =2x = 24

iii) Hallar x y AB si:
OC=10; PD=4;PA=PB=x
-

10

x PO =

4 /
D
Por teo. de las cuerdas:

PA «PB=PC+PD
(PO+OC)+4
x* =[(10-4)+10]+4
x2=[16]'4

- 64

=x=8
= AB=2x=16

A

xXex =
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Los ejercicios anteriores se pueden resolver también, combinando el teorema de las cuerdas
con la potencia de un punto P interior a una [J. Veamos:

La expresion hallada para la Pot(P) en el interior de una U fue:
Pot(P) = >

Veamoslo:

(Las siguientes figuras no estan a escala)

m
2
-d P ¢ B

i) Hallar x si: PA = 3;
PB=PO+OB=(12+15)=27

y PC=PD=x
X
P
4
AS 12 @ 15 B
X
O

— El radio es r = 15.

— La distancia de P al centro
es d=12.

— Luego, por potencia de un
pto. interior a una [:

Pot(P) = r? —d?
- (15 - (12)°
-225-144
=81

Y por teo. de las cuerdas:

PC+PD =81
X2 =81=x=9

ii) Hallar x y CD si:
o

Primero identificamos:

— El radio: r =13.

— De B a P tenemos 8, por lo
tanto faltan 5 para alcanzar
la medida del radio igual a
13.
= La distancia del punto P
al centro de la [ es:
d=PO =5.

— Luego, por potencia de un
pto. interior a una [I:

Pot(P) = P2 —d?

-(13)° - (5)°

=169-25

=144
=Y por teo. de las cuerdas:
PCe*PD =144
xex =144

X2 =144 = x=12
— CD=2x=24

iii)Hallar x y AB si:
OC=10; PD=4;PA=PB=x
-

D

D
Primero identificamos:
— El radio:  =10.
— De D a P tenemos 4, por lo

10

x P
4

A

tanto faltan 6 para alcanzar
la medida del radio igual a
10.
= La distancia del punto P
al centro de la 0 es:
d=PO =6.
— Luego, por potencia de un
pto. interior a una [l:

Pot(P) = r* —d?

= (10)* ~(6)*
-100-36
- 64

=Y por teo. de las cuerdas:
PA *PB =64
xex=064

x2 =64 =x=8
= AB=2x=16
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Relaciones métricas en la Circunferencia
Listado n°1: Ejercicios Propuestos

Relativo a teoremas de:
= Potencia de un punto;
= Jas cuerdas;
=  didmetro y radio dimidiando perpendicularmente una cuerda;

Nombre: Curso: Puntaje:

Fjercicios
Halle en cada ejercicio el valor faltante indicado por su respectivo enunciado.

1. SiPA=3y PB=11 2. P punto medio de AB. 3. PA=6 y AB=24,
Halle la Pot(P) =PA PB Si PA =PB=7. La Pot(P)=? La Pot(P) =PA*PB=?

10. x=?, CD="? 11. y=7?;, AB=7? 12. z=?, CD=7?
A , o e D
B
- 7N
B
padihy A
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26




Prof. Guillermo Corbacho C.
georbach@uc.cl

13. x=?

&

?

[

=
<
1

’

[y
D
N

-~

16. x =7 17. x=? 18. z =7
19. x=? 20. y=? 21. z=7?

S
0'

22. AB diametro. Si PA =9,
PB=4 y PD=6. s=?

=

23. AB didmetro.
PA=3y PB=27. u=?

24. AB didmetro.
PA=2 y PB=8. v=?

C

25. OA radiodela 0.
OP=5y PA=8. s=?
D

.

L7
3

o]

0
}%W =2

26. OA radiodela .
OP=6; PA=4. CD="?

27. OB radiodela 0.
PB=9; OP=8. CD="?

=
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Relaciones Métricas en la Circunferencia
Solucionario Listado N° 1: Ejercicios Propuestos

Relativos a teoremas o propiedades de:

= Potencia de un punto;
= las cuerdas;

= el diametro y radio dimidiando perpendicularmente una cuerda;
Ejercicios: Halle en cada ejercicio el valor faltante indicado por su respectivo enunciado.

1. SiPA=3y PB=11
Halle la Pot(P) =PA « PB

A P
B

Solucion:

Pot(P)=PA*PB=3+ 11 =33

2. P punto medio de AB.
Si PA =PB=7. La Pot(P)=?

Solucion:

Pot(P)=PA*PB=7¢7=49

3. PA=6 y AB=14.
LaPot(P)=PA*PB=?

A
&
P

Solucion:

Pot(P) = PA « PB
=6+ (6+24)= 630 =180

2
6°14=7x:>x=6 ’14 12

iz

4. u=? 5. v=?
] 2 I
A A
NV N
B B
Solucién: Solucion:
ePR=PCe PA ePB=PCe*PD
PAePB=PCePD s 4ex=8e6 =ﬁ=12
Sed=Zeul 32 1 I YR 4x =48 4
32=2u 2 42=4v 4
7. x=? 8. y=? 9. z=?
x*10=5°11 55 8y=6¢9 54 27 3z=54 20
=>x=—=55 > X=—=— =>z=—
10x=55 10 8y =54 8 4 3z=20 3
10. x=?2, CD="? 11. y=?, AB=? 12. z=?, CD=?
- ]
ﬁ?]}
B
-
B A C

B
5z=3¢15=2=9
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13. x=7?
A

o

14. y=7?

.

15. z=?

o

Z
B

xe3x=25012 3p2 =12+16 4zt =27.12
3

:>x2=25.1/Z4=100 /N y2=4n'16=64 /N 2 gy

1A 1A A
x =10 y =8 z =9
16. x=2 17. x=2 18. z =7

%

(y+2)(y+2)=(y+5)y

(z+3)(z+4)=(z+9)z

Ao s 1| A Fong A e
3x N0y 4=y 12=12z
x=2 6=z
19. x=7? 20. y=7? 21. z=7?

(2x+3)(x+4)=(x+6)(2x+1)
2x2 +11x+12=2x2 +13x+6

&

(2y+1)(y+6)=(y+5)(2y+2)

2% +13y+6=2y% +12y+10

&

(3z=-2)(z+1)=(z-1)(3z+5)

322+z—2=322+22—5

6=2x yv=4 3=z
3=x
22. AB diametro. Si PC =7; 23. AB diametro. 24. AB diametro.

s=?

b o
O
[ws]

La perpendicular que viene
desde el centro siempre divide
una cuerda por la mitad.

Por lo tanto, s =7.

PA=3y PB=127. u

o
*‘Emﬁ

o

PA +PB=PC+PD
3027 =y?

81=u?
9=u

=9

PA=6 y OB=r=15. CD=?

qi\

En esta ocasion usaremos:

PC+PD =2 —d?
2 =(15)2 -(9)% =225-81=144
= 5=12=>CD =25 = 24
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25. AB diametro. PO = 5;

PA=8 s=7?, CD=?
|
ﬁ
i,
i)
B

Primero identificamos:

— El radio: r=AO =8 +5=13.
— La distancia d de P al centro
delades5 =PO=d=5.

— Luego, por potencia de un pto.

interior a una [I:

Pot(P) = r* —d?

(1 (5

=169 -25
=144
=Y por teo. de las cuerdas:
PCePD =144
ses =144
s2 =144=s5-=12
= CD=2s5s=24

26. AB diametro.
PO=10; PA=6. CD=?

Primero identificamos:

— El radio: r=AO =2 +8 = 10.
— La distancia d de P al centro
delades6 =PO=d=8.

— Luego, por potencia de un

pto. interior a una [1:

Pot(P) = r% - d?

- (19 ~(s)
=100 -64
=36

=Y por teo. de las cuerdas:
PCePD =36

ueu=36; u=PC=PD
u? =36=u=6

= CD=2u=12

27. AB diametro.
PB=9;, OP=8; CD=?

Primero identificamos:

— El radio: r =AO=8+9 = 17.

— La distancia d de P al centro de
lades8 = PO=d=8.

— Y por potencia de un pto.
interior a una [:

Pot(P) = r% - d*
(1) (s
-289-64
=225

— Finalmente, por teo. de las
cuerdas:
Sea x la medida de CP =PD
= PCePD =125
xex=125

X2 =125=x=15
— CD=2x=30

Volviendo con puntos de contenidos, ...

4. Teorema de las Secantes
Dada la siguiente figura de la derecha, se puede probar que:

P4+ PB=PCe*PD.

Que es la misma expresion que teniamos para la igualdad
de potencias de un punto en dos cuerdas, pero esta vez,
como muestra la figura, serd en dos secantes.

Veamos:

En la figura, tenemos el APAD y el APCB.

En ellos:

= [=0 porser «s inscritos que subtienden el mismo arco de [J.

= Ademas comparten el < @, por estar este &ngulo en ambos As.
Luego, por criterio de semejanza: angulo — angulo (A.A) se concluye que:

El AAPC LJABDP.

Esto implica que podemos formar la proporcion:
el lado exterior a la [] del APAD _ el lado exterior a la [] del APCB

el lado secante del APAD
PA PC

PD PB
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Y efectuando el producto cruzado, obtenemos:
PA* PB=PC+ PD
Asi como esta expresion en dos cuerdas se conoce como teorema de las cuerdas, nos resulta
obvio entonces, la denominacién de esta expresion en dos secantes. “Teorema de las
secantes” y que se puede enunciar asi:
“Si por un punto exterior a una circunferencia se trazan dos secantes, el producto de la
medida de una secante por su segmento exterior es igual al producto de la otra secante por
su respectivo segmento exterior”

De aqui surgen una serie de ejercicios, de los cuales ilustraremos en principio, algunos a

modo de ejemplos:

Ejemplos: (las siguientes figuras no estin a escala)

i) SiPA=4; AB=5;
y PD=12; PC=x=?

Por teo. de las SECANTES:
PA ¢«PB=PCe+PD

4e(4+5)=xe12 /:12
49
=X
12
36
—=X
12
3=x

i) PC=3; CD=27; PB=15
PA=x="?
E A X

Por teo. de las SECANTES:
PA ¢«PB=PCe*PD

xe15=3+(3+27) /:12

|\—;
30
15x=90 /15
90
x:_
15
x=6

iii)PA =6; PC=8; CD =10
AB=y=?

Por teo. de las SECANTES:
PA ePB=PCe*PD

6(y+6) =8(8+10)  /:12
—
.18
6y +36 =144
6x=144-36=108 /16
x=@=18
6
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5. Teorema de la secante con la tangente.
Si los dos puntos con que una secante corta a la circunferencia tuviesen libertad de
moverse, uno hacia al otro y en la misma circunferencia, tendriamos una situacion
como la siguiente:

| P
D"
gituacidn inicial intermedia Final
PAePB = PCePD FAe PR = P e 0
PdepPp = pC

Las situaciones inicial e intermedia se conocen, como hemos visto, por teorema de las
secantes.

La situacion final nos queda con una sola secante y un segmento tangente debido a que
C y D ocupan el mismo espacio. Es decir, son el mismo punto geométrico.

Debido a esto, es que podemos reemplazar en el teorema de las secantes, a D por C (o
viceversa) quedandonos la expresion matematica:

PAe PB=PC?
Conocida como “Teorema de la secante con la tangente”.
Es frecuente que este teorema se presente grafica y algebraicamente como:

PAe PB = PT?

6. Teorema de la tangente con la|7. Dos cuerdas congruentes tienen igual
tangente distancia al centro de la circunferencia.
“Si desde un punto exterior a una A O
circunferencia se  trazan  dos
tangentes a ellas, entonces los
segmentos de las tangentes son
congruentes”

B [

AB OCD = MO =ON

PT; OPT,

Ademas, OP biseca los <s del
centro y del vértice.
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8. Cuadrilatero Circunscrito
Un cuadrilatero cuyos lados son
todos tangentes a una circunferencia
se dice que estd circunscrito o es
circunscriptible a ella.

Ahora bien, en todo cuadrilatero
circunscrito a una circunferencia, la
suma de dos lados opuestos es igual
a la suma de los otros dos lados
opuestos.

AB+CD =BC+DA
(a+b)+(c+d)=(b+c)+(d+a)
En la figura: a, b, ¢

segmentos de los
cuadrilétero.

y d son
lados del

AB+CD=BC+DA
30+24=22+32
54 =54

9. Teorema de Ptolomeo

Recordemos que, un cuadrilatero se dice que
estd inscrito a una circunferencia si todos sus
vértices se hallan sobre la misma.

Siendo asi, Ptolomeo de Alejandria presento en
su libro “Almagesto” 150 D.C. que:

“En todo cuadrilatero inscrito en la
circunferencia, el
producto de las

diagonales es igual
a la suma de los
productos de los
lados opuesto”

En la figura: a, b, c
y d son segmentos
de los lados del

cuadrilatero, d; y d, sus diagonales.
dl o d2 =ac+bd

Ejemplo:

En el trapecio
isosceles ABCD las
diagonales d,yd,

son iguales ;Cuanto
mide cada una?

Nz

cond| =dy

Solucidn:

d1°d2=ac+bd
2 5

dy) =202+3e—=4+5=90] dy=d,=3

(a1) 3 Hedi=dy

Cada diagonal mide 3.

El teorema de Ptolomeo se reduce a lo mas, a
una curiosidad en la actualidad.

10. Teorema Particular de Pitagoras

“En un tridngulo rectangulo, la suma
~

de los cuadrados de los catetos es igual al
cuadrado de la hipotenusa.”

La figura ilustra ademds, como el teorema de
Pitagoras se presenta y visualiza en torno a una
circunferencia.
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Fjercicios de Aplicacion del teorema particular de Pitagoras

(Las siguientes figuras no estan a escala)

i) r=?
Hint.: Usar teo. de Pitagoras

y secante con tagente.

Solucioén:
Aplicando Pitdgoras en APTB,
rectangulo en T. Tenemos:

PR = PT? + TR?

Y aplicando teo. secante con

tangente en esta igualdad,

obtenemos:

PBZ = PA «PB+ TB?

Reemplazando valores:

2
[12+4J =12£12+4]+BT2

16 16
256 =192 + BT

— BT2 =256-192
- 64
— BT=8
BT 8
-2 -2y
2 2

ii) r=7?

Solucion:
Por Pitagoras en APTB:

PB? = PT? + TB?

PBZ = PA « PB + TB?

Reemplazando los valores:

2
[IO+8J =10[10+8J+BT2
— —

18 18
324 =180+ BT?
— BT? =324 -180

- 144 /N
= BT-=12
SR L L

2 2

Y por teo. secante con tangente::

iii) =2

Solucion:
Por Pitagoras en APTB:

pBZ = pT? + TR?

Y por teo. secante con tangente::

PBZ = PA « PB + TB?

Reemplazando los valores:

2
(75 + 25] - 75(75 + 25} +BT?
— —
100 100

10.000 =7.500 + BT2

— BT2 =10.000 -7.500

=2.500
= BT =50

/N
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Nombre:

Relaciones Métricas en la Circunferencia

Listado n°® 2: Ejercicios Propuestos

Curso:

Fjercicios: (Las siguientes figuras no estan a escala)

Puntaje:

1.Si PA =4; AB=5; PD=20
PC=x=?
B

o

A
4
B xcv

2. PA=6; AB=8; PD=12
PC=y=?
Be 8 B 6 p

3. PA=10; CD=38; PC=12

CD=z=?

4. PA=5 AB=19; PC=6
CD=u=?, PC=7?

5. PA=4; AB=121; PT=x=?

12. P_T1 y P_T2 son tangentes.
PT, =x=?
Ty

T

13. AB=29;BC=23;,CD =20
AD =7

Dzac

15. PA=6; AB=2; r=?
Hint.: Usar teo. de Pitdgoras y
secante con tangente.
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Nombre:

Relaciones Métricas en la Circunferencia
Solucionario Listado n® 2: Ejercicios Propuestos

Ljercicios: (Las siguientes figuras no estan a escala)

Curso:

Puntaje:

i)Si PA =4; AB=5; PD =20
PC=x=?

Solucion:

PAes PB=PCe PD

4(4+21)=20x
H_/

25
100 =20x = x=100/20 =

ii) PA=6; AB=8; PD =12
PC=y=?

BB A &

Solucién:

P4+ PB=PC* PD
6(6+8)=12y
—

14
5 84=12y=y=84/12=7

iii) PA =10; CD =38; PC =12
CD=z=?

Solucion:

PA* PB=PCe*PD
10(10+38)=12(z+12)
%/_/
48
10+ 48
1
%/_/
40

/12

=z+12=2z=40-12=28

iv) PA=5; AB=19; PC=6
CD=u=7?, PC=?

Solucioén:

PA* PB=PCe* PD

5(5+19)=6(6+u)  /:6
it

=6+u=>u=20-6=14

Solucion:

PA* PB=PT
4(4+21)=»?

S
25

100 = x2
10=x

/N

v) PA=4; AB=21; PT=x=?

vi) PA=4; AB=5; PT=y=?

B

Solucion:

PAe PB=PT

4(4+5)=»?
H,_/

9

36 = x2
6=x

/N
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vi) PD=? y QT =7

Solucién:
Por teo. de cuerdas
PA+* PB=PCe* PD

2¢4=1PD=PD =8

Y por teorema de la
con la tangente:

Q4+ OB = QT?

_ 2
2(2+2+4]—QT

16=0T%> = QT =4

secante

viii) PA=? y QT =2

Solucién:

Por teo. de cuerdas
PAe PB=PCe PD

1
PA°18=6'9:>PA=M=3

2 8

la tangente:

0D+0C = OT?

5[5+9+6}=QT2
%/_/
20

100=QT? = QT =10

Y por teorema de la secante con

ix) x=2PA=2PB=7PC=?

Solucion:

PA *PB=PCePD

(x+2){x+wJ=(x+3){x+i+jJ

8 6
(x+2)(x+8)=(x+3)(x+6)

Z 10x+16= AZ +9x+18

Cancelando términos semejantes :

x=2

x) x=7? Pot(P)=?

Solucién:

PA «PB=PCe*PD

(x—Z)(x+3)=(x—1)(x+1)

)/+x—6=)%—1

x=6-1=5

Reemplazando este valor en:
Pot(P) =PA *PB = (x—2)(x+3)
=(5-2)(5+3)
=3e8§
=24

Solucion:

PT? = PAe PB

u? =6[6+18J= 144 /-

2718
24

=>u=12

= La tangente PT mide 12.

También podiamos emplear:

PT? = Pot(P)
2 =g,
2
=(6+9J -9?
——
15
=225-81
- 144 /N
u=12

xi) (Cudnto mide la tangente PT?

xii) P_T1 y P_T2 son tangentes.
PT, =x=?
Ty

Tz
Solucion:
Por teo. de la tangente con Ia

tangente: P_Tl UPT, =3=x
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xiii) AB=29;BC =23;CD =20
AD =? El cuadrilatero esta
circunscrito a la .

20 o
Q 23
A 29 B
Solucién:
Debido a que en todo
cuadrilatero circunscrito a una
O, la suma de dos lados

opuestos es igual a la suma de
los otros dos lados opuestos,
tenemos:
AB+CD=BC+DA
29+20=23+DA
\_.V__J

49

= DA =49-23=126

xiv) x =?;Cuanto mide cada
lado del cuadrilatero

circunscrito a la 0J?

Solucién:

AB+CD =BC+DA
(3x+8)+(4x+3)=3x+5x

Reduciendo términos
semejantes:

Tx+11=8x
Cancelando 7x lado a lado:

11=x
Reemplazando el valor hallado:

AB=3¢11+8=41; BC=33;
CD=47, AD=55

xv) PA=6; AB=2; r=?
Hint.: Usar teo. De Pitagoras y
secante con tangente.

Solucion:

Aplicando  Pitagoras en APTB,
rectaingulo en T. Tenemos:

PB? = PT? + TB?

Y aplicando teo. secante con
tangente  en  esta  igualdad,
obtenemos:

PB% = PA «PB + TB?
Reemplazando valores:

2
[6+2J =6(6+2J+BT2
3 5

64 = 48+ BT = BT? = 64— 48 =16
=BT =4

A continuacion se presenta como alternativa, un listado n° 2 de ejercicios que no
comprende la aplicacion del teorema de Pitagoras.
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Relaciones Métricas en la Circunferencia
Listado n°® 2 (Alternativo): Ejercicios Propuestos
Nombre: Curso: Puntaje:
Ejercicios: (Las siguientes figuras no estan a escala)

1. SiPA=4; AB=5PD=20[2. PA=6; AB=8; PD=12  [3. PA=10; CD=38; PC=12
PC=x=? PC=y=?
5 Be~ 8 A 6 p

Q c

A
4
B xcv

4. PA=5 AB=19; PC=6 5. PA=4; AB=21; PT=x=?
CD=u=7? PC=?

9. P_T1 y P_T2 son tangentes.
PT, =x=?
Ty

10. x=?; PT, =7 11. AB=29;BC =23;CD =20
AD=?
D
20~
Q 23
A 29 B
13. x=PC=7?; PA =7 14. x=7%PA=7,PB=2,PC=?
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Relaciones Métricas en la Circunferencia
Solucionario Listado n°® 2 (Alternativo): Ejercicios Resueltos

Nombre:

Curso:

EFjercicios: (Las siguientes figuras no estan a escala)

Puntaje:

i) Si PA=4; AB=5; PD=20
PC=x=?
B

A <

4

P xcv

Solucién:
PAe PB=PCe PD
4(4+21)=20x

%f_/
25

100 =20x = x=100/20=5

ii) PA=6; AB=8; PD=12
PC=y=?

BB A 6

Solucion:

PAe PB=PCe PD
6(6+8)=12y
H’_/
14
84=12y= y=84/12=17

iii) PA =10; CD =38; PC =12
CD=z=?

Solucién:

PA+ PB=PCs PD
10(10+38)=12(z+12)
—
48
100 48°
1
—
40

/12

=z+12=2z=40-12=28

iv) PA=5; AB=19; PC=6
CD=u=7?7, PC=?

Solucién:

PA* PB=PCe* PD

5(5+19)=6(6+u)  /:6
Nl

=6+u=>u=20-6=14

v) PA=4;, AB=21; PT=x=?

Solucion:

PAe PB=PT
4(4+21)=x2

—
25
100 = x2

10=x

a

vi) PA=4; AB=5; PT=y=?

Solucion:

P4+ PB=PT

4(4+5)=y2
\_V_J

9
36=x2
6=x

/N
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vi) PD=? y QT =7

Solucién:
Por teo. de cuerdas
PAe PB=PCe* PD

2¢4=1PD=PD=8

Y por teorema de la secante con
la tangente:

Q4+ OB = QT?

_ 2
2[2+z+4]—QT

16=0T? = QT =4

viii) PA=? y QT=?

Solucién:

Por teo. de cuerdas

PA* PB=PCe* PD

1
PA'18=6'9:>PA=%=3

2 8

Y por teorema de la secante con
la tangente:

0D+0C=0T?

5[5+9+6]=QT2
%/_/
20

100=0T? = QT =10

ix) P_T1 y P_T2 son tangentes.
PT, =x=?
Ty

T,
Solucién:

Por teo. de la tangente con la

tangente: P_Tl UPT, =3=x

Solucién:

Por los <s rectos, P_Tl y PT

son segmentos tangentes:
PT OPT, = 3(x+2) =21
3x+6=21
3x=21-6=15
15

x=—=5

3

xi) AB=29;BC=123;CD =20
AD=?

Dzoc

23

A 29
Solucion:
Debido a que en todo
cuadrilatero circunscrito a una
(0, la suma de dos lados
opuestos es igual a la suma de
los otros dos lados opuestos,
tenemos:
AB+CD=BC+DA
29+20=23+DA
&2y
49
= DA =49-123=126

xii) x = ? ;Cuanto mide cada lado?

Solucion:

AB+CD =BC+DA

(3x+8)+(4x+3) =3x+5x
Reduciendo términos semejantes:

Tx+11=8x
Cancelando 7x lado a lado:

11=x

Reemplazando el valor hallado:
AB=3¢11+8=41; BC=33;
CD=47; AD=55
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xily x=PC=?; PA=?

Solucion:

PA «PB=PCePD

(x+5)[xﬂf+_§}=(x+l)(x+33)

13
(x+5)(x+13) = x% +34x+33

22 +18x+65= A2 + 34x+33

Xiv)

Solucién:

PA «PB=PCePD

(x+2)[x+2;;_61]=(x+3)[x+3:;_13

8 6
(x+2)(x+8)=(x+3)(x+6)

105416 = £ +9x+18

Cancelando términos semejantes :

x=7PA=?2,PB=7,PC=?

xv) x =?; Pot(P) =?

Solucién:

PA*PB=PCe*PD
} (x—Z)(x+3)=(x—1)(x+1)
/+x—6=)c2/—1

x=6-1=5

Reemplazando este valor en:

32=16x Pot(P) = PA PB = (x—2)(x+3)
3 x2 =(5-2)(5+3)
E=x:>x=2 g

=24
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Relaciones Métricas en la Circunferencia

Listado n° 3: Ejercicios Resueltos

Ejercicios: (Las siguientes figuras no estan a escala)

i) SiPA=4y PB=9
Hallela Pot(P) =PA ¢ PB
E

i)PA=5 y AB=12;
La Pot(P) =PA « PB = ?

S

iii) AP=6 y r=0B=8;
La Pot(P) =PA*PB =?

3
P
Solucion: Solucion: Solucion:
Pot(P)=PA « PB Pot(P) = PA  PB Pot(P) = PA * PB
=49 =5e(5+12) Nos falta la medida de un tramo de
=36 =517 PB. Es la que falta para completar la
=85 medida del radio » = 8, que vade A a
Oy debe ser 2, pues 6 +2 = 8.
Por lo tanto:
PB=PO+r=2+8=10.
Asi,
Pot(P)=PA*PB=6+10=60
También podemos emplear:
Pot(P) = 2 —d? =8> -2?
=64-4=60
iv) PA=y=? v) PB=x=7? vi) AB didmetro. Si PC =15;
I s=7?
A
. Y% c
A 15
A AE ¢ B
I C B g
|l ]
Soluciéns: Solucién: Solucion:
PA*PB=PCe*PD Por teo. de las cuerdas: Toda perpendicular a una cuerda
ye2=4e5 20 PA*PB=PCePD que viene desde el centro la divide
2y =20 :>x—7—10 2x=43 12 siempre por la mitad.
2x=12 :x—7—6 Por lo tanto, s =15.

vii) PC=18; PD=8; u ="
C

)

A
g

]

Solucioén:

PA «PB =PC+PD
u? =188
u2=81
u=9=AB=2u=18

viii) CO=13;OP=5; CD=?

Solucién:

PA * PB = Pot(P)
ut =13% -52

u?=169-25=144 /v
u=12:>@=2u=24

ix) x=7

Y
Soluciéns

12x=8¢6
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X) x=7?

L
(X

xi) PC=6; CD=10; PB=12
PA=x="?

xii) PA =3; AB=12; PC=5
CD=z=? PD=?
B

P A
Solucién: Solucion Solucion:
o PA «PB = PC «PD
2x°4x=8.16 PA.PB:PC.PD B C
2- g
Bxt=ge16 /N _
x.12=6 6+10 3[&} 5(5+Z)
—x=4 Y 15
3
=1\&—.16_E_8 3./1; =5+z
\1\12 2 1
9=5+z7
=9-5=4=¢
=>PD=5+4=9
xiii) PA =4; AB=21; PT=x=? |xiv) PB=x=% QT=y=? [xv)x=?

Solucion:

PAs PB=PT
3(3+9) = x?

H/_/

12
36 = x2
6=x

/N

Solucion:

Por teo. de cuerdas
PAe* PB=PCe* PD

12x=6°8
1 [ ]
N, 2

Y por teorema de la
con la tangente:

04+ 0B = OT?

}=QT2

36=-QT = QT =6

secante

2[2+12+4
%/_J
18

Solucién:

PA «PB =PCePD
(x+s){

(x+5)(x+13)=x2+34x+33

x+5+8]=(x+1)(x+33)
13

22 +18x+65= A2 + 34x+33
32=16x
32

—=x=>x=2
16
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Solucion:
Por los <ts rectos, PTj y PT, son Solucion: Solucién:
segmentos tangentes: Debido ~a~ que en  todo) MN+OP =NO+PM
T OPT cuadrilatero circunscrito a una (Zx + 3) + (2x + 7) = (3x - 4) + (Zx - l)
1 2 O, la suma de dos lados Reduciendo términos semejantes:
:>3(x+2)=21 /3 opuestos es igual a la suma de 4x+10=5x—5] '
x+2=7 los otros dos lados opuestos, Cancelando 4x lado a lado y
x=7-2 tlfneinlgg— R +Sp despejando:
-5 Q =Q 15=x

QR=v=?

10+13=v+12
%/_/
23
— OR=23-12-11

xvii) PQ =10; RS=13; SP =12

xviii) x =? ;Cuanto mide cada lado
del cuadrilatero circunscrito a

la O07

Reemplazando el valor hallado:

MN=2¢15+3=33; NO=41;
OP=37; PM=29
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Nombre:

Listado n° 4: Ejercicios Propuestos

Curso:

Ejercicios: (Las siguientes figuras no estan a escala)

Relaciones Métricas en la Circunferencia

Puntaje:

i) AP=3; PB=7; Pot(P)=?
A

ii) PO =5; OB =12; Pot(P)=?

=

A

iv) SiAP=2 y PO =15,
(Cuanto mide la cuerda CD?
B

v) PA=12; AB=18; PD =36

()

>
4
E A5 T

vi) PA=5; AB=19; PC =6

CD=u=7?7 PC=7?
]

a)

11

ix) AP=? y QT =2

X) AP=x+4; PB=x+2; CP = x+6;
PD=x+1; x=?2 PB=2?

xi) AP=x+1; AB=16; PC = x +1; xii)

CDh=12; PB=? PD=?

AP=2. ;Cuanto mide

segmento tangente?

el

xiii) x=?; PT, =7, PT,=?

B
2x
T2
padil
T

XV)

r="?

Hint.: Usar teo. de Pitagoras

y secante con tagente.
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Listado N° 5: Ejercicios de Recapitulacién
[.  Angulos en la Circunferencia
Hallar lo que se indica en cada circunferencia de centro O.

1. AB=130°= y=?2 §=2 |2 El widngulo ABC es|3 AC=g§=?
equilatero. y=?, 0=?

5. ;‘E: =102° y 1/3?: =60° 6. La estrella tiene todos sus lados y
B=7: y=? angulos inscritos de igual
s V= medida. @=?, 0=?, a=?

102e

9. ﬁestangentealaﬂ.
p=?y y=?

10. =7, pB=? 11.a, B, y estanenlarazon de |12. x=7?
D 5:4:7, respectivamente.
Hallar d.

130° o
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I1. Proporcionalidad en la Circunferencia
Hallar lo que se indica en cada circunferencia de centro O.

1. SiPA=2y PB=8
Halle la Pot(P) =PA «PB

A i

2. PA=4yPB=6
Halle la Pot(P) =PA ¢ PB

6. AB diametro. PA =4; PB=9;

7. CﬁradiodelaD.OPzé;
PA=4;, u=? CD=?
B

0

A

==

I

8. AB diametro. PA =2;
OB=5; v=? CD=?

9. Si PA=4; AB=5;, PD =12
Entonces PC=x=?

10. PA=6; PC=8; CD=10
AB=y=?

12. PA=10; PT=20; AB=u=?

T,
20 A
R

x+9

15. AB =30; BC =26;DA =24.
EntoncesCD =x=7?

Dx
2‘; )
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Listado N° 6: Ejercicios de Recapitulacién Ne 2
L. Angulos en la Circunferencia
Hallar lo que se indica en cada circunferencia de centro O.

1. AB=110°= y=? 5=2

2. El AABC es equilatero.
a=AB=?, y=2,

(S

N

o0=7?

3. AB didmetro. =2, @=?

XACB=?

5 B
C
N ¢
0
A

5. AB=100° y <CAD = 44°
y=2

0=72,

6. La estrella de seis puntas tiene

todos sus lados de igual medida.
Entonces,0 =?, @=?, a=?

~

9. DT es tangente ala ©.
y 0=?

p="

11. a, B,y estan en larazén de
5 : 8 : 13, respectivamente.

Ha(j
N

157e

14. AB=171°; CD =85°
a=7 p=?
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I1. Proporcionalidad en la Circunferencia
Hallar lo que se indica en cada circunferencia de centro O.

1.Si PA=3 y PB=21 2. PA=5 y PB=3 3. x=?
Halle la Pot(P) =PA « PB Halle la Pot(P) =PA « PB
B
x
B
4 B
A 4 E
ATp A
4. z=7 5. x=? 6. AB diiametro. PA = 5; PB =20;
N s =7
12
A
A P /P
x A0 o B
4 3x B 5 ] 70
_ B D

7. OB radio dela 0. OP =3;
PB=2; u=? CD=?

8. AB diametro. PA =1;
OB=5; v=? CD=?

9. Si PA=3; AB=17; PD =12
Entonces PC=x=?
D

11. PA =2; AB=6;

PT=x=?
E

i
T %
14. x =7 15. AB=31;BC=23;CD =109.
T Entonces DA =x=?
dem
P
x
Ty
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Control de Circunferencias

Fila Atenea
Nombre: Curso: Puntaje:
Halle los valores que se indican a continuacion: (1 punto cada recuadro resuelto correcta y completamente)

2. DA=102°y BC=60° |3- a=

p= A

» V=
102

4. 5. 6. El triangulo ABC es equilatero.
o

7. BTestangenteala ®. 8. a= ,B= 9

@ = , Jy semiinscrito =

. o,
3o

10.a= , x= 11. CO=13;0P=5 AB= |12.AP= , QT=

XABC = , XCDA = B
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Solucionario Fila Atenea
L g= , 0= 2. DA=102°y BC=60° |3- a=
B= .= 2
102
L
B W
&-

Solucion: Solucién:

— @ mide lo mismo que el otro
angulo inscrito (de la esquina), pues
comparten el mismo arco de
circunferencia. Es decir, 38e.

— 0 es angulo del centro y mide el
doble que el d4ngulo inscrito @=36e°.
Es decir, 0 = 2038° = 76°

Asi, @=38°, O=76°

Solucion:
B es igual a la mitad de la medida

del arco [/)_A .
Es decir, B = 102°/2 = 51°,
Igualmente, y= 60°/2 =30°.

4. a=

Solucion:

Aqui podemos resumir con que en
figuras de esta forma, el angulo
inscrito —o de la esquina- 0 mide la
suma de los otros dos angulos
inscritos.

O = 340 + 40° = 74e.

La figura muestra donde se sitta
estos 56°.

Y o mide el doble que el 4ngulo
de la esquina -llamado inscrito,

con el que comparte el arco AC.

Solucion:

Los angulos opuestos de todo

cuadrilaitero —figura ABCD-
miden 180e.

Si al frente de 0 nos dan 95¢,
entonces, para llegar a 180° nos
faltan 180° =95° = 85¢, que es lo
que debe medir Q.

Y al frente de B nos dan 80,
faltindonos 100° para llegar a
180°, medida que debe tener [3.

Asi, a=85°, B=100°.

Completamos para formar 180°
de dos xs adyacentes
suplementarios o la medida de
media ©.

Si nos dan 126°, nos faltan:

180° — 126° = 54° para llegar a los
180e.

La figura muestra donde se sitian
estos 54°.

Y a mide el doble que el dngulo de
la esquina -llamado inscrito, con

el que comparte el arco AC.

7. BTes tangenteala ©.
(p =

, Y semiinscrito =

bp=2eTTo=144

T
Solucién:
Completamos ~ para  formar
medida de media ®, esto es
180e.

Si nos dan 103°, nos faltan:

180° — 103° = 77°

La figura muestra donde se
situan estos 77°.

Mientras que @ por hallarse
sobre el perimetro de la ©,
mide el doble que el angulo
inscrito (que el de la esquina),
que subtiende el mismo arco de
® que el.

Esto es, @=2¢77° = 154

Por ultimo, Yy formado por un
segmento tangente, es conocido
como <X semi—inscrito. Siempre
que el
<X inscrito con el cual subtiende
el mismo arco de ®. Es decir,
en la figura, que 43°.

medira lo mismo

6. El triangulo ABC es equilatero.

a= , B=

Solucion:

El AABC equilatero divide a la ©
en tres arcos congruentes. Y por lo
tanto, en tres <s del centro iguales
a:

B =360°/3=120°

Y cada angulo inscrito, de la
esquina, mide:

a=120°/2=60°
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2o

3o
Solucién:

Solucidn:

Notemos que la suma de todos
los o forman los 360° de la @©.
2a +3a +4a = 360°

O es un <Xinterior a la ® y
mide el promedio de arcos que

subtiende.
9a = 360° 1400+48> 188°
3600 a= 2 = 2 = 940
a = = 400

B es < inscrito y mide la mitad |B es un < exterior a la ® y es

que el arco 30 = 3 » 40° = 120°

Es decir, £= % =60

igual a la semi diferencia de los
arcos que subtiende.

1400—48° 92¢
A 2 2

46°

Solucion:

Al igual que en el ejercicio
s opuestos suman 180°.
Entonces, o = 180°—1009° = 80¢.
Mientras que:

6x+4x=180°

10x =180°
_184°
-2
= XABC=6x=6218°=108°

(tras resolver el producto)

Y «<CDA =4x=4+18°=72

X =18e

O si se prefiere, como es opuesto

al <ABC, entre ambos miden

180°. Asi que:

X CDA=180-<«ABC
=180°—108¢ = 72°

11. CO=13;0P=5; AB=

Solucion:

El cuadrado cercano al punto P indica que el diametro CD corta
perpendicularmente -formando 90°— a la cuerda AB.

Cuando esto ocurre, AB estd dimidiado (cortado justo por la

mitad). Por lo tanto, PA = PB = x
Ademas, OC = OD = radio = 13. De donde PD = 8 para completar
el radio OD.

Una vez notado esto, podemos emplear:

P4+ PB=PCe* PD

xex =(5+13)+8
x2 =188
=144

Lo que implica que x =12
iiPero no nos preguntan por el valor de x, sino de la cuerda AB!!

No hay problema. AB=2x=2912=24

12. AP=

’QT:

Solucion:
Aqui ocupar  dos
teoremas, el de las cuerdas y el de

debemos

la tangente con la secante.
El primero nos indica que:

PA «PB=PCe*PD
=618

2
x=6¢2
x=12=AP
El segundo teorema nos indica:

QT? =QC+QD
12 =2703=81=1y=9=QT

x*9
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Fila Apolo

Nombre:

Control de Circunferencias

Curso: Puntaje:

Halle los valores que se indican a continuacion: (1 punto cada recuadro resuelto correctamente y completo)

N

Z
5. 0=?
A

- C

6. Se tiene un nonagono regular
(poligono de nueve lados
congruentes) inscrito en la ©.
o=? a=? ¢=?

124°

'@ 95"

9. BTes tangenteala ©.

@=? y ) semiinscrito =7

11.SiAP=2 y PO=15.

(Cuanto mide la cuerda CD?
B
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Solucionario Fila Apolo
1. 2.
Solucién:

Solucion:
— a y B miden lo mismo que el
—de

esquina—, con el cual subtienden

otro angulo inscrito la

—o comparten— el mismo arco

CD de ®.

Es decir, ay B miden 38°.

— O es angulo del centro y mide el
doble que el <t inscrito de 48° con
el cual subtiende el mismo arco

CD de ®.
Es decir, 0 = 2¢48° = 96°
Asi, a=[F=48> y 0=96°

O es igual a la mitad de la medida
del angulo del centro con el cual

subtiende el mismo arco BC de

®.
Es decir, a = 1200/2 =60°.

Solucion:

0 es un arco de ©. Y al igual que
todo << del centro, mide el doble
que el <« de la esquina -inscrito,

con el que comparte el mismo arco,

—

en este caso, AC.

Es decir, o =2#40°=80¢.

4. CA=0=9

Solucién:

0 es como todo arco —e incluso
como todo angulo del centro, el
doble que la medida del angulo
inscrito o de la esquina, que
subtienda el mismo arco que el.

Es decir, si O :é_ﬁ\s, nos interesa
hallar el <XABC que subtiende el

mismo arco CA .
Para ello, recordemos que la suma
de los <s interiores de todo A es
igual a 180e.
El cuadrado en el vértice C nos
indica que ahi hay 90°. Asi que
dentro del triangulo nos dan:
900+37°=127° y lo que falta para
completar los 180° del A son:
1800 — 127° =53,
Por lo tanto, <<ABC = 53¢
Y entonces, 0 = doble de <tABC

= 2530 = 106°

c:

Solucion:

dos
<Xs adyacentes suplementarios o
para llegar a la medida de media
© de 180e.

Si nos dan 1260, nos faltan:

180° — 126° = 54°

La figura muestra donde se sitian
estos 54°.

Completamos para formar

G=12954

Y 8= CA esun arco de ®. Y al
igual que todo <Xdel centro,
mide el doble que el <X inscrito
-de Ila esquina, con el que
comparte el arco que subtiende.

Es decir, 0 =108e.

6. Se tiene un nonagono regular
(poligono de nueve lados
congruentes) inscrito en la ©.

Solucion:

La ® esta dividida por 9 arcos
congruentes, donde la medida de
cada uno y de cada <« del centro,
es:

360

F=20 = 400
9

Como O es un angulo que subtiende
uno de estos arcos, pero desde la
esquina -llamado <X inscrito. Su
medida es igual a la mitad que cada

< del centro o arco. Esto es:

a = ﬁ = ﬂ = 200
22
Y ¢ =4a es igual a cuatro s
inscritos (de las esquina).
¢ = 4220 = 80°
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7. a=?, B=?

Solucion:
O es un < interior a la ® y mide
el promedio de arcos que
subtiende.
- 140°+48° _188° _ 940

2 2

B es un <Xexterior a la ® vy es
igual a la semi diferencia de los
arcos que subtiende.

_140°—48° 920

p—— = 46

8.
Solucién:
O es un <Linscrito -de la

esquina, que esta frente a un arco
de 124°. Entonces, 0 mide su
mitad.

Esto es, O = 124°/2= 62°.

En cambio, desconocemos la
medida del arco de ® que esta
frente a (. Pero es facil de
hallarlo. Es lo que falta para
completar 360°, la medida de una
©.

Se tiene 98° + 1240=222°

y faltan:

3600=222¢=138°de la ®.

Los que deben hallarse en donde
no se indica valor alguno, frente a
B.

Y por ser B angulo inscrito, 3 es
igual a la mitad de la medida de
tal arco, es decir: B = 138°/2 =
69e.

9. BTes tangentea la ©.
@=7 y ) semiinscrito =?

Solucion:

$p=Z2eTTo=144

Completamos para formar Ia

medida de media ©, esto es 180°.
Si nos dan 103°, nos faltan:

180° = 1030 = 77°

La figura muestra donde se sitian
estos 77°.

Mientras que @, por hallarse sobre el
perimetro de la ®, mide el doble
que el 4ngulo -de
esquina-, que subtiende el mismo

inscrito la
arco de @ que el.

@=2077° = 154°.
Por ultimo, Y es un <X que esta
formado por un segmento tangente.
Este tipo de <s
como <Lssemi —inscritos. Siempre

son conocidos

miden lo mismo que el < inscrito o
de la esquina con el cual subtiende
el mismo arco. En nuestra fig:

Y = 43°.

Solucion:
<Ls opuestos suman 180°.

25x+80=180°

25x =180°-80°
\.w_—J
100°
100
= = 40
25

Mientras que:

21x + B=180°
21e 4+ B=1800
880+ 3 = 180°

[ =1800-880= 920

11.SiAP=2 y PO=15.

(Cuanto mide la cuerda CD?
B

Solucion:
Aplicamos la famosa igualdad:

PA «PB=PCe*PD

2¢PB=vey *

Para hallar PB, notemos que:
PB = Didmetro AB —PA
= 2 veces el radio —2
=20P-2
=2(15+2)-2

=2e17-2=34-2=32
Reemplazando este valor de PB
en (*):
2032=1%= 64=12
=v=8=CD=2v=16

12.PA=? y QT =2

Solucién:
Aqui debemos ocupar dos teoremas.

€ro
17 El teorema de las cuerdas nos

indica que:
PA ePB=PCe*PD
xe18 =69
627 65 ap

do
27 : Y el teorema de la tangente con
la secante:

QT2 =QC+QD
32 =2005=100=y=10=QT
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Fila Afrodita

Nombre:

Control de Circunferencias

Curso: Puntaje:

Halle los valores que se indican a continuacion: (1 punto cada recuadro resuelto correctamente y completo)

1.

2. o= , Y=

3. ;Cuanto mide AB=a?

4. Si AB=102°; a-=
y:

6. Sec tiene un poligono de doce
lados congruentes, inscrito en la

—

circunferencia. x =GH =

y=<AKD =

10. x = ;<XABC =

o

11.Si PB=4 y PO=6.

(Cuanto mide la cuerda CD?
o

N
b
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Fila Ares

Nombre:

Control de Circunferencias

Curso: Puntaje:

Halle los valores faltantes que se indican a continuacion: (1 punto cada recuadro resuelto correcta y

completamente)

3. @:a:
E

v

6. Se tiene un hexagono regular
(poligono de seis lados
congruentes) inscrito en la ©.

X = , V=

11.SiAP=3 y PO=12.

(Cuanto mide la cuerda CD?
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Circulos y Circunferencias: (reas y perimetuos

Deliniciones:

1. PERIMETRO DE LA CIRCUNFERENCIA Y AREA DEL CIiRCULO
El Perimetro de la circunferencia, designada cominmente con la letra P, es la
longitud de la linea fronteriza que encierra un circulo.
El nimero Pi, designado con la letra griega Tty cuyo valor es T1=3,14 surge del
cuociente entre el perimetro P de una [J y su didmetrod =2R Rradiodela ©.

P . P
nm=—= P=rd Obien, 7T=—=P=2mr
d 2r
La ultima expresion es la mas usada en la literatura matematica para calcular el
perimetro P de una ®©.

En cambio, un circulo es una regioén que tiene a una circunferencia como frontera. Es
una superficie interior a la circunferencia y podemos calcular en el area del circulo.

Aqui estamos ilustrando el
circulo, al interior de la
circunferencia, con la region
sombreada.

El 4rea A del circulo viene dado por: A = 70

Ahora no corresponde hablar de perimetro del circulo. Pues, como ya se indico, el
perimetro no mide superficies, sino longitudes, dimensiones lineales.

Ejemplos de célculos de areas y perimetros de ®©s

1. Halle el area y perimetro |2. Halle el area y perimetro | 3. Halle el area y perimetro de
de la @ de radio 5 cm. de la ® de diametro 14 la region sombreada.
cm. o es centro de la ©® mayor.

Solucion: Solucion: Solucion:
Reemplazando el valor de: d=14cm =R =7cm La regién achurada tiene por
r=s cm-. ] Reemplazando el valor R =7| 4req la diferencia de dreas de
en las formulas del Area y cm. en las formulas del Area dos ®s:
Perimetro, tendremos: y Perimetro: '2 5 y
= 2 A=7TR" -1 =7T(R - )
A=Tor A = 72 =7T(7 cm)2 4 d
2
= 77(5 cm) = 4977cm? =IT(36—9) cm?
= 257Tcm? = 2577 cm?
- — 77e Y su perimetro por la suma:
P=271=2775cm P=2mr=2me7cm PonrR 2
1077 =14/mcm
cm =27 (R + r)
También podemos usar::
=2m(6+3
P=dm=14mcm (6+3) em
=277*9 cm
=18 7Tcm
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4. Halle el area y perimetro
de la region sombreada.
En la figura, AB=12cm,
donde AB es diametro de
la ® mas grande.

Solucién:

Al igual que en el ejemplo
anterior,
dreas de ®s. Pero en este

debemos restar

caso, debemos restar 2 areas
de @ a la mayor.

Pues bien:

E=12cm:>R=6cm;
= r=3cm.

Entonces:

A = IR? - % - 1

=ﬂ(82—32—32)cm2
- (64-9-9) 77 cm”

=46 cm2

El perimetro de la figura
achurada esta limitado por

Y

viene dada por la suma de

tres circunferencias.

todos los perimetros:

P=21R+2mr +271r
=27T(R+r+r)
=27m(6+3+3)cm
=27* 12 cm
=247Tcm

5. Halle el area y perimetro de
la region sombreada. O es
centro de la ® mayor y el
radio de la menor mide 4
cm.

Solucién:

Aqui nuevamente tenemos
dos circunferencias, de las
cuales debemos restar sus
respectivas dreas para
obtener la superficie de la
region achurada.

La
pequefa tiene radio r = 4
cm.

Mientras que para obtener

de

notar

circunferencia mas

el radio la
debemos que
medida de 13 ¢cm sobrepasa

a la medida de su radio

mayor,
la

precisamente en la medida
del radio de la ® mas
pequena. Quiero decir que,
segun la figura, el radio R de
la ® mas grande es:

R=(13—4)cm:>R=9cm

Ya con los radios de ambas
®s, procedemos a restar sus
dreas para obtener asi, la de
la figura sombreada:

A= ZT(R2 —rz)
s Jen?

- 77(81-16) cm?

=65 7'[cm2

El perimetro de la figura
estd nuevamente delimitado
por el de ambas ®s. En este
caso, se suma sus perimetros
individuales:

P=(21re9+27* 4) cm
= (18+8) rem
=26/Tcm

6. Halle el area y perimetro
de la region sombreada. O

es centro y AB es
didmetro.

A : B
Solucion:
Si trasladamos el

semicirculo de la izquierda
a la derecha, tendriamos la
siguiente figura:

r=0cm

Que es a su vez el area de
un semicirculo de radio:
r=_8 cm.

En cambio, el perimetro
de figura  original
achurada, estd limitado
por tres
semicircunferencias:

la

La mayor de las @s, de
radio R=8 cm vy las dos
de

semi®s menores,

radio » =4 cm.

2 77R

L MR

b

=JTIR +271r
=JI(R+2r)
=ﬂ(8+2°4)cm
=71(8+8) cm
=16 7Tcm

b
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En relacion al perimetro del ultimo ejercicio... algo podremos inducir...
Notemos que en el ejercicio 2r = R. (*)
En este caso: 2¢4=8
Antes de reemplazar los valores R=8 cm y r=4 cm. La expresion del perimetro es:
P =mR+2r)
El que se puede reescribir usando (*) como: P=TU(RtR) =2TR

Es decir, la figura sombreada siempre tendria un perimetro igual a la ©® mayor.

Ahora viene lo interesante. El perimetro de todas las siguientes figuras sombreadas,
jtambién son iguales a 2TR! Lo interesante es ver el patron regular en las formas de estas y
concluir posteriormente.

En cada una de las siguientes figuras, AB es didmetro y o es centro de la circunferencia.

1. 2. 3.
) - B

Podemos imaginar una circunferencia con n semicircunferencias congruentes y tangentes a
lo largo del didmetro de la circunferencia completa. De esta manera y por lo que se
desprende de la figura, podemos inducir una relacion entre el radio R de la circunferencia y
el radio r de cada una de las semicircunferencias que se distribuyen en torno al didmetro.

Numero N de Relacion entre AO = Perimetro de la figura sombreada
semicircunferencias R=0By r
N =2 (pag.nterior) R=0B=2r P=mnmR+2mr =7m(R+2r) ycomoR=2r
=>r=— =7AR+R)
=2nR
N =3 (recuadro 1) R=0B=3r P =7R +37mr=71(R +2r)
_,=R =7(R+R) puesR=3r
=2nR
N =4 (recuadro 2) R=0B=4r P =7mR+4mr=71(R+4r)
=R =7R+R) puesR=4r
=27nR
N=5 (recuadro 3) R=0B =5r P =R +57mr = (R + 5r)
=R =7(R+R) puesR=5r
=27TR
N=n (recuadro 3) R=0B=nr P =R +nrr = 1(R +nr)
:>r=£ =7(R+R) puesR=nr
n = 27TR

Se puede notar ademas que, cuando el niimero n de semicircunferencias es par, las
superficies sombreadas se pueden redistribuir para cubrir con exactitud medio circulo. Con

2
. TR
lo que el area, en tales casos es: A = -

Y sinesimpar, el drea tendrd una de las formas:

2 2 2 2
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Siendo el ultimo término “+” si sobresale mas alla del medio circulo la redistribucion de las

[ XA

regiones sombreadas y
alcance a cubrir medio circulo.

Ejemplos:

en caso que la redistribucion de las zonas sombreadas no

Halle el perimetro y areas de las siguientes regiones sombreadas:

En cada una de las siguientes figuras, R = 60 cm. AB es diametro y o escentro de la

circunferencia.

1.

Solucién:
El perimetro, conforme a la
tabla anterior es:
P=21mR =120 mcm.
sombreada no
cubrir

La region
alcanza a medio

circulo, por lo que su area es,

con r=60cm/3 =20 cm.

ZTR2 lTr2

A= 7
2 2
(3600 T 400 ﬂj 2
= - cm
2 2
3200 9

cm
2

=1600 77 cm

2

2.

Solucion:
El perimetro, conforme

a la tabla anterior es:

P=21mR =120 Ttcm.

de

€s

El

semicircunferencias

numero

par, asi que el area de la
regién sombreada forma

exactamente medio
circulo:
2
A= TR
2
77* 3600 )
= cm
2
-1800 77 cm?

3.

Solucién:
El perimetro, conforme a
la tabla anterior es:

P=21TR =120 tcm.

La regiéon sombreada
cubre mas de medio
circulo. Su area es, con
r=60cm/5=12 cm.

7'[R2 7'[r2
= +

2 2

(360071 144 ﬂj )

= + cm

2 2

= (180077 + 7271) cm
2

A

2

=1872 7T cm

Interesante es notar que la relacion del perimetro P = 2TIR se mantiene en regiones

sombreadas de la forma:

3.

%@%

Donde en todos los casos, AB es diametro de la circunferencia mayor. Y podemos inducir
que es valida para n circunferencias interiores con radios a lo largo del diametro.
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2. CORONA CIRCULAR

Es la superficie comprendida entre dos circunferencias concéntricas, esto es, que

comparten el mismo centro.

Presentamos a continuacion, en la fig. de la izquierda, la forma de toda corona o anillo

circular.

Y cuya area se obtiene como la
diferencia o resta de las areas

de los dos circulos que lo
componen, ilustrado a la
derecha.

Esto es: A@ = nR2 —7Tr2 = ZT(R2

=

_rz)

En cuanto al perimetro de todo anillo circular, debemos considerar la suma de
perimetros de las dos circunferencias que lo definen, de radios Ry r. Esto es:

Pg=27R+27r =271(R +7)

Ejemplos: Halle en cada una de las siguientes coronas o anillos circulares, el area y

perimetro en cm.

1.

Solucion:

Reemplazando R =9y r=35
cm. respectivamente en las
formulas del Area y Perimetro,
tendremos:

A@ :lT(R2 —r2)
= 11{9% = 5% | em?
(=)

= 77(91-25) cm?

=66 Tem?

P@=27(R+r)
= 27T(9+5) cm
=214
=28 ITcm

cm

2.

Solucion:

Reemplazando R =5y r =3
cm. respectivamente en las
formulas del Area y Perimetro,
tendremos:

Az IT(R2 —r2)
= IT(52 —32)cm2

= 7'[(25 —9) sz
2

=16 7Tcm

P@=271(R+r)
=27(5+3) cm
=278
=16 7Tcm

cm

3.

Solucion:

Reemplazando R = 8 y r = 3
cm. respectivamente en las
formulas del Area y Perimetro,
tendremos:

A@ = 7T(R2 —72)
= ﬂ(82 —32)cm2

= 77(64 - 9) cm?

=55 7Tem?

P@=271(R+r)
=27(8+3) cm
=211
=22 Tcm

cm
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3. TRAPECIO CIRCULAR

Un trapecio circular es una region de un anillo o corona circular, limitado por los lados
que determina un angulo del centro al interior de un circulo.
El perimetro de un trapecio circular -figura de la derecha, viene dado por:

P = perimetro de (;&_\B + CD+AC +C_D)

_2nMRea N 2nre a
360° 360°

arn

+(R-r)+(R-7)
=(R+r)(%j+2(R—r)

=(R+ r)(@j +2(R-r)  simplificando por 2

Donde el perimetro de cada arco es proporcional a la medida del dngulo a respecto a
los 360° que componen el perimetro 2TIR y 2T de cada una de las circunferencias
completas concéntricas de centro O.

El area del trapecio circular viene dado por la diferencia de los sectores circulares que
determinan los lados que definen el 4ngulo del centro sobre el circulo.

_nR*a _ 2

" 360°

cofeor
360°

j o

360°

Nota aparte: Si las bases —superior e inferior- del trapecio circular se pusiesen
rectilineas, conservando las medidas de sus distancias entre los extremos y sin
variar tampoco su altura R — r entre ellas, la expresion del area del nuevo
trapecio rectilineo, seria la misma respecto al del trapecio circular.

Ejemplos: Halle el perimetro y area en cm y cm

trapecios circulares:

2

respectivamente, de los siguientes

1. R=T7cm y r=2cm.

-

Solucions
El perimetro del
circular, en cm es:

P=(7+2)(%Tj+2(7—2)

= (36ﬂ+10j cm
18

= (27T+ 10) cm

El 4rea es:

A= (72 —22)(ﬂj cm2
360°

trapecio

2. R=10cm y r=4cm.

-

L)
.l'lr El
r
1
1)
y (1L
L]
h
"'\-\.
\‘-\.\ f__,"'ﬁ
Solucion:
El perimetro del trapecio

circular, en cm es:

P=(10+4)(?2§j+2(10—4)

= (14ﬂ+12j cm
3

El area es:
A= (102 - 42)[&] cm?
60,

3. R=8cm y r=5cm.

Solucions
El perimetro del
circular, en cm es:

P=(8+5)(115§&”]+2(8—5)

= (13‘ 57T+ 6} cm
6
=(65ﬂ+6] o
6

El area es:

trapecio

A=(82—52)[5N\ﬁﬂ] cm?

250

=45e cm _g4e 7T 2
45 9 6 =39°i—]2-[ cm2=%ﬂ cm2
= EIT cm? = 577 cm? = 1477 cm®
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4. SECTOR CIRCULAR
A La superficie comprendida entre dos radios y el arco que
subtienden entre si, se denomina sector circular. En la figura, es la

2 region achurada

&.\ El area de un sector circular cuyo angulo del centro -o arco-
& E mide o, se determina mediante proporcionalidad directa.
Clasificando angulos de la ® completa con O y sus respectivas
areas, como sigue: Efectuando el producto cruzado y despejando x:

Grados | Areas o 712

360 ) 360x =ae m? = x:a L

mr 360

a X
ae ITr2

Donde |x = 360 es la medida del area de un sector circular cuyo angulo del centro

y arco que subtiende miden O°.

En tanto, el perimetro de un sector circular puede obtenerse usando también una
proporcion, pero logicamente no con el drea, sino con el perimetro de una

circunferencia.
Ejemplo: la medida lineal del arco BA=x es: o
Grados | Perimetro
a2 _aur h\
360x=a2/mr = x = =
360 27 360 180 &
a X
Y el perimetro final del sector circular de radio r es:
P=04+0B+Bd=r +r + L2
3600
P aelnr
3600
O bien, si se prefiere, simplificando la fraccion por dos:
P=2r+ ae’r
180°

RESUMIENDO
El area de un sector circular de radio », que subtiende un arco o angulo del centro o

o -2
viene dado por: SARL)

360

Qae27m .
Y el perimetro del mismo es: P= 2r+ Tz a-
360° 180°
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Ejemplos Halle en cada una de los siguientes sectores circulares, el area y perimetro.

georbach@uc.cl
1.
o
Solucién:
Reemplazando en las
expresiones  del drea vy

perimetro 7 = 9 cm tendremos:
_aem?  1T13Qoe 92

= S

360°

O bien, notando: que 120° es
la 3** parte de una ©.

2 2
=]TL=E=27 ]Tcmz
3 3
P=2 aelmr
360

=200+ INN.ZIT.%B
S\

de
simplificaciones:

=(18+67T) =6(3+7T)cm

Después multiples

O bien: como el arco de 120°

es la 3** parte de la ©:
P=2r+2ﬂr=2.9+2ﬂ°9
3
= (18+6m) cm
=6(3+m)cm

2. A
B

/
Solucions
Reemplazando en las
expresiones del drea vy
perimetro » = 3 cm
tendremos:

Aa m? _ ag0em3?
360° 3%
o

8
O bien, notando: que 45°
es la 8% parte de una ®:

m? 3 om 2
A=——=——=—cm

8 8 8

Y el perimetro resulta ser:

P-2,+ 27 _pu34270
8
pag A6 I

8y

3. El AABC
equilatero.
R, S y T son puntos
medios de sus lados.

€S

»
T 3
Adem R B
Solucién:

Los tridngulos equilateros
lados
iguales y ademds reparten
en sus vértices los 180°

tienen sus  tres

también en tres partes
iguales. Por lo que cada
sector circular tiene un
dngulo del centro en el
vértice del A igual a 60°
con un radio de 4 cm.

Asi que los tres sectores
circulares son congruentes
entre si.

Basta entonces hallar el
drea y perimetro de uno de
ellos y a cada resultado,

amplificarlo por tres.

A =a-nr2 _ °'7T42
L3600 JoQeg.
_tomr_
6
3
Por lo tanto:
A= 87Tcm2

Es el area pedida.

Y el perimetro de un solo
circular

aelmr
360

B0 277 A

=2. 4+—
}6%3\
=8+4—7T cm
3

el

sector €S:

P1=2l”+

Entonces,
final es:

P= (24+47T) cm

perimetro
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Considere la utilidad de simplificar, facilitan el cdlculo final de dreas y perimetros.

Es importante tener presente algunas relaciones de comparacion entre distintos angulos,
respecto a los 360° que conforman una ®. Tales consideraciones simplifican el calculo
de areas y perimetros, como se uso en los ejemplos 1y 2.
Asi, en lugar de las expresiones mas comunes del:

[ ] 2 °
Area A = asm y perimetro P =2r+ ae2m 0 =2r+ an
360 360 180
Para los angulos de la siguiente tabla, es mejor notar que:
Grados Razon con respecto a los Tal denominador, en el|Tal dengminador,
grados de una Circunferencia |Perimetro de un Sector|{en el Area del
(360°) Circular es: Sector Circular es:
10 100=L p=2r+ﬂ A= 7
360° 36 36 36
20 200 _ I\XNO :i P=27"+ﬂ A: ”}"2
360° 36 N° 18 {; 18
Tr Tr
=2r+ =2r+—
M
° o 1 o
30 30 ) \i\& :i P:2r+zﬂ A= m?
360° 36, N° 12 \;2 12
Tr Tr
=2r+ =2r+—
N

Halle expresiones para el area y perimetro de sectores circulares usando simplificacion

de las férmulas de areas y perimetros, como hemos vistos, con los siguientes angulos:

Grados | Relacion con respecto auna | Perimetro del Sector|Area  del  Sector
Circunferencia (360°) Circular Circular
45° 45° _ 1%5\0 _l P=2y+ 27r A= n.rz
360° 36Q¢° 8
60°
90°
120°
180°
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5. SEGMENTO CIRCULAR

Es la region del circulo comprendida entre una cuerda y uno de los arcos que subtiende.
A

L

El cual, observemos, resulta de la diferencia entre las siguientes areas:
A A
\
':ﬁ\ B -&\ B

Area de Sector Cireular Area del Trignmilo
Es decir:

Area segmento circular = area del sector circular —area del AOAB

_a’°77r2

360°

—area del AOAB

Para conocer el area del AOAB procedemos a bajar la altura desde el vértice O hasta la
base b= AB.

Y el area viene dado por A = he ];ase A= he ];ase = %

Y por Pitagoras, en el AOBD:

2 2 2,2 2
7"2:}124‘(2] :h2+b_:> hzzrz—b_:u (*)
2 4 4 4

Podemos considerar los siguientes casos para areas de As OAB:
1) EI AOAB es equilatero, o bien: a = 60°. En tal caso se tiene que la medida de todos
sus lados son iguales, la base es igual al radio 7, esto es: b=r
Y al reemplazar b =r,la medida de la altura 4 indicado en (*) se transforma en:

2_2 f 2
h2:—4r r = h2: 3L:h:_l"\/§
4 4 2

Con lo que el area del AOAB nos queda: A =

3

hebase _ 5 " |23

2 2 4
Y el Area segmento circular = area del sector circular — area del AOAB

_asm? A3 _Tseem? A3 _m? 3
360° 4 369\@ 4 6 4

En este caso, podemos expresar el area del sector segmento circular en funciéon de 7.
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A
i1) Cuando el AOAB sea rectdngulo en O, o bien: a = 90°. La

expresion del area es muy facil. Pues el area de todo triangulo
rectangulo puede hallarse mediante el semiproducto de sus dos
catetos. En este caso, de sus radios.
OA+*OB _ 72 -
— = O

2 2 r
Y el Area segmento circular = area del sector circular —rea del AOAB
2 r2

ANOAB =

_C)’°7Tr2 r2 _1§Q°ﬂr2_r2 I

360"23\692{242

Y podemos expresar el area del segmento circular en funcion de .

No es necesario memorizarla, sino mas bien saber deducirla del area de todo

Arectangulo.

ii1) En el caso de que el A OAB sea isosceles con o = 30°, tendremos que recordar que:
* Bajar la altura desde uno de los vértices que estan en la @, al lado opuesto.

Se forma asi un AOAD rectangulo en D. A
Véase figura de la derecha. r
Donde la base b=r. RIY R=ri2
027307
DB
r

Ademas, en TODO Arectangulo, el lado opuesto al <« de 30° mide
SIEMPRE la mitad que la hipotenusa, en este caso, que el radio (su
fundamento se halla en la funcién seno, de trigonometria).

Asi, h=L.
2

.. r , .
En definitiva, lo que se debe de recordar es # :E’ mas el area de todo

triangulo:
A=—= 2 - Obteniendo el area del AOAD.

Asi, el area de todo el segmento circular que subtiende un angulo del central
de 30° vendra dado por:

Area segmento circular = area del sector circular — area del AOAB

_a'°7Tr2_r2 _1N°ﬂr2_r2 _7'[1/2 72

360° 4 360y, 4 12 4
Y podemos expresar el area del segmento circular en funcion de .

No es necesario memorizarla, sino mas bien recordar lo necesario para deducirla.

iv) En el caso de que el AOAB sea isosceles con a = 45°. Fig. de la derecha:

* Enel AOAD rectangulo n
V2 _h 2
sen45°=—=—= |h=——
r 2 F 2
h h=—2
r\/E. 5 o 457 2
L E
e clarcade AOABes A=—= 22 rf r
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Y el Area segmento circular = area del sector circular — area del AOAB
_a'°7Tr2 _rzﬁ _ Ps0 °ZTr2 _r2\/§ _ lTr2 _r2\/§

360° 4 360%. 4 9 4

Y podemos expresar el area del segmento circular en funcion de 7.

v) Siel AOAB es isosceles con o = 120°, tendremos que:
e Trazar la bisectriz de a = 120° la cual coincide con la mediatriz del

segmento AB y contiene la altura bajada del
vértice O.

* Se forman asi los As congruentes OAD y OBD,
con <Xsdel centro de 60° cada uno, asi como
uno recto en D y el angulo agudo restante, en
los As congruentes OAD y OBD miden
necesariamente 30°. Pues, recordemos que en
todo Arectangulo, los <s agudos han de ser
complementarios —suman 90°.

Véase la figura de la derecha.

Recordemos que en TODO A rectangulo, el lado que se opone al angulo de
30° mide SIEMPRE la mitad que la hipotenusa, en este caso, que el radio. Es
decir, la altura A mide r /2.

* Podemos usar como area de cada uno de los As congruentes OAD y OBD y
rectangulos en D, el semiproducto de los catetos. Pero nos falta la medida,

por ejemplo, en el AOBD, del cateto BD . Para ello usamos en el Pitagoras.
r? =0D? + DB?
2 2 2
72 :(LJ +l)B2 :>D32 :7-2 _7"_ :3L:>DB :Q
2 4 4 2
Luego, el area del AOBD es:

r 3

_OD*DB_5" 5 _ 23
2 2 8
25 A

8 4

A

Y como areaAppp =areaAqpp tarealpap =2

Tenemos que:
Area segm circular = 4rea del sector circular — area del AOAB

_ae T 3 rzx/g _ 1T2~Q° - _rzx/g _ 7 _rzx/g

360° 8 36@0\1 8 3 4

La expresion del area del segmento circular depende solo del radio r.

5.1. Tabla de areas de As OAB en segmentos circulares

Angulos Formula del AOAB
30° 2 2
' =
4 4
45° 2
—2
4
60° ﬁ -
4
90° 2 2,
4 2
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2
Notese la regularidad del factor constante % y de las raices: \ﬁ, \/5, \/3, J4 que

hay de 30° a 90° en las expresiones de las areas para cada AOAB.
Recordarlo puede facilitar todo el calculo de lo que debemos restar al sector circular, al
momento de obtener el area de un segmento circular.

5.2. Relaciones de Areas en As OAB de angulos del centro suplementarios
Ademas, habiamos hallado que la areas de As AOB de 60° y 120° tienen la misma
formula o expresion para el area en funcion solo del radio, no ya de a. Es decir, sus
areas tienen igual medida ya sea si 0 = 60° 6 o = 120°. La siguiente figura lo confirma:

165 cm™2

1 .65 cm

B

También ocurre una igualdad de areas de triangulos en otras parejas de angulos:

135 cm”™2

El punto para recordar es notar y recordar, que: las parejas de angulos son
suplementarios y que ellos define areas de As OAB iguales entre si.

Asi por ejemplo, si al hallar el area de un segmento circular nos hallamos con que
debemos restar de un segmento circular, un area de AOAB cuyo angulo del centro mide
150°, bastara entonces recordar el area para el angulo del centro de 30°, — ya que 150°
+30° = 180° con la tabla de areas que nuevamente me tomo la confianza de presentar:

Tabla de areas de As OAB en segmentos circulares

Angulos Formula de Areas de As OAB
30° P21
4 4
45° 22
4
60° 23
4
90° rzﬁ:rz.zzﬁ
4 A2

Inspirada en una regla “nemotécnica” de la trigonometria.
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5.3. Perimetros de bases AB en triangulos AOB
Para obtener el perimetro de cada segmento circular, debemos hallar o conocer el

perimetro de la base AB del tridngulo AOB

La funcion trigonométrica seno nos da las respuestas para tales perimetros.

: La funcién seno de define como el cociente del lado opuesto a
un angulo y la hipotenusa del tridngulo rectangulo al cual
pertenecen.

Por esto, trazamos la altura desde O hasta la base AB,

formandose dos As congruentes. La altura h bajada desde el
vértice del centro, coincide con la bisectriz y la mediatriz. Esto

quiere decir, que: AB=BD y cada uno de los dos As
congruentes tiene un angulo del centro igual a (a / 2) .

En el AODB:

lado opuestoal (@/2) _ DB

hipotenusa r

sen(a’/2)= :>DB=rsen(a’/2)

:>AB:2rsen(a'/2)
El perimetro del segmento circular viene dado por la suma de los perimetros de la base

rectilinea AB y curvilinea del arco AB.
Es decir, la expresion del perimetro del segmento circular, cuyo angulo central es O
tiene por expresion:

2imre a
360°
La que nos muestra que debemos tener presente SIEMPRE al momento de obtener el
perimetro de segmentos circulares: que si el sector circular o AAOB tienen un angulo

central a, el perimetro de la parte rectilinea es con sen(a / 2) .

P:2rsen(a'/2)+

Es bueno tener presente el cuadro que facilita la obtencién de algunos valores de la
funcion seno. Razon o cociente entre el lado opuesto a un angulo y su hipotenusa al
interior de un tridngulo rectangulo.

Angulos seno
o it
2 2
45° 2
2
60° NE)
2

Tabla de perimetros de bases AB de As OAB y de segmentos circulares

Angulos Formula del AOAB Perimetro segmento circular
30 AB=2rsen15°='0,5’2r 30 .2ﬂr+2rsenl °=E+0,52r
con calculadora cientifica. 360° 6

o =2r sen 22,5°= o
45 AB =2rsen 22,5 O,'77r’ 45 Zﬂr+2rsen22, °=E+O,77r
Usando calculadora cientifica para| 360° 4
obtener seno de 22,5°.
60 AB=2rsen30°:,Zr°i:r M+2rsen30°zz+r
7 360° 3
90° 90°e271r r
ABzzrsen45°:2r-‘/§:ﬁr Tt rsendse="m 42y
2 360 2
120° 120°¢2 771 27t
AB=2rsen60°=2ro\/2§=\/§r W+2’”S€"6O°:T+\/§V
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Listado Ne1 de Ejercicios (Resueltos) relativos a Segmentos Circulares
Halle el area y perimetro de cado uno de los siguientes segmentos circulares

sombreados.
1. o centro de laj2. o centro de la|3. o centro de la
circunferencia. circunferencia. circunferencia.
Y
Solucion: Solucién: Solucién:
El area del sector circular: El rea del sector circular: El area del sector circular:
60° grados es la sexta parte 90° grados es la cuarta 45¢ grados es la octava parte
del circulo, asi que, en cm: parte de 360°, asi que, en del circulo, asi que su 4rea es,
~ ﬂrz ~ 3264\]7._ 3277. cm eS:Z cn Cm21
A= - - e 9l
6 % 3 A= s )
_ 4 4 i 36 9
=10,6 11 Az? —T——=4,5ﬂ'
) Area del A OAB:
Area del A OABZ 600 900 Ocupa la cuarta Area del A OABZ
ocupa la tercera posicion|  posicion en  la  tabla 45° ocupa la 2da posicion de
de la tabla, esto \/ES, le anterior, asi que acompana la tabla, esto es, le acompana
acompana - unha 3 4l r una 2 al factor constante
) una V4 al factor —.
‘ r 4 2
actor constante —. Es 2 r-
4 Es decir, en cm” : 4
decir, el drea en cm’ es: N 4 teZ Es decir:
Z\/_ 82\/_ AOAB — 4 - 2/4/ 72\/5 62\/5
AAOAB 4 4 AAOAB = =
2 4 4
o805
64f 1643 7 2 i =93
en cm’ .
Y el area del segmento
Y el édrea del segmento| circular es la diferencia| Y el 4rea del segmento
circular es la diferencia entre las areas indicadas. circular es la diferencia entre
entre 1;‘;:635 indicadas. A= (22’75 T— 40’5) cm? las areas indicadas.
B ) El perimetro, en cm, viene 2
= (10,6 77 =16y3) em? | dado por: - (4,5 7-93) em?
27Tr * 909
P =2rsen450+ ———
El perimetro, en cm, viene 360° El perimetro, en cm, viene
dado por: 1 -%0 2 . 2779 .9@61 dado por:
o 605 TAYYYT 5 2mrea
P=2;’sen30°+2ﬂr /66/ \2\ \4&2}60/ P=2rsen(0’/2)+

6}60{ o 3600
o8 = 9\/§+_j . 3
=\2\-8o_+\2\n ( 2 o =2e6sen 22 5°+\&r[ K

X8 ’V

= 8+8—7T cm 3
3 =(12 sen 22,50+ an cm
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4.

El AABC es equilatero.
La unidad de medida esta

en m.

Solucions:
El triangulo  equilatero
define tres triangulos con

«s del centro de 120e.

120° equivale a la tercera
parte del circulo, por lo

tanto::
2
m- 100m -
A - -
sect © 3 3
=33,3 7 m?
Y 1200y 60° son

suplementarios. Sus “A

AORB” tienen factor \/5 .

2
Area AOAB = d A:/g m2

1003
-

= 25\/5 m2

Finalmente, el 4area de la
zona sombreada es:

A - (33,3 71—25\/5) m?

El perimetro, en m, viene

AB

circunferencia de centro o.

diametro de la

Solucion:
Tenemos dos  sectores
circulares unidos forman

media circunferencia:

7Tr2 T°16 7
= cm

semi® T )

A

= 87Tcm2

Y las areas de los A AOC y
ABOC son iguales, pues
60° y 120°

suplementarios.

son Xs

60° ocupa la 3era posicion
de la tabla, esto implica que

le acompana un \/5 al
factor constante 7> /4.
Es decir, (en cmz):
N
4 4
= 443 em?

La suma de areas de ambos

Apnaoc =

triangulos es el doble:

Ap =83 cm?

El 4rea de los dos
segmentos circulares es la
diferencia entre las areas de
los sectores y los triangulos:

A= (87-83) em?

=8(7T—\/§) cm?

El perimetro, en cm, de
los dos segmento es:

. La circunferencia de centro

o ha sido dividida en doce
arcos de igual medida.

Solucion:
El area del sector circular
OAB:

g-300 360054

Con n = 12 arcos en que se
dividio la ®. Esto nos indica
que un sector circular es la
doce ave parte del circulo.

Por lo tanto, el area de tal
sector circular es entonces:
A= ot _ 7702&-8

12 Ns

=¥cm2=5,§ﬂ cm

cm2

2

Area del A OAB: a = 30°

2
r

= ApOAB "7 1

2\&’8sz
Y

2

=16cm

Y el area del
circular es la diferencia entre
las areas indicadas.

A= (5,3 7T—16) cm2

segmento

El perimetro, en cm, viene
dado por:

P=2rsen(0’/2)+2ﬂr.a

dado por: P=29¢4sen(60°/2) 3600
° . o 2
P=2rsen(a/2)+2ﬂr a +294sen(120°/2) =2°856n15°+2ﬂ./8/
360° 2o 4 274 %4
+ + 3
3 2me10 6 3
=X.10§+ 3 =(16sen15°+4ﬂj cm
20 =8.l+8£+4_n-+8_n- 3
= (10\/§+ ﬂ} cm z Z 33
3 = (4+ 43+ 4)em
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7. ABCDEF poligono | 8. EI fondo es un cuadrado|9. EI fondo es un cuadrado
regular inscrito en la de lado 3 cm. de lado 3 cm.

circunferencia de centro
0. R=0OA=0B=3cm.

Solucién:

El area del sector circular
0AB:

T
n 6

Donde 7n es la cantidad de
lados del poligono regular
inscrito. En nuestro caso,
n = 6. Esto nos indica que
el sector circular es la sexta

parte de 3600 del

circulo.

los

Por lo tanto, el area de tal
sector circular -formado
por el poligono regular es,
entonces:

lTrz_lT'l\&°3

A= = cm2

Area del A OAB: a = 60°

2
O+/3
— AAOAB =%\/§ =T\/_Cl’l’l2

Y el area del segmento

circular es la diferencia

entre las areas indicadas.
A= 3—” ——9\/3 cm2
2 4

El perimetro, en cm, viene
dado por:

P=2rsen (a/2)+2ﬂr°a'

360
—2e3sen 300s M2

=[X-3%§+ﬂjcm

=(3+7T) cm

Solucions

La zona sombreada son dos
segmentos circulares.
Unidos en el eje de
simetria del cual es parte
una diagonal del
cuadrado.

Hallemos  primero la

medida de un segmento

—

=3 om
El area del sector circular

de la figura de arriba es:
2

PN L

4 4
El 4rea del A(rect) que
debemos restar tiene el

factor \/Z =2 al factor 7
/4.

2
e

La diferencia de tales areas

Ap=

€s:

[9/4) Tt—(9/2)] em?

Y el 4rea pedida, dos
segmentos, es el doble:
A=[(9/2) 1— 9] em?
El perimetro son dos

cuartos (invertidos) de ®
igual a media ©.

P=X¥

=JIr =37Tcm

Solucion:
El area de un cuadrado de

ladoa es A =a2.

En nuestro caso, a = 3 cm.

Asi:

2
A= (3 cm) =9cem’
Al cual debemos restar el
area obtenido precisamente
en el ejercicio anterior.

El area final es:
A=9-4,5m-9) cm?
= (18 -4,5 IT) cm2

La diferencia es positiva,
veamoslo al reemplazar Tt

por 3,14.
(18-4,5+3,14) cm’

- (18-14,13) em”
= 3,87 cm2

Es claro que para resolver
este ejercicio, era necesario
plantearse y resolver el

anterior.

El perimetro de la region
sombreada tiene contiene
medida de parte
curvilinea del resultado al
(media

la la

ejercicio anterior
circunferencia) mas la parte
rectilinea (los 4 lados del
cuadrado).

P=4a+7Tr=(12+3ZT) cm
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5.5. {Flor de Ejercicios! Listado Ne 2 de Ejercicios (Resueltos)

El penultimo ejercicio de la pagina anterior es la base de un tema literalmente florido de
gjercicios, como los siguientes.

Hallar el area y perimetro de flores de n pétalos.

1. Un pétalo de flor. 2. Flor de dos pétalos.
El fondo son dos cuadrantes de radio 7.
" . H - =1
" | |
" . I J_:
r A e I
) L
| | "
1 | s
1 - _l__; " N
Solucién: Solucion:
Debemos considerar el eje de simetria del Claramente, solo se trata de duplicar el
cual es parte una diagonal del cuadrado. drea y perimetro de la figura anterior. Pues
Hallamos primero la medida de un tenemos dos cuadrantes de radio r, que es
segmento circular, notando que lo esencial un valor cualquiera.
es ver el cuarto de un circulo. /e
A) pétalos ~ Ay segm Os 2r [3 -1
O bien : =y (IT—Z)

El perimetro son 4 cuartos (invertidos) de
®, lo que forman 2 medias ®s, o bien,

1 ® . El doble de medida que el ejercicio

] anterior. P peralos = 277
r
El area del sector circular es: 3. Flor de tres pétalos.
= 2 Los tres cuadrantes son congruentes.
]/' .
Al sect® ~

4

Y el drea del A(rect) que debemos restar,
con 90° en un vértice, tiene el factor

\/Z =2 acompanando al factor 2 /4.

2 2 |
] =— Solucién:

4 2

La diferencia de tales areas es:

Ap -

Area: Claramente, solo se trata de triplicar
el area y perimetro del ejercicio 1.

2 2
_ _ _ Tr _ r 2 JT
Al segm © Alsect0 ~AA = T R A3 pétalos ~ Ag segm Os 3r (5 - lj
2 T El perimetro son 6 cuartos (invertidos) de
) 7(? _1j ©®, lo que forman 3 medias Os.

P3 pétalos ~ 3mr

Y el drea pedida es el doble del area|4. Flor de cuatro pétalos. Los cuadrantes
hallada: son congruentes.

27T
Al pétalo = A segm Os ~ T (3 - lj

El perimetro son 2 cuartos de
circunferencia (invertidos entre si), que -
o . Solucion:
distribuidos convenientemente forman 1 ”
Amplificamos por 4 los resultados del
, 7 : o
mitad. Py peealo = A== ejerc.1. Y hasta aqui unicamente se pueden
\A& amplificar. Mas de 4 pétalos cuyos vértices

ocupen todo un cuadrante se superpondrian
entre si, no serian posibles.
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5. Flor de tres pétalos congruentes. 6. Flor de seis pétalos congruentes.

Solucioén: Solucién:
Considerando  la  simetria  central,| Aqui solo debemos considerar la simetria
hallaremos primero el 4rea de un pétalo. central respecto al ejercicio anterior y si,
Para esto, debemos primero considerar uno|  podemos duplicar los resultados del
de los segmentos circulares de los dos que ejercicio anterior.
lo componen y luego duplicar su medida. Pero ojo, no se puede considerar 9, 12,
Remitiéndonos al cuadrante de la figura. 15,... pétalos con objeto de amplificar en
Aq segm O = Alsect o —An . tales casos los resultados del ejercicio 5.
5 5 ;Porque con 6 pétalos si?
o V3 La respuesta se debe a que 6 *60° = 360°

6 4 6 es el numero de rotaciones que cubre un
/e ) NE pétalo formadlo con 60° en una circulro, sin
= Aqper =2 T_ ; superponer pétalos. Es también el numero

maximo de pétalos que se puede formar
/3 5 ) con la simetria central de los 3 pétalos
; Ar o =6 e V3 tomados todos a la vez, del ejercicio
Ipet 6 4 anterior, sin superposicion de ellos.
O bien : =2 [ﬂ_ ﬁ} Por lo tanto, si:
: Alpet - 2(Asect O] _AAéoo )
El perimetro estd compuesto por la parte
curvilinea de seis sextas partes de ®©s. ~ 7Tr2 3 rzx/g
Sextas  partes porque cada una estd e 4
formada con un angulo del centro de 60°.
Asi que: mt 2 NE)
27r Agper =12| ——~
P=N\"r =271 6 4

K =r2(2ﬂ—3\/§)

Y el perimetro es:
P=2e27r=4mr
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6. CIRCUNFERENCIAS

Y CIRCULOS EN UN CUADRADO COMO FONDO

Una superficie puede estar compuesta por distintas figuras geométricas. Las con un
cuadrado como fondo, resulta ser un tema de presentacion muy usual en la literatura
matematica. Su derivacion a otros poligonos, particularmente cuadrados, sigue las
mismas ideas de resolucion que veremos ahora.

Listado Ne 3 de Ejercicios (Resueltos)
Halle el area y perimetro de cada una de las siguientes figuras sombreadas. Suponga la

unidad de medida en cm.

1. La circunferencia esta
inscrita en el cuadrado.

4
§

Solucion:

r=2
— "

Area de la region sombreada:
La medida de cada lado del
cuadrado coincide con el
diametro de la ® y esta a su
vez equivale el doble que el
radio.

En nuestro caso, si a es la
medida de cada lado:
a=2r=10cm

La figura sombreada resulta de
restar el area del circulo de
radio r, al del cuadrado de
lado a.

Esto es:

A=az—7Tr2

= (102 —ﬂ°52)cm2
=(100-257) cm?
-25(4-m)  cm?

(Tras factorizar por 25 la
expresion anterior).

Perimetro de la region
sombreada:
El perimetro de la figura

achurada es la suma de los
perimetros del cuadrado y de
la circunferencia que lo
delimitan.

P=4a+2mr

=(4+10+2+57) cm
=(40+10m)  cm

2. La circunferencia esta inscrita en el cuadrado.

—|.?"—.5

Solucion:
Area de la region sombreada:
El area de la figura achurada se puede resolver viéndolo o

interpretandola de dos maneras distintas.

€ro . . ’
17 Como la cuarta parte de la diferencia entre las areas del

ejercicio anterior:

Es decir, se puede derivar su resultado del ejercicio previo.
2_m? (100-25m) 5 25
cm” =—

A=(1 = 7lr _
4 4 4

(4 - IT) cm?

29 También  se puede hallar el 4rea
interpretando la figura achurada como la
diferencia entre las areas de un cuadrado de
ladoa =5 cm

—|.?":.5

y la cuarta parte de una circunferencia de radio =15 cm.

2
A =a2 —HL=(25—2—57T) cm2 =25(1—7—Tj cm2
4 4 4

No es la misma expresién del area, hallada en la primera
interpretacion de la figura achurada, pero si  ambas

expresiones son equivalentes entre si.

Perimetro de la regién sombreada:

El perimetro que limita la regién achurada viene dado por la
suma de perimetros del cuadrado de lado a = 5 cm vy del
arco de © del primer cuadrante:

P=4a+2ﬂr

=(4.5+2'57Tj cm
4

=(20+2,5 71) cm
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3. La semi circunferencia tiene radio » = 5 cm.

Solucién:

Area de la region sombreada:

Aqui tenemos la diferencia de areas entre un
rectangulo de lados:

a= 5cm, b=10cm y un semicirculo de
radio =5 cm.

2 )
Aab=TT" | 5010-T2" | (2
2 2

= (50 —%Tj cm2 = 25(2 —%Tj cm2

Donde hemos factorizado por 25 en Ia

ultima expresion.

Pero también se puede interpretar, si
recordamos el ejercicio anterior, como la
semidiferencia de 4reas entre un cuadrado

de lado a = el doble del radio de ®
=2r =10 cm
y la ® de radio »=5 cm.
) )
A=l mr” 100—77%5 cm?
2 2
100-25m7
=———  Cm

= 25(2 —I—T) cm2
2

Es interesante que el alumno note en los
ejercicios, las variaciones que se desprenden
a partir de otros efectuados previamente.

Asi como las  formas en que puede
expresarse un resultado debido por medio
de la factorizacién.

Perimetro de la regién sombreada:

El perimetro de la figura achurada esta
definido por tres de los lados del rectangulo
y por la media circunferencia -sin considerar
su didametro.

o

P= a+b+a+—— 5+10+5+57T

b

= (20 + 57T) cm

4. La circunferencia esta inscrita en el

cuadrado.

Solucion:

Area de la region sombreada:

Se desprende de la figura anterior, que solo
se ha rotado el sector derecho de la region
achurada, sin sufrir variacion alguna en el
tamafno de la superficie afectada. Esto dado
que la circunferencia es tangente en el
punto medio de cada lado del cuadrado. Lo
que define simetrias en las medidas de las
esquinas.

Por lo tanto, el area de la figura resultante es
igual al caso anterior.

2
=ab_ﬂ;=(50_25_ﬂjcmz
2 2

- 25(2 —’—Tj cm?
2

Perimetro de la region sombreada:

El perimetro esta formado por cuatro
segmentos rectilineos de 5 ¢m cada uno mas
2 cuartos del perimetro de una
circunferencia de radio » = 5 cm.

F=G

Esto es:

1
P=4e5+ \2\””=(20+57”j em

%)

= (20 +2, 57‘[) cm
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5. ABCD es un cuadrado de|6. 7.
ladoa=10cm. E,F,Gy D 5Sem G S5em o L Sem G Sem o
H son puntos medios de
cada lado del cuadrado. |5 ¢ Scm | 5o 5 cm
A E I
H F H E
Scm 5cm 5 cm Scm
E H
L Scm E 5cm B L Scm E Scom B
Solucion: Solucion:
B G c Area de la  regidn| Areadela regién sombreada:
N sombreada: Del ejercicio anterior se
w: ) E, F, G, H son puntos de desprende que el drea
Area de la  regién medios de cada lado del| , hurada resulta de la
sombreada: cuadrado. Y cada sector

diferencia de areas entre un

Los puntos medios nos circular es un cuadrante de

circunferencia, los cuales
unidos, forman un circulo 2
cuadrante de ®@s de radios de radio 7 = 5 cm. A=a" -1
r = 5 cm. Los que en Esto es: _ (100 _25”) cm2
conjunto  forman  una 2 2
. . A=7mr" =257 cm

semicircunferencia con el =25 (4 - ZT) cm
radio indicado.

1 L cuadrado de lado a =10 cm
indican que los vértices A 'y 5 un cireulo de radio 7 =5 cm

2

C son centro de un

2

Asi el drea de la region Perimetro de la region

sombreada:

Perimetro de la region
achurada es nuevamente la

sombreada:

d1fe£en§1a q let;tre ~ 1;101 El perimetro esta formado| El perimetro estd formado
Zl};a rado de lado a ‘una por el cuadrado de lado| POT cuatro cuartos de ®s que
sen'licircurzlferencia de radio @ = 10 em y cuamro T forr‘nan e ©
semicire cuartos de ®s que forman completa de radio =5 cm.

) 5 una © de radio 7 = 5 cm.

a2 T 100_@ P=2mr cm

2 2 P=4a+2mr =1077 cm
emar |

2 =(40+1077) cm

Perimetro de la region
sombreada:

Viene dado por la
diferencia entre el
cuadrado de lado a = 10
cm y cuatro medios lados
que equivalen a 2 lados,
los que a su vez se suman a
dos cuartos de
circunferencia que forman
entre si media
circunferencia. Esto es:
P=4a—(2a+ﬂr)

=2a-7T*5

=20-577T cm
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8. ABCD cuadrado de lado|9. ABCD es cuadrado de|10.E,F, G, H puntos medios de

a=10cm.

E punto medio del lado
BC.

F y G son puntos medios
de BF y FC
respectivamente.

Halle el area y perimetro
de la region sombreada.

iz
€
E
F
A B
Solucion:
Area de la  regién
sombreada:

El area viene formada por
la diferencia de areas entre
el cuadrado vy los tres
semicirculos. El mayor de
radio » =5 cmy los dos

circulos menores, de radio
5
2,5 cm = 3 cm. cada uno.

TIR? 70
Al '(T+\Z\T}

2
=100 - 231, ﬂ(gj
2 2

= 100—(12,5 7T+27:57Tj

=100~- (12,5 77+6,25 )
=100-18,75 77 cm”

Perimetro de la region
sombreada:

Formado por dos lados del
cuadrado,
semicircunferencia de radio
R=5 cmy dos de radio
r=2,5cm.

una

ladoa=10cm y O es
centro de la
semicircunferencia de
diametro AB.

D C

Solucién:

Area de la
sombreada:

El cuadrado nos indica que
tenemos el cuadrante de un

region

circulo de radio R = 10 cm,
al cual debemos restar la
superficie de un
semicirculo de radio r = 5
cm.

R _m?

4 2
(IOOIT ZSITJ )
=l —="— cm

4 2
=(257T—£Tj cm2

2

25T 2

= — cm

2

Perimetro de la region
sombreada:

Viene dado por un lado de
a = 10 cm., mas un cuarto
de perimetro de una ® de
radio 10 em vy
semiperimetro de radio r =
5 cm. Esto es:

7R +&
¥, X

e 15°

un

P=a+

los lados de 10 cm del
cuadrado ABCD.

Halle el area y perimetro de
la region sombreada.

D3 00 K 3

3
L

N

A3 1 EMS3

Solucién:

Area de la
sombreada:

La figura ilustra 4 trapecios
circulares que si
convenientemente,

region

unimos
forman
un anillo circular que resulta
de dos ® concéntricas -de
igual centro. La mayor, de
radio » =5 cm vy Ia
circunferencia menor, de
radio ¥ = 3 cm.

El area viene dada por la
diferencia de 4reas entre los

circulos que ambas forman:

A = TR% - 12
=(R2 —rz)ﬂ
=(52 —32)7T cm?

2

=16 7T cm
Perimetro de la region
sombreada:
Viene dado por el anillo
circular que se forma, més 4
segmentos rectilineos, cada
uno congruente al segmento
IM =AM - Al = (7-3) cm

=4 cm.

P=2m(R+r) + 4IM

| TS (o) e4{r )
P=2a+ X +XT —10+577+ 57T =(27T°8+16) cm
= 2a+ IR + 2717 =10+1077 cm = (1677+16) cm
=20+5m+2(2,5) =10(1+7) cm =16(7r+1)cm
=20+1077 cm
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7. COMBINACION DE EJERCICIOS DE AREAS Y PERIMETROS CON
PROPIEDADES DE ANGULOS EN LA CIRCUNFERENCIA

Con la combinacion de propiedades de angulos en la circunferencia surgen ejercicios
que dificilmente nos pueden dejar indiferentes. Recordemos algunas de estas

propiedades:

1. El angulo del centro mide el doble que
el angulo inscrito.

O bien; el angulo inscrito mide la mitad
que el angulo del centro.

2. El angulo del centro subtiende un
arco de circunferencia de igual
medida que el.

TB:a:<AOB

4. Angulos opuestos suman 180° en todo

cuadrilatero inscrito a una
circunferencia.
En la figura:
a+y=180°
L+0=180°

3. Los angulos inscritos que subtienden
el mismo angulo del centro -o arco de
circunferencia, son iguales entre si y
miden la mitad que el angulo del
centro —asi como del arco que
subtiende.

O bien, el angulo del centro mide el
doble que todos los angulos inscritos
que subtienden el mismo arco que el.

5. Angulo interior a una circunferencia.
Un angulo interior a una circunferencia
es aquel angulo formado por dos cuerdas
que se cortan, como se muestra en la

figura.
Y su medida se obtiene mediante la
formula:

D x_@+@
ﬁﬁ 7

o v it O bien,

x=a+ﬂ
B 2

6. Angulo exterior a una circunferencia
formado por dos secantes.
La medida de un angulo exterior x,

formado por dos secantes PA y PD, se
obtiene mediante la formula:
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Veamos sus aplicaciones a ejercicios de dareas y perimetros en sectores circulares:

EJEMPLOS

Halle el 4rea y perimetro de los sectores circulares sombreados:

1. El angulo x es interior a la
circunferencia de centro o.

a=AD=?y B=BC=120°
y el didmetro CD mide
8 cm.

@
A

o 120-

D
B
Solucion:
La figura nos muestra que x
es adyacente suplementario al
X recto (90°).
Entonces:

900 + x= 180°= x= 90°

Y por ser x <Xinterior,
tenemos entonces:
+
x= a+p
2
Reemplazando x = 90e:
900- I*120° g/ _1200
180°—120°= &
60°=qa
= La region sombreada

subtiende un arco de 60°. Y
la superficie es la sexta parte
del circulo, de radio:

r=8cm)/2=4cm.

)
:>A=7TL=IT 4 cm2
6 6
LY /)
=—cm
3

El perimetro de la sexta parte

dela @®:

2.

El angulo x es exterior a la
circunferencia de centro o.
a=CD=7? ,BZAB:?;
<AEB =15¢°; x = 309
r=6cm.
E_ D
s
A
-
< P
B\_}/C
Solucién:

[ =2<AEB=2¢15°=30°
Pues un arco mide el doble
que todo <X inscrito con el
cual subtienda el mismo arco.

Por definicion de dngulo
exterior a una circunferencia:
a —
xX= B
2

Reemplazando x y [, iguales
a 30°, obtenemos:

300= 9759 /05 /4300

60°+30°=a
90°=a

Esto nos dice que la region es
la cuarta parte del circulo.
Asi que:

_ 7Tr2 _ n-62
4 4
=ﬁﬂ sz
=97Tcm2

Y el perimetro de la cuarta
parte de la circunferencia es:

27r 2776
=—= cm
4 4
12T
=——cm
4
=3JT cm

3. El cuadrilatero ABCD esta
inscrito en la
circunferencia de centro o.
El radio r= 18 cm.

Solucién:
Recordemos

que
cuadrilatero inscrito a una ©,

un

los angulos opuestos son
suplementarios —suman 180c.
Asi, en la figura del recuadro:

x+2x=180°
3x=180°

x =60°

/3

Y recordando que el <« del
centro O, mide el doble que el
angulo inscrito con el cual

subtiende el mismo arco BD.
a=2<xDAB=2960°=120°.
Luego, la region achurada es
la tercera parte del circulo.
Entonces:

m? me18e 180
= cm

3 A

=108 7T cm

A=

2

i _ 277’,%/6

34

=12 77T cm

P=

cm

Queda claro que la aplicacion de estas propiedades puede combinarse igualmente de
manera analoga, mutatis mutandis (cambiando lo que hay que cambiar) en la combinacion
de calculo de areas y perimetros de segmentos circulares.
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Circulos y Circunferencias: Areas y Perimetros

Listado N° 4 de Ejercicios (Resueltos)

Halle el 4rea y perimetro de las siguientes figuras sombreadas:

1. 2. 3.
R
& cm
© R=6tem
Solucion:
Tenemos la cuarta parte de
Solucion: Solucién: ;n cir;glo. las formulas del
; e ues bien, las formulas de
El perimetro es: Aprovechando los resultados perimetro y del 4rea estaran
P=27R =276 cm del ejercicio anterior. Para la . 1 Y
. . , divididas por 4.
=127Tcm mitad de la circunferencia. ) .
El perimetro de la figura en
El 4rea es: P=677 cm e es:
A = 7R? = 6% em? 5 P—¥=%=3ﬂcm
A =18 mcm
- 36 7Tcm? 2
Y el area es, en cm
2 2
TIR™ 176
A= 22 S97em?
4 4
4. Se tiene dos semicircunfe-|S. Los radios de las | 6. Las circunferencias interiores
rencias concéntricas en O de circunferencias mayor vy tienen radio 7 y son tangentes
radios 12m y 6 m. menor son 9 cm 'y 3 cm. con la de al lado. EI valor
D respectivamente. del radio R de la figura son
12 cm.
G AR gl
Solucion:
El perimetro resulta ser:
Solucion:
XIT(R+F) 7T(12+6) La region estd limitada por Solucién:
P = 2 = 5 m los perimetros de ambas El perimetro de ©s tangentes
circunferencias. e interiores a la mayor,
=97m P=2m(R+r)= 277(9 + 3) cm cu_briendo todo el didmetro
- AB es siempre igual a 2TR.
El 4drea de los dos =24 7Tcm press _
N En este caso, si R = 12 cm
semicirculos es: _
2 9 El 4rea de la superficie = P=24Tem.
A= ”(R tr ) sombreada resulta de la o .
D) diferencia de éreas entre los Cac}a © interior tiene un
7 9 dos circulos. radio r=R/4 =3 cm.
”(12 +0 ) 2 A IT(RZ 2) [ El area de una de ellas es:
=—  *m = -r
2 Ag =TTe 32 cmz=97Tcm2

=¥T mz=907Tm2

= 7T(81—9)cm2 =72 chm2

Y el de las cuatro es entonces:

Ay =367Tcm?
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7.

O, P y Q son centros de
circunferencias. R es punto
de tangencia de todas ellas.
La unidad de medida son cm.

R

Solucion:
La region estd limitada por
los perimetros de las tres
circunferencias, de radios 3, 6
y 9cm.

P=27m(3+6+9) cm
=36 7T cm

El 4rea resulta de la diferencia
entre las superficies de las ®©s
mayores y luego agregar el
dreadela ® menor.

8. ABCD es rectangulo. La
base AB mide 16 cm.

B 2
OOO0,
Solucion:

Las cuatro circunferencias de
la figura son congruentes y el
diametro de cada una de ellas

esd=16cm/4 = 4 cm.

O sus radios miden R = 2 cm.

El area de una de ellas es:

Alp = ﬂRz =477 cm2

Y al amplificar este resultado
por el de ®s

presentes obtenemos:

numero

A=447T cm2 =167 cmz.

9. ABCD cuadrado y O es
centro de la circunferencia de
radio r =3 cm.

F=3ecm

4
b 4

A B

[

~

S

Solucion:

El perimetro queda definido
por el cuadrado cuyo lado
mide el doble que el radio r
yla ©. Esto es,

P=4a+2mr
= (4' 6+2ﬂ'3)cm
= (24+67T) cm
El drea de la regi6n

sombreada resulta de restar al

- 2 2,42 2 :
A= 7'[(9 —67+3 ) cm El perimetro es 2TIR = 4Tt cm. airreaul éel cuadrado, la del
2 El de las 4®s es 16TTcm. cHretios
=54 71T cm A =a? - R?
= (36 - 97T) cm?
10. Las semi®s son tangentes en | 11. ABCD es un rectangulo y O [12.0OA=4m y OB=12m.
el centro del cuadrado es centro de la
ABCD. semicircunferencia.
D & D Z
4 ?\
A g “ B Solucién:
Solucion: ‘ B El perimetro que encierra la
Tenemos media © de R= 3 region  sombreada  estd
cm. Y los 2 lados de los definido por dos semi® de
A a=fem B costados suman 6 cm y con radios ¥=4m y R=12m.
Solucion: el de la base superior 12 cm. Por lo tanto:

El perimetro de la figura es
un cuadrado de lado a = 6 cm
y dos semicircunferencias que
forman entre si una de 7 = 3
cm. El perimetro es asi, el
mismo que en el ejercicio

anterior: P = (24 + 67T) cm

P=(377+12) cm

La superficie sombreada es la
diferencia entre la mitad de
un cuadrado de lado a = 6 cm
y un semicirculo de R = 3 cm.

XH(R +r)
)

P- =m(12+4) m

=16 Tm

El 4rea resulta de la resta

entre las dreas de ellas dos:

Al unir las dos semi®s ”(Rz - 7’2) 128
2 A = - m 2
debemos restar a la superficie 6 2 - N m
) =| ——77*3 |cm 2 2
obtenemos un circulo. 2
2 = 6477 m?
El drea es, en cm’. 5
Azaz—ﬂR2=36—9ﬂ =(18—3ﬂ)cm
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13. AB y AC radios en un

cuadrante de circunferencia.
o

A 3 cm D__ 4cmB

Solucion:

El perimetro es la suma de un
cuarto de ® de R= 16, las tres
semi®sder=4 y AD =8.

=E+ \2\7Tl”+ cm
’ (xz X 8}

14.

AB diametro de
circunferencia de centro 0.
r=4 cm.

la

Solucion:
La figura nos muestra que:

R=0OB=2r=2¢4cm=8cm.

Y por lo que hemos visto en
la presentacion de este tipo
de ejercicios:

P=27R =167T cm

15.C y D dividen el diametro

AB de la circunferencia de
centro 0 en 4 partes iguales.

Solucion:

El perimetro estd formado
por:

* 1 semicircunferencia de
radio R = OA = OB =20 cm.;
* 1 semicircunferencia de
radio r = OA = OB =10 cm;

* 2 semicircunferencias que

= (20 T+ 8) cm ‘ entre si forman una completa
F bara n par d‘ﬁl? semi®s 5‘1110 de radio r = AC/2 = OC/2 =
El 4rea resulta de la resta: argo — de 1§metro, cHas (10/2) cm. =5 cmy;
completan medio circulo. . .
RZ r2 5 ) Es decir, el perimetro es:
A=7TT‘37 A-TRT 8T 2 P=T1(R + 7+ 2r) = 40 Tt cm.
2 2 El drea es, en cm’:
_ 2 2 2 2 2
=40 Tcm =3277 cm A= MR = r7)/2] + T
=175 ™
16. AB diametro de la|17. AB didmetro  de  la|18. ABCD es un cuadrado de
circunferencia de centro o. circunferencia de centro o. lado a = 12 cm. Los arcos
r=2 cm. r=1cm. son semicircunferencias.
A 5 B
Solucién: Solucién: Solucién:
La figura nos muestra que: La figura nos muestra que: Una redistribucion de los
R =OB=7r=7¢2 cm = 14 cm. R =0B=97=9¢1cm =9 cm. semicirculos sombreados
lograr cubrir el cuadrado

Y por lo que hemos visto:

P=2mR=2rr*14 =28/ cm

Una redistribucion de las

superficies sombreadas
sobrepasaria el medio circulo:

_ R:

2 2
- ’—7(142 . 22) cm?
2
- %( 7! ooj em?
=100 77 cm?

Y por lo que hemos visto del
perimetro de estas formas:
P=2nR=2m*9=18m cm

Con la redistribucion de los

semicirculos grises no se

sobrepasa la superficie del
medio circulo mayor. Asi que
2 2

_TRT
2 2
=7—T(92 —lz)cm2
2
=407 sz

ABCD ni mas ni menos.

El drea es: A = a® = 144 cm?
El perimetro de la figura es:

P=1[2Q@1mv) + 2TR] cm
=[2 (27T 3) + 2TT1* 6] cm.
=24 T cm
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19. o centro de la circunferencia

B

7

A

Solucion:
Tenemos un sector circular
con un 4angulo del centro

a = 50.

El perimetro resulta ser:
P =24 aelmnr
180
500277
+——— |em
180

5N e 7 e
LA

=14 +E) cm
9

= 207

= 14+

cm

El 4rea del sector circular es:
ae m? 5\& . 77 2
= = cm
360 368
245m
cm
36

A

20. El AABC es equilatero. D, E
y F puntos medios de sus

lados.
o

A Bem D B

Solucién:

Los As equilateros distribuyen
sus 180° interiores en tres
dngulos del vértice (a) de 60e.
Y cada sector circular tiene
un radio 7 de 8 cm.

Basta hallar el
perimetro y drea de un solo

entonces

sector circular y amplificar
después cada resultado por
tres para obtener lo pedido.
Asi, el perimetro de un solo
sector circular es:
aelmr

360

=2-8+—\6©\.2”.’8/4
5

16+
3

P1=2I”+

Entonces, el perimetro final
es tres veces este valor.

P= (48+87T) cm

Y el area de un solo sector
circular es:

=a'°7Tr2 =?§@Q°ﬂ82

360° 36@%

64T -

cm
6

32 >
cm

Aq

Y tras amplificar por tres,
obtenemos el area pedida:

A =327 cm?

21.El1 AABC es equildtero. D, E
y F puntos medios de sus

3

Solucion:

Para este ejercicio serdn muy
utiles  los  resultados  del
ejercicio anterior.

El perimetro estd formado
por:

= 6 radios (67);

* y la diferencia entre 3 ®s
iguales (327mr=671r) vy los

tres sectores circulares
hallados en el ejercicio
anterior.

Por lo tanto, el perimetro de
la figura es:

P =|:6r+(67Tr—87T)] cm
= [48+48ﬂ—877’] cm
= (48+407) cm

El area esta determinada por
la diferencia de dreas entre 3
sectores

el

y los 3
hallados

ejercicio anterior.

A=(3'7Tr2—32 ﬂ)cmz

circulos

circulares en

=(3°7T'64—327T)cm2

=160 77 cm2

Parinacota, Quilicura 2%K10.

87




Prof. Guillermo Corbacho C.
georbach@uc.cl

22.El AABC es equilatero. D, E
y F puntos medios de sus
lados.

Solucion:
Aqui
aprovechamos los resultados

nuevamente

de los ejercicios anteriores.

23.E, F, G y H puntos medios
de los lados del cuadrado
ABCD de lado a =6 cm.

I 3em G 3em o
3 em 3em
H F
3em Jem
A 3cm E 3om D

24.

R=6m g

-

r=4m.

Solucién:
El perimetro es:

P=%(R+r)+2(R—r)

_ [10n+ 4j .
12

El perimetro viene dado por Solucion:
la  parte curvilinea del El perimetro estd formado 57T
ejercicio anterior. por los cuatros sectores - [?4' 4) m
P=40TC cm. curvilineos ~ que  unidos
Y el area viene dada por la convenienteme.nte, forman El drea s
suma obtenida en el ejercicio una © de radio R =3 cm. s 9
anterior y el de un “AAOB” mis los 4 lados del cuadrado. u (R -r )
de 60° y =8 cm P=2TR +4 a=(6T1+ 24) cm. T 1
2
A =160+~ 3 cm? El drea de la regién = (36_16)7T m?
2 sombreada resulta de restar al 12
=(160 T+ 32\/5) cm? drea del cuadrado, la del =27 m?
circulo: A = a* - TR?
= (36 —9m) cm?
25.R=10cm y r= 4cm. 27.E, F, G, H puntos medios de

Solucién:
El perimetro es:

P=§(R+r)+2(R—r)

={g(10+4)+2(10—4)}cm

=(7—ﬂ+12j cm
3

El area es:
i'f(R2 —r2)
A =
6
_ (100-16) 7 em?
6
=14 cm2

26R=6cmy r= 3cm.
B

Solucién:

El perimetro tiene una parte
curvilinea y otra rectilinea.

P=%T(R+r)+2(R—r)
={§(6+3)+2(6—3)}cm

=[9—ﬂ+6j cm
2

El area es:

los lados de 18 cm del
cuadrado ABCD.

D60 GCK 6
TR
L N
H F
P ]
N
A 61 EM©6 D

Solucién:

Al redistribuir los cuatros

cuadrantes tenemos dos ®s
concéntricas de radio R=9 cm
y r=06cm.y 4 segmentos

rectilineos  congruentes e
iguales a IM =AM —-Al =
(12 =6) cm = 6 cm.
Perimetro de la  regién
sombreada:
P=271(9+6) + 4IM

= (3077+24)cm

Tenemos diferencia de areas:

A= ITR2 - nrz =45 7Tcm2
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28. o centro de la circunferencia.

Solucién:
Area del sector circular:
90¢ grados es la cuarta parte

de 3600, asi que, su 4rea en m

es:
mt 257 2
=— =""m
4 4
= 6,251 m*
Area del A OAB:

90° ocupa la cuarta posicion
en la tabla pertinente, asi que

2

,
acompana /4 al factor —.

Es decir:

AT _Ped

ApNOAB = m
4 A
2
-
2
B2
2
=12,5 m?
Y el area del segmento

circular es la diferencia entre
las areas indicadas.

A=(6,2577-12,5) cm?

El perimetro, en cm, viene

dado por:

27Ty e 9@6
e
X7Tr
%)

=(\2\'5Y2+ﬂ2.5}cm

=(5\/_+57”j cm

P =2rsen(a’/2)°+

=2rsen 450+

29. o centro de la circunferencia.

r=%m
-.@

Solucién:

Area del sector circular:

30¢ grados es la doce ava parte
de 3609, asi que, su drea en m?
es:

o sl s
== m
12 Ny

e
4
Area del A OAB:

30° ocupa la primera posicion
en la tabla pertinente, asi que

acompana Ji=1 al factor
2
4
2
Es decir: Ap =r—=§m2
4 4
Y el area del segmento

circular es la diferencia entre
las areas halladas.

A =(ﬁ ﬂ—ﬂj cm2
4 4

El perimetro, en cm, viene
dado por:
X7

6

P=2r sen(a'/Z)O"'

=2rsen 150+ 7

e f°

=| 29sen15°+ cm
28
= (18 sen 150+ 3”j cm
2
Nota: No hay expresiéon

racional para sen 15°.

Solo para 0°, 30°, 45¢, 60° vy
909°. Para todos estos valores
de 4ngulos con un periodo

multiplo de 90y 180¢.

30. ABCDEF poligono regular
inscrito en la circunferencia
de centro o y radio =7 cm.

ED

7\
N/

AT B

F

Solucions
Un poligono regular es una
figura que tiene todos sus
lados de igual medida y tiene
gracia de dividir
circunferencia en n

la una
arcos
congruentes. Donde n es la
cantidad de lados que tiene el
poligono.

En nuestro caso, n = 6. Y el

dngulo del centro mide:

o= 360°/n = 360°/6 = 60°.

El sector circular mide:

_ a et _Pnr cm’
O 3600 6
El 4rea del AAoC que

debemos restar viene dado por
el producto de los factores que
componen la expresion:

B 93
Ap=——cm" =——cm
4 4
Y el area del segmento

circular es la diferencia de
areas:

A= Asect ©) _AA

£49n 49#5) )
=| ————|cm
6 4

El perimetro viene dado por:

P = 2r sen 300+ 227
=[\X\o7o §+ n;’zjcm

=[7+7_7Tj cm
3
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31. o centro de la circunferencia.

Solucién:
El 4ngulo del centro es:
a = 120e.
El perimetro viene dado por:
1
P=2r sen(%jo-l" 27 ’120/

33605
=72¢10sen 60°+

2710
= (IO}Q%JF%TJ cm

2077)
cm
3

=(1ox/§+

El 4rea del sector circular:
120° grados es la tercera parte
del circulo, asi que:

A mt 1007 2
L .

120 3 3

Area del A OAB:

120° es suplementario con
60°, que ocupa la tercera
posicion de la tabla respectiva,

esto es, le acompana un NER
I’2
factor constante — .

. , 2
Es decir, el area en cm™:

B0,
= cm

A =
AOAB 4 4
100/3 5
= cm
4
=25\/§ cm?
Y el 4rea del segmento

circular es la diferencia entre
las areas halladas:

A=(1O%T—25\/§j crn2

32. El AABC es equilatero. o

centro de la circunferencia.
[

Dot

A\_}/B
Solucion:

Los puntos A, B y C dividen
la ® en angulos del centro de
3600/3 = 120e.

Luego, expresiéon  del
perimetro y drea son analogas

la

al del ejercicio anterior, solo
varia el radio. En lugar de
r=10 cm, tenemos 7 =9 cm.

1
Pzz,,sen(szM
2 3.360°
2

(ejerc previo)

= (9\/5 + 67T) cm2

=rA/3+

Usando las expresiones del
sector y tridngulo AOB del
ejercicio anterior —dado que
tenemos el mismo d4ngulo
o = 120° del

obtenemos inmediatamente

centro—

la expresion del 4rea del
segmento circular es:
2 2
e roA3
A=—- 3
3 4

= (27”-#] cm2

33. AB diametro de la semi
circunferencia de centro o.
Los angulos del centro de la

figura son 300y 1500.

Solucion:

dos

circulares unidos que unidos

Tenemos sectores

forman media circunferencia:

2 2
=187 m

7Tr2 T°36
= m
2

Y las areas de los AAOC vy
ABOC son iguales, pues 30°y
150° son < s suplementarios.
30° ocupa la lera posicién de
la tabla referida a areas de
AsAOC, esto implica que le
acompana un J1=1 al factor
constante 7> /4.

. 2
Es decir, (en cm”):

2 @2

r- 641 4

Appoc == m
-9m?

La suma de areas de ambos
sectores es entonces:

Ap =18 m?

El area de los dos segmentos
circulares es la diferencia de
dreas de los sectores circulares
y los triangulos:

A =(1877-18) m?

=18(77-1) m?
El perimetro de los dos
segmentos es, en m:
P=2e¢6sen(30°/2)
+2¢6sen(1500/2)
2
L2 f e f

£ 2

=12(senl5°+sen75°) + 677

Parinacota, Quilicura 2%K10.

90




Prof. Guillermo Corbacho C.
georbach@uc.cl

34. ABCD cuadrado de lado
a=6m.
D C
A a=6m B
Solucion:
La zona sombreada son dos
segmentos circulares unidos
en el eje de simetria AC del
cuadrado ABCD.

Hallemos primero la medida
de un segmento circular.

D C

A a=6tm B
El area del sector circular de
la figura de arriba es:

2
A=HL=@ m2 =97 m2
4
El area del A(rect) que

debemos restar, tiene el factor

J4=2 junto al factor /4.

2
Ap=—""02=3% 002
4 4
=18 m2
La diferencia de tales areas es:
O 11— 18) m?

Y el area pedida de los dos
segmentos es el doble:

A=(18T1-36) m?
- 18 (- 2) m?

El perimetro son dos cuartos
de circunferencia que unidos
convenientemente,  forman

una media circunferencia.

P=\&\X\7Tr

———=7lr=6JT cm

X

35. ABCD cuadrado de lado
a=6m.
D C
A a=6m B
Solucién:
El 4area de un cuadrado de

ladoaes Ay =a2.

En nuestro caso, a = 6 m.

Asi:
Ag = (6m)* =36 m?
Al cual debemos restar el area

obtenido precisamente en el
ejercicio anterior.

El area final es:

A =36-(18 77— 36) m*
-(12-18 1) m?

Estara de mas decir, pero es
claro que para resolver este

ejercicio, es necesario
plantearse y resolver el
anterior.

El perimetro de la region
sombreada son los dos cuartos
(invertidos) de ® que forman
entre si media ® mas los 4

lados del cuadrado.
P=4a+ an
X
= (24 + 677) m

36.Flor de dos pétalos
congruentes. El fondo son
dos cuadrantes de radio » = 8
cm.
T_ﬁ -
-
| | -
| I -
e
ro, =
- | 1
- r | 1
P
Solucién:
Cada cuadrante tiene 2
segmentos  circulares  con

angulos del centro a = 90e.

Y la figura sombreada tiene en
total 4 segmentos circulares.
Hallemos el area de uno de
ellos primero:

Aq segm Al sect® A 900

=_ﬂi_r2ﬁ}mz

4 4

4 2

[ 77e82 82} )
cm
= (1677-32) cm?

=16(r-2) cm2
A4 geqm = 64(T=2) cm?

El perimetro cuatro
cuartos de circunferencias que
unidos convenientemente,

forman una circunferencia.

son

p:&&ﬂ

X

=27r
=16 77 cm
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37.Flor de tres pétalos|38. Flor de cuatro pétalos|39.Flor de tres pétalos
congruentes. congruentes. congruentes.
r=10 cm. r= 3cm. r= 10 cm.

Solucién:

Area:

Cada pétalo contiene dos
segmentos circulares.

El 4rea de un segmento es:

Al segm Alsect O _AA900

777"2 1”2

4 2
=(25/1-50) cm?
= 25(77-2) cm?

Y como un pétalo tiene dos
segmentos circulares,

tenemaos:

= Al pecalo = 50(7-2) em?

= A3 pétalos = 15007—2) cm?

El perimetro:
La figura tiene 6 cuartos

(invertidos) de ®s,

forman 3 medias ®:s.
g A
Ny

=30/Tcm

lo que

Pj pétalos

Solucién:
Area:
La

segmentos circulares.

figura  contiene 8

El 4rea de un segmento es:

Aq segm -

El perimetro:

La figura tiene 8
(invertidos) de ®s,
forman 2 ®s.

Py pétalos = 2927Tr = 47r cm

cuartos
lo que

=12/7Tcm

Solucion:

Area:

Remitiéndonos al cuadrante
de la figura.

Al segm © ~ Alsect® _AA6OU
7TI’2 _ I”Z\/g
6 4

/s2
w7t

:> Alpet =2 - J

e

6

Tir I’
:> A3p€t 6 [T J

- BIJ sz

3
2

El perimetro estd compuesto
por la parte curvilinea de seis
sextas partes de ®s.
partes porque cada segmentos
estd formado con un 4ngulo
60°. Juntos
forman una 1 circunferencia.
Asi que:

P=&-2T:r

=27r

Sextas

del centro a=

=207/T cm
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40. Flor de seis pétalos|41. El dngulo de 45° es interior | 42. El 4ngulo de 60° es opuesto
congruentes. a la circunferencia de por el vértice al angulo
r="17cm. centro o. exterior a la circunferencia

Solucion:
Del ejercicio anterior:

2 33
Aj pétalos =7 [ﬂ_TJ

Entonces, para 6 pétalos:

2 33
Ag pétalos ~ 2r (ﬂ_TJ

= 98(”-%} cm2

Tenemos 12 sextas partes de
®s. Pues cada arco mide
a = 60° = (1/6) de 360°.

Asi, el perimetro es:

])=2 N\ozﬂ

&

=47r; r=Tcm

=287 cm
Nota: Debido al ejercicio
anterior, se podia inducir

directamente la expresion

P = 41 para el perimetro de

la. flor con 6 pétalos
congruentes.
El resultado hallado lo
confirma.

a=AB=? [B=CD=60°
y r=9cm.

Solucién:
45° es <Xinterior a una ©,
tenemos entonces que:

450 = M
Reemplazando [3 = 60°:
450920 09 /600
90°-60°=a

30°=qa
= La region sombreada

subtiende un arco de 30°. Lo
que es la doceava parte del
circulo, de radio: =9 cm.

2 3
T JT*9e
" - }9/ cm2

12 A

=A-=

El perimetro de la doceava
parte de la © es:

de centro o.
Con DA =165°; x=BC =?
y

r= 8 cm.

Solucion:

60° es angulo opuesto por el
vértice al angulo exterior a la
circunferencia. Por lo tanto,
tienen igual medida.

Y por definiciéon de angulo
exterior a una circunferencia:

600= 165°—x
2
Despejando, para x= 45°.
El 4ngulo del centro x

subtiende 45°. Por lo tanto, el
drea de la regién sombreada
es:

xem?  reg? 2
= = cm
3609 8
=87 cm2

Y el perimetro de la octava
parte de la circunferencia es:
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Circulos y Circunferencias: Areas y Perimetros
Listado Ne 5 de Ejercicios (Propuestos)
Nombre: Curso: Puntaje:
Halle el 4drea y perimetro de las siguientes figuras sombreadas:
1. 2. o centro de la circunferencia | 3.
de radio R = 10 cm.
e g ]
s E=10/cm
x
)
L R- 10 czn o
"‘\ /_.'
. e
4. AB  didgmetro de la|5. AB didmetro de la semi®|6. AB didmetro de la semi®
circunferencia de centro 0. mayor. R=10cm. r=7? de radio 10 em. C y D
R =10 cm. r="7? puntos medios de AO vy
OB respectivamente. 7 =?
A B S
A - B
7. Las circunferencias interiores | 8. Las circunferencias interiores | 9. Los radios de las
tienen radio 7 y son tangentes tienen radio r y son tangentes circunferencias mayor vy
con la de al lado. La medida con la de al lado. La medida menor son 6 m y 4 m.
del radio R es 6 cm. del radio R es 6 cm. respectivamente.
10. AB diametro de la semi® |11. AB diametro de la|12. AB didmetro de la
mayor de centro 0. circunferencia de centro o. circunferencia de centro 0.
OC=6m y OD=4m. r=2cm.
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13. La circunferencia de centro o

14. ABCD rectangulo y AB

15. Las semi®s son tangentes en

y radio R esta inscrita en el diametro de la el centro del cuadrado de
cuadrado. semicircunferencia. lado a =8 cm.
D c
R=4.¢m ﬁkﬁ
A & B
16. ABCD es rectangulo. La|17. ABCD es rectangulo. La|18. ABCD es un cuadrado de

base AB mide 6 cm.

i

D
[GE0

base AB mide 6 cm.

D i
[0€O!

lado a = 8 cm.

D

19. ABCD rectangulo. Los arcos
son 2 semicircunferencias de
radio » = 4 cm.

D C

4 CIHT.?" T,?"

om |
A AB=l6em D

20. ABCD es un cuadrado de
lado @ = 10 ¢m. Los arcos
son semicircunferencias.

21. Todas las circunferencias son
tangentes al cuadrado. Las
centrales son tangentes entre
s, R=4cemy r=2cm.

4
R
F

22. E,F, G y H puntos medios
de los lados del cuadrado
ABCD de lado a=8 cm.

B i

o
H<>
A E B

F

23.E, F, G y H puntos medios
de los lados del cuadrado
ABCD de lado a =8 cm.

D S C
H F
A E B

24. o centro de la circunferencia.

25. o centro de la circunferencia.

)

26. El AABC es equilatero. D, E
y F puntos medios de los

lados.
o

Adem D

27. El AABC es equilatero. D, E
y F puntos medios de sus
lados.
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28. E1 AABC es equilatero. D, E |29. 0 centro de la|30. E, F, G, H puntos medios de
y F puntos medios de sus circunferencia. los lados de 16 cm del
lados. R=8cmy r=4cm. cuadrado ABCD.

D60 GK &6 o
L N
H F
P ]
L WYk
A 6] EMo6 B

31.0 centro del circulo que|32.0 centro de la|33.0 centro de la
contiene a la  region circunferencia. R = 8 cm. circunferencia. R = 8 cm.
sombreada. \ A

R=8cm LB "
B R-Bem !

34.0 centro del circulo que

35. AB  didmetro de la semi

36. Los arcos tienen su origen

contiene la region circunferencia de centro o. en los vertices del cuadrado
sombreada. R =9 cm. Los angulos del centro son de lado a =4 cm.
450 y 1352, R =8 cm.
&
=13
a4 B
37.Flor de dos pétalos|38.Flor de tres pétalos|39.Flor de tres pétalos
congruentes. congruentes. congruentes.
r=4cm. r=4cm. r=4cm.
o=
R | r !
LTE':\J =L DTN
w F < {
1 [ < ¥
1 ___l__! \\ s y
40.Flor ~ de  seis  peétalos| 41, O centro. @=CA; f=DB |42. @ =AB; <CED=15;
cong uonies. XAEC=30°; CD=12cm. | R=3cm.
r= 4cm.
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8. INTRODUCCION A EJERCICIOS

TRIANGULOS

El TEOREMA (particular) de PITAGORAS

No es extrafio hallar este teorema en distintos aspectos de la geometria Euclidiana, sino

por el contrario, muy comun.

COMBINADOS

CON

Su enunciado mas usual se refiere a las medidas de los lados del tridangulo, que dice:

8.1. Teorema particular de Pitdgoras

“En un triangulo rectangulo, la suma de los

cuadrados de los catetos es igual al cuadrado 2 C
de la hipotenusa.” ' 42
La figura mas recurrente que ilustra el B c
enunciado es el de la elaboracion de c
cuadrados teniendo a los catetos y a la A i i i i
hipotenusa como medida de los lados. i i e i
Sin embargo, también se puede ilustrar con a1 _]
areas de semicirculos —o circulos — que i i(j.?i i
contengan a los catetos y la hipotenusa R
como sus didmetros. I S S
2 2 2 Lo
n(a/2)” 7(b/2)" _ m(c/2) !
2 2 2
@
£
A B
8.2. Numeros Pitdgoricos
Los trios de numeros que satisfacen el A ABC rectangulo en C
teorema particular de Pitdgoras son a b c
denominados nimeros o  trios 3 4 3
pitagoricos. 6 3 15
Ejemplos de ellos son los de la tabla de 9 12 15
la derecha: 12 16 20
Cada uno de estos trios de numeros 135,1 i(l)l 251
satisface la igualdad: 5 12 13
2 2 - 2
a”+b” =c 10 24 26
(c es el mayor lado del triangulo, 15 36 39
llamado hipotenusa. a y b llamados 20 48 5
catetos) 25... 60... 65...
] Sn 12n 13n
Los nimeros que son primos entre si, 3 15 17
como: 16 30 34
3,4y 24 45 51
>, 12y 13; 32 60 68
8,15y 17 40... 75.. 85..
8n 15n 17n

Son llamados trios primitivos -aunque personalmente los llamo trios pitagoricos
fundamentales, espero que nadie se ofenda. Esto porque al amplificarlos por cualquier
entero, se obtiene otro trio de nlimeros que satisface a su vez el teo. de Pitdgoras.

La dificultad se presenta cuando el ejercicio incluye reducir una cantidad subradical,
procedimiento que no se incluye en el nivel de escolaridad donde usualmente se ensefia
areas y perimetros de circulos y circunferencias, respectivamente.
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8.3. EL AREA DE TODO TRIANGULO RECTANGULO, puede calcularse si se
conoce la medida de sus catetos -lados menores.

A _ab
ARect ~ -
2

Y es la expresion que se debe recordar cuando se combinan tridngulos rectangulos con
ejercicios de célculo de areas en donde intervienen figuras curvilineas.

Por ejemplo: si tenemos un tridngulo rectdngulo de lados 5 m, 12 m y 13 m. Para
hallar su area inmediatamente debemos reconocer como sus catetos las medidas de sus
dos lados menores. En este ejemplo, 5 m y 12 m. Y no tiene relevancia cual
corresponde al cateto a o al cateto b.
Y su area seria:

ab 5e }/2( 6 )

2
AARect=7= /Z/ m” =30m

8.4. EL AREA UN TRIANGULO CUALQUIERA independientemente de si es
rectangulo o no, puede calcularse si se conoce una de sus alturas y el lado sobre el cual
esta se traza perpendicularmente.

Pues el area de todo tridngulo viene dado por el semi-producto de las medidas de la
altura y el lado sobre el cual se traza.

>
En el caso de la figura de la derecha, el area es:
En el caso de la derecha, siA=7m ; AB=12 m. 2
6
he AB 7+ )2° )
Entonces, A = = m” =42m
AABC 7 ,Z A D B

Hay que decir que ejercicios de circunferencias combinados con tridngulos en calculos
de 4reas y perimetros son mas propios de preparacion para la prueba de seleccion
universitaria (P.S.U.) que de medicion de estos contenidos en el establecimiento de
nivel primario o basico. Esto, porque el grado de madurez de la poblacion escolar puede
no ser la mas favorable para observarlos con el grado de dificultad que se merece tal
combinacion de elementos geométricos, sobre todo con el teorema particular de
Pitagoras, que suele requerir constante atencidn para captar su aplicacion.

8.5. PUNTOS NOTABLES EN EL TRIANGULO

Los puntos de interseccion de elementos similares en un triangulo son denominados
puntos notables del triangulo.

El Incentro I -interseccion de las bisectrices-, equidista de los lados del tridngulo (posee
la misma distancia a ellos). Definiendo asi el centro de una [J inscrita en el A.

Las mediatrices —o simetrales (s)- concurren en un punto llamado circuncentro (C’), el
cual equidista de los vértices del A. -Es centro de la c
circunferencia circunscrita al A-.

Las transversales de gravedad unen el vértice con el punto
medio del lado opuesto, pero también concurren en un punto,
llamado centro de gravedad
(G), también Centroide o
Baricentro (B). A partir de
este punto, las transversales
de gravedad se dividen en
la razon 2:1, partiendo
desde el vértice al lado
opuesto.
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En todo triangulo equilatero, los tres puntos notables (I, C, G) coinciden. Siendo el
punto de coincidencia, el centro de la circunferencia inscrita y circunscrita. Es decir,
coinciden con el ortocentro (O). Asi pues, la coincidencia de los puntos notables en un
A equilatero permite inscribir y circunscribir ®s concéntricas -con el mismo centro.

La figura de la izquierda ilustra el punto de
coincidencia entre las bisectrices, mediatrices o
simetrales —y por lo tanto de las alturas— con las
transversales de gravedad. Respecto a la
presencia de estos ultimos, note que la distancia
del vértice C al centro (Ortocentro), estd en la
razon 2 : 1 con la distancia del centro O al
punto D.

De lo que se desprende que en un A equilatero
el radio R de la ® circunscrita (mayor) es dos
tercios, de cualquiera de los elementos
secundarios del triangulo.

No resulta menor indicar que el radio r de la circunferencia inscrita (menor) equivale a
un tercio de cualquiera de los elementos secundarios y a la mitad del radio R de la

- -

circunferencia circunscrita.

En un triangulo isdsceles, solo la recta trazada
desde del dngulo no basal —vértice C de la
figura, contiene la bisectriz, transversal de
gravedad y simetral o mediatriz. Ademas, los
tres puntos notables (I, C, G) no coinciden en
un solo punto del espacio.

Otros teoremas de areas en donde intervienen circunferencias son:
Teorema: El 4rea de un tridngulo circunscrito es igual al
producto de su semi-perimetro por el radio de la
circunferencia inscrita en el.
y=Ppolatbre)
2 2

Teorema: El 4drea de un tridngulo inscrito es igual al A 50° E
producto de sus lados dividido por el cuadruple .
del radio de la circunferencia circunscrita.
_abc

4R

Adjuntados en el presente trabajo de manera anecdotica mas
que otra cosa. Su mencidon y presencia es casi nula en la g
literatura matematica para la ensefianza media.
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8.6. LUNULA

En la figura de la izquierda, ABCD es un cuadrado de lado a y la
region sombreada se conoce como Lunula.

Cuando me hallé con esta figura por primera vez y notando,...
bueno,... que ella tiene nombre, no pude evitar pensar que ella nos
reclama y merece una deferente atencion, jno les parece? Pues bien,
aqui vamos entonces:

El drea de la linula viene dada por la diferencia de areas entre el semicirculo de
diametro BD y el segmento circular del cuadrante de circulo de radio a. Esto es:

A7)
A2
2

— area del segmento circular formado por el BD y la cuerda BD

7 (BD)?
=5° 1 —[érea del cuarto de O deradio a — area delAABC]
=7_T.,Za2_ a? _é _ ﬂaz_ﬂaz +£ =£

7 4 4 2 4 4 2 2

iEl area del AABD isosceles, rectangulo en A!
Y resulta justificado el interés cuando descubrimos que, pese a tener la figura un

contorno curvilineo, jsu 4rea no depende del namero irracional TU, sino de
expresiones propias de una figura de contorno rectilineo. En el proximo punto,
volveremos a retomar este tema y sabremos porque la linula es una figura cuadrable. Y
la exposicion hecha de su area, su cuadratura.

El perimetro de la linula estd formado por:

La semicircunferencia de didmetro BD mas un cuarto de circunferencia de radio a.
Para hallar el diametro AB aplicamos Pitagoras en el Arect en A:

(BD)2 ~a®+a®*=2a* > BD- a2 y el radio de tal semicircunferencia es la mitad del

., — 2
diametro BD esto es: aT.

Asi, el perimetro P de la lunula es:

_2mBD  27- AB

2 4
= (B

) 77 AB
_amf2

J

2 2

2
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8.7. UNA RELACION MUY INTERESANTE: LA CUADRATURA

Un problema que suscitdé en mi mayor interés personal me llevo a su vez a procurar
demostrar lo que tal problema y solo la presentacion de la respuesta dejaban entrever.
Un tema de la literatura matematica, presente en la siguiente figura, del que habia leido
por aficion en mi época de estudiante.

Sea ABC un triangulo rectangulo en C.
AB, BC, CA diametros de los semicirculos que ilustra la figura

de la derecha. Entonces, las sumas de las areas sombreadas es b &
igual al area del tridngulo rectangulo ABC rectangulo en C. A - 5
Demostracion:
Los radios de los semicirculos con diametros a=BC, b=CA, c¢c=AB son
) a b c
respectivamente —, — y —.
2 2 2

. ., . a b ,
A las areas de los semicirculos formados con los radios 5 y 5 hay que rectar el area

de los segmentos circulares formados por los arcos AC y CB.
El 4area de ambos segmentos circulares se obtiene de la diferencia
de areas entre el semicirculo mayor y el AABC rectangulo en C.

El area del semicirculo con diametro la hipotenusa ¢ viene dada
A g2 Oeg2 B por

2
C
]Ti
_ﬂRz_ {2] _ 6‘2_77'02
Asemicirculoc = 5 = > —E T_ .

Y recordando que el 4rea de todo tridngulo rectdngulo (Arect) es el semiproducto de los
. ab

catetos. Asi, tenemos que: Aprect ABC =?

Asi, el area de los segmentos circulares formados por los arcos AC y CB con los

respectivos catetos del tridngulo es:

Asegm circulares = Asemicirculo ¢ ~ AArect ABC

_7Tc2 _ab
8 2

Finalmente, el 4rea de la Lunula, la region sombreada, viene dada por:

A = Suma de las areas de semi © con didmetrosena y en b menos area segmentos circulares

A3 AL [n _a_bJ

2 2 8 2
(32
f_/H
_ az+b2 _ch2 +a_b
2 4 8 2
0
_ab
2

iiEl area del AABC rectangulo en C!!
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Lo verdaderamente interesante, es descubrir que, pese a tener la figura una curvatura,

nuevamente nos encontramos que su drea no depende de TU !

(ni de ningln otro

numero irracional). Cuando esto sucede, se dice que la figura es cuadrable. Ademas,
a la presentacion del darea de una figura curvilinea solo en expresiones racionales,

propias de contornos rectilineos, se denomina cuadratura de la figura.

Tanto la ultima figura vista, como la linula en un solo cuadrante, son cuadrables.
Ambas coinciden en contener un tridngulo rectangulo en su interior y una diferencia de
areas de semicircunferencias y segmentos circulares en torno a los catetos. Esta
coincidencia nos puede ayudar a reconocerlos y la expresion de sus areas,

increiblemente sencilla, solo en funcién de los catetos del A rectangulo.

En cambio, para el perimetro de la ltnula, vemos que estd
de perimetros de tres

compuesta por la suma

semicircunferencias de radios a/2, b/2 y ¢/2 finalmente.

s )

c

2 2 2

EJEMPLOS:

XL%T(

a+b+c)

Hallar el area y perimetro, de la siguiente figura sombreada:

Solucion:

La figura sombreada esta

formada por 4 lunulas de area
2

a

BN cada una.

Por lo tanto su area es
2
a
A=de-- 242

El perimetro viene dado por

N
y

una ® de radio a y cuatro semi®s de didmetros congruentes a BD =a+2 (por
Pitagoras en AOBD) = sus radios miden aN2 /2.

P=2ma + 2\4&.

LS
Y

—Xj=2ﬂa+2ﬂaﬁ=2ﬂa(l+\/§)

Y que duda cabe, si no es mas que el perimetro de 4 lunulas, cada una de ellas de

perimetro: %T (\/E + 1) hallada anteriormente.

Viéndolo asi, el perimetro de este ejercicio se puede resolver también como 4 cuatro

[Gnulas:

P:4-“27T(ﬁ+1):2na(ﬁ+1)
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Listado Ne 6 de Ejercicios (Resueltos)
Circulos y Circunferencias combinadas con Tridngulos

Hallar el 4rea de las regiones sombreadas y el perimetro que las encierra:

1. Cada cuadrado corresponde a 1 cm”. 2. Cada cuadrado corresponde a 1 em”.

] N

AL TN

AR
\ /

S~ ot

Solucion: Solucion:
La superficie de la figura sombreada se| Elradio de la circunferencia es 3 cm.
puede redistribuir en: Luego el drea de toda la superficie que
*  Un tridngulo, cuya 4rea esta dada por: encierra es:
A h'AB_\X\"‘r_ 2 AO=ZTRz=7T°32cm2=97Tcm2
=——=———=4cm
23
® Pero debemos restar el area que encierra el
triangulo. Su altura del vértice superior a
labase esh=5cm. y la base tiene una
medida de 4 cm.
A D B Asi que el drea del triangulo es:
* La diferencia entre un cuadrado y un 2
circulo de radio R=1 cm. Ap = hebase _ SeA em? =10 cm?
7T b7
\ ,/l Y la diferencia entre el area del ® y del A,
que es el area pedida, es:
Su érea es:
A=4-TR?> =4-rel=4-7T cm’. A= (Om—-10) ent”.
= Y también contiene un cuadrado El perimetro resulta de la suma del
central de 4 cm?’. perimetro del ® y del A.

P=27R+ (base A +sus 2 lados laterales)

=277*3 cm +(4cm+2\/52+22 cm)

Donde hemos aplicado teo. de Pitdgoras
para hallar la medida de los lados laterales.

, 2
La suma de todas estas areas es de 9 cm”.

El perimetro viene dado por:
» las dos diagonales superiores que por
Pitagoras cada una mide

J8=\4e2=212 y suman entre si
442 em.

= Mais las dos semicircunferencias que

P=(67T+4+2\/E) cm

suman forman el perimetro de una
sola de 21T cm.
= vy la base rectilinia de 4 cm.

El perimetro total es (4\/5 + 27T+ 4) cm.
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3. ABCD cuadrado de lado a = 6 cm. 4. ABCD cuadrado. AB =9 cm.

D i
&
A B

Solucion:

La figura sombreada es una semicircunferencia,
cuyo radio tiene como medida la mitad del
didmetro AC. Medida que desconocemos, pero
que podemos encontrar utilizando Pitdgoras en
el A rect ACD.

Y sabiendo que:

CD=AD=6cm.

Son los catetos y AC = ¢ es el lado mayor y
siempre opuesto al angulo de 90e.

I Sem (O
6Cm

A B
(AC)? = (AD)? +(cD)?

_ gl

=36+36

=72
= AC=72
:>radio®=%=@

Luego el area pedida es la que encierra la semi

®:
m ( \72 ‘ nn 7’
=—R2=—[—] S LB pem?

2 2( 2

3

El perimetro es la semi® de radio R =

2

es: P=%=\/7—2ﬂcm.

Cuyo resultado mas usual queda tras reducir la
cantidad subradical:

P=+36¢2 =62 cm.

D i

Solucion:

Lo ma4s facil es vislumbrar que la figura
sombreada se puede obtener de la
diferencia de dreas entre un semicirculo
de diametro AC y un AABC, rectingulo
en D.

El diametro AC se puede obtener
aplicando teo. de Pitagoras en el AACD,
rectangulo en D.

(AC)” = (AD)* +(cD)?
~81+81 =162

AC =4/162
Ji62

=R= T radio de la semi [

Asi, el area del semicirculo es:

2
7R ﬂ(\/lézJ _162m_8lm

) 2 8 4

2 2

El 4rea del A que se forma con la

diagonal AC, rectingulo en B e
isésceles cona =9 cm como la medida
de los catetos es:

a*a 99
AArect isésc ~ 7 )

Que se debe restar al area de la semi®.
Asi, el area pedida es:

A= (ﬂlﬁ) cm2 =§(7—T—1j cm2
4 2 2\2

El perimetro es el de una semi® de

. Ji62 8l1e2 92
radio R = = = cm.,
2 2 2
mas dos lados del cuadrado de

medida @ =9 cm. -cada uno, je,je.

_\XJTR+ _ 977\/§+
P_T a—( 5 18]cm
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S.

ABC es un A rectangulo en C. AC=6cm,
BC=8cm.

AB, BC, CA
semicirculos exteriores al AABC.

son diametros de los

Solucion:

Los nimeros 6 y 8 de dos de los tres lados del
AABC rect. en C forman, junto al valor 10,
mayor que ellos, un trio fundamental.

Por lo tanto, la medida del tercer lado, el lado
mayor -la hipotenusa ¢- son 10 cm.

Sabemos que el area del
AARect = a7b = 8;6 cm2 =24 cm2

Los radios equivalen a la mitad del diametro, el
cual coincide con el valor de cada lado del A. Es
decir, los radios de cada semicircunferencia son,
en cms.: 6/2, 8/2, 10/2.
O mejor: 3,4 y 5 cm.
Luego.
La suma de las 4reas de todos los semicirculos
viene dada por:
o3 o4’ mes?
+ +
2 2 2

A=

=%T(9+16+25)

= 257Tcm2

Lo que sumado al area del AABC rect en C,
resulta el area pedida:

. ABC es un A rectangulo en C.

BC=16cm, AB=20cm .
AB, BC, AC son diametros de los
semicirculos que ilustra la figura.

A B

Solucién:

Sabemos que esta figura presentada
como de mucho interés, es cuadrable.
Basta y equivale a hallar el area del
AABC, rectiangulo en C. El cual depende
exclusivamente de los valores de los
catetos.

Los numeros correspondientes a los
lados conocidos del A, presentes en el
enunciado resultan: de amplificar por
cuatro al par de valores 4y 5 del trio
Pitagorico fundamental 3, 4 y 5.

El namero faltante de ese trio por
amplificar es 3, que tras amplificarlo
resulta ser 3¢ 4 =12.

Luego, las medidas de los lados del
AABC son:

a=12cm, b=16cm y c=20cm.

Y como el area del tridangulo rectangulo
es el semiproducto de los catetos -la
mitad del producto de los dos lados
menores.

ab 162470

7 Z/ cm

El perimetro de las regiones sombreadas

— 2
AAReCt = - 72 cm

esta definido por el perimetro de los tres

5 5 semicirculos:
A= (24cm + 2571) cm a b c
) vy v
El perimetro que encierra la regién sombreada b= 2
resulta de las tres semicircunferencias de radios (a+b+c)m  (12+16+20) 7
3,4 y 5 cm. indicados anteriormente. Por lo = ) = ) cm
tanto: 24T
= cm
2m1(3+4+5)
P=——*==12m cm
Parinacota, Quilicura 2%K10. 105




Prof. Guillermo Corbacho C.

georbach@uc.cl
7. El AABC es equilatero de lado a. Exprese el |8. El AABC es equilatero. Exprese el area
area y perimetro en funcion de a. y perimetro de la region sombreada en
c funcion de R.

i
. R
‘ﬂ"v
A B
Solucion:
Solucién: o La figura sombreada surge de la

diferencia de areas entre el circulo de
radio R y el tridngulo equilatero ABC,

La figura sombreada
surge de la diferencia

de dreas entre el digamos, de lado a.

i k

triangulo equildtero A=A —An=mR2-9" h *
ABC y el circulo - R 2 ®
interior. A a ' 2 B 2 _3R

El area del AABC viene P o R= 3 h=h= BN en toda ®
dada por el circunscrita (**)

semiproducto de su altura # y el lado AB =a

Ademais, se hallo en el ejerc. 7 y por teo.
sobre el cual la trazamos.

de Pitagoras, que:
En todo A equilatero, la altura dimidia el lado e

sobre el cual se traza.
Pues bien, para conocer la medida # usamos

teo. de Pitagoras en el AADC, rectangulo en D: - 2h _ l(ﬁ} “RS3(**)

(AC)? = (aD)? +(DC)’ V3 V3

2 2 2 *% *k%x *
a2 = [%j w4t = % + 52 /_% Reemplazando (**) y (***) en (*):
A=Apg-Ap = IR? —l(R\/E-ﬁ]
2 az 3a 2 ax/g 2 2
a"—— =—=h"=>h=—— 5
4 4 2 _op2 3RS
Conocido el valor de & se puede determinar el 4
drea del AABC:
33
a3 . a =R2[7T‘—]
he AB 5 "7 423 b a
Ap = - - (Z=—)
2 2 4 c bc

Y el perimetro pedido  estd

En todo A equilitero, la medida del radio  de determinado por el perimetro del A mds

la ® inscrita con la medida de la altura del A eldela ©:
estd en la razon c\l/E l: 3\./]}5 decir: P=27R +3a
1 1 a a3
regrh=g0—-= = 27TR+3*R\3

3 3 2 6

= R(2n+3x/§)

2. 2
A - 2_ a\/_ _anm Zza T
6 69,6 12
Entonces, el area pedida es:
A=Ap-A —“2—3—ﬁ=£(3ﬁ—n)
AT T 12

Y el perimetro pedido estd determinado por el
perimetro del A mas el de la ©:

W

P=3a+27Tr=3a+ XIT
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10. E1 AABC es equilatero y la medida de

9. El AABC es equilatero de lado a = 12 cm.
o

A-Ag-Ap-nr2-40

2
6 [
R L

b

Solucioén:

= 71R% - 6h

Y en toda ® circunscrita:

2
=_.h * %
; (**)
A su vez,
]’l= (1\2/3 _ 12;/5 cm=6\/§ cm (***)

Reemplazando (***) en (**) obtenemos:
R:%.Z\&\B Cm=4\/§ cm (-k***)

Reemplazando (***) y (****) en (*):
2
A=Ap-Ap=7{43) -6(63) em?

2
cm

= 487-36+/3
= 6(87T—6\/§) cm?

Y el perimetro pedido es:

P=27R +3a
-27{4J3)+3+12 em
=873 +36 cm
-4(2mf3+9)  em

suladoes a. R, S y T son puntos de
tangencia entre los sectores circulares.

i
T e
A R B
Solucion:
La figura sombreada surge de la

diferencia de 4reas entre el tridngulo

equilitero ABC y los tres sectores

a
circulares con dangulo de 60° y radio 5

Primero hallaremos el drea de la

siguiente region sombreada.

Sea A el area de
uno de aquellos
sectores circulares

y 3A el drea de

los tres sectores
€0 circulares a restar
A a R B entotal al A.
2
w2
o2 ﬂ(j
3A=3.607TI” =/5/. 2
360° M
7Ta2
-4
2
a
— 2
Y usando 2 =& = 3A=7TL
¢ bc

La diferencia de areas entre el triangulo
equilatero, hallada en el ejercicio 7 y los
tres sectores resulta ser:

3 m? _az(\/g _ IT]

Apedida = 4 3 4 8

El perimetro de la figura del enunciado
es el de tres sectores circulares, sin los
lados del triangulo.

%O\Qﬂr Xﬂ.;\ arr
P=J+ - - —
36

W P
2
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Circulos, Circunferencias: Areas y Perimetros con Teorema de Pitagoras
Listado Ne 7 de Ejercicios (Propuestos)

Nombre:

Curso:

Puntaje:

Halle el drea y perimetro de las siguientes figuras sombreadas:

1. Considere cada cuadrado de

2
1 em™.

[T

A

4N

2. Considere cada cuadrado de

2
1 em™.

3. La regiones I y II tienen las
sgtes. areas:

_36m )

cm2 =18 7Tcm

Aq

4. o centro de la circunferencia.

5. ABCD cuadrado de lado

6. ABCD cuadrado. AB = 7 cm.

B a="7cm.
O = O i
I A
A Tem B B
7. BC  didmetro de la|8. AB  didmetro de l1a|9. AB  didmetro de la
circunferencia de centro o. circunferencia de centro o. circunferencia de centro o.
Las unidades estan en cm. Las unidades estan en cm. Las unidades estan en cm.
B
‘ w1
o
A
10. AABC rectangulo en C, de|11. AABC rectangulo en C, de|12. ABCD cuadrado de 8 cm.

catetosa=9cm y b =12
cm.

lados b=12cm y ¢ =20

cm.
7R
@

por lado.
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13. AB diametro de
circunferencia de centro o.

Yy
>

la

14. AB diametro
circunferencia de centro 0.

; 12ecm Q

5
C1n
w

a | 15. ABCD rectangulo inscrito en
la circunferencia de centro o.

5
@ cin

\o”

16. El AABC es equilatero de
lado a =9 cm.

A@/C
B

17. E1 AABC es equilatero. El
radio de la circunferencia
inscrita es ¥ =4 cm.

C
/@
A B

18. La circunferencia de radio
R = 8 cm esté circunscrita al
AABC equilatero.

o
m
A\_// B

19. El AABC es equilatero de|[20.R, S 'y T puntos de|21.Determinar el 4rea del
lado a = 6 cm. tangencia entre los sectores cuadrado inscrito en una
2 circulares vecinos al interior circunferencia de longitud
del AABC es equilatero. 25.12 cm.
AB= 12 cm O >
x I \ |

A B

22.El cuadrado ABCD esti|23.E cuadrado ABCD estd | 24. La cuerda AB mide 24 cm.

inscrito en la circunferencia

de radio R= OA.

Y la circunferencia de radio
r = 4 cm. se halla inscrita en
el cuadrado.

] i
)
.—"'/Rf

=) B

mscrlto en la circunferencia

deradio R = OA .

Y la circunferencia de radio
r = 4 cm. inscrita en el
cuadrado.

Y se halla a una distancia de
5 cm. del centro o de la
circunferencia.
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7

(lea y Peimetrna de Civculos y Cincunferencias (1espectivamente)

La siguiente guia no pretende ser un listado de ejercicios sin resolver, razon por la cudl
encontrards ejercicios resueltos, e inmediatamente y por cada uno de ellos, hallards un
gjercicio propuesto. Este ultimo puede ser resuelto siguiendo como modelo el ejercicio
anterior. Te invito a que los resuelvas en tu cuaderno.

Los ejercicios son de drea y perimetros de circunferencia respectivamente. Antes es
necesario que recuerdes que:

El drea de una superficie encerrada por una circunferencia (desde ahora la denotaremos por
®) es:

i 2 . . .
Area © =TIR"; donde R es el radio de la circunferencia.
T=3,14
No existen areas de circunferencias, sino de circulos, que es la zona
encerrada por la circunferencia.

Y el Perimetro (longitud de la circunferencia) viene dado por:
Perimetro ® = 2TR.

A partir de las formulas dadas, estas en condiciones de continuar con

la siguiente guia.

Quiero sefialar, que los dibujos no estan hechos a escala, razon por la

cual, si tomas una regla hallards que las medidas de los radios pueden

ser distintas a las indicadas en los ejercicios. Esto se debe a un asunto de ediciéon e
impresion. No te preocupes, los procedimientos para obtener los resultados son correctos y
quizas, si te interesa, ti puedas hacer los dibujos a escala en tu cuaderno. No influye en
nada en la resolucion de ejercicios.

Observacion: Calculadoras no son indispensables. Optativas si se prefiere.

Ejercicios Resueltos y Propuestos

1) Halle el area y perimetro de la ® de radio 3 cm.

Solucion:
La férmula que debemos aprender son las indicadas arriba.
Veamos como se utilizan:
a) Area ® = TR® )]
Reemplazamos en la formula el valor que nos dan para el radio
en el enunciado del problema, este es R = 3 ¢m. Con lo cudl la
formula nos queda de la siguiente manera:

Area ® =TI(3 cm)” (I0)
(Noten la entrada del valor 3 en la formula del area al reemplazar la “letra” R. Esto
porque nos dicen que el radio R vale 3 cm.)

Recordemos que 3° =9, en (II), nos queda:
Area ® = 9Ttem?

b) Para el Perimetro ocupamos la formula:

Perimetro ® = 2TR
Y ahora reemplazamos el valor R = 3 ¢m. Con lo cudl, la expresion anterior nos
queda:

Perimetro ® = 2TT(3 cm)
= 6Tlcm
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2) Halle el area y perimetro de una ® de radio R =4 cm. (Propuesto).

fiz.4

3) Halle el area y perimetro de la semicircunferencia de radio 6 cm.

6:311'1

fig.5

Solucioén:

Tenemos la mitad de una circunferencia -llamado también semicircunferencia- de

radio R =6 cm.

a) Area: {Pero nosotros solo hemos vistos areas de circunferencias! jComo
hacemos para calcular areas de mitades de circunferencias! jSimple!, calculamos
el area de una circunferencia con R = 6 ¢m. A dicho resultado jlo dividimos por
dos! Y tenemos el area de la mitad de una circunferencia de radio 6 c¢m. jEra
muy dificil?, no ;no es cierto?, veamos lo simple que es:

Area ©® = TR
Como R = 6 cm, reemplazamos en la formula, obteniéndose:
Area ® =TI (6 cm)2 = 36Tlem’

. , 367 ) .
Y la mitad del érea es: — ‘em = 18Ttem’ Que es el area solicitada.
b) En el caso del perimetro, tenemos que la semicircunferencia es la suma del
perimetro de las figuras 6 y 7 que se presentan abajo por separado. (Fijese que si

unimos estas figuras, obtenemos la del ejercicio enunciado, fig. 5)
P=2nR/2= xR

6:311'.1

ﬁgﬁ 6':11-1 ﬁg?ﬁcm

La fig.6 es una semi-circunferencia —o mitad de la circunferencia- de Radio = 6 cm.

Para hallar el perimetro de la fig.6: Obtenemos primero el perimetro de una ©
completa 6 cm. de radio y luego lo dividimos por dos. Asi obtendriamos la medida
para la mitad de una ©.

Veamos:
Sabemos que el perimetro de una circunferencia completa es:

P =2TIR
Pero la fig.6 es mitad de una ®, asi que su perimetro se divide por la mitad,
resultando:

_ 7R _

Perimetro semi © _T =TIR (donde se simplifico por 2).

Si ahora reemplazamos arriba el valor del radio R por su medida de 6 cm.
Obtenemos: Perimetro semi ©® = 6Tlcm

iTambién hay que considerar el trazo de linea recta (fig.7)! que une los dos extremos de

la semi-circunferencia y que mide como se puede ver, dos veces el valor del Radio, esto
es 12 cm.
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4)

)

Finalmente, el perimetro del ejercicio dado consiste en la suma de los perimetros de
las fig.6 y fig.7 que hemos hallado por separado.

Perimetro fig.5 = Perimetro fig.6 + Perimetro fig.7

6Ttem + 12 cm
Que es el perimetro solicitado.

Esta vez, se le pide que halle el area y perimetro del cuadrante de ® de radio » = 2
cm. Esto es, de un cuarto de © (Propuesto).

fig 8

ECIT.I.

Hallar el area y perimetro de la corona (parte achurada) si la ® exterior (mas
grande) tiene un radio R de 8 ¢m y la @ interior (mas chica), tiene un radio » de 3

cm.

fig @
Solpcién: Este ejercicio es muy imaginativo.
a) Area:
Se calcula el 4rea de la ® mas grande: Area ®grande = TERz; con R=8 cm
=T11(8 cm)2
— 64TTcm’

Hasta aqui tenemos el area de la circunferencia.

Calculamos el area de la ® mas pequefia: Area ® pequefia = T[rz; r=3cm

=113 cm)2

= 9Tlem”
Para comprender mejor el presente ejercicio, te invito a que mires al interior de tu
mente, ya no con los 0jos, sino con tu intelecto lo siguiente:

» Imagina la circunferencia grande completa y achurada (esto es, con lineas).

» Imagina la circunferencia pequefia completa toda de color blanco.

» Imagina la mas pequefia como una goma de borrar que va borrando el
espacio de donde se pone.

» Situa la circunferencia mas pequefia al centro de la mas grande. Como una
goma de borrar, quita superficie o area a la mas grande, dejando solo la
corona achurada.

Fin del ejercicio imaginativo.

Espero que hayas visto que la figura dada resulta de restar el area (superficie) que
ocupa la mas pequetia, a la circunferencia mas grande.

Esto, matematicamente, es:

Area solicitada = Area circunferencia grande — Area circunferencia pequefia

=64T[cm2 - 9T[cm2

— 55 Tlem”
La figura dada tiene dos fronteras. Uno exterior, correspondiente a la circunferencia
mas grande y otro interno, correspondiente a la frontera con la circunferencia
pequena. Por lo que el perimetro dado por la frontera de la figura dada, es la suma
de ambos perimetros.
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6)

7

Perimetro figura dada = Perimetro figura pequena + perimetro figura grande
= 2TR grande + 2Tk pequena

Como R=8 cmy r=23 cm, reemplazamos:

Perimetro figura dada = 2TU(8) cm + 2T(3) cm
= 16T cm + 6T cm

Desarrollamos la suma:
Perimetro figura dada = 22TUcm

Halle el area y perimetro de la siguiente figura. Con R = 10 ¢m (radio de la ©
grande) vy r = 4cm (radio de la © pequena) (Propuesto)
A fig. 10

(4

Halle el area y perimetro de la siguiente figura,con R=8 cm y r=3 cm.
fig. 11
—
3

Solucion:
a) Area: Dado que el area es la mitad de la hallada en la figura 9, ejercicio 5, se

tiene:

Area = —2 cm? = 27,5=n cm’.

b) Perimetro = mitad perimetro fig.9 + diametro ® grande — diametro ® pequeia
*)

Es claro facil notar que la fig.11 tiene en parte la mitad del perimetro de la fig.9.
Pero la fig.11, pero el de este ejercicio, tiene ademads trazos rectos que no tiene la
fig.9. Esos trazos rectos son los diametros de las ®s. El diametro de la semi ®
pequefia ocupa parte del espacio donde se situa el didmetro de la semi @grande. Por
ello, es que el diametro de la semi @pequenia resta diametro a la semi ®@grande.
Como el perimetro de la fig.9 es: 22TTcm. Su mitad es: 11TTcm.
Y como el didmetro = dos veces radio. Tenemos:

+ Diametro ® grande =2 veces R=2+ 8 cm =16 cm

— Diametro ® pequefia=2 vecesr=2+3 cm= 6 cm.

16 cm.—6 cm. =10 cm

Reemplazamos estos valores en la expresion (*), como sigue:

Perimetro = mitad perimetro fig.9 + (diametro ® grande — didmetro ® pequefia)

Perimetro = 11TTcm + (16cm — 6cm.)  (conlos reemplazos de valores
efectuados)

= 11TMem  + 10 cem.

=(11Tt+ 10) cm.
Como se puede ver. Conviene calcular areas y perimetros para circunferencias
completas y luego determinar areas y perimetros para partes de ella.
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8) Halle el area y perimetro de la siguiente figura. Con R=10cm y r=4 cm.

(Propuesto).
figl2
/_\ 1‘[:]
E—
4

9) Hallar el area y perimetro de la siguiente figura. Cada circunferencia interior tiene
un radio » de 5 cm. Es decir, son iguales.

Solucioén:

Claramente hay que restar las areas de las dos ®s menores, a la ® mayor. Pero para
esto debemos tener el area de todas, con el conocimiento de sus respectivos radios.
Note que el diametro de cualquiera de las circunferencias interiores es igual al
radio de la circunferencia mas grande. Por lo tanto, si R es el radio de la mayor de
las circunferencias, entonces:

R =2 veces radio de alguna circunferencia interior.
=2+5cm
=10 cm. Es el valor del radio R de la circunferencia mas grande.

a) Area figura dada = Area ® grande — area 1 @ interior — 4rea 2 @ interior.

=T11(10 cm)2 - 115 cm)2 — 15 cm)2
— 71100 cm’ - T25cm” ~TU25 cm”
= 100Ttem® - 25Tlem’ - 25Ttem’
= (100 — 25 —25) Tt em?

=50 Tl cm?

b) El perimetro de la siguiente figura viene dado por los tres limites o fronteras de
su region. Por lo tanto, tengo tres perimetros a calcular para obtener mi
primero.

Perimetro figura dada: = 2TIR grande + 2TUr interior + 2T interior
= 2T(10 cm) + 2TU(S cm)  + 2TU(5 cm)
=20Ttcm + 10Ttem + 10Ttem
=40Ttcm

10) Hallar el area y perimetro de la siguiente figura. Con radio » = 7 cm, cada
circunferencia interior. (Propuesto)
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11) Hallar el area y perimetro de: (Propuesto)

Con radio » =7 c¢m. en cada circunferencia interior y AB diametro de la
circunferencia de centro o.
Hint: aproveche el area y perimetro del ejercicio anterior.

12) Halle el area y perimetro de la siguiente figura:

fig 16
A s B

AB didmetro de la semicircunferencia de centro o. La semi-circunferencia grande
tiene un radio R = 6 cm y la pequefia tiene un radio » = 2 cm.

Solucién:

a) Area: Notemos al area de la semicircunferencia de didmetro AB se le ha
agregado una semi-circunferencia mas pequefia. Como se ha agregado area,
deberemos en esta oportunidad, sumar areas. (En los ejercicios anteriores se
restaba superficie, por lo que habia que restar del 4rea mas grande, otra area mas
pequeiia).

Como en este ejercicio agregamos superficie, tenemos:
Area pedida = area semi-circunferencia grande + area semi-circunferencia pequena.

= area circunferencia grande + — 4rea circunferencia pequefia

2

TR + 2

T

[\)I»—A[\) —

Reemplazamos los valore de los radios R=6 cmy r=2 cm. y obtenemos:

L6 cm)’ + T2 cm)

36 T[cm2 + 4 T[cm2

Simplificando cada término por 2 (o dividiendo cada numerador por su
denominador), se obtiene:

= 18 T[cm2 + 2T[cm2
= 20 T[cm2

b) Perimetro: Note que los trazos rectos de la figura vienen a ser el didametro de la
circunferencia grande menos el diametro de la circunferencia pequefia. Esto
porque en la circunferencia pequefia, el diametro de esta no es parte del limite o
frontera de la figura. Por lo tanto:
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Perimetro = mitad perimetro ® grande + mitad perimetro © pequena + diametro
© grande — didmetro © pequea (**)

Para seguir avanzando en la obtencion del perimetro debemos hallar todos los
valores de la expresion £

Mitad perimetro ® grande = —; 2TIR; conR=6 cm

2 1'[6%/ (hemos simplificado por 2)

=6 Tlcm

Anélogamente,...
Mitad perimm r=3cm
- 2T Wemos simplificado por 2)

2
=3 Tlcm

[\)I»—a

Veamos la resta de didmetros:
Como el didmetro = 2 veces el Radio:

Diametro © grande — diametro @ pequefia=2<« R -2+« r

Diametro ® grande — diametro ® pequefia=2+ 6cm—2+ 3 cm

=12cm — 6cm =6cm
Finalmente hemos hallado todos los valores correspondientes al perimetro de la
figura dada y los reemplazamos en (**)
Perimetro = 6 Ttem + 3 Tlem + 6 cm
= 9Tlem + 6cm

(9TT+6) cm

13) De manera (o similar) hallar el 4rea y perimetro de la siguiente figura. AB
diametro de la semicircunferencia de centro 0. Con R=10cm y r=4 cm.

(Propuesto)
fig 17
A & B
14) AB didmetro de la semicircunferencia mayor de centro o.
Con R=10em y r=5cm. (Propuesto)

Solucioén:
Area: Debemos notar que si distribuimos las areas sombreadas en torno al diametro,
obtenemos exactamente medio circulo de radio R = 10 cm.

nR?  mo? 10077
_ cm =

cm = 50/Tcm

Asi que, la medida del area es: A = i >

El perimetro es media @ de radio R = 10 cm y dos semi® de radios » =5 cm.

po AR +2(Xﬂr

=7r*10cm +2¢77*5cm =20/Tcm
)
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Nombre:

Circulos y Circunferencias: Areas y Perimetros
Listado Ne 8 de Ejercicios (Propuestos) nivel basico

Curso:

Halle el 4rea y perimetro de las siguientes figuras sombreadas:

Puntaje:

1. Circunferencia de radio|2. Semicircunferencia de centro|3. R =6 cm. r=3 cm. Son los
R=6cm. o y radioR=6cm. radios de las ®s concéntricas
(comparten el mismo centro)
R=tcm respectivas.
A
A = B
4. o es centro de la|5. Las circunferencias interiores

circunferencia mas grande.
La medida de su radio R es

de radio r = 3 cm. son
tangentes en el centro de la

6. CD diametro de la mayor de
las semicircunferencias
concéntricas. OA = R = 6

6 cm. circunferencia mayor. em. 'y OB=r=3cm. son
los radios de las semi ®©s.
7. OA= R= 6 cm. 8. Las circunferencias interiores |9. r=3 cm.

y OB= r = 3cm.

de radio r = 3 cm son
tangentes en el centro o de la
circunferencia mayor.

B=tcm

3:311'1

10. O centro de ambas
semicircunferencias.
R=6cm. r = 3cm.

A = B

11.0 centro de ambas
semicircunferencias.
R=6cm. r = 3cm.

12. Las circunferencias interiores
son tangentes entre si y todas
de radio r. R radio de la
circunferencia mayor.

senalar, al

puedes
comparar con el perimetro del
ejercicio anterior?

({Qué
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