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Die weitere Aufgabe der im Vorstehenden entwickelten Theorie
besteht nunmehr in der wirklichen Durchfithrung der den oben an-

gedeuteten Anzahlbestimmungen zu Grunde liegenden algebraischen
Processe.

Bemerkung zur Quaternionentheorie.
Von

0. Holder.
Vorgelegt von H. A, Schwarz.

Fiir die Grundoperationen im Gebiete der reellen und der ge-
wohnlichen complexen, in der Form x + yi enthaltenen GriBen be-
stehen die Gesetze:

a+b=>0+a
(@+bd)+c=10a+®+c
® a.b="b.a
(ab).c = a(be)
(@+0).c = ac+ be.

Die umgekehrten Operationen, Subtraction und Division kon-
nen hier iibergangen werden. Das angegebene System ist voll-
stindig. Bedeuten némlich a,, a,, ...a, ganz willkiirlich ver-
#nderliche GroBen, und bildet man aus diesen unter Hinzunahme
von einigen bestimmt gegebenen reellen GriBen durch mehrfache
Anwendung der Addition und Multiplication neue GriBen, welche
also Functionen von a,, a, ...a, sind, so ist die fundamentale
Frage die: Unter welcher Bedingung stimmen zwei solcher Fune-
tionen, die verschieden gebildet sind, fiir alle Werthe der GroRen a,,
a,, ...a, iiberein? Diese Frage ist gleichwerthig mit der folgenden:
‘Wann ist eine solche GroBe fiir alle Werthe von a,, a,, ... aq,
gleich Null? Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn der
fragliche Ausdruck vermdge der mit (1) bezeichneten Relationen
identisch zu Null gemacht werden kann. KEs ist wohl kaum
hinzuzufiigen, daB der Begriff ,identisch® hier nicht in dem sonst
in der Algebra iiblichen Sinn, sondern nur seinem rein logischen
Inhalt nach zu nehmen ist.

Der Beweis der aufgestellten Behauptung ergiebt sich daraus,
daf jeder durch Addition und Multiplication gebildete Ausdruck
mit Hilfe der Gleichungen (1) geordnet werden kann, und daB der
geordnete Ausdruck nach dem Cartesischen Satz nicht fiir alle
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Werthe der Verdnderlichen gleich Null sein kann, ohne daB alle
Coefficienten gleich Null sind,

In diesem Sinn besitzt also das System der Gleichungen (1)
den Charakter der Vollstindigkeit.

Betrachtet man jetzt die Hamilton’schen Quaternionen, so
bleiben von den Gleichungen (1) nur die folgenden bestehen:

a+b=2>5+a
@+b)+c =a+b+c¢)
@) (@b).c = a.(bc)
(@+b).¢c = ac+ be.

Dazu muf wegen des Wegfalls des commutativen Gesetzes bei
der Multiplication noch die Gleichung

@) c(a+Db) = ca+ch

besonders hinzugefiigt werden.

Es erhebt sich nun die Frage, ob dieses letzte Gleichungssy-
stem fiir die Quaternionen in derselben Weise vollstiéndig ist, wie
das andere fiir die gewdhnlichen complexen GrdoRen. Diese Frage
ist zu verneinen.

Bedeuten a,, @, ...a, Quaternionen, welche als willkiirlich
verdnderlich gedacht werden, so mdgen aus diesen wieder durch
Addition und Multiplication zusammengesetzte Ausdriicke gebildet
werden. Es ist vortheilhaft noch gewisse constante reelle Grifen
als Multiplicatoren mit hinzuzunehmen, man hat dann zugleich
auch die Subtraction mit in den Kreis der Operationen einge-
schlossen. Fiir die Multiplication der Quaternionen mit reellen
GroBen p, g, hat man dann noch die Gleichungen hinzuzunehmen

p(a+b) = pa+ pdb
@ (p+9) 6 = pa+ga
(pa) . (¢b) = pg(ab)
p.(g9) = (pg) .0
Will man nun eine in der angegebenen Weise zusammenge-
setzte, von a,, a,, . . . @, abhiingende Quaternion darauf untersuchen,
ob dieselbe fiir alle Werthe dieser Veréinderlichen gleich Null ist,
8o hat man nur in die vier Bestandtheile aufzulsen. Jede Qua-
ternion @, ist nichts anderes als ein Symbol

a, = a’k?:O +pki1 +Tki2+ak'i8)

wo a,, B, Ty O, reelle GroRen sind, und wobei die Multiplication
der Symbole durch die Multiplicationsformeln fiir die Einheiten
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% = %, ioix = 7;17:0 =1y, Gyl = 7:zio = 1, iy = %l = Y,
7;: = —1,, i: = —1, i: = —1,,
iz.is = iar Bty == 1, 7;sil = iﬁ?
iai1 = — 1, Uy ly, = '_in Gl = —1,

definirt ist. Lost man also die Quaternionen auf, so fithren die
Gleichungen (1) zum Ziel. Es ist aber nicht moglich, wie nachher
gezeigt wird, die Untersuchung dadurch schon zu fithren, daB
man, ohne die Quaternionen in ihre Bestandtheile aufzultsen, den
betreffenden Quaternionenaunsdruck mit Hilfe der Gleichungen (2)
und (3) identisch zu Null zu machen sucht.

Man kann dagegen die Frage aufwerfen, ob man den Glei-
chungen (2) noch eine oder mehrere Gleichungen hinzufiigen kann,
so daB das System dadurch ein im angegebenen Sinne vollstin-
diges ist.

Die zu untersuchenden Ausdriicke sind nichts Anderes als
ganze Functionen von Quaternionen mit reellen Coefficienten. Man
setze jetzt fiir a,, a,, ... a, die Quaternionen

t1a17 tﬂ“ﬁ""tnan7

wo ¢, &, ... ¢, beliebige reelle GroBen sind, so kann man auch
nach diesen letzteren ordnen. Wenn der Ausdruck fiir alle Werthe
der a,...a,, also auch der GroBen ¢ verschwindet, ergiebt eine
nihere Ueberlegung, daB die Quaternion verschwinden muB, welche
mit dem Product

AT
multiplicirt ist. Es muB also dann ein Ausdruck gleich Null sein
in dessen simmtlichen Gliedern a, genau m, Mal, a, genau m, Mal,
..., genau m, Mal als Factor vorkommt. Es konnten also noch
Gleichungen von folgender Form hinzukommen:

4 2Cs,.. . 5,85 05+ - 05, = 0,

wo die Grogen Cg o . reelle Coefficienten sind, und die Summe
iilber gewisse Permutationen s,, s,, ...s, bestimmter Zahlen r,,
74 ...7, sich erstreckt. Die Zahlen r sind aus der Reihe 1,2,...%
entnommen, und es konnen auch gleiche unter denselben sein.

Hier moge nur der Fall betrachtet werden, in welchem die
Grofen 7, 7,,...7, von einander verschieden sind; man konnte
die andern Fille auf diesen zuriickfilhren, was hier nicht ausge-
fiihrt werden soll. Man denke sich jetzt

A A o U R
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fiir a, eingesetzt und entsprechend mit den Q,uafernionen a

@ ,...a, verfahren, dann kann man nach den Grdfen o, B, 1, 3
3 v

ordnen. Mit dem Product

Oy Bry Yoy Oy v+ 1y
welches ich als Beispiel herausgreife, erscheint die Quaternion
multiplicirt, welche aus dem Ausdruck (4) dadurch hervorgeht,
daB die Einheiten _
U )
beziehungsweise fiir G s Gy Opgy Opps - - O, gesetzt werden.
Wenn die Gleichung (4)

EOsls,,.. .8, 05, Qg oo+ O, = 0

bestehen soll, so muB dieselbe auch erfiillt sein, wenn fiir die
Groten a,, ay ...q, irgend welche Einheiten aus der Reihe

@07 ?’1’ zz? za
gesetzt werden. Aus dem unmittelbar vorhergehenden folgt zu-
gleich, dad es auch hinreicht, wenn die Gleichung bei jeder Wahl
der Einheiten erfiillt ist.
In der That existiren solche Gleichungen. Es ist

®) 2 g as, Qg B, = 0

wenn die Summe iiber alle Permutationen s,, s,, S, S, der Zahlen
1, 2, 8, 4 erstreckt wird, und dabei das obere oder untere Vor-
zeichen genommen wird, je nachdem die Substitution

(1 234

Sl 82 SB 84
eine gerade oder eine ungerade ist. Setzt man auf der linken
Seite der Gleichung (5) zwei der Quaternionen a,, @, @,, @, ein-
ander gleich, so heben sich je zwei Glieder gegeneinander auf,
némlich zwei solche, welche durch Vertauschung der beiden gleich-
gesetzten Grofen aus einander hervorgehen. TUm nun die Probe
fiir die Richtigkeit der Gleichung (B) zu machen, setze man fiir
Oy, Gy dg a, irgend welche 4 aus den Einheiten i, ,, 4, 4,, Nimmt
man dabei zwei oder mehr gleiche Einheiten, so verschwindet nach
dem Vorhergehenden der Ausdruck. Man hat also nur noch
Gy Gy O @, gleich einer Permutation von ¢, i, 4, i, zu setzen.
Man setze zuniichst a, = 4,, FaBt man dabei allemal solche Glie-
der zusammen, in welchen die Buchstaben a,, a,, a, dieselbe Stel-

lung zu einander einnehmen, so erhilt man 6 Aggregate von je 4
Gliedern, z.B.
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a,a,6,a,—0,8,0,6,+0,08,8,Q,—0, 0 0,Q,.

Da nun a, = ¢, gesetzt ist, haben die 4 Glieder allemal den-
selben Werth, wenn man vom Vorzeichen absieht, und das Vor-
zeichen ist bei zwei Gliedern gleich und entgegengesetzt dem Vor-
zeichen der beiden andern. Es wird also der ganze Ausdruck
gleich Null. Dasselbe geschieht auch, wenn a,, a, oder a, gleich i,
gesetzt wird.

Damit ist die Allgemeingiltigkeit der Gleichung (5) nachge-
wiesen. Entsprechend kiénnte man die entsprechende Gleichung

a, = 0

2tag ap a5 0, a5

8¢

beweisen. Diese ldft sich iibrigens direct aus der andern ableiten,
indem man in dem neuen Ausdruck jedesmal solche Glieder zusam-
menfaBt, welche denselben HuBersten Factor links besitzen. Das-
selbe gilt von den Ausdriicken, welche analog aus mehr als fiinf
Quaternionen gebildet werden konnen.

Die Frage, ob das System der Gleichungen (2) durch die Glei-
chung () vollstindig gemacht wird, bleibt noch offen.

Ueber einen Mittelwerthssatz.
Von

0. Hddder.
Vorgelegt von H. A. Schwarz.

1

Im Messenger of Mathematics vol. XVII no. 10 hat Herr L.
J.Rogers gezeigt, wie aus der Thatsache, daB das geometrische
Mittel aus beliebig vielen positiven Werthen stets kleiner ist als
das arithmetische, eine Reihe von Ungleichungen abgeleitet werden
kann. Diese Ungleichungen, welche bei Convergenzuntersuchun-
gen Dienste leisten kionnen, lassen sich aus einem allgemeinen
Theorem unmittelbar ableiten, welches durch seinen Zusammen-
hang mit den Principien der Differentialrechnung ein besonderes
Interesse beansprucht.

Bedeutet nimlich ¢ (z) eine Function einer reellen Verdnder-
lichen mit zunehmendem Differentialquotienten, so ist das arithme-
tische Mittel aus einer beliebigen Zahl von Functionswerthen stets
grofer als der Functionswerth, welcher dem in derselben Weise



