
� ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¬ ãà ¢¥¨¨ y′′ = f(x, y, y′).�¨â¨® � £ã¬®.(Ǒà®ç¨â ® 20 ¨î«ï 1937.)�« ¢ ï æ¥«ì ¤ ®© à ¡®âë | ¤ âì ¤®áâ â®ç®¥ ãá«®¢¨¥ â®£®, çâ® ¢ ¥ª®â®à®©®£à ¨ç¥®© ®¡« áâ¨ (x, y) áãé¥áâ¢ã¥â ¨â¥£à «ì ï ªà¨¢ ï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£®ãà ¢¥¨ï
d2y
dx2 = f(x, y, dy

dx
),¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ ¤¢¥ ¤ ë¥ â®çª¨. �á«®¢¨¥ áãé¥áâ¢¥® ®¯¨à ¥âáï   ®£à ¨-ç¥®áâì ªà¨¢®© ¢ ®¡« áâ¨.�¥ ª �¥âáï ¤®áâ â®ç® § ç¨â¥«ìë¬ â ª�¥ ¨áá«¥¤®¢ ¨¥ ¢®§¬®�®áâ¨ ¯®-áâà®¥¨ï ¨â¥£à «ì®© ªà¨¢®© ¢ ®£à ¨ç¥®© ®¡« áâ¨   ¯«®áª®áâ¨ (x, y), â. ª. ®®ã¤ ñâáï ¥ ¢á¥£¤ ,   â®«ìª® ¥á«¨ ãà ¢¥¨¥ ¨¬¥¥â ®ç¥ì ¯à®áâãî ä®à¬ã.

§1. �®§¬®�®áâì ¯à®¤®«�¥¨ï ¨â¥£à «ì®©ªà¨¢®©.�¡é¨¬ à¥è¥¨¥¬
d2y
dx2 = 2(dy

dx

)3ï¢«ï¥âáï «¨¡® y = ±
√
c− x+ c′(x < c), «¨¡® y = c′. �â¥£à «ì ï ªà¨¢ ï, ¢®®¡é¥£®¢®àï, ¯à®¤®«� ¥âáï â®«ìª® ¤® x = c | ¤® â¥å ¯®à, ¯®ª  y  ª®¥æ{â® ¥ ¤®-áâ¨£¥â £à ¨æë y = c′. �. ®. ¤«ï ª �¤®© â®çª¨ ¯«®áª®áâ¨ ¨¬¥¥âáï ¨â¥£à «ì ïªà¨¢ ï, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ íâ¨ â®çª¨, ®¤ ª® ¯à®¤®«� ¥âáï ®  ¥ ¤ «¥ª®. �áâìâ ª�¥ ¥®¡å®¤¨¬®¥ ãá«®¢¨¥ ¯à®¤®«�¥¨ï ¨â¥£à «ì®© ªà¨¢®©.�â¢. 1. Ǒãáâì B | ®£à ¨ç¥ ï § ¬ªãâ ï ®¡« áâì   ¯«®áª®áâ¨ (x, y). � «¥¥¯ãáâì B∗ | âàñå¬¥à ï ®¡« áâì ¢ (x, y, y′) â ª ï, çâ® (x, y) ∈ B,   −∞ < y′ < +∞.Ǒãáâì äãªæ¨ï f(x, y, y′) ¥¯à¥àë¢  ¢ B∗ ¨ ¢ë¯®«ï¥âáï á«¥¤ãîé¥¥ ¤®áâ â®ç®¥ãá«®¢¨¥

|f(x, y, y′)| 6 ϕ(|y′|),£¤¥ ϕ(u) | ¥ª®â®à ï ¯®«®�¨â¥«ì ï ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï u(> 0) â ª ï, çâ®
∞
∫0 udu

ϕ(u) = +∞.�®£¤  ¨â¥£à «ì ï ªà¨¢ ï (0) ¬®�¥â ¡ëâì ¯à®¤®«�¥  ¢ ®¡¥ áâ®à®ë ¤® ªà ï B.1



� ¬. �á«®¢¨ï (1) ¨ (2) ¡ã¤ãâ ¢ë¯®«¥ë, ¥á«¨
|f(x, y, y′)| 6 M(1 + y′

2) (M = const).Ǒà¥�¤¥ ç¥¬ ¬ë ¯à¨áâã¯¨¬ ª ¤®ª®§ â¥«ìáâ¢ã ãâ¢¥à�¤¥¨ï, áä®à¬ã«¨àã¥¬ á«¥-¤ãîé¥¥ ¢á¯. ãâ¢..�á¯. ãâ¢. 1. Ǒà¨ ¯à¥¤¯®«®�¥¨ïå ãâ¢.1 ¤«ï «î¡®£® ¯®«®�¨â¥«ì®£® ç¨á«  α¨ ¥ª®â®à®£® β(α) ¨¬¥¥âáï á«¥¤ãîé¥¥ á¢®©áâ¢®: ¤«ï «î¡®£® ¨â¥£à «  y = y(x)(1) á  ç «ìë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ y(x0) = y0 ¨ |y′(x0)| 6 α, £¤¥ (x0, y0) «î¡ ï â®çª  B,¢á¥£¤ , ¤® â¥å ¯®à ¯®ª  ¨â¥£à «ì ï ªà¨¢ ï «¥�¨â ¢ B, ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢®
|y′(x)| < β(α).�®ª. �. ª. B ®£à ¨ç¥ , â® ¨¬¥¥âáï ¯®«®�¨â¥«ì®¥ ç¨á«® L â ª®¥, çâ® ¤«ï«î¡ëå ¤¢ãå â®ç¥ª (x1, y1) ¨ (x2, y2) ¨§ B
|y1 − y2| 6 L.�®£¤  á®£« á® (2) ¤«ï «î¡®£® ¯®«®�¨â¥«ì®£® ç¨á«  α ¨¬¥¥âáï ¥ª®â®à®¥ β(α)(>

α) â ª®¥, çâ®
β(α)
∫

α

udu

ϕ(u) > L.�¥¯¥àì ¯ãáâì y = y(x) | «î¡®© ¨â¥£à « (0) á  ç «ìë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ y(x0) =
y0 ¨ y′(x0) 6 α, £¤¥ (x0, y0) â®çª  ¨§ B. Ǒãáâì x1 6 x 6 x2 ¥ª®â®àë© ¨â¥à¢ «â ª®©, çâ® ¨â¥£à «ì ï ªà¨¢ ï y = y(x) «¥�¨â ¢ B,   x1 6 x0 6 x2. �®£¤ 
y′(x) < β(α) ¯à¨ x1 6 x 6 x2.�. ª. íâ® ¨ç¥¬ã ¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨â, â®   ¨â¥à¢ «¥ x1 6 x 6 x2 ¨¬¥îâáï ¤¢¥â®çª¨ ξ1 ¨ ξ2 â ª¨¥, çâ® y′(ξ1) = α, y′(ξ2) = β(α) ¨ α < y′(x) < β(α) ¬¥�¤ã ξ1 ¨ ξ2.�®�® ¯®«®�¨âì ξ1 < ξ2, ¨ ç¥ ¥®¡å®¤¨¬® ¤¢¨£ âìáï ¢  ¯à ¢«¥¨¨ −x ¢¬¥áâ®
x. �. ª. y′(x) > 0 ¯à¨ ξ1 6 x 6 ξ2, â® ¨§ (0) ¨ (1) á«¥¤ã¥â

y′y′′

ϕ(y′) 6 y′ ¤«ï ξ1 6 x 6 ξ2.�â ª
β(α)
∫

α

udu

ϕ(u) 6 y(ξ2)− y(ξ1) 6 L,çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â (3). Ǒ®íâ®¬ã ¤«ï x1 6 x 6 x2 ¤®«�® ¡ëâì y′ < β(α).�®¢¥àè¥®   «®£¨ç® ¬®�® ¤®ª § âì, çâ® y′(x) > −β(α) ¯à¨ x1 6 x 6 x2,¥á«¨ y′(x) > −α. çâ¤�®ª. ãâ¢. 1. Ǒãáâì y = y(x) | ¨â¥£à «ì ï ªà¨¢ ï, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ ¥ª®-â®àãî â®çªã ¨§ B. Ǒãáâì α ¥ª®â®à®¥ ¯®«®�¨â¥«ì®¥ ç¨á«® â ª®¥, çâ® |y′(x0)| 6 α.�®£¤  á®£« á® ¢á¯. ãâ¢. 1 ¨¬¥¥âáï ¥ª®â®à®¥ ¯®«®�¨â¥«ì®¥ ç¨á«® β(α)(> α) â -ª®¥, çâ® |y′(x)| < β(α) ¤® â¥å ¯®à, ¯®ª  ¨â¥£à «ì ï ªà¨¢ ï «¥�¨â ¢ B.�¥¯¥àì ¯ãáâì B∗

β | § ¬ªãâ ï ®£à ¨ç¥ ï ®¡« áâì ¢ (x, y, y′) â ª ï, çâ®(x, y) ∈ B,   |y′| 6 β(α). �®£« á® ãâ¢¥à�¤¥¨î � ¬ª¥1 ª �¤ ï ¨â¥£à «ì ï1Crelles Journal 161 (1929), S.194 Auh von demselben Verfasser: Di�erentialgleihungen reellerFunktionen, S.135. 2



ªà¨¢ ï á¨áâ¥¬ë
{

dy′

dx
= f(x, y, y′)

dy

dx
= y′,à ¢®æ¥®© (0), ¯à®¤®«� ¥âáï ¤® £à ¨æë B∗

β. �. ª. à ¢¥áâ¢® |y′(x)| = β(α) ¥¤®áâ¨£ ¥âáï, â® ¥áâì ¯à®¤®«�¥¨¥ ¨â¥£à «ì®© ªà¨¢®© ¤® £à ¨æë B. çâ¤
§2. �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¤«ï ªà ¥¢®© § ¤ ç¨.� ¤ «ì¥©è¥¬ ¯®¤ B ¡ã¤¥¬ ¯®¨¬ âì § ¬ªãâãî ®¡« áâì   ¯«®áª®áâ¨ (x, y)®£à ¨ç¥ãî ªà¨¢ë¬¨ x = a, x = b, (a < b), y = w(x) ¨ y = w(x), £¤¥ w(x) ¨

w(x) ¥¯à¥àë¢ë ¯à¨ a 6 x 6 b ¨ w < w ¯à¨ a < x < b. B∗ | âàñå¬¥à ï ®¡« áâì(x, y, y′) â ª ï, çâ® (x, y) ∈ B,   |y′| < ∞.�á¯. ãâ¢. 2. Ǒãáâì w(x) ¨ w(x) ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë ¯à¨ x = a ¨ w(a) <

w(a). �ãªæ¨ï f(x, y, y′) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ ãâ¢.1. �®£¤  ¨¬¥¥âáï ¥ª®â®à®¥¯®«®�¨â¥«ì®¥ ç¨á«® γ, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á«¥¤ãîé¥¬ã á¢®©áâ¢ã.� �¤ ï ¨â¥£à «ì ï ªà¨¢ ï (0) á  ç «ìë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ w(a) 6 y(a) < w(a)¨ y′(a) > γ ¯¥à¥á¥ª ¥â ªà¨¢ãî y = w(x) ¯à¨ ¥ª®â®à®¬ x ¨§ a < x < b,   ª �¤ ï¨â¥£à «ì ï ªà¨¢ ï (0) á ãá«®¢¨ï¬¨ w(a) < y(a) 6 w(a) ¨ y′(a) 6 −γ ¯¥à¥á¥ª ¥âªà¨¢ãî y = w(x) ¯à¨ ¥ª®â®à®¬ x ¨§ a < x < b.�®ª. �®§ì¬ñ¬ γ = max [β( L
b−a

), w′(a) + ε,−w′(a) + ε
], £¤¥ β(α) ¨ L ã¤®¢«¥â¢®-àïîâ ãá«®¢¨ï¬ ¢á¯. ãâ¢. 1,   ε ¥ª®â®à®¥ (¯à®¨§¢®«ì®¥) ¯®«®�¨â¥«ì®¥ ç¨á«®.�¥®¡å®¤¨¬® ¤®ª § âì â®«ìª® ¯¥à¢ãî ç áâì ãâ¢¥à�¤¥¨ï, â. ª. ¢â®à ï ç áâì ¡ã¤¥â¤®ª §ë¢ âìáï á®¢¥àè¥®   «®£¨ç® ¯¥à¢®©. Ǒãáâì y = y(x) ¥ª®â®à ï ¨â¥-£à «ì ï ªà¨¢ ï á ãá«®¢¨ï¬¨ w(a) 6 y(a) < w(a) ¨ y′(a) > γ. �®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢®

y′ > L
b−a

¤® â¥å ¯®à, ¯®ª  ¨â¥£à «ì ï ªà¨¢ ï ®áâ ñâáï ¢ B, â. ª. ¨ ç¥ ¨¬¥-¥âáï ¥ª®â®à ï â®çª  (x0, y0) ¨§ B â ª ï, çâ® |y′(x0)| 6 L
b−a

. �®£¤  á®£« á® ¢á¯.ãâ¢. 1 ¤® â¥å ¯®à, ¯®ª  ªà¨¢ ï ®áâ ñâáï ¢ B ¤®«�® ¢ë¯®«ïâìáï ¥à ¢¥áâ¢®
|y′(x)| < β( L

b−a
), çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â y′(a) > β( L

b−a
). �âáî¤  «¥£ª® á«¥¤ã¥â ¤®ª § -â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à�¤¥¨ï. çâ¤�á¯. ãâ¢. 3. Ǒãáâì w(x) ¨ w(x) ¤¢ �¤ë ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë ¯à¨ x = a, ¨«¨¡® w(a) > w(a), «¨¡® w′(a) > w′(a). �ãªæ¨ï f(x, y, y′) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ãâ¢.1. � «¥¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¥à ¢¥áâ¢®

w′′(a) < f(a, w(a), w′(a)).�®£¤  ¨¬¥¥âáï ¥ª®â®à®¥ ¢¥é¥áâ¢¥®¥ ç¨á«® γ â ª®¥, çâ® ª �¤ ï ¨â¥£à «ì ïªà¨¢ ï á  ç «ìë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ y(a) = w(x), γ < y′(a) < w′(a) ¯¥à¥á¥ª ¥â ªà¨¢ãî
y = w(x)   ¨â¥à¢ «¥ a < x < b.�á«¨ § ¬¥¨âì ¥à ¢¥áâ¢® (4)  

w′′(a) > f(a, w(a), w′(a)),â®  ©¤ñâáï ¥ª®â®à®¥ ç¨á«® γ′ â ª®¥, çâ® ª �¤ ï ¨â¥£à «ì ï ªà¨¢ ï á ãá«®-¢¨ï¬¨ y(a) = w(a), γ′ > y′(a) > w′(a) ¯¥à¥á¥ª ¥â ªà¨¢ãî y = w(x)   ¨â¥à¢ «¥
a < x < b.�®ª. Ǒà¥¤®áâ ¢«ï¥âáï ç¨â â¥«î. 3



�¥¯¥àì ¬ë ¯®¤®è«¨ ª £« ¢®¬ã ãâ¢¥à�¤¥¨î.�â¢. 2. Ǒãáâì w(x) ¨ w(x) ¤¢ �¤ë ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë á¯à ¢  ¨ á«¥¢  ¯à¨
a 6 x 6 b2. �ãªæ¨ï f(x, y, y′) ¨¬¥¥â ¥¯à¥àë¢ë¥ ç áâë¥ ¯à®¨§¢®¤ë¥ ∂f

∂y
¨ ∂f

∂y′¢ B∗ ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î
|f(x, y, y′)| 6 ϕ(|y′|),£¤¥ ϕ(u) ¥ª®â®à ï ¯®«®�¨â¥«ì ï ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï u ¨

∞
∫0 udu

ϕ(u) = +∞.� «¥¥ ¤«ï w(x) ¨ w(x) á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¥à ¢¥áâ¢ 
w′′(x) > f(x, w(x), w′(x)),
w′′(x) < f(x, w(x), w′(x))3.�®£¤  ¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå â®ç¥ª (x0, y0) ¨ (x1, y1), ¥ «¥� é¨å   ®¤®© ¢¥àâ¨ª «ì-®© ¯àï¬®©, ¨¬¥¥âáï ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ®¤  ¨â¥£à «ì ï ªà¨¢ ï (0), «¥� é ï¢ãâà¨ B ¯à¨ x0 < x < x1.�®ª. �®�® ¯®«®�¨âì x0 = a, x1 = b, â. ª. ¨ ç¥ ¢¬¥áâ® B á«¥¤ã¥â à áá¬®âà¥âì¯®¤®¡« áâì x0 6 x 6 x1, w(x) 6 y 6 w(x).�â¥£à «ì ï ªà¨¢ ï y = y(x, α) á  ç «ìë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ y(a) = y0 ¨ y′(a) = α®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«¥  ¨ ¥¯à¥àë¢® § ¢¨á¨â ®â α. �®£« á® ãâ¢.1 íâ  ¨â¥-£à «ì ï ªà¨¢ ï ¬®�¥â ¡ëâì ¯à®¤®«�¥  ¤® £à ¨æë B. Ǒãáâì Pα | â®çª ,£¤¥ y = y(x, α) ¤®áâ¨£ ¥â £à ¨æë B. �á«¨ Pα «¥�¨â   x = b, â® § ¢¨á¨â ®â α¥¯à¥àë¢®. �á«¨ Pα «¥�¨â   y = w(x) ¨«¨ y = w(x), â® á®£« á® (5) ¨â¥£à «ì- ï ªà¨¢ ï ¥ ¬®�¥â ª á âìáï ¨å. Ǒ®íâ®¬ã â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥¨ï Pα â ª�¥ ¡ã¤¥â¥¯à¥àë¢® § ¢¨á¥âì ®â α.�§ (5) á«¥¤ã¥â, çâ® «¨¡® w(a) < w(a), «¨¡® w′(a) < w′(a). �®£« á® ¢á¯. ãâ¢.2 ¨«¨ 3 ¨¬¥îâáï ¤¢¥ ª®áâ âë α1 ¨ α2 â ª¨¥, çâ® Pα1 «¥�¨â   y = w(x),   Pα2  w(x). �. ª. Pα ¥¯à¥àë¢® § ¢¨á¨â ®â α, á®¢®ªã¯®áâì ªà¨¢ëå y = w(x)(a <

x 6 b), x = b(w(b) 6 y 6 w(b)) ¨ y = w(x)(b > x > a) ®¡à §ã¥â ¯à®áâãî ªà¨¢ãî,â®  ©¤ñâáï ¥ª®â®à ï ª®áâ â  α = α∗ â ª ï, çâ® Pα∗ á®¢¯ ¤ ¥â á â®çª®© (x =
b, y = y1). �. ®. ¨â¥£à «ì ï ªà¨¢ ï y = y(x, α∗) ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ (x0, y0) ¨ (x1, y1),¨ ¯à¨ x0 < x < x1 à á¯®« £ ¥âáï ¢ãâà¨ B. çâ¤� ¬. �â¢.2 ¤ ñâ â®«ìª® ¤®áâ â®ç®¥ ãá«®¢¨¥ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¨â¥£à « , ¯à®å®-¤ïé¥£® ç¥à¥§ ¤¢¥ â®çª¨. �¤®§ ç®áâ¨ à¥è¥¨ï ®®, ª ª ¯®ª §ë¢ ¥â á«¥¤ãîé¨©¯à¨¬¥à, â ª�¥ ¥ ¤ ñâ.

d2y
dx2 = f(y), £¤¥ f(y) = 









12{(y − 2)2 − 3} ¯à¨ y > 1
−y ¯à¨ |y| 6 112{3− (y + 2)2} ¯à¨ y 6 −1

f(y) ¥¯à¥àë¢® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬  ¯® y. � ®¡« áâ¨ B, 0 6 x 6 π, w(x) = −4 6

y 6 4 = w(x), ¢ë¯®«¥ë ¢á¥ ãá«®¢¨ï ãâ¢.2. �. ®. ¢ ®¡« áâ¨ B ¤®«�   ©â¨áì ¯®¬¥ìè¥© ¬¥à¥ ®¤  ¨â¥£à «ì ï ªà¨¢ ï, «¥� é ï ¢ B ¨ ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ ¤¢¥ ¥«¥� é¨¥   ®¤®© ¢¥àâ¨ª «¨ â®çª¨. �¬¥¥âáï ®¤ ª® ¡¥áª®¥ç® ¬®£® à¥è¥¨©,¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§ (0,0) ¨ (π,0),   ¨¬¥® y = c sinx, £¤¥ |c| 6 1.(Ǒ®«ãç¥® 20 �¢£ãáâ  1937.)2áãé¥áâ¢ãîâ «¥¢®áâ®à®ïï ¨ ¯à ¢®áâ®à®ïï ¯à®¨§¢®¤ë¥ w
′(x) ¨ w

′(x).4


