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1 Einfiihrung

Was ist Statistik?
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Abb. 1: Durchschnittliche Tageskurse der Firma Dachs AG im
Januar 2005

Statistik begegnet uns {iberall im téglichen Leben:

o Die Lebenshaltungskosten sind gegeniiber dem Vorjahr um 2 Prozentpunkte gestiegen.

e Im Januar 2005 erzielte die Firma Dachs im Durchschnitt die téglichen Aktienkurse, wie
in der Grafik angegeben.

e Hochrechnung von Wahlergebnissen

« Wieviel Gewinn kann eine Lottogesellschaft auswerfen, damit ihr noch Uberschuss bleibt?

Was haben diese Beispiele gemeinsam? Sie basieren auf Daten, und zwar sehr vielen Daten.
In diese Daten wird Ordnung gebracht: Mit einer Grafik, mit Wahrscheinlichkeiten, mit
Durchschnittsberechnungen, mit Vergleichen. Das ist angewandte Statistik.

Wir kommen damit zu einer Definition der Statistik, die relativ kurz und schnoérkellos ist,
aber im Wesentlichen alles sagt:

Statistik ist die Gesamtheit der Methoden, die fiir die Untersuchung von Mas-
sendaten angewendet werden konnen.
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Ziel der Statistik ist es also, Massendaten zu reduzieren und zu komprimieren, um Gesetz-
méfigkeiten und Strukturen in den Daten sichtbar zu machen.

Anwendung im wirtschaftlichen Kontext

Die Lage der Unternehmen heute ist gepragt von Globalisierung, Konkurrenz und Kosten-
druck. Einsame Manager-Entscheidungen aus dem Bauch heraus fithren hiufig zum Ruin
des Unternehmens. Die Analyse von Wirtschafts- und Unternehmensdaten erlaubt rationa-
le und fundierte Unternehmensentscheidungen. In der Realitit sind jedoch Informationen
iiber Unternehmensprozesse nur teilweise bekannt. Griinde dafiir sind beispielsweise

1. Die Informationen sind zu komplex, um vollstéandig erhoben zu werden. Beispiel: Der
Papierverbrauch in einem grofien Unternehmen héngt von vielen Faktoren ab, wie der
Zahl der Kopien eines Schreibens, der Neigung der Mitarbeiter, sich alles ausdrucken
zu lassen (E-Mails!), dem Umfang des Verteilers fiir bestimmte Schreiben etc. Man
kann den Verbrauch nicht analytisch bestimmen.

2. Zukiinftige Unternehmenszahlen sind nicht bekannt und miissen geschitzt werden,
z. B. der Cash-Flow einer geplanten Investition fiir die Finanzierungsrechnung.

3. Umwelteinfliisse kénnen nicht vorherbestimmt werden, etwa die Moglichkeit einer
Steuererhohung oder die Akzeptanz eines neuen Produkts durch den Kunden.

In solchen Féllen kénnen keine exakten Entscheidungsgrundlagen geliefert werden. Die resul-
tierenden Losungen sind ,,unscharf®. Ein Hilfsmittel fiir die Entscheidung unter Unsicherheit
ist die Statistik.

Da in der heutigen informationsbasierten Gesellschaft eher zu viel als zu wenig Daten ver-
fiighar sind, gewinnt die Statistik als Werkzeug der Entscheidungsfindung immer mehr an
Bedeutung.

Einteilung der statistischen Methoden

1. Deskriptive (beschreibende, empirische) Statistik: Man untersucht ein Phé-
nomen und fasst die Daten zusammen, ordnet sie, stellt sie grafisch dar. Auf wissen-
schaftliche Aussagen wird verzichtet.

2. Induktive (schlieende, folgernde, mathematische, analytische) Statistik:
Grundlage ist die Wahrscheinlichkeitstheorie. Ergebnisse der deskriptiven Statistik
dienen hiufig als Ausgangspunkt fiir verallgemeinernde Aussagen.

Die mathematische Statistik selbst ist wie die Wahrscheinlichkeitstheorie ein Teilgebiet der
Stochastik.



2 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Was ist Wahrscheinlichkeit?

Das weify niemand. Sie ist ein Produkt menschlicher Bemiihungen, Ereignisse in der Zukunft
vorherzusagen. Sie soll eine Vorstellung iiber den Grad der Sicherheit vermitteln, mit der
ein Ereignis auftritt. Jeder weifl, was es bedeutet, wenn ich sage: Die Wahrscheinlichkeit,
eine Sechs zu wiirfeln ist grofler als die Wahrscheinlichkeit, beim Skat einen Grand zu
gewinnen. Aber trotzdem kann man Wahrscheinlichkeit nicht exakt definieren. So kénnte
man Wahrscheinlichkeitstheorie als Stochern im Nebel bezeichnen. Das hat aber nichts mit
dem Begriff Stochastik zu tun!

2.1 Zufallsvorgang und Wahrscheinlichkeit

Pizzaecken-Beispiel zum Begriff der Wahrscheinlichkeit

Harry und Paula gehen in die Pizzeria. Sie sind frisch verliebt. Paula bestellt sich eine
Pizzaecke mit Salami und Harry eine mit Schinken. Dann tauschen sie jeweils eine Hélfte,
wobei anzumerken ist, dass die Ecken sich in Rand- und Mittelstiick teilen lassen. Obwohl
Harry normalerweise Randstiicke lieber mag, achtet er in seinem aktuellen Zustand nicht
darauf. Und auch Paula gibt ihre Hélfte rein nach Zufall ab.

Pizzaecke

%4

Abb. 2: Pizzaecke

Wie grof} ist eigentlich die Wahrscheinlichkeit, dass Harry zwei Randstiicke auf dem Teller
hat?
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Die Meisten antworten richtig: 1/4.
Aber wieso betrigt die Wahrscheinlichkeit ausgerechnet 1/47
Betrachten wir den Vorgang:

Bei gleicher Ausgangslage (Bedingungskomplex) kann der Versuch, zwei halbe Piz-
zaecken zuféllig auszutauschen, beliebig oft wiederholt werden. Jeder Versuch hat einen
unsicheren Ausgang. Es handelt sich hier um einen Zufallsvorgang (Experiment,
Versuch).

Der Zufallsvorgang wird also beschrieben durch:

¢ Gleicher Bedingungskomplex
e Unsicherer Ausgang
o Beliebig oft wiederholbar

Ein bestimmtes Paar Eckhélften auf Harrys Teller ist ein Ergebnis. Ein Ergebnis ware
beispielsweise: Die erste Hélfte ist ein Randstiick, die zweite Hélfte ist ein Mittelstiick,

(R;M) oder kurz RM,
wobei das ,linke* Stiick von Harry stammt und das ,,rechte“ von Paula.
Alle moglichen Paare fasst man in der Ergebnismenge () zusammen:
Q = {RR, RM, MR, MM}.

Q ist also die Menge aller moglichen Ergebnisse, die bei einem Zufallsvorgang auftreten
konnen. Fithrt man diesen Zufallsvorgang unendlich oft durch, miissten vermutlich in 25%
aller Versuche zwei Randstiicke resultieren, denn man kénnte davon ausgehen, dass jedes
Paar die gleiche Wahrscheinlichkeit hat, gezogen zu werden. Die Zahl der Ergebnisse, ||
genannt, ist also vier. Deshalb ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein Paar Randstiicke

P(RR) = %.

Wenn nun bei einem Versuch beispielsweise ,RM® resultiert, ist das ein Ereignis.

Bei ,RM*“ handelt es sich um ein Elementarereignis. Es ist ein Ereignis, das nur ein
Element der Ergebnismenge enthalt.

Es gibt auch kompliziertere, zusammengesetzte Ereignisse:
A: Mindestens ein Mittelstiick: A = {RM, MR, MM}
B: Eine komplette Pizzaecke: B = {RM, MR}

Diese Ereignisse beinhalten mehrere Ergebnisse von €2; ein Ereignis ist immer eine Teilmenge
von €.

Das zusammengesetzte Ereignis A tritt also genau dann ein, wenn eines der Elementarer-

eignisse {RM}, {MR} oder {MM}, die in A enthalten sind, eintritt.
Die Wahrscheinlichkeit als theoretisches Konzept
Kurzer geschichtlicher Uberblick
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Es werden vermutlich schon so lange Wahrscheinlichkeiten angewendet, wie es den Homo
Sapiens gibt. Am letzten Tag der Schlacht im Teutoburger Wald (9 n. Chr.) gab es ein
Gewitter. Die Romer deuteten es als warnenden Hinweis von Merkur, des Gottes von Blitz
und Donner. Die Germanen sahen es als Aufmunterung des Kriegsgottes Thor. Wie man
weif}, hatten beide Parteien recht.

Im 17. Jahrhundert, dem Zeitalter des Rationalismus, befasste sich Blaise Pascal (1623 -
1662) systematisch mit Wahrscheinlichkeiten im Gliicksspiel und begriindete so die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung als eigensténdige Disziplin.

Jakob Bernoulli (1654 - 1705) befasste sich ebenfalls mit Fragen der diskreten Wahrschein-
lichkeiten und gab vermutlich das erste Buch iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung heraus.

Mit Abraham de Moivre (1667 - 1754) und Pierre Simon Laplace (1749 - 1827) wurde
bereits die Normalverteilung entwickelt und von Carl Friedrich Gauf3 (1777 — 1855) weiter
bearbeitet.

Richard Edler von Mises (1883 - 1953) lieferte wertvolle Beitrédge zur Schiatzung von
Wahrscheinlichkeiten und zur mathematischen Statistik.

1933 schlug der russische Mathematiker Andrej Nikolajewitsch Kolmogorow (1903 -
1987) eine axiomatische Definition der Wahrscheinlichkeit vor, auf der die heutige
Wahrscheinlichkeitstheorie basiert. Diese Definition ist eine Anwendung der Maftheorie.

Ergebnisse und Ereignisse
Das heutige Konzept der Wahrscheinlichkeitsrechnung prasentiert sich folgendermaflen:

Gegeben ist die Ergebnismenge (Ereignisraum, Stichprobenraum) 2 eines Zufallsvor-
gangs. Diese Menge enthélt alle moglichen Ergebnisse, die ein Zufallsvorgang hervorbringen
kann. Je nach Art des Zufallsvorgangs muss man verschiedene Ergebnismengen betrachten:

Q) enthélt endlich viele Ergebnisse.
Beispiele:

o Zufallsvorgang: 1x Wiirfeln. Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
e Zufallsvorgang: Augenfarbe der néchsten Person, die bei einem Casting vorspricht. ) =
{blau, griin, braun}.

Q) enthélt abzédhlbar unendlich viele Ergebnisse.
Beispiele:

o Zufallsvorgang: Zahl der Autos, die eine Stunde lang ab 12 Uhr bei einer Fahrzeugzédhlung
an einer bestimmten Zahlstelle vorbeifahren. Q = {0, 1, 2, 3, ...}.

o Zufallsvorgang: Zahl der Anforderungen an einen Server innerhalb einer Stunde. 2 = {0,
1,2, ...}

Man kann zwar die Ergebnisse durchzéhlen, aber es kann keine verniinftige Obergrenze
angegeben werden, deshalb ldsst man die Obergrenze offen.

Ist € weder abzédhlbar noch abzahlbar unendlich, so enthilt 2 iiberabziahlbar viele Er-
gebnisse. Man koénnte auch sagen, die Ergebnismenge ist ein Intervall der reellen Zahlen.

Beispiele:
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o Zufallsvorgang: Eine erwachsene Person wird gewogen (in kg). Q = {x]30 < x < 200; x
e R}.
o Zufallsvorgang: Cash-Flow eines Unternehmens (in €). @ = R.

Cash-Flow bezeichnet iibrigens die Differenz Einnahmen - Ausgaben, bzw. préziser: Ein-
zahlungen - Auszahlungen.

Hier konnen die Ergebnisse nicht mehr abgezahlt werden. Ein beliebig kleines Intervall der
Ergebnismenge enthélt unendlich viele Elemente. Was ist das néchstgrofere Element von
50 kg: 51 kg, 50,01 kg oder 50,000000001 kg? Im Intervall [50, 51] sind also unendlich viele
Elemente.

Man kénnte hier einwenden, dass doch beispielsweise Cash-Flow als kleinste Einheit Cent
hat, also doch eigentlich abzéhlbar ist. Das stimmt natiirlich, aber bei sehr vielen, nah
zusammenliegenden Elementen vereinfacht man die Analyse, indem man die Menge als
stetig annimmt. Man spricht hier von Quasistetigkeit.

Hat ein Zufallsvorgang ein konkretes Ergebnis erbracht, ist ein Ereignis eingetreten. Es gibt
einfache Ereignisse, die lediglich ein Ergebnis enthalten, so genannte Elementarereignisse
und es gibt komplexere Ereignisse, die sich aus mehreren Ergebnissen zusammensetzen. Ein
Ereignis A ist immer eine Teilmenge der Ergebnismenge ().

Da Ereignisse Mengen sind, kénnen alle Operationen der Mengenalgebra, die mit der
Booleschen Algebra (auch Schaltalgebra) gleichgesetzt werden kann, angewendet wer-
den. Grundlegende Operationen fiir Mengen der Booleschen Algebra sind -~ (,nicht“ als
Komplement), N und U. Alle anderen Operationen kénnen daraus hergeleitet werden.

Alle interessierenden Ereignisse fasst man nun in einer so genannten Ereignismenge (Er-
eignissystem) E zusammen. E ist also eine Menge von Teilmengen. Damit diese Menge
mit der Booleschen Algebra bearbeitet werden kann, muss sie entsprechende Forderungen
erfiillen:

o Wenn das Ereignis A in F enthalten ist, muss auch sein Komplement A enthalten sein.

o Wenn A und B enthalten sind, muss auch AU B enthalten sein (Man kann ausrechnen,
dass dann auch A N B enthalten ist).

o Es muss das ,Null-Element“ () enthalten sein (Das impliziert, dass auch ,,1-Element* 2
, welches das Komplement von @ ist, enthalten ist).

Die umfassendste Ereignismenge ist die Potenzmenge P, die alle Teilmengen von () enthélt.

Beispiel einer Potenzmenge:

Zufallsvorgang: Aus einer Urne mit einer blauen (b), einer roten (r) und einer gelben (g)
Kugel wird eine Kugel gezogen. Wir interessieren uns fiir die Farbe der Kugel.

Ergebnismenge: Q = {g, b, r}
Potenzmenge: P = {0, {r}, {g}, {b}, {r, g}, {r, b}, {g, b}, {r, g, b}}

Ausgehend von dieser Konstellation hat Kolmogorow mit seinen Axiomen ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf} konstruiert, d.h. eine Abbildung der Ergebnismenge ) auf die Menge
der reellen Zahlen im Intervall [0;1]:

F: Q= R; A— P(A)
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Eine Funktion P, die jedem Ereignis A aus E eine reelle Zahl zuordnet, heifit Wahrschein-
lichkeit, wenn sie folgende Axiome erfiillt:

Axiome der Wahrscheinlichkeiten:
Gegeben sind zwei Ereignisse A,B c ().

1. P(A) > 0. Nichtnegativitit
2. P(Q) =1. Normiertheit
3. P(AUB) = P(A)+ P(B), falls A und B disjunkt sind. Additivitét

Dieses Axiomensystem kann nur auf endlich viele Ereignisse angewendet werden. Fir un-
endlich viele Ereignisse A; (i = 1, 2, ...) erhélt man statt der endlichen Ereignismenge
die o-Algebra. Sie enthilt alle geforderten Eigenschaften der Ereignismenge auf unendlich
viele Ereignisse A; ausgeweitet. Hier wird das 3. Axiom entsprechend angepasst:

3. Sind die Ereignisse A; sémtlich paarweise disjunkt, ist bei ihrer Vereinigung
P(A1UA3UAs...) = P(A1)+ P(As) + P(As) + ..., (o-Additivitat).
Berechnung der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses

Es miissen nun noch die Ereignisse mit Wahrscheinlichkeiten ausgestattet werden. Auf wel-
che Weise das geschehen soll, ist in den Axiomen nicht angegeben. Es gibt hier verschiedene
Verfahren. Man erhalt schliefllich die Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Wie ordnen wir den Ereignissen am besten Wahrscheinlichkeiten zu?

Betrachten wir im Pizzaecken-Beispiel das Ereignis A: Mindestens ein Mittelstiick. Es ist A
= {RM, MR, MM}. A belegt in 2 drei von vier moglichen Ergebnissen, also ist die Wahr-
scheinlichkeit P(A) = 3/4. Diese Vorgehensweise entspricht der Klassischen Wahrschein-
lichkeitsauffassung. Man bezeichnet sie als Symmetrieprinzip oder Prinzip nach LA-
PLACE:

Jedes Ergebnis ist gleich haufig. |A| ist die Zahl der Ergebnisse, die durch A belegt werden
(Anzahl der giinstigen Ergebnisse), || ist die Zahl aller méglichen Ergebnisse. Es ist

Al _3
P(A) == =-.

Das Symmetrieprinzip hat allerdings den Nachteil, dass es nicht bei allen Zufallsvorgin-

gen angewendet werden kann, z.B. bei unendlich vielen Ergebnissen. Oft ordnet man auch

Ergebnissen unterschiedliche Wahrscheinlichkeiten zu, z.B.

Zufallsvorgang: Wetter von heute. Ergebnismenge Q2 = {schon, schlecht}. P(,,schon®) = 0,6,
P(,,schlecht*) = 0,4.

Wie kommt man auf diese Wahrscheinlichkeiten 0,4 und 0,67 Man hat in diesem Fall et-
wa die Wetteraufzeichnungen der letzten 100 Jahre ausgewertet und hat festgestellt, dass
der Anteil der schonen Tage 60 % betrug. Wir haben hier eine Anwendung der Statisti-
schen Wahrscheinlichkeitsauffassung: Man fiihrt ein Zufallsexperiment sehr oft durch.
Mit steigender Zahl der Versuche néhert sich der Anteil der Versuche, die das Ereignis A
hervorgebracht haben, der ,wahren “ Wahrscheinlichkeit P(A), formal ausgedriickt
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P(A) = lim M,
n—oo n
mit n(A) als Zahl der Versuche, die das Ereignis A hervorgebracht haben. Man bezeichnet
diesen Zusammenhang als Gesetz der groflen Zahlen. Er liefert die Begriindung, dass
man unbekannte Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe von empirischen Beobachtungen schétzen
kann, wobei hier gilt: Viel hilft viel!

Bei manchen Fragestellungen versagen die beiden obigen Wahrscheinlichkeitskonzepte. Z.B.
bei Ereignissen, die sehr selten auftreten, fiir die man also auch keine Versuchsreihen zur
Verfiigung hat, etwa die Wahrscheinlichkeit fiir den Erfolg eines neu auf dem Markt plat-
zierten Produkts. Es mochte beispielsweise ein Unternehmen ein neues Spiilmittel auf den
Markt bringen. Es steht vor der Alternative, Fernsehwerbung einzusetzen oder nicht. Es ist
mit den Ereignissen konfrontiert: Wenn Fernsehwerbung eingesetzt wird, ist das Spiilmittel
ein Erfolg/kein Erfolg. Wenn keine Fernsehwerbung eingesetzt wird, ist das Spiilmittel ein
Erfolg/kein Erfolg. Fiir diese vier Ereignisse sollen Wahrscheinlichkeiten ermittelt werden.
Da man keine verldsslichen Informationen dariiber hat, wird man aus dem Bauch heraus,
eventuell unter Beriicksichtigung dhnlicher Erfahrungen bestimmte Wahrscheinlichkeiten
zuordnen. Dieses Vorgehen entspricht der Subjektiven Wahrscheinlichkeitsauffassung.

Da Ereignisse als Mengen definiert sind, kann man auch in vielen Fallen Ereignisse und ihre
Wabhrscheinlichkeiten in Venn-Diagrammen veranschaulichen. Die Wahrscheinlichkeit ist
dann die Fldche der entsprechenden Menge. Manchmal ist es hilfreich, das Venn-Diagramm
maflstabsgetreu auf kariertes Papier abzutragen, indem die Mengen rechteckig dargestellt
werden.

Pizzeria-Beispiel zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

Wein

Abb. 3: Aufteilung der Géste nach Bestellung

Jetzt schauen wir uns in der Pizzeria etwas genauer um: Der Inhaber Carlo Pommodore ist
ein mitleidiger Mensch und duldet auch arme Géste, die sich nichts bestellen. Deshalb ist
das Lokal mit seinen 50 Gésten eigentlich schon iiberfiillt. 20 Personen haben sich Pizza

10
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bestellt und 10 Lasagne. Das Essen ist so reichlich, dass niemand zwei Mahlzeiten bestellt.
40 Gaéste trinken Wein und 20 Géste trinken Mineralwasser, aber 15 trinken Wasser und

Wein.

Wir ziehen zufillig einen Gast aus der frohlich larmenden Menge. Wie grof ist die Wahr-

scheinlichkeit, einen Pizza-Esser zu erhalten?

Wir haben [Q2| = 50 verschiedene Ergebnisse. Man kann davon ausgehen, dass jeder Gast

die gleiche Wahrscheinlichkeit hat, gezogen zu werden.
Wir definieren nun die Ereignisse:

A: Der Gast isst Pizza; B: Der Gast isst Lasagne;

C: Der Gast trinkt Wein; D: Der Gast trinkt Wasser.

Nach dem Symmetrieprinzip ist

5
P(C) =% und P(D) = 2.
Wir konnen berechnen:

Wahrscheinlichkeit, dass jemand Wasser und Wein trinkt:

cnD| 15 3

P(CND) =

Q 50 10

Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig ausgewahlter Gast kein Wasser trinkt (5):

- _@_50—20_1 20 3

P(D) = = ——==-=1-P(D
(D) || 50 50 5 (D)
Anteil der Leute, die Wasser oder Wein trinken:
40 20 15 45 9
PCUD)=PC)+PD)—PCND)=—4+———=—=—.
( ) (€)+P(D) ( ) 50+50 50 50 10
Diese Beziehung gilt immer fiir zwei Ereignisse!
Wahrscheinlichkeit, dass ein Gast Pizza oder Lasagne isst:
20 10 30
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=—+4+—-0=—.
(AUB) = P(A) + P(B)~ P(ANB) = =0 + 15 —0= =

Die Mengen A und B sind disjunkt.

Wahrscheinlichkeit, dass der zuféllig ausgewéhlte Gast kein Wasser oder keinen Wein trinkt:

P(CuD)=P(C)+P(D)—P(CND).

11
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Hier ist die direkte Berechnung der Wahrscheinlichkeit analog zu oben umstédndlich. Man
verwendet am besten die

DE MORGANSsche Regel:

- 15 35

P D)y=P D)y=1-P D)=1—-—=—= .
(CuD)=P(CND) (CND) .

Was gelernt werden muss

Ein Ereignis A (A c Q) :

Zwei Ereignisse A und B (A,Bc Q) :

A und B sind im allgemeinen nicht disjunkt, also ist die Wahrscheinlichkeit, dass A oder
B eintritt, nach dem Additionssatz fiir zwei Ereignisse:

P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB).

Falls A und B disjunkt sind, ist

P(AUB) = P(A) + P(B).

DE MORGANSsche Regeln:

und

Fiir drei Ereignisse A; (i=1, 2, 3) aus Q gilt analog zu obigen Uberlegungen:

P(A1UA2UA3): P(A1)+P(A2)+P(A3)—P(A1ﬂA2)
—P(AlﬁAg)—P(AgﬂAg,)—l—P(AlﬂAQﬂAg).

Mehrere Ereignisse A; (i endlich oder unendlich):

Sind die Ereignisse A; sdmtlich paarweise disjunkt, ist bei ihrer Vereinigung

12



Gemeinsame Wahrscheinlichkeit mehrerer Ereignisse

P(Al UAQUAg...) = P(Al) —|—P(A2) +P(A3) +...

Ubung

Zeigen Sie anhand eines Venn-Diagramms die Giiltigkeit einer der DeMorganschen Regeln.

2.2 Gemeinsame Wahrscheinlichkeit mehrerer Ereignisse

Stochastische Unabhingigkeit

FEin haufiges Untersuchungsobjekt in der Statistik ist, ob verschiedene Ereignisse abhingig
oder unabhingig voneinander sind, d.h. ob das Zustandekommen eines Ereignisses durch
ein anderes beglnstigt wird. So untersucht man beispielsweise in der Marktforschung, ob
Status und Bildung eines Konsumenten die Ausgaben fiir eine bestimmte Zeitschrift beein-
flussen.

Beispiel zum Begriff der stochastischen Unabhangigkeit

E E

il

Abb. 4: Grafik 1: Die Ereignisse: Studentin wohnt bei
den Eltern - Die Studentin wohnt woanders

FEine umfangreiche Marketingstudie iiber Zahnputzgewohnheiten von Konsumenten hat er-
geben, dass 50 % der Studierenden einer kleinen Hochschule bei ihren Eltern wohnen. Eben-

13



Wahrscheinlichkeitsrechnung

so, dass 50 % der Studierenden Zahnpasta mit roten Streifen und 50 % andersfarbige Zahn-
pasta bevorzugen .

Betrachten wir den Zufallsvorgang: Eine Studentin kommt in einen Laden und kauft
Zahnpasta. Es seien definiert die Ereignisse:

E: Die Studentin wohnt bei ihren Eltern.
R: Die Studentin kauft Zahnpasta mit roten Streifen.
Frage: Hat der Wohnort der Studentin einen Einfluss auf die Farbpréferenz?

Vermutlich nein, die Ereignisse E und R sind stochastisch unabhingig, d.h. in wahr-
scheinlichkeitstheoretischer Hinsicht unabhangig.

Wir interessieren uns zunachst fiir den Wohnort der Studierenden. In der Grafik 1 ist die
Ergebnismenge nach dem Wohnort aufgeteilt.

Frage: Wieviel Prozent der Studierenden wohnen bei ihren Eltern und werden voraussicht-
lich Zahnpasta mit roten Streifen kaufen?

Da sich bei Unabhéngigkeit der Ereignisse die Studierenden in Bezug auf ihre Farbpréferenz
gleichméfBig auf die Wohnorte verteilen, werden wohl 50 % der Rotkéufer bei ihren Eltern
wohnen und 50 % woanders. D.h. 50 % von 50 % der Studierenden wohnen bei ihren Eltern
und bevorzugen rote Zahnpasta. Es gilt also:

P(RNE)=0,5-0,5=0,25.
Die Grafik 2 zeigt, wie sich bei Unabhéngigkeit der Variablen Wohnort und Farbpréferenz
die Wahrscheinlichkeiten der Farbpréferenz auf die Wohnorte aufteilen.

Ist nun beispielsweise P(E) = 40 % und P(R) = 60 %, ergibt sich bei Unabhéngigkeit die
Aufteilung wie in der Grafik 3, denn auch hier miissten 60 % der ,Nesthocker” und 60 %
der ,,Nestfliichter” gleichermafien Zahnpasta mit roten Streifen kaufen.
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeit mehrerer Ereignisse

Wohnt bei Eltern Wohnt woanders
E E
0,5 0,5
Kauft rote
Zahnpasta
R EAR EnR R
0,5 0,25 025
Kauft andere
Zahnpasta
R [HHENR EnR |R
0,5 025
E E

Abb. 5: Grafik 2: Die Ereignisse Wohn-
ort und Farbe der Zahnpasta durchmi-
schen sich

Wohnt bei Eltern Wohnt woanders

E E
0,4 0,6

Kauft rote
Zahnpasta

R UEAR| E~AR | R
0,6 |, 0,36

Kauft andere
“ml BAR EQR
i 602

7|

E E
Abb. 6: Grafik 3: Die Ereignisse: Studen-
tin wohnt bei den Eltern - Die Studentin
wohnt woanders

Beispiel zum Begriff der stochastischen Abhingigkeit

Oben haben wir den Fall betrachtet, dass zwei Ereignisse unabhéngig sind. Im Allgemeinen
muss man aber davon ausgehen, dass Ereignisse, die man gemeinsam analysiert, abhéngig

sind.

Im Rahmen der Marketingstudie wurden Daten eines Gesundheitsamtes in Musterstadt
verwendet, die die Zahngesundheit von Schulkindern betraf. Man weifl aus dieser Studie,
dass 50 % der Schulkinder Karies haben und 50 % der Schulkinder sich regelméfig die Zahne

putzen.

Wir betrachten den Zufallsvorgang: Es wird ein Schulkind zufillig ausgewéhlt.

Wir definieren als Ereignisse

Z: Das Schulkind putzt sich regelméfig die Zahne.

K: Das Schulkind hat Karies.

15
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K

Hat Karies

K

Hat keme Karie

Putzt Zihne Putzt nicht Zihne

K

Abb. 7: Grafik 4: Aufteilung von Zéhneputzern und Kariesfillen

Ist nun

oder P(ZNK)<P(ZNK)?

Ist also die Wahrscheinlichkeit, ein Kind zu erhalten, das sich regelméflig die Zdéhne putzt
und Karies hat, grofler als die Wahrscheinlichkeit, ein Kind zu erhalten, das sich regelmé-
Big die Zéhne putzt und keine Karies hat, oder ist es umgekehrt, oder sind vielleicht die
Wahrscheinlichkeiten gleich?

Es ist vermutlich

denn Zahneputzen und Karies sind bekanntlich nicht unabhéngig voneinander zu betrach-
ten. Also sind Z und K stochastisch abhéingige Ereignisse. Wir werden vermutlich eine

16
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeit mehrerer Ereignisse

Aufteilung der gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten erhalten, die dhnlich der Grafik 4 ist.
Besonders grof sind P(Z N K) und P( ZN K).

Die gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten konnen allerdings nicht mit unseren Informationen
bestimmt werden, sie hingen von der Stirke der Abhéngigkeit ab.

Bei stochastisch abhingigen Ereignissen interessiert man sich héufig fiir das bedingte
Auftreten eines Ereignisses, z.B. fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit

P(K|Z),
dass ein zufallig ausgewéahltes Schulkind Karies hat, wenn man weifl, dass es sich nicht
regelméfig die Zéhne putzt.
Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Beispiel

Putzt Zihne Putzt wenig Zihne

Z Z
60% 40%

K
Hat Karies

K

Hat keine
Karies

Z Z

Abb. 8: Wie hingen Kariesfille und Zahnputzgewohnheit
zusammen?

Einige Jahre spéter wurde in der Grundschule von Musterdorf zu Forschungszwecken wieder
an 200 Kindern eine Reihenuntersuchung zur Zahngesundheit durchgefiihrt. Jetzt putzten
sich 60 % der Kinder regelméflig die Zahne. Von diesen Kindern hatten 40 Karies. Bei den
Zahnputzmuffeln hatten 60 Kinder Karies.

Wir wollen ein maflstabsgetreues Venndiagramm konstruieren. Jedes Késtchen steht fiir 5

Kinder. Es sind

P(Z)=06; P(Z)=04;

17



Wahrscheinlichkeitsrechnung

P(ZNK)=02; P(ZNK)=04;

P(ZNK)=03; P(ZNK)=0,1.

Wir interessieren uns nun fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass ein Kind Karies hat,
wenn bekannt ist, dass es sich die Zdhne putzt:

P(K|Z).

In andere Worte gekleidet: Der Anteil der Kinder mit Karies an den Kindern, die
sich regelmaflig die Ziahne putzen.

Es gilt fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit

mmmng%@

Wie ist diese Wahrscheinlichkeit zu verstehen?

Es werden zunéchst alle Kinder, die sich regelméfig die Zahne putzen, in die Aula geschickt.
Aus diesen 120 Kindern wird nun zuféllig eins ausgewéhlt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
hat dieses Kind Karies? Wir betrachten also 120 zahnputzende Kinder, davon haben 40
Kinder Karies.

Genau diese Vorgehensweise ist das Prinzip der bedingten Wahrscheinlichkei-
ten!

Es ergibt sich: P(K|Z) = 14700 =1

Ein Drittel der zdhneputzenden Kinder hat Karies: Dann haben natiirlich zwei Drittel der
zéhneputzenden Kinder keine Karies. Wir sehen sogleich, dass die obige Rechnung die schon
bekannte Formel

Z
7 40% putzen
60 % putzen Ziihne wenig Zihne
Davon haben

Karies Davon haben

Karies

K

K

Davon haben
keine Karies

K

Davon haben
keine Karies

K

=1 =1
Abb. 9: Wie teilen sich die Kariesfélle beziiglich der
Zahnputzgewohnheiten auf?
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeit mehrerer Ereignisse

P(KNZ) 555 40
KOD="pz @~ 5

| =

darstellt. Entsprechend erhalten wir

P(KNZ) a5 2

200
. P(KnzZ) 2% 3
G Th
__ P(KnZ) & 1
PK|Z)=———"+=20 =",

P(Z) 28—(% 4
Vergleichen Sie das Venndiagramm mit dem vorhergehenden! Wieso unterscheiden sich beide
Diagramme?

Ubung

Es ist bekannt, dass die Aktienkurse des Unternehmens Dachs an 55% aller Borsentage
gestiegen sind.

Ereignisse: Ki: Der Kurs steigt am ersten Tag Ko: Der Kurs steigt am zweiten Tag

Man hat folgende GesetzméaBigkeit der Kursentwicklung festgestellt: In 40 % aller Beobach-
tungen stieg der Kurs am ersten Tag und am zweiten Tag, in 15 % der Beobachtungen stieg
der Kurs am ersten Tag und fiel am zweiten Tag. Dagegen fiel in 15 % der Beobachtungen
der Kurs am ersten Tag und stieg am zweiten Tag. An den restlichen Tagespaaren fiel der
Kurs an beiden Tagen.

1. Stellen Sie die gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten im Venndiagramm grafisch dar.

2. Sind die Ereignisse K; und Ko stochastisch unabhéngig? (Begriinden Sie die Antwort
formal mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitstheorie.)

3. Am heutigen Tag ist der Kurs gestiegen.
o Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird er morgen steigen (Gesucht: P(K2|K;))?
o Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird er dagegen fallen?

4. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird der Kurs morgen steigen, wenn er heute gefallen
ist?

Bayessches Theorem

Héufig liegen die Informationen iiber zwei Ereignisse nur als bedingte Wahrscheinlichkeiten
vor. Wie kann man sie weiter verwenden?

Beispiel fiir zwei Ereignisse

Ein bekannter Vergniigungspark verbraucht téglich grofie Mengen an Glithbirnen fiir die
Dekoration der Stinde. Damit die Verbrauchskosten nicht so hoch werden, setzen sich die
Glithbirnen nur zu 60% aus Markenware und zu 40 % aus markenfreier Ware zusammen.
Aufgrund langjahriger Beobachtungen weifl man, dass von den Marken-Glithbirnen pro
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Monat 5% defekt werden. Jedoch werden von den markenfreien Glithbirnen monatlich 10%
defekt.

Zunachst wollen wir das Gegebene grafisch (Grafik 5) darstellen: Wenn von den Marken-
glithbirnen 5 % defekt werden, bleiben 95% heil. 5% ist also Anteil der defekten Glithbirnen
an den Markenglithbirnen, d.h. es handelt sich um die bedingte Wahrscheinlichkeit P(D|M)

Usw.

M M

60 % Marken 40% NoName
Davon defekt D | M D |1\_/[ Davon defekt
D[ 005 o1 |p
Davon OK o Davon OK
_| DIM DIM | _
D 0,95 0.9 D

Abb. 10: Grafik 5

Der Betreiber des Vergniigungsparks braucht fiir die Kostenplanung des ndchsten Sommers
die Information, wie grofl der Anteil der Markengliihbirnen an den defekten Glithbirnen ist,
d.h. er sucht P(M|D). Das bedeutet: Alle defekten Gliihbirnen eines Tages werden in
einem Korb gesammelt. Es wird eine Gliihbirne zufillig entnommen. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit erhélt man eine Markenbirne?

Wir wissen, dass gilt:

P(MND)

P(MID) = =55

Leider sind aber die Komponenten des Bruchs unbekannt. Wir werden nun eine Methode
finden, sie doch zu berechnen.

Zunéchst suchen wir den Zéahler P(M N D): Wir kennen P(D|M). Bekanntlicherweise be-
rechnet es sich als

P(MND)

P(D|M) = 50D

Also ist der gesuchte Zahler auch in P(D|M) enthalten und kann ganz einfach durch Auflé-
sung der Gleichung berechnet werden als

P(MND)=P(D|M)P(M)
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Gemeinsame Wahrscheinlichkeit mehrerer Ereignisse

also

P(MND)=0,05-0,6=0,03

Jetzt fehlt noch der Nenner P(D). Betrachten wir das Venndiagramm Grafik 6. D setzt sich
aus den Schnittmengen DN M und DN M zusammen.

M M
D DM D~M p| P(D)=
0.03 0,04
\_’\\____3____ 0,04 + 0,03
DAM | =
ﬁ Dﬁ M _
0,57 0,36 | D

Abb. 11: Grafik 6

Die gesamte Wahrscheinlichkeit von D ist also die Summe

P(D)=P(MND)+P(MND)

eine Erkenntnis, die man auch als Satz der totalen Wahrscheinlichkeit bezeichnet, und das
gibt, wie wir oben gesehen haben,

P(D)=P(D|M)P(M)+ P(D|M)P(M)

in unserem Beispiel

P(D) =0,05-0,6+0,1-0,4 = 0,07
Es sind also 7% aller Gliithbirnen defekt.

Die gesuchte bedingte Wahrscheinlichkeit ist nun

_ P(MnD) P(D|M)P(M)
P(M|D) = P(D)  P(D|M)P(M)+P(D|M)P(M)

Diese Formel wird als Bayessches Theorem bezeichnet.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betrégt

21



Wahrscheinlichkeitsrechnung

0,03
0,07

P(M|D) = -2 =0,4286

Diese Wahrscheinlichkeit fallt deshalb so iiberraschend hoch aus, weil 50% mehr Marken-
birnen als markenfreie verwendet werden. Entsprechend ist der Anteil der markenfreien
Gliithbirnen an den defekten 0,5714.

Wir wollen nun mehr als zwei Ereignisse analysieren.
Beispiel fiir mehr als zwei Ereignisse

Eine Spedition beschéftigt drei LKW-Fahrer, die Herren Ahorn, Behorn und Zehorn. Ahorn
fihrt 50% aller Fuhren, Behorn 20% und Zehorn 30%. Aus Erfahrung weifl man, dass Ahorn
bei 10% aller Fahrten eine Beule verursacht, Behorn bei 15% aller Fahrten und Zehorn bei
20% aller Fahrten (Grafik 7).

Wir definieren die Ereignisse:
F1: Ahorn ist gefahren, Fo: Behorn ..., F3: Zehorn ...
B: Eine Beule wurde gefahren.

Wir wollen zuerst das Gegebene festhalten: Wenn Ahorn in 10 % aller Fahrten eine Beule
fahrt, wickelt er die restlichen 90 % ohne Schaden ab usw.

K K, K,

50% 20% 30%
aller Fahrten

Dabei Beule
B 0,1 0,15 0,2

Dabei keine
Beule

= 0,9 0,85
B 0,8

Abb. 12: Grafik 7

Man interessiert sich fiir die Wahrscheinlichkeit, dass Ahorn gefahren ist, wenn wieder ein
Mal eine Beule in einem LKW auftaucht, d.h. fiir P(F;|B).

Es ist wieder
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P(FyNB)

P(Fi|B) = P(EB)

Nach dem Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeiten muss
P(FiNB) = P(B|F1)P(F1)
sein, also

P(FiNB)=0,1-0,5=0,05

Aber wie erhalten wir P(B)? Auch hier gilt wieder der Satz von der totalen Wahrschein-
lichkeit, z.B.:

P(F1NB) = P(B|F1)- P(F)

Wir erhalten dann fiir P(B)
P(B) = P(FiNB)+ P(F,NB)+ P(F;NB)

= P(B|F1)P(F1)+ P(B|F2) P(Fy) + P(B|F3) P(F3)
also
P(B)=0,1-0,54+0,15-0,240,2-0,3 = 0,054 0,034 0,06 = 0,14
Unsere gesuchte Wahrscheinlichkeit betragt

P(FiNB) 0,05

(£1|B) 20 014 0,357
Entsprechend sind
0,03
P(F,|B)=—"1—=0,214
(Fa|B) = 517 = 0.2143
und
0,06
P(F5|B) = 21— =0,42
(F3|B) 0.14 0,4286
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Also hat Zehorn mit gréfiter Wahrscheinlichkeit die Beule gefahren.
Wir fassen nun das Gelernte dieser Seite zusammen:
Theoretische Erkenntnisse

Zwei Ereignisse A und B aus :

Sind zwei Ereignisse A und B stochastisch unabhéngig, ist ihre gemeinsame Wahrschein-
lichkeit gleich dem Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten:

P(ANB) = P(A)-P(B).

Man beachte: Ereignisse sind grundsétzlich nicht als unabhéngig zu betrachten!

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir A und B sind

P(A|B) = P(]j‘(;f)
und
P(B|A) = P;A(Z)B)

Allgemeiner Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeiten:

P(ANB)=P(A|B)P(B)=P(B|A)P(A)
Theorem von BAYES:

_P(ANB) _ P(A|B)P(B)
P(Bl4) = P(A)  P(A|B)P(B)+ P(A|B)P(B)

Verallgemeinerung fiir m Ereignisse A; (i =1,...,m):

Diese m Ereignisse zerlegen die Ergebnismenge, d.h. sie sind disjunkt und fiillen 2 aus.
Enthélt Q noch ein Ereignis B, so schneidet B mindestens ein Ereignis A;j, und B ist dann

P(B)=P(AiNB)+P(A2NB)+---+ P(A,NB)
Es gilt hier das Bayessche Theorem:

_P(4NB)_ P(BIA)P(A)
PRI =pB) = S, P(BIA,) P(A;)

Ubung:
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Was ist P(A|B), falls A und B disjunkt sind?

Was ist P(A|B), falls A und B stochastisch unabhéngig sind?
Losungen der Ubungen
Beispiel mit den Kursverlaufen

1. Darstellung der verschiedenen Wahrscheinlichkeiten

K, K

0,55 0,45
K5 KiNnKs ?1 NKoy
0,55 0,4 0,15
aus Summe der Zeile
FQ Kin Fg Fl N FQ
0,45 0,15 0,3
aus Summe der Zeile

2. Bei stochastischer Unabhéngigkeit miisste die gemeinsame Wahrscheinlichkeit gleich dem
Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten sein.

P(Kl ﬂKQ) =04

aber

P(K1)- P(K3) =0,55-0,55 # 0,4

Also sind die Ereignisse stochastisch abhéngig.

3. Es ist
KiNKs 0,4
P(Ky|K;) = —
(K| K1) K 0,55
und
— Klﬂfg 0,15
P(Ks|Kq) = —
(K2|K1) K 0,55
4.
— FlﬂKg 0,15
P(K K1) = —— =
(K3l K1) K 0,45

Ubungen zu Theoretische Erkenntnisse

Losung: 0; P(A).
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2.3 Kombinierte Zufallsvorgiange

Kombinierte Zufallsvorginge (insbesondere wiederholte oder mehrfache Versu-
che).

Allgemeines

Beispiele fiir kombinierte Zufallsvorgénge:

e Eine Miinze werfen, dann einmal wiirfeln.

e Aus einer Urne ohne Zuriicklegen 3 Kugeln zichen.

e Aus einer Lostrommel 10 Gewinner ziehen.

e Gewinnspiel: Aus drei Toren eines wihlen. Falls richtiges Tor, Wahl zwischen zwei Um-
schliagen.

e 5x auf ein Ziel schieflen.

Beispiel fiir die formale Definition

Es sollen nacheinander drei Zufallsexperimente durchgefiihrt werden. Die Wahrscheinlich-
keit, dass beim ersten Versuch das Ereignis A, beim zweiten Versuch das Ereignis B und
beim dritten Versuch das Ereignis C resultiert, wird bezeichnet als P(A() A B A CO)).
A, B und C koénnen verschiedenen Ergebnismengen entstammen! Der hochgestellte Index
kann unter Umstdnden weggelassen werden.

Beispiel fiir unabhingige Versuche
Wir betrachten den Zufallsvorgang: Wir werfen zuerst eine Miinze und wiirfeln dann.
Die beiden Versuche haben jeweils die Ergebnismenge

Oum = {Wappen (W); Zahl (Z)} bzw. Qw = {1,2,3,4,5,6}

Es ergibt sich fiir diesen kombinierten Versuch die Ergebnismenge Q* als kartesisches Pro-
dukt von Oy und Qw :

O*f = {(W; 1), (W;2), (W;3), ..., (W;6), (Z; 1), (Z; 2), ..., (Z; 6)}.
Q* hat 12 Elemente. Jedes Element hat die selbe Wahrscheinlichkeit, gezogen zu werden.

Wir suchen nun die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A*: Es wird erst Wappen geworfen
und dann mindestens Finf (F) gewiirfelt:

Das Ereignis A* = W) A F®) belegt in Q* 2 Elemente. Wir erhalten dann fiir die Wahr-
scheinlichkeit nach dem Symmetrieprinzip

P(A) = P(WWM AF?)) = % ==

Wiirfeln und Miinzwurf sind jedoch stochastisch unabhéngig und die Wahrscheinlichkeit
muss nicht umsténdlich iiber die Ergebnismenge ermittelt werden. Also ist dann

P(A7) = P(WW). P(F®) =

N =
N
(@)
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Ubung

Sie wurfeln 3 mal. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalten Sie zuerst zwei mal Sechs und
dann hochstens Zwei?

Losung: 17(1)8 .
Wiederholte Versuche kénnen aber oft stochastisch abhingig sein.

Aus einer Urne mit 2 roten und 1 schwarzen Kugeln sollen zwei Kugeln ohne Zuriicklegen
gezogen werden.

Das zweite Ergebnis ist vom ersten natiirlich nicht mehr unabhéngig, weil sich je nach erster
gezogener Kugel der Inhalt der Urne dndert. Es sei: R: eine rote Kugel wird gezogen und
S: eine schwarze Kugel wird gezogen.

Wir wollen zuerst die Ergebnismenge der abhéngigen Versuche analysieren. Nummerieren
wir die beiden roten Kugeln in R; und Ry. Man kann dann bei zwei mal ziehen folgende
Ergebnisse erhalten:

Q* = {(Ry1; R), (R1; S), (Re; Ra), (Ra; S), (S; Ra), (S; Ra)}
Q* hat insgesamt 6 Ergebnisse.

Wir definieren das Ereignis A: Zuerst wird eine rote (R), dann eine schwarze Kugel (S)
gezogen, also A = R A @),

Es gibt in Q* zwei Ergebnisse, die A betreffen, also ist die Wahrscheinlichkeit

Dieses Beispiel war einfach. Aber kann jetzt bei abhéngigen Versuchen auch die Wahr-
scheinlichkeit fir das kombinierte Ereignis unter Verzicht auf die vollstdndige Darstellung
der Ergebnismenge bestimmt werden?

Bei stochastisch abhangigen Versuchen kénnen die Wahrscheinlichkeiten nicht mehr ohne
weiteres als Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten der Ereignisse bestimmt werden. Man
kann aber sukzessiv den Multiplikationssatz der Ereignisse anwenden, der von den bedingten
Wahrscheinlichkeiten bekannt ist: P(AnB) = P(A) - P(BJA). Die Wahrscheinlichkeit, dass
beim ersten Mal A und beim zweiten Mal B resultiert, ist also

P(ADAB®) = p(AM). p(BZ)|AM)

Es ist nach der obigen Formel

P(A) =P(RMWNS2) = I;(R(l)) .]13(5(2)|R(1)) )
= 3 ‘2 =3
Beim ersten Versuch Beim zweiten Versuch
sind 3 Kugeln in der sind noch 2 Kugeln
Urne; zwei sind rot in der Urne; eine ist
schwarz.

Diese Regel lésst sich auch auf mehr als zwei Ereignisse erweitern:
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Beispiel

Aus einer Urne mit 10 roten (R) und 5 schwarzen (S) Kugeln sollen ohne Zuriicklegen
nacheinander drei rote Kugeln gezogen werden. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist

10 9 8
P(RYAR®P ARGy = —=. 2.2

(RENEENET) 15 14 13
Fiir mehr als zwei Ereignisse kann der allgemeine Multiplikationssatz der Wahrschein-
lichkeiten angewendet werden. Er gilt auch fiir Ereignisse, die nicht aus einer gemeinsamen
Ergebnismenge stammen:

PAW AAD Ao AAM) = P(AD) . P(AD|AD) - PAD|AD A AD)).
...-P(A(m)|A(1) AA®@ /\_._/\A(mfl)).

Falls die A(i) (i = 1, 2, ... ,m) stochastisch unabhéngig sind, ist nattirlich wieder

PAWAAD A A Ay = P(AD)Y. P(A®)..... P(AM)

Je nachdem, wie die Problemstellung ist, gibt es fiir die Berechnung von Wahrscheinlich-
keiten kombinierter Zufallsvorgéinge also verschiedene Moglichkeiten:

1. Wir bestimmen alle Elemente von Q*, falls das moglich und durchfithrbar ist. Dann
wenden wir das Symmetrieprinzip an.

2. Wir iiberlegen uns, beispielweise mit Hilfe der Kombinatorik, die Zahl der Elemente
in Q* und wenden dann das Symmetrieprinzip an.

3. Wir verwenden den allgemeinen Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeiten und
kénnen vielleicht sogar stochastische Unabhéngigkeiten ausniitzen.

Urnenmodelle

Bei wiederholten Versuchen greift man haufig auf das so genannte Urnenmodell zuriick:
Dieses Modell funktioniert im Prinzip folgendermafien: Eine Urne enthélt N viele Kugeln, die
sich voneinander unterscheiden lassen. Es werden n viele Kugeln gezogen. Man interessiert
sich fiir die Zahl von Kugeln mit einem bestimmten Merkmal unter den n gezogenen.

Wir unterscheiden grundsétzlich

e das Urnenmodell mit Zuriicklegen: Eine Kugel wird gezogen und wieder zuriickgelegt
e das Urnenmodell ohne Zuriicklegen: Eine Kugel wird gezogen und nicht wieder
zurlickgelegt

Viele Zufallsvorgénge, speziell die wiederholter Versuche, konnen auf das Urnenmodell zu-
riickgefiihrt werden. Den Anfinger mag die Vorstellung, eine Kugel zu ziehen und wieder
zurlickzulegen, eigenartig anmuten, aber so kann man unabhéingige Versuche modellieren:
Betrachten wir den Zufallsvorgang, zwei mal zu wiirfeln, so kann man stattdessen auch aus
einer Urne mit 6 verschiedenen Kugeln zwei mal jeweils eine ziehen und wieder zuriicklegen.

Kombinatorik

Wir haben eine Urne mit N Kugeln gegeben. Es sollen n Kugeln gezogen werden. Wir
befassen uns nun mit der Zahl der moéglichen Ergebnisse bei wiederholten Versuchen. Hier
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miissen wir die verschiedenen Arten der Anordnung gezogener Kugeln im Urnenmodell
beriicksichtigen.

Zur Verdeutlichung dieser Aufgabenstellung betrachten wir eine Urne mit 3 Kugeln A, B, C.
Es sollen n = 2 Kugeln gezogen werden. Wie viel verschiedene Paare wiirden wir erhalten?

Wir unterscheiden die Aufgabenstellungen
Mit Wiederholung - Mit Beriicksichtigung der Reihenfolge

Die Buchstaben werden mit Zuriicklegen gezogen; ein Buchstabe kann also mehrmals im
Paar auftauchen. Es kommt auf die Reihenfolge der Buchstaben an. Es sind folgende ver-
schiedene Paare moglich:

(A A), (AB), (A)C), (B,A), (B,B), (B,C), (C,A), (C,B), (C,C).
Es gibt insgesamt N™ viele verschiedene Ergebnisse, wie man leicht sieht.
Mit Wiederholung - Ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge
Es sind folgende verschiedene Paare moglich:

(AJA), (AB), (A,C), (B,B), (B,C), (C,C).

N+n—1

n ) viele verschiedene Ergebnisse.

Es gibt insgesamt (
Ohne Wiederholung - Mit Beriicksichtigung der Reihenfolge

Die Buchstaben werden ohne Zuriicklegen gezogen; ein Buchstabe kann nur einmal im Paar
auftauchen. Es sind folgende verschiedene Paare moglich:

(A,B), (A,C), (B,A), (B,C), (C,A), (C,B).

_N!

Es gibt insgesamt N—n)!

viele verschiedene Ergebnisse.
Ohne Wiederholung - Ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge
Es sind folgende verschiedene Paare moglich:
(A,B), (A,C), (B,C).
Es gibt insgesamt (]X ) viele verschiedene Ergebnisse.
Ubungsbeispiel

Aus vier Personen Anna (A), Balduin (B), Cicilie (C), Dagobert (D) werden zwei zum
Geschirrspiilen ausgelost, wobei eine Person abspiilt und eine abtrocknet.

Handelt es sich um ein Modell mit oder ohne Zuriicklegen? Theoretisch wére auch ein Modell
mit Zuriicklegen denkbar. Da das aber als unfair empfunden wird, gehen wir vom Modell
ohne Zuriicklegen (M. o. Z.) aus.

o Mit welcher Wahrscheinlichkeit erwischt es zuerst Cécilie und dann Balduin (Ereignis
E)?

Hier kommt es auf die Reihenfolge der gezogenen , Kugeln“ an.

Methode a: Direkt iiber die Ergebnismenge

Die Ergebnismenge ergibt Q* =
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- (A,B) (A,C) (A,D)
(B,A) - (B,C) (B,D)
(C,A) (C,B) - (C,D)
(D,A) (D,B) (D,C) -

Jedes Paar hat die gleiche Wahrscheinlichkeit, gewédhlt zu werden. Es gibt insgesamt |[Q2*|
= 12 verschiedene Paare.

P(E)=P(C,B) =

Methode b: Uber die Zahl der Ergebnisse Es handelt sich um ein Modell ohne Zuriicklegen
mit Beachtung der Reihenfolge. Es gibt

N! Al 1.2-3-4

(N—n)  (4-2)! 2 12

verschiedene Paare. Es gibt nur ein Ergebnis fiir das Ereignis E. Es ist also

_ Bl _ 1

PE)=1 =
(B) =10~ 13

Methode c¢: Uber den Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeiten

_1r_ 1
4 3 12

o Mit welcher Wahrscheinlichkeit miissen die zwei Méanner abwaschen (Ereignis F)?

P(CMNBA)

Methode a:
Es ist F = {(B,D), (D,B)}. Dieses Ereignis belegt in Q* zwei Elemente. Also ist

Methode b:
M.o0.Z, ohne Beachtung der Reihenfolge. Es gibt

N N! 1-2.3-4

n

verschiedene Paare . Es ist also P(F) = %

Methode c:
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3 Zufallsvariablen

Beispiel zum Begriff der Zufallsvariablen

Die frankische Druckerei Printzig nennt 10 multifunktionelle Hochleistungsdrucker ihr ei-
gen. Drei Drucker sind von der Firma Alpha, zwei sind von Beta, vier von Gamma und einer
stammt von der Firma Delta. Da die Drucker auch von Kunden bedient werden, fallen sie
aufgrund unsachgeméfler Handhabung haufig aus. Man hat festgestellt, dass alle Drucker
in gleichem Mafle anfillig sind. Wegen der Gewéhrleistung wird bei jedem Ausfall ein War-
tungstechniker der betreffenden Firma geholt. Die Kosten fiir die Wiederherstellung eines
Druckers hdngen vom Hersteller ab, wobei die Drucker der Firma Gamma in der Reparatur
am billigsten sind.

Am liebsten ist es natiirlich Herrn Printzig, wenn ein Drucker mit den geringsten Repara-
turkosten ausfallt.

Uberlegen wir:
Welche Ergebnismenge gehort zu dem Zufallsvorgang: Ein Drucker féllt zufillig aus?
Mit welcher Wahrscheinlichkeit entstehen Herrn Printzig die geringsten Kosten?
Wir erhalten die Ergebnismenge

Q = {Ay, Ag, A3, By, By, Gy, Go, G3, Gy, D1},

wobei z.B. By Drucker Nr. 2 der Firma Beta bedeutet. G sei das Ereignis, die geringsten
Reparaturkosten zu haben. Jeder Drucker hat die gleiche Wahrscheinlichkeit, auszufallen.
Dann ist nach dem Symmetrieprinzip

ZahlderG-Drucker |G| 4
P(G) = = —=—=04
(@) ZahlallerDrucker — |©2] 10

Die Kosten fiir die Reparatur eines Druckers betragen je nach Hersteller wie folgt:

Hersteller Alpha Beta Gamma Delta
Kosten (Eu- 50 60 30 100
10)

Uberlegen wir: Wieviel muss Herr Printzig pro Ausfall im Durchschnitt bezahlen?

Ordnen wir nun der Ergebnismenge die entsprechenden Kosten zu:

A1 A2 Ag B1 BQ Gq GQ Gg G4 D1
{ 4 { { { I { { 4 I
50 50 50 60 60 30 30 30 30 100
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Q hat 10 Ergebnisse und jedes Elementarereignis hat die Wahrscheinlichkeit 1/10. Jeder
Drucker féllt dann auch mit der Wahrscheinlichkeit 1/10 aus. Die durchschnittlichen Repa-
raturkosten sind also

1 1 1 1 1 1
50+ 15 +950- 15 +50- 15 +60- 55 +60- 15+ ... +100- 5
- 3 2 4 1
= 50-75+60-75+30- 15+ 100 5
_ 150 4 120 | 120 | 100 _ 490 _
= So+t90 t 90+ 10 = 10 = 49 Euro
Wir haben soeben eine Zufallsvariable konstruiert und zwar, indem wir allen Ergebnissen
von ) eine Zahl zugeordnet haben.

Den Durchschnitt konnten wir erst berechnen, nachdem wir die Drucker mit einer Zahl
versehen hatten. Man kann je nach Interesse den Elementarereignissen beliebige Zahlen
zuordnen. So konnten fiir die laufende Wartung wieder ganz andere Kosten gelten. Nur
die Ergebnismenge ist festgelegt. Man konnte nun die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass
bei einem Ausfall 60 Euro fillig werden: Es gibt 10 Elementarereignisse und zwei davon
entsprechen 60 Euro. Also betragt diese Wahrscheinlichkeit 2/10.

Wir bezeichnen eine Zufallsvariable mit einem grofien Buchstaben. Die Werte, die eine Zu-
fallsvariable annehmen kann, nennt man Auspridgung. Eine bestimmte Ausprigung kenn-
zeichnen wir mit einem Kleinbuchstaben. Nennen wir unsere Zufallsvariable ,,Reparaturkos-
ten“ X. Wir fassen jetzt die verschiedenen Wahrscheinlichkeiten der Zufallsvariablen X in
einer Wahrscheinlichkeitstabelle zusammen. Herr Printzig hat 4 mal die ,,Chance®, 30 Euro
zu bezahlen, also ist die Wahrscheinlichkeit, dass X = 30 ist, gleich 4/10, usw.

Wahrscheinlichkeitstabelle:
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X1 X2 X3 X4
Auspriagung x; 30 50 60 100
Wahrscheinlichkeit f(x;) | 0,4 0,3 0,2 0,1
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Wahrscheinlichkeitsfunktion von X

0,5

f(x)

0 +—— ?;
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

Abb. 13: Wahrscheinlichkeitsfunktion von X: Reparaturkosten

f(x) bezeichnet die zur bestimmten Ausprigung x gehoérende Wahrscheinlichkeit. Es ist
beispielsweise

P(X =60) = f(x3) = £(60) = 0,2,
aber
P(X = 170) = {(70) = 0,
denn fiir X = 70 existiert kein Ergebnis.

Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten ist

m

> fl@)=1

i=1
Man kann diese Wahrscheinlichkeiten auch grafisch als Stabdiagramm darstellen.

Man sieht, dass an den x-Stellen 30, 50, 60 und 100 die Wahrscheinlichkeitsfunktion die
Werte 0,4, 0,3, 0,2 und 0,1 annimmt, aber an allen sonstigen Werten von x Null ist.

Wie grof ist nun aber die Wahrscheinlichkeit, dass Herr Printzig hochstens 50 Euro bezahlen
muss?
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P(X £50) =P(X=30) + P(X =50) =04 + 0,3 =0,7.
Das kann man auch aus der Graphik ersehen: Es ist die Summe der ,,Stdbchen* fiir x < 50.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit muss Herr Printzig weniger als 100 Euro zahlen? Gefragt
ist hier nach P(X < 100). Ein Blick auf die Grafik verrét uns, dass gilt
P(X < 100) = P(X <£60) = P(X=30) + P(X=50) + P(X=60) =04+ 0,3 + 0,2 =
0,9.

05

04 4
0,3 -
0,2 -

0,1 -

0 20 40 60 80 100 120
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0,5

04

0,1

i —

0 20 40 60 80— 100 120

X <100
Abb. 15

Wieviel ist nun P(30 < X < 60)7

Man kann hier wieder die ,Stdbchenmethode® anwenden:
P(30 < X £60) =0,3 + 0,2 =0,5.

Es gibt aber auch eine Rechenregel, die man mit Hilfe der Grafik leicht erkennt:
Pla<X<b)=PX<b)-PX<a),

also
P(30 < X £60) =P(X<60)-P(X<30)=09-04=0,5.

Die Wahrscheinlichkeiten P(X < a) einer bestimmten Ausprégung a von X bilden die Ver-
teilungsfunktion von X, die die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X in eindeutiger Weise
beschreibt. Das ist eine Festlegung, die die Statistiker als sinnvoll erachten. Die Verteilungs-
funktionen werden grossbuchstabig als F(a) bezeichnet. Meist wird statt a das Symbol x
verwendet. Wir wollen die Verteilungsfunktion konstruieren, indem wir die obige Graphik
zu Hilfe nehmen und fiir einzelne Stiitzwerte x die Verteilungsfunktion berechnen.

Wie grof ist z.B. P(X < 10)? Es ist P(X < 10) = F(10) = 0.

Ebenso sind P(X < 15) = 0 und P(X <€ 20) = 0.

Es ist also F(a) = 0 fiir alle Werte von a mit - co < a < 30.

Als néchstes untersuchen wir P(X < 30):

P(X <£30) = F(30) = 0,4 . Ebenso sind P(X < 30,1) = 0,4 und P(X < 49,99999) = 0,4.
Die Verteilungsfunktion hat also den Wert F(a) = 0,4 fiir 30 < a < 50.
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Es gilt weiter: P(X < 50), P(X < 59), ... P(X< 60) sind, siehe Graphik: 0,4 + 0,3 = 0,7.

SchlieBlich ist die Wahrscheinlichkeit P(X < 100) oder auch P(X < 110), P(X < 1000) usw...
gleich 1.

Wir kénnen die Wahrscheinlichkeiten zusammenfassen in der Verteilungsfunktion

Verteilungsfunktion von X

-~
v | | | |

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110 120

X

Abb. 16: Verteilungsfunktion von X: Reparaturkosten

0 fiir a < 30

0,4 fir 30 <a <50
P(X <a)=F(a)=140,7 fiir 50<a <60
0,9 fiir 60 <a < 100
1 fir a > 100

Man sieht, dass diese Verteilungsfunktion grafisch eine Treppenfunktion darstellt. Die Punk-
te links an den Stufen zeigen an, dass der Funktionswert dieser Stufe genau zum Punkt a
gehort.

Man kann hier auch die Wahrscheinlichkeiten der Grafik entnehmen, z.B. ist P(X < 70) =
0,9.

Besonders interessiert man sich bei einer Zufallsvariable fiir zwei Kennwerte, Parameter
genannt, die die Zufallsvariable genauer beschreiben.
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Einer ist der durchschnittliche Wert, den die Zufallsvariable ,auf lange Sicht“ annimmt,
wenn der Zufallsvorgang ,sehr oft“ durchgefiithrt wird. Dieser Parameter wird Erwartungs-
wert EX genannt, also der Wert, den man langfristig erwarten kann. Wir hatten ihn schon
oben ermittelt als

3 2 4 1
X =50 10—1—6() 104—30 10+ 00 10 9

die durchschnittlichen Reparaturkosten.

Ein weiterer Parameter ist die Streuung der X, ein Maf}, wie stark die einzelnen Werte von
X von EX abweichen, also 30-49, 50-49, 60-49, 100-49. Da z.B. 100 viel seltener auftritt
als 30, gewichtet man auch diese Abweichungen mit ihrer Wahrscheinlichkeit. Eine Qua-
drierung sorgt dann einerseits dafiir, dass sich positive und negative Abweichungen nicht
aufheben, andererseits fiir eine iiberproportionale Beriicksichtigung von besonders starken
Abweichungen. Man erhalt im Ergebnis als durchschnittliche quadratische Abweichung der
X-Werte von EX die Varianz

Var X = (30—49)%2.0,4+(50—-49)2-0,3
+(60 —49)2- 0,2+ (100 — 49)%-0,1
= 361-0,4+1-0,3+121-0,2+2601-0,1 =429
wobei zu beachten ist, dass sich hier als Einheit Euro? ergibt.

Die Wurzel der Varianz ist die Standardabweichung; man kénnte sie salopp als mittlere Ab-
weichung der Auspriagungen vom Durchschnitt bezeichnen. Sie betrégt in unserem Beispiel
etwa 20,71.

Allgemeine Darstellung einer Zufallsvariablen

Gegeben ist ein Zufallsvorgang mit der Ergebnismenge 2. Jedem Element w aus 2 wird
eine reelle Zahl X (w) zugeordnet mittels die Zufallsvariable X, eine Abbildung:

X:Q-Rw— X(w)

Die Werte von X sind Realisationen, Auspriagungen. Die Verteilung der Zufallsvariablen
kann festgelegt werden mit ihrer Verteilungsfunktion F, definiert als

F(zx)=P(X <x)

Es gilt fiir die Verteilung jeder Zufallsvariablen:

o F(x) ist fir alle x € R definiert.

« 0<Fx)<1.

o F(x) ist monoton steigend, also x; < x9 — F(x1) < F(x2)
o F(x) ist rechtsseitig stetig.
Pla<X<b)=PX<b)-PX <a).
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3.1 Diskrete Zufallsvariablen

Eine Zufallsvariable ist diskret, wenn sie in jedem beschrankten Intervall nur endlich viele
Auspriagungen annehmen kann. Die diskrete Zufallsvariable kann endlich oder abzahlbar
unendlich viele Werte x; (1 = 1,2,..., m bzw. i = 1,2,... ) annehmen.

Beispiele

e Zahl der Schadensleistungen, die in einem Jahr bei einer Versicherung auftreten
o Kinderzahl von Konsumenten
e Zahl der defekten Kondensatoren in einem Fertigungslos

Thre Wahrscheinlichkeitsfunktion ist

flz;) furz=uz;

0 sonst

Es gilt

Zf(xi) = 1.

Die Verteilungsfunktion P(X < a) = F(a) ist die Summe aller Wahrscheinlichkeiten f(x;)
fir x; < a.

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen ist der Durchschnitt des Auftretens ihrer Reali-
sationen. Bei einer diskreten Zufallsvariablen betréigt er

FEX = Z-%f(-%),

falls EX existiert, d.h. nicht unendlich wird.

Die Varianz einer diskreten Zufallsvariablen berechnet sich als
Var X = Z(z —EX)%f(z;).
Nach dem sog.Verschiebungssatz ist auch
Var X = (3w f(2:)) = (EX)?,

im Beispiel:

Var X = 30%.0,4+50%-0,3460%-0,2+100%-0,1 —49?
= 360 + 750 + 720 + 1000 — 2401 = 429.
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3.2 Stetige Zufallsvariablen

Beispiel eines Zeitungskiosks

Dichtefunktion

Dichtefunktion

0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

f(x)

Abb. 17: Dichtefunktion von X

Die Zufallsvariable X: ,An einem Tag verkaufte Menge an Tageszeitungen (in 100) eines
Zeitungskiosks* lasst sich beschreiben mit der (in diesem Fall frei erfundenen) Dichtefunk-
tion

%x—% fir6<z<8
fl@)=43—1z fir8<az<10 .
0 sonst

Diese Zufallsvariable X ist nun stetig, d.h. sie hat in jedem Intervall a < X < b unendlich
viele Auspragungen.

Eine Analyse der Grafik zeigt, dass diese Dichtefunktion symmetrisch beziiglich 8 ist, was
die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten sehr erleichtert.
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0,6 7

0,5

0,2 1
0.1 7

10 1

Abb. 18: W', dass X hochstens 7 ist

Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit bestimmen, dass an einem Tag héchstens 700 Zei-
tungen verkauft werden, also P(X < 7). Wenn wir analog zu der diskreten Zufallsvariablen
vorgehen, wo wir ,die Summe der Stdbchen® ermittelten, miisste die Wahrscheinlichkeit
P(X < a) hier ,unendlich viele Stdbchen, also eine Flache ergeben.

Wir berechnen die Dreiecksflache mit Hilfe der Geometrie:

1
P(X < 7)=Breite des Dreiecks - Hohe des Dreiecks - 3

11 1
-1.-.2 ==
4 2 8
Es ist iibrigens auch
1
P(X<7)=§,

denn bei einer stetigen Zufallsvariablen ist P(X = x) = 0, da es als unmoglich angesehen
wird, genau einen bestimmten Wert x zu ,treffen“. Man betrachtet also bei einer stetigen
Zufallsvariablen nur Wahrscheinlichkeiten der Art P(X < x) o.4.

Es ist P(X < 8) = 0,5, wie man der Grafik sofort entnimmt.
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0,6 7

0,5 ]

0,2 4

0.1 ]

5 6 7 8 10 11

Abb. 19: W' dass X mindestens 9 ist

P(X>9) = % , denn wie man sieht, ist die Flache von P(X > 9) genau gleich der Fléche
P(X <7).

Auflerdem ist P(X <9)=1-P(X >9) = % .
Bestimmen wir die Wahrscheinlichkeit eines Intervalls. Es ergibt
PB<X<9)=PX<9)-PX<8)=0,875-0,5=0,375,

wenn man die Rechenregel fiir P(a < X < b) anwendet.

0.6 7

0,5

0,1 ;

5 6 7 8 9 10 i
5 6 7 8 9 10 i

Abb. 21: W', dass X zwischen 8 und 9

Abb. 20: W', dass X hochstens 9 ist .
liegt

Verteilungsfunktion

Man kann Wahrscheinlichkeiten von X auch als Verteilungsfunktion darstellen. Sucht
man die Wahrscheinlichkeit P(X < a), muss also das Integral von -oo bis a berechnet
werden:

HXg@:F@:/;ﬂ@m

Bei unserem Beispiel sind wir mit verschiedenen Bereichen konfrontiert:
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l.a<®6

2.6<a<8

3.8<a<10

F(a)

4.a>10
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Verteilungsfunktion
1,2 -
(=
0,8 1
= ]
Z06 |
04 -
0,2 -
O . T [
5 11
X
Abb. 22: Verteilungsfunktion von X
0 fir a <6
@ _3,.9 i
P(X<a)=F(a)={ % 22?223 frGsa=s
—%—i-ﬁa—? fur8<a§10
1 sonst

Quantil

Das Quantil x(p) gibt die Auspragung x an, die zu einem bestimmten Verteilungswert p =
F(x) gehort.

Beispiele
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x(0,875) = 9, d.h. zur Wahrscheinlichkeit 0,875 gehort der x-Wert 9.

Ebenso ist x(0,5) = 8. D.h. 8 ist der Median, also wurden an 50% aller Tage hochstens 800
Zeitungen verkauft.

Ubung

Bestimmen Sie P(6,25 < X < 8,75). Mit welcher Wahrscheinlichkeit wurden an den 50%
besten Tagen mindestens 900 Zeitungen verkauft? Gesucht ist hier P(X > 9] X > 8).

Was Sie speziell iiber stetige Zufallsvariablen wissen sollten

Eine stetige Zufallsvariable kann in jedem beschrinkten Intervall unendlich viele Auspra-
gungen annehmen. Thre Verteilung lasst sich durch eine Dichtefunktion f(x) beschreiben.
f(x) ist keine Wahrscheinlichkeit, sondern eine Dichte.

e Die Verteilungsfunktion ist

P(X <a) = F(a) = [ aoo F(x)de
o Esgilt: P(X =a) = 0.
o Wegen P(X =a)=0ist P(X <a)=P(X <a)und P(X > a) =P(X > a)

o Die Dichtefunktion f(x) ist die erste Ableitung der Verteilungsfunktion, falls diese an der
Stelle x differenzierbar ist.

o+ Die Dichtefunktion f(a) kann auch grofier als 1 werden.

o Ausgehend von P(X < x)=p ist das p-Quantil x(p) der Wert x, der zu einer gegebenen
Wahrscheinlichkeit p gehort. Speziell x(0,5) ist der Median.

e Der Erwartungswert einer stetigen Zufallsvariablen ist analog zu oben
EX = [* z- f(z)dz, falls EX existiert, d.h. nicht unendlich wird.

e Thre Varianz ist

VarX:/o:o(x—EX)2~f(:p)daz

wobei auch hier der Verschiebungssatz angewendet werden kann:
Var X = (/ x2f(93)d:c> —(EX)?

Bei symmetrisch verteilten Zufallsvariablen ist im Allgemeinen der Erwartungswert der
Zufallsvariablen gleich dem Median.

In unserem Beispiel ist also EX = 8, denn die Verteilung ist symmetrisch. Das bedeutet,
dass im Durchschnitt pro Tag 800 Zeitungen umgesetzt werden.

Wendet man die gegebene Formel fur EX auf unser Beispiel an, so erhélt man:
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EX

I
e
8

:C-de-i-fé;l'-(%—%)dl‘-f—fslox-(%—%) dx+ [y x-0dx

Entsprechend gilt fiir die Varianz:
Var X = [0 22-0de+ [Pa?- (%—%) dz+ [0 22 (%—%) dx
+ iy % 0dx — 64
4 5,378 523 4710 2
- [ B R eimgeor

Beispiel: Eingehende Anrufe bei Fernsehabstimmungen

F(x) =Inx -In2

F(x)

Abb. 23: Verteilung von Inx - In2

Wiéhrend einer Fernsehsendung wurden die Zuschauer aufgefordert, telefonisch abzustim-
men. Die Leitungen wurden um 14 Uhr freigeschaltet. Dann konnten die Zuschauer bis ca.
17.30 Uhr anrufen. Fiir die eintreffenden Anrufe ergab sich ndherungsweise die Verteilungs-
funktion der stetigen Zufallsvariablen X: Zeitpunkt (Uhrzeit), an dem ein Anruf eintrifft,
wie folgt:

0 fiir x < 2
F(z)=<{Ilnz—In2 fir2<az<2e
1 fiir x > 2e
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Sei jetzt w € 2 ein beliebiger Anruf.
Wir wollen nun bestimmen

die Dichtefunktion f(x)

die Wahrscheinlichkeit dass bis hochstens 15 Uhr der Anruf w eingegangen ist.
die Wahrscheinlichkeit, dass zwischen 15 und 16 Uhr der Anruf w eingegangen ist.
die Uhrzeit, zu der 90% aller Anrufe eingetroffen sind

den Median

den Erwartungswert

die Varianz

RN e

Die Grafik der Verteilung F(X) zeigt den typischen Verlauf einer logarithmischen Funktion.
1. Dichtefunktion f(x)

f(x)=1/x

05

0,4 Bl i

0’3 |

f(x)

02_ ............

0,‘] B o

Abb. 24: Dichtefunktion von Inx - In2

Die Dichtefunktion ist immer die erste Ableitung der Verteilungsfunktion: f(x) = F'(x).

Unsere Verteilungsfunktion ist abschnittsweise definiert. Wir miissen bereichsweise ablei-
ten (dass die Funktion an den Knickstellen moglicherweise nicht differenzierbar ist, tut im
Allgemeinen nicht weh, Hauptsache, die Fliche ergibt 1).

Bereich x < 2: F(z)=0— f(z)=0
Bereich 2 < x € 2e: F(z) =Inz—In2— f(z) =1
Bereich x > 2e: F(z)=1— f(x)=0
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Wir wollen jetzt f(x) noch ordentlich angeben:

L firo<z<2e
o=

0 sonst

Betrachten wir mal die Dichtefunktion: Man sieht hier deutlich, dass die meisten Anrufe
in den ersten 1,5 Stunden nach Freischalten eingelaufen sind. Danach flaut die Zahl der
Anrufe allméhlich ab.

2. Wahrscheinlichkeit, dass bis héchstens 15 Uhr der Anruf w eingegangen ist

Gesucht ist P(X < 3). In der Dichtefunktion ist das die Fldche von 2 bis 3. Diese Fliche ist
das Selbe wie der Funktionswert F(3). Wir erhalten

P(X <3)=In3—1n2=1,0986—0,6931 = 0,4055

Man kann also sagen, dass in einer Stunde ab Freischalten der Leitungen 40% der Anrufe
eingegangen sind.

0,5

| 0,405
Ll 0,8 -
0,3
0,6

f(x)

F(x)

0,2 |
04
0,1 |
0,2 1

Abb. 25: Flache der Dichtefunktion fur
P(X<3) Abb. 26: Verteilungsfunktion fiir P(X<3)
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0,5

0.4 -

0,3 -

f(x)

0,2 -

0,1

Abb. 27: Fliche der Dichtefunktion fir P(3 < X < 4)

3. Wahrscheinlichkeit, dass zwischen 15 und 16 Uhr der Anruf w eingegangen
ist

Gesucht ist hier P(3 < X < 4). Wir wissen schon, dass speziell fir stetige Zufallsvariablen
(bei diskreten muss man noch zwischen < und < unterscheiden) gilt: P(3 < X < 4) = P(X
< 4) - P(X £ 3). Wir erhalten dann

PB3<X<4) =F(4)—F(3)
=In4—In2—(In3—1n2)
=In4—-1In3

= 1,3863 —1,0986 = 0,2877

4. Uhrzeit, zu der 90% aller Anrufe eingetroffen sind

Hier ist die Wahrscheinlichkeit 0,9 gegeben und wir suchen den X-Wert, der zu dieser
Wahrscheinlichkeit passt, also P(X < 7) = 0,9. Gesucht ist also das 90%-Quantil. Wir
bilden den Ansatz

F(?) = 0,9 oder etwas professioneller: F(x(0,9)) = 0,9, also
Inz—In2=0,9—Ilnz=In2+0,9 -z =exp(In2+0,9) ~ 4,91

d.h. etwa um 16.55 waren 90% der Anrufe eingegangen.
5. Median
Der Median ist das 50%-Quantil. Es ergibt sich also analog zu oben:

50
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Inz—In2=0,5—2~3,30

6. Erwartungswert

Der Erwartungswert der Zufallsvariablen X wird bei einer stetigen Zufallsvariablen inte-

griert:
EX:/ x- f(x)dx

Wir miissen hier wieder bereichsweise vorgehen und bestimmen zunachst mal die Teilinte-
grale:

Bereich x < 2: [?__z-0dz =0

Bereich 2 < x < 2e: [7°2- Ldr = [7°1da = [2]3¢ = 2¢ —2 = 3,44.
Bereich x > 2e: [ x-0dx =0

Wir miissen nun die Teilintegrale addieren und erhalten

EX =0+344+0=344

Es kam also ein Anruf im Durchschnitt um 15.30 an.
7. Varianz
Die Varianz berechnet sich nach der Formel
o
Var X = (/ a:?-f(x)dx> —(EX)?
— 00

Analog zu oben erhalten wir

(f;e 2. 1d:z) ( xda:) (2e —2)?
_ [g} — 3442 = (6>2 — 23442 = 0,9681

3.3 Ungleichung von Bienaymé-Tschebyschew

Mit der UNGLEICHUNG VON TSCHEBYSCHEW' oder Biennaymé-Tschebyschew kann man
Wahrscheinlichkeiten einer Zufallsvariablen mit unbekannter Verteilung abschétzen. Beno-
tigt werden als Information der Erwartungswert und die Varianz der Zufallsvariablen, die
im Allgemeinen geschétzt werden miissen.

Die Ungleichung lautet folgendermaflen:

1 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/TSCHEBYSCHOW-UNGLEICHUNG
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Zufallsvariablen

Var X
<

P(X —EX|>¢)

Besser kann man sich die Beziehung vorstellen, wenn man die Betragsungleichung aus-
schreibt :

Var X

P(X<EX—eVX>EX+e) <
€

Diese Abschitzung ist naturgeméafl sehr grob und kann manchmal nichtssagende Ergebnisse
liefern.
Beispiel

Es ist bekannt, dass ein Kaffeeautomat im Durchschnitt 250 ml Kaffee ausschenkt mit einer
Varianz von 100 ml?. Eine Tasse gilt als korrekt befiillt, wenn ihr Inhalt nicht mehr als 30 ml
vom Durchschnitt abweicht. Der Anteil der inkorrekt befiillten Tassen betrdgt héchstens

100 1
P(]X —250] >30) < — = —.
{ E )—302 9
bzw.
1 1
P(XSEX—SO\/XZEX—H%O)g%:g

Umgekehrt gilt dann auch

Var X
2

P(EX—e<X<EX+¢)>1—
bzw.

Var X
2

P(X—EX|<e)>1—
€

Also wére der Anteil der korrekt befiillten Tassen mindestens 8/9.

3.4 Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Beispiel fiir mehrdimensionale Zufallsvariablen

52



Mehrdimensionale Zufallsvariablen

v| 0 5 10 15 [PX=X)

Xj

0,00 | 000 | 010 [ 0,30 0,4
5 000 [ 005 | 005 | 0,10 0,2
10 020 | 0,15 | 0,05 [ 0,00 0,4
P(Y=Y) 0,2 0,2 0,2 0,4 1,0

Abb. 28: Gemeinsame Wahrscheinlichkeit von Qualitdtskontrolle X und
Reklamationskosten Y

0,3

0,25

0,2

fix,y) 0,15

0,1
0,05 10
0 5 Qualitts-
kontrolle X

0

5

Reklamation Y

10 15

Abb. 29: Gemeinsame Wahrscheinlichkeit von Qualitédtskontrolle X und
Reklamationskosten Y

In einer Studie iiber "Total Quality Management" wurde eine umfangreiche Befragung bei
européischen Produktionsbetrieben durchgefithrt. Man erfasste zum einen den Aufwand fiir
die Qualitdatskontrolle wahrend der laufenden Produktion in Prozent der Produktionskosten
und des Weiteren die Aufwendungen fiir Reklamationen prozentual zum Umsatz.

Wir definieren die Zufallsvariablen:
X: Anteilige Kosten der Qualitatskontrolle [%]. Y: Anteilige Kosten der Reklamationen [%)].

Es ergibt sich die unten dargestellte gemeinsame Wahrscheinlichkeitstabelle mit der
i-ten Zeile (i =1, ... , n) und der j-ten Spalte (j = 1, ... , m). (Siehe darunter die graphische
Darstellung der Tabelle.) Man erkennt, wie bei steigendem Aufwand der Qualitatskontrolle
die Ausgaben fiir die Reklamationen sinken.
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Die gemeinsame Wahrscheinlichkeit P(X =5 A Y = 10) = 0,05 werde bezeichnet als
fx v(5;10) .

Die spalten- bzw. zeilenweisen Summen der gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten ergeben die
Randwahrscheinlichkeiten oder auch Einzelwahrscheinlichkeiten der Zufallsvaria-
blen X bzw. Y.

Es ergeben sich also fiir diese beiden Variablen die Wahrscheinlichkeitsverteilungen

fx (x1) 0,4 0,2 0,4
Vi 0% 5% 10% 15%
fy (v3) 0,2 0,2 0,2 0,4

Die Einzelwahrscheinlichkeit berechnet sich als

P(X 2331) = fx(afl) = ZfX,Y(3313yj) s
j=1

also hier
P(X=0)=fx(0)=0+0+0,1+0,3=0,4

3.4.1 Abhiangigkeit von Zufallsvariablen

Stochastische Unabhangigkeit

Falls X und Y stochastisch unabhéngig sind, ist

Ixy (@isyy) = fx (i) - fy (yy)

Beispiel:
ZB.ist P(X=0AY =0)=0,aber P(X=0) - P(Y=0)=04 - 0,2%0.

Also sind X und Y stochastisch abhéngig. Es geniigt schon, wenn die Unabhéngigkeitsvor-
aussetzung fiir ein Paar nicht erfiillt ist.

Kovarianz

Man interessiert sich bei gemeinsam verteilten Variablen im allgemeinen auch dafiir, inwie-
weit zwischen diesen Variablen ein Zusammenhang besteht. In unserer Wahrscheinlichkeit-
stabelle des BEISPIELS? ,Qualititskontrolle* stehen beispielsweise links unten und rechts
oben die groferen Wahrscheinlichkeiten, also scheinen niedrige Ausprigungen von X eher

2 Kapitel 3.4 auf Seite 52
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mit hohen Auspriagungen von Y und hohe Auspriagungen von X eher mit niedrigen Auspra-
gungen von Y einherzugehen.

Wahrscheinlichkeitstabelle des Beispiels von oben

Gemeinsame Wahrscheinlichkeit von Qualitdtskontrolle X und Reklamationskosten Y
x\y 0 5 10 15 fx (@)

0 0,00 0,00 0,10 0,30 0,4

5 0,00 0,05 0,05 0,10 0,2

10 0,20 0,15 0,05 0,00 0,4

fv(y) 0,2 0,2 0,2 0,4 1,0

FEin Maf fiir einen linearen Zusammenhang zweier Zufallsvariablen X und Y ist beispiels-
weise die Kovarianz covXY. Sie ist fiir diskrete Zufallsvariablen definiert als

covXY = ZZ(&:, -

i=1j=1

—EY)fxy(zi;y;)

bzw. wegen des Verschiebungssatzes

n m
cov XY = ZZ% -y fxy(ziy) —EX-EY
i=1j=1

Es ergibt fiir unser Beispiel

EX=0-04+45-0,24+10-04=5

und

£Y =0-02+5-0,2+10-0,2+15-0,4=9

und damit die Kovarianz

covXY = (0—5)(0-9)-0+(5—5)(0—9)-0+(10—5)(0—9)-0,2
+(0-5)(5—-9)-0+(5—5)(5—9)-0,05+ (10— 5)(5—9)-0,15
+(0—5)(10—9)-0,1+ (5—5)(10—9) - 0,05+ (10 — 5)(10 — 9) - 0,05
+(0—5)(15—9)-0,3+(5—5)(15—9)-0,1 4+ (10— 5)(15—9) -0

= 0404 (=5)- 0,1+(—30)'0,3+0+0+0+0
+(—45)-0,2+ (—20)-0,15+5-0,05+0 = —21,25

Eine positive Kovarianz deutet daraufhin, dass eher ein proportionaler Zusammenhang zwi-
schen X und Y besteht, eine negative Kovarianz dagegen, dass eher ein umgekehrt propor-
tionaler Zusammenhang zwischen X und Y besteht.

Korrelationskoeffizient

Ist die Kovarianz null, sind die Zufallsvariablen unkorreliert, sonst korreliert.
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Die Kovarianz ist nicht normiert. Ein normiertes Maf fiir den linearen Zusammenhang stellt
der Korrelationkoeffizient nach BRAVAIS-PEARSON px v dar, der definiert ist als

_ covXY
pXY = vvarX+vvarY

Es gilt fiir den Korrelationskoeffizienten px v :

—1<pxy <1

Ist px,y 1 oder -1, besteht ein exakter linearer Zusammenhang zwischen X und Y.

Sind X und Y stochastisch unabhéngig, ist covXY und damit pxy gleich null. Der Um-
kehrschluss ist nicht zuléssig, da eine nichtlineare Abhéngigkeitsstruktur zwischen X und Y
bestehen kann, die vom Korrelationskoeffizienten nicht erfasst werden kann.

Beispiel:
Wir berechnen zunéachst die Varianz von X als
varX = (0—5)2-0,4+(5—5)%-0,2+(10-5)2-0,4 =20

und entsprechend die Varianz von Y als

varY = 34

Damit erhalten wir

_cov(X)Y)  -2125 0.8149
PXY = X vvarY | v20/34 :

Bedingte Wahrscheinlichkeiten von Zufallsvariablen

Auch fiir Zufallsvariablen sind bedingte Wahrscheinlichkeiten angebbar, ndmlich

die bedingte Wahrscheinlichkeit einer Zufallsvariablen als

und die bedingte Wahrscheinlichkeit zweier Zufallsvariablen

P(XSQ}Z'/\YSyj)

P(X <ailY <y) = —"p 2
>

Entsprechendes gilt fiir 2 und =.
Ebenso gilt:
Wenn X und Y stochastisch unabhéngig sind, ist
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fir alle i,j.

Beispiele:

P(Y>15AY >5) P(Y>15) 04

P(Y > 15]Y >5) = - e i
(Y 2 15]Y 2 5) P(Y >5) P(Y>5) 08

0,5
,Die Hélfte aller Unternehmen mit Reklamationskosten hatte mindestens 15% Aufwand.’

P(Y>5AX=10) 0,15+0,05+0
P(Y >5|X =10) = PxX=100 = _

0,5

,Die Halfte aller Unternehmen mit sehr viel Qualitdtskontrolle hatte Reklamationskosten.”

3.4.2 Funktionen von Zufallsvariablen

Funktion einer Zufallsvariablen
Lineare Transformation einer Zufallsvariablen

Der Student Bert hat eine kleine schicke Appartementwohnung, die er hin und wieder siu-
bern muss. Die Intervalle der Reinigungsaktionen sind unterschiedlich und lassen sich folgen-
dermaflen beschreiben: Die Zeit in Wochen, die nach der letzten Sduberungsaktion verstri-
chen ist, wird als Zufallsvariable X bezeichnet. Die Intervalle verteilen sich folgendermafen:

Zahl der Wochen bis zur 0 1 2 3 4 5
nichsten Putzaktion x;
Wabhrscheinlichkeit f(x;) 0,1 0,2 0,2 0,3 0,1 0,1

X hat den Erwartungswert EX =2,4 und die Varianz 2,04. Rechnen Sie das zur Ubung
selber nach.

Wenn Bert putzen muss, hingt der Aufwand in Stunden von der Zahl der Wochen ab, die
er seine Wohnung vernachléssigt hat. Er braucht jedesmal ca. 1 Stunde fiir das Bad und
einmal Durchsaugen. Fiir die restlichen Arbeiten muss er pro verstrichener Woche noch eine
halbe Stunde Arbeitszeit hinzugeben. Morgen kommen seine Eltern zu Besuch. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit muss Bert heute 2 Stunden putzen? Wie lange putzt er durchschnittlich
jedes Mal?

Hier iiberlegen wir uns zunéchst mal, dass die Putzzeit von der vorherigen ,,Karenzzeit“ X
abhéngt. Sie ist also auch eine Zufallsvariable. Man kénnte sie so darstellen:

Y=140,5-X

Wie ist nun Y verteilt? Y héngt direkt von X ab und wir erhalten die Wahrscheinlichkeit-
stabelle
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Zahl der Wochen bis zur 0 1 2 3 4 5
niachsten Putzaktion x;

Aufgewendete Putzzeit y; 1 1,5 2 2,5 3 3,9
Wabhrscheinlichkeit f(y;) 0,1 0,2 0,2 0,3 0,1 0,1

Man kann sofort sehen, dass Bernd mit einer Wahrscheinlichkeit von 20% 2 Stunden putzen
wird.

Wir wollen nun Erwartungswert und Varianz von Y ermitteln. Der Erwartungswert berech-
net sich wie gewohnt als

EY = Y,yi-f(y:))=1-0,1+1,5-0,2+2-0,2
+2,5-0,34+3-0,1+3,5-0,1
= 0,14+0,34+0,440,7540,3+0,35 = 2,2

Das bedeutet er putzt durchschnittlich 2,2 Stunden.

Die Varianz ergibt sich analog als
varY = S,y flyi)— (EY)?=12.0,1+1,52-0,2+2%.0,2

+2,52.0,3432.0,1+3,52-0,1—2,22
= 0,140,45+0,8+1,875+0,9+1,225—2,22 =0,51

Schon wére es allerdings, wenn man die Parameter der Verteilung etwas einfacher ausrechnen
konnte. Y hat die schone Eigenschaft, dass es eine lineare Transformation von X ist der
Art

Y =a+bX

Bei linearen Transformationen wie oben gilt

EY =a+b-EX

und

varY =b% -varX

Rechnen wir nach:

EY=1405-EX=1+0,5-24=1+1,2=2,2

und

varY =0,5%-varX =0,25-2,04 = 0,51
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Standardisierung

FEine spezielle lineare Transformation ist die Standardisierung einer Zufallsvariablen X durch

g X—-EX
vvarX
Man kann nédmlich Z so umformen:
X EX
= — =a + bX
VvarX VwvarX
mit b= \/ﬁ und a = — \/%, denn Erwartungswert und Varianz von X sind Konstanten.

Es ist dann EZ = 0 und varZ = 1.
Nichtlineare Funktion einer Zufallsvariablen

Lakonisch kénnte man sagen: Eine nichtlineare Funktion ist eine Funktion, die nicht linear
ist. Man kann sie also nicht in der Form Y = a + bx schreiben. Beispiele sind etwa

Y=X% Y=sinX, Y=vVX
Hier kann man die Parameter im Allgemeinen nur iiber die Verteilung der Zufallsvariablen
bestimmen.
Beispiel

Es hat sich herausgestellt, dass der Aufwand an Putzmitteln (ml pro qm) in Abhéngigkeit
von der verstrichenen Zeit quadratisch steigt mit der Funktion

Y =2+1-X2
Zahl der Wochen bis zur 0 1 2 3 4 5
nichsten Putzaktion x;
Aufgewendete Putzmittel 2 3 6 11 18 27
Yi
Wabhrscheinlichkeit f(y;) 0,1 0,2 0,2 0,3 0,1 0,1

Hier kann man Erwartungswert und Varianz von Y nur mit den bekannten Formeln ermit-
teln, etwa

EY = »,vi-f(yi))=2-0,14+3-0,2+6-0,2
+11-0,3+18-0,1+27-0,1
= 0,2+0,6+1,24+3,3+1,842,7=9,8

Lineare Funktionen mehrerer Zufallsvariablen

Zwei Variablen
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Gegeben sind zwei Zufallsvariablen X; und Xs mit den Verteilungsparametern EX;, varXy
und EX5, varXs. Auflerdem sind die beiden Zufallsvariablen korreliert mit der Kovarianz
covX1Xsy. Es wird eine Zufallsvariable

Y =bo+ 01 X1 +b2X>

gebildet. Analog zu oben errechnet sich der Erwartungswert von Y durch

EY =bg+01 EX1+bEXs

Die Varianz von Y setzt sich aus den Einzelvarianzen der Zufallsvariablen zusammen. Hinzu
kommt noch die Kovarianz:

varY = b?vaer + bgvang +2b1bs - cov X1 X9

Wenn die zwei Zufallsvariablen X; und Xg stochastisch unabhéngig sind, ist ihre Kovarianz
Null. Dann reduziert sich die Formel fiir die Varianz auf

varY = bivarX; + bivar X,

Beispiel

Die Versorgung mit Getrdnken in einem Fufiballstadion mittlerer Gréfle wird bei Spielen
von einem Gastronomieunternehmen betrieben. Man weify aus Erfahrung, dass die Zahl der
verkauften Bierbecher von der Zahl der vorbestellten Eintrittskarten abhéngt, und zwar in
unterschiedlicher Weise von einheimischen und auswértigen Besuchern. Es sei X1: Zahl der
bestellten Karten von Einheimischen und Xso: Zahl der bestellten Karten von Auswartigen.

Es hat sich herausgestellt, dass £ X1 = 10.000, X5 = 1000 und varX; = 2000,var Xy = 300
sind.

Zudem sind X; und Xs korreliert, denn je interessanter ein Spiel, desto mehr Einheimische
und Auswaértige schauen das Spiel an. Es ist covX;Xe = 400.

Die Zahl der verkauften Getranke lasst sich angeben als

Y =1004+2X; +3X>

Es ist hier

EY =100+2-10000 4 3-1000 = 23100

und

varY = 22-2000+3%-300+2-2-3-400 = 15500
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Mehr als zwei Variablen

Gegeben sind n Zufallsvariablen X; (i = 1, ..., n) mit den Erwartungswerten EX;, den Vari-
anzen varX; und den paarweisen Kovarianzen covX;Xs, covX;Xs, ..., covX, 1 X, . covX;X;
(i<ji=1,..,n-1;j=i+l, ..., n). Es sei

n
Y =bo+b1X1 +baXo+ .. + by Xy = bo+ > _biX;
i=1

Dann erhalten wir fiir den Erwartungswert

n
EY =by+b1EX1+bEXo+ ...+ b EXy = bo+ Y b EX;
=1

Die Varianz von Y koénnen wir als Summe der Varianzen und paarweisen Kovarianzen er-
mitteln als

m n—1 n
varY = be’uarXi +2 Z Z bibjcov X; X
i=1 i=1 j=i+1

und, falls die Zufallsvariablen X; stochastisch unabhéngig sind, als Varianz

m
varY = Z bZvarX;
i=1
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4 Ausgewahlte Verteilungen

Bei den ausgewéhlten Verteilungen handelt es sich um theoretische Zufallsverteilungen. Das
sind Verteilungen, deren Form durch eine allgemein bekannte Funktion beschrieben wird.
Oftmals kann beobachtet werden, dass die Verteilung bestimmter Zufallsvariablen anné-
hernd durch eine theoretische Verteilung dargestellt werden kann, z. B. das Gewicht von
Héhnchen einer Gefliigelzucht ist meistens anndhernd normalverteilt. Meist haben diese
Verteilungen bestimmte Vorziige, sie konnen leicht berechnet werden, und man kann auch
wahrscheinlichkeitstheoretische Folgerungen ziehen. Hier bekannt ist bereits die Dreiecks-
verteilung.

4.1 Diskrete Verteilungen

4.1.1 Binomialverteilung

Binomialverteilung
Das Urnenmodell mit Zuriicklegen bestimmt die binomialverteilte Zufallsvariable.

Gegeben ist eine Urne mit zwei Sorten Kugeln. Man spricht von einer dichotomen (griech:
zweigeteilten) Grundgesamtheit. Es sind insgesamt N Kugeln in der Urne und M Kugeln
der ersten Sorte. Der Anteil der Kugeln erster Sorte ist also

=5

(0 < 6 < 1). Es werden n Kugeln mit Zuriicklegen gezogen. Es ist die Zufallsvariable
definiert:

X: Anzahl der Kugeln 1. Sorte unter den n gezogenen Kugeln.
Beispiele fiir binomialverteilte Zufallsvariablen

e In einer Urne befinden sich 3 schwarze und 12 weile Kugeln. Es werden fiinf Kugeln
gezogen, wobei jede Kugel sofort wieder zuriickgelegt wird (Modell mit Zuriicklegen).
Wir definieren X als Zahl der weilen Kugeln bei n = 5 Entnahmen.

e 10 mal Wiirfeln. X: Zahl der Wiirfe mit einer Augenzahl von mindestens 5.

o FEinem sehr groflen Fertigungslos von Kondensatoren werden 10 Kondensatoren entnom-
men. Erfahrungsgeméaf} sind 15% der Kondensatoren schadhaft. X: Zahl der schadhaften
Kondensatoren.

e In einer Schulklasse mit 30 Schiilern und Schiilerinnen wird téglich ein Kind per Los
zum Tafeldienst bestimmt. X: Zahl der Tage, die Paula innerhalb von n = 40 Tagen
Tafeldienst machen musste.
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Ausgewahlte Verteilungen

Exkurs
Beispiel: Sie wiirfeln 5 mal. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalten Sie zweimal Sechs?

Offensichtlich handelt es sich bei diesem Problem um ein Urnenmodell mit Zuriicklegen. Es
ware beispielsweise die Wahrscheinlichkeit, dass die ersten zwei Wiirfe Sechs ergeben:

11 1 2 3
9:..5.5.5:<) (5> — 0,01608

Insgesamt gibt es folgende Moglichkeiten, zwei Sechsen zu erhalten, nédmlich:

(SSFFF), (FFFSS), (FFSFS), (FFSSF), (FSFFS), FSFSF), (FSSFF), (SFFFS), (SFFSF)
und (SFSFF).

Hier bedeuten S: eine Sechs wird gewiirfelt, F: keine Sechs wird gewiirfelt. Es gibt insgesamt

5 5-4
:7:1
(2) 1-2 0

verschiedene Moglichkeiten, zwei Sechsen zu erhalten. Wir erhalten fiir die gesamte Wahr-
scheinlichkeit P(X = 2), dass bei fiinf Versuchen genau zwei Sechsen resultieren:

5\ /1\2 /5\°
P(X=2)= ) (6) <6> =10-0,01608 = 0,1608.

Formale Darstellung

Die Zufallsvariable X ist binomialverteilt mit den Parametern n und 0. IThre Wahr-
scheinlichkeitsfunktion lautet (0 < 6 < 1)

(e (1—0)"* falls x=0,1,...,n

P(X =x)=b(x|n;0) = {O sonst.

Der Binomialkoeffizient berechnet sich als

n n!
— " kneN, kn>o.
<k> Rn—gp ST e

Siehe auch in der Wikipedia: BINOMIALKOEFFIZIENT!

Die Verteilungsfunktion P(X < a) = B(a|n; 0) ergibt sich als Summe der Wahrscheinlichkei-
ten einer diskreten Zufallsvariablen, wie in ZUFALLSVARIABLEN? oder DISKRETE ZUFALLS-
VARIABLEN? erldutert.

1 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/BINOMIALKOEFFIZIENT
2 Kapitel 3 auf Seite 33
3 Kapitel 3.1 auf Seite 40
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Diskrete Verteilungen

Wie man der obigen Formel entnehmen kann, ist zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten
die Kenntnis von N und M nicht erforderlich, es geniigt die Bekanntheit von 6 .

Weitere Kennwerte der Binomialverteilung sind
EX=n -0 und varX=mn - 6-(1-6).
Beispiel: Verkehrszihlung

Der Anteil der LKWs an den Kraftfahrzeugen auf deutschen Autobahnen soll fiir unser
Beispiel 20% betragen. Im Rahmen einer Verkehrsziahlung an einer Auffahrt der Autobahn
werden wéihrend einer Stunde 5 einfahrende Fahrzeuge zufillig erfasst.

1. Mit welcher Wahrscheinlichkeit befinden sich 2 LKWs in einer Stichprobe?
2. In wieviel Prozent der Stichproben befanden sich mindestens 2 LKWs in einer Stich-
probe?

Es handelt sich offensichtlich um ein Modell mit Zuriicklegen, denn ein Fahrzeug kann
theoretisch auch mehrmals diese Auffahrt nehmen. Da wir die Fahrzeuge in LKW und
Nicht-LKW unterscheiden, ist die betrachtete Grundgesamtheit dichotom (zwei Sorten Ku-
geln in der Urne). Wir definieren als Zufallsvariable X: Zahl der LKWs bei fiinf gezéhlten

Fahrzeugen.

X ist also binomialverteilt mit den Parametern n = 5 und 6 = 0,2 (20%), in Kurzschreibweise

X ~ b(z]5;0,2)

Wir werden zunachst die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X bestimmen:

X =0 (3)-(%)0-( —g)5_0:1-1-(§)5:% 0,32768
X=1 (i)-(%)l-(g)4:5-g—§:5-% 0,4096
X =2 (3)-(%)2-(3)3:10.‘;@:10.% 0,2048
X =3 (g).(ﬁ)s'(gf:lo.gé:lo-% 0,0512
X =4 (Z).(§)4-(§)1:5-%:5~?j—% 0,0064
X=5 (g)-(é)s-(g)ozyﬁq 0,00032
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Binomialverteilung b(x|5; 0,2)

0 - : : : =
4

Abb. 30: Wahrscheinlichkeitsfunktion der Binomialverteilung
mit n =5 und 6§ = 0,2

Wir erhalten dann die Wahrscheinlichkeitstabelle

Xj 0 1 2 3 4 5
b(xi|5;0,2) 0,32768 | 0,4096 0,2048 0,0512 0,0064 0,00032

Wir konnen also die gesuchten Wahrscheinlichkeiten aus der Tabelle ablesen

1. P(X = 2) = 0,2048
2. P(X >2) =1-P(X < 1) =1- (0,3277 + 0,4096) = 0,2627

Eigenschaften der Binomialverteilung

Bei einem Urnenmodell mit Zuriicklegen und zwei Sorten Kugeln (dichotome Grundgesamt-
heit) ist die Zahl der Kugeln erster Sorte bei n Entnahmen immer binomialverteilt.

Bei einem relativ kleinen Anteil 0 ist die Verteilung rechtsschief (bzw. linkssteil), da die
Wahrscheinlichkeit fiir ein kleines x grof§ ist. Bei einem relativ grofien Anteil 6 ist die
Verteilung linksschief, da die Wahrscheinlichkeit fiir ein grofles x eher grof3 ist.

Ist 6 = 0,5, ist die Verteilung symmetrisch beziiglich x = 3.
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Diskrete Verteilungen

Binomialverteilung b(x|5; 0,8) Binomialverteilung b(x|5; 0,5)

0,45 0,35

04T ] — ]

0,3+

0,35 +

03 0,25
0,25 + 027

K- o)

02+ 0,15
0,15 4

\ 014

01+
005 | “lm =

0 P ; ; ; 0 f f f f
0 1 5 3 4 5 0 1 2 3 4 5
% X

Abb. 31: Wahrscheinlichkeitsfunktion der Abb. 32: Wahrscheinlichkeitsfunktion der

Binomialverteilung symmetrischen Binomialverteilung mit
mit n = 5 und § = 0,8 n=>5und § =0,5
Bemerkung

Bei groflem n wird die Berechnung der Binomialkoeffizienten ein numerisches Problem, das
allerdings beispielsweise mit der STIRLING-FORMEL* gelost werden kann. Bei der Berech-
nung von Verteilungswerten kann allerdings die Addition der Wahrscheinlichkeiten sehr um-
standlich werden. Unter Umsténden kann man die Funktionswerte der Binomialverteilung
durch die POISSONVERTEILUNG® oder auch durch die NORMALVERTEILUNGS approximieren.

Siehe auch in der Wikipedia: BINOMIALVERTEILUNG

4.1.2 Hypergeometrische Verteilung
Das Urnenmodell ohne Zuriicklegen bestimmt die hypergeometrisch verteilte Zufalls-
variable.

Gegeben ist eine Urne mit zwei Sorten Kugeln. Man spricht von einer dichotomen (griech:
zweigeteilten) Grundgesamtheit. Es sind insgesamt N Kugeln in der Urne und M Kugeln
der ersten Sorte. Der Anteil der Kugeln erster Sorte ist also

0=—
N

(0 <60 <1). Es werden n viele Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Es ist die Zufallsvariable
definiert:

X: Anzahl der Kugeln 1. Sorte unter den n gezogenen Kugeln.

Beispiele fiir Hypergeometrische Verteilungen

HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/STIRLING-FORMEL
Kapitel 4.1.3 auf Seite 69

Kapitel 4.2.1 auf Seite 71
HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/BINOMIALVERTEILUNG

SIS NN
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Ausgewahlte Verteilungen

e In einer Urne befinden sich 3 schwarze und 12 weile Kugeln. Es werden fiinf Kugeln ohne
Zuriicklegen gezogen (Modell ohne Zuriicklegen). Wir definieren X als Zahl der weiflen
Kugeln bei n = 5 Entnahmen.

e Einem Fertigungslos von 100 Kondensatoren werden 10 Kondensatoren entnommen. Fr-
fahrungsgeméaf sind 15% der Kondensatoren schadhaft. X: Zahl der schadhaften Kon-
densatoren unter den 10 gezogenen.

Eine Zufallsvariable X ist hypergeometrisch verteilt mit den Parametern N, M und
n, wenn ihre Wahrscheinlichkeitsfunktion lautet

MY (N-M
(z)((z\;s—w) firx=0,1,...,n

n

P(X =z)=h(z|N;M;n) =
0 sonst

Die Verteilungsfunktion P(X < a) = H(a|N; M; n) ergibt sich als Summe der Wahrschein-
lichkeiten einer diskreten Zufallsvariablen, wie in ZUFALLSVARIABLEN® oder DISKRETE ZU-
FALLSVARIABLEN? erliutert.

Weitere Kennwerte der hypergeometrischen Verteilung sind Erwartungswert und Varianz,

EX:n-% und UarX:n-%-(l—%) %:Tf

Der letzte Bruch wird Korrekturfaktor genannt; er korrigiert die Varianz bei einem Modell
ohne Zuriicklegen. Wir konnen leicht sehen, dass fiir eine sehr grofie Grundgesamtheit (N)
dieser Faktor etwa 1 wird. Bei einer groflen Grundgesamtheit kann man also das Modell
ohne Zuriicklegen durch ein Modell mit Zuriicklegen anndhern.

Beispiel:

Von den sechs Rettichen, die eine Marktfrau auf dem Wochenmarkt verkauft, sind vier
holzig. Der Student Paul sucht sich 4 Rettiche aus. Man kénnte sich nun fragen: Mit welcher
Wahrscheinlichkeit erwischt er alle holzigen?

Hier haben wir es unzweifelhaft mit einem Modell ohne Zuriicklegen zu tun. Da wir
holzige und nicht holzige Rettiche vor uns haben, ist die betrachtete Grundgesamtheit
dichotom (zwei Sorten Kugeln in der Urne).

Wir definieren als Zufallsvariable X: Zahl der holzigen Rettiche bei n = 4 Entnahmen.

X ist also hypergeometrisch verteilt mit den Parametern N = 6, M = 4 und n = 4, in
Kurzschreibweise

X ~ h(z|N;M;n) = h(x|6;4;4)

Wir werden zunédchst die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X bestimmen:

X =0 () (iZ0) _ 10 0

8  Kapitel 3 auf Seite 33
9 Kapitel 3.1 auf Seite 40
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Diskrete Verteilungen

X -1 0.0 1 .
X2 0.8 g .
X3 0.0 1 .
X -4 BTG f

Uberlegen Sie sachlogisch, warum die ersten beiden Wahrscheinlichkeiten Null sind.

Der Student Paul wird also mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/15 alle vier holzigen Rettiche
erwischen.

Bemerkung

Werden M oder N grof3, wird die Berechnung der Binomialkoeffizienten ein numerisches
Problem, das allerdings beispielsweise mit der Stirling-Formel gelost werden kann. Da der
Unterschied zwischen einem Modell ohne Zuriicklegen und mit Zuriicklegen bei groflem
N unerheblich wird (ob man bei einer Entnahme 10000 oder 10001 Kugeln in der Urne
hat, macht zahlenméfig wenig aus), kann man bei groflem N auch ndherungsweise ein
Modell mit Zuriicklegen (siehe hierzu BINOMIALVERTEILUNG'?) verwenden. Hiufig ist auch
N unbekannt, hier kann das Modell ohne Zuriicklegen gar nicht berechnet werden.

4.1.3 Poissonverteilung

Wir betrachten eine poissonverteilte Zufallsvariable X mit den Ausprdgungen 0, 1, 2, ....
Typische Beispiele fiir eine poissonverteilte Zufallsvariable sind:

e Es betreten in einer Minute durchschnittlich A = 2 Kunden einen Kassenschalter. Wir
definieren als X: Zahl der Kunden, die wahrend einer bestimmten Minute an den Bank-
schalter kommen.

¢ Die Studentin Paula kauft sich in der Cafeteria ein Stiick Riithrkuchen. Wir definieren als
X: Zahl der Rosinen in diesem Kuchenstiick. Der Bécker rechnet bei 20 Stiick Kuchen
mit 100 Rosinen. X ist also poissonverteilt mit dem Parameter A = 5.

o Wir definieren als X: Zahl der Schadensfélle einer Versicherung im néchsten Jahr. Man
weif}, dal pro Jahr durchschnittlich 500 000 Schadensfille auftreten. Der Parameter ist
hier A = 500 000.

Man geht also typischerweise von den folgenden Fragestellungen aus: Anzahl des Auftretens
eines Phénomens in einer Zeit- , Gewichts- oder sonstigen Einheit. Die Zufallsvariable X ist
poissonverteilt mit dem Parameter \.

Thre Wahrscheinlichkeitsfunktion lautet (A > 0)

10 Kapitel 4.1.1 auf Seite 63
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Ausgewahlte Verteilungen

e A\

PX =) =p@) = {0 : sonst

firx =0, 1, ...

Die Verteilungsfunktion P(X<a) = Px(a|\) ergibt sich als Summe der Wahrscheinlichkeiten
einer diskreten Zufallsvariablen, wie in ZUFALLSVARIABLEN'! oder DISKRETE ZUFALLSVA-
RIABLEN'? erldutert.

Es gilt bei der Poissonverteilung: EX = varX = A.

Die Poissonverteilung ist reproduktiv: Eine Summe von n stochastisch unabhéngigen pois-
sonverteilten Zufallsvariablen X; (i = 1, ..., n), mit jeweils dem Parameter J\;, ist wiederum
poissonverteilt, und zwar mit dem Parameter

Beispiel:

Von den mundgeblasenen Glésern einer Glashiitte ist bekannt, dass im Durchschnitt 0,2
Fehler pro Glas auftreten.

Es ist die diskrete Zufallsvariable X: ,,Die Zahl der Unreinheiten in einem Glas“ anndhernd
poissonverteilt:

X = p([0,2)
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat ein Glas genau einen Fehler?

—0,2 | 21
P(X=1)= % =0,2-¢7%2=0,1637

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat ein Glas mindestens zwei Fehler?

P(X>2)=1-P(X <1)=1- (502 4 <2702

=1-¢%2-0,1637=1-0,8187—0,1637 = 0,0175.
¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit enthalten drei Gléser zusammen mindestens zwei Fehler?
Man geht davon aus, dass die Fehler der Gléser stochastisch unabhéngig sind.

Man definiert als neue Zufallsvariable Y = X; + X + X3, mit X7 als Zahl der Fehler des
ersten Glases usw. Es ist dann Ay =0,240,2+0,2 = 0,6 und

P(Y 22)=1-P(y <1) =1 (500" 1 < 0s')

11 Kapitel 3 auf Seite 33
12 Kapitel 3.1 auf Seite 40
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::1——(e_oﬁ-+(L6-e_0£> =0,1219.

4.2 Stetige Verteilungen

4.2.1 Normalverteilung

Was ist die Normalverteilung?

0,08 Q(x)
0,06 -
0,04 -
0,02 -
o m T LI B
30 35 40 45 50 55 60 65 70
Gewicht x

Abb. 33: Normalverteilung des Gewichts von Eiern (g)

Beispiel:

Auf einer Hithnerfarm mit sehr vielen Hithnern werden eine Woche lang die einzelnen Eier
gewogen. Definieren wir die Zufallsvariable X: Gewicht eines Eis in Gramm. Es stellt sich
heraus, dass ein Ei im Durchschnitt 50 g wiegt. Der Erwartungswert EX ist daher 50.
AuBlerdem sei bekannt, dass die Varianz varX = 25 g? betrigt. Man kann die Verteilung
des Gewichts anndhernd wie in der Grafik darstellen. Man sieht, dass sich die meisten Eier
in der Néhe des Erwartungswerts 50 befinden und dass die Wahrscheinlichkeit, sehr kleine
oder sehr grofie Eier zu erhalten, sehr klein wird. Wir haben hier eine Normalverteilung
vor uns. Sie ist typisch fiir Zufallsvariablen, die sich aus sehr vielen verschiedenen Einfliis-
sen zusammensetzen, die man nicht mehr trennen kann, z.B. Gewicht des Huhns, Alter,
Gesundheit, Standort, Vererbung usw.

Die Dichtefunktion der Normalverteilung ist definiert als
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(z—p)?

(ﬁm(.’IJ’M;Jg) = 202 ) fir x €R,

exp(—
2.m-02 (
wobei E(X) =y und varX = o? ist. Man sagt, X ist normalverteilt mit den Parametern

und o2, in Symbolschreibweise
X ~ ¢ (x|p;0?%) oder kiirzer X ~ N (u;0?).
In unserem Beispiel ist X ~ N(50;25).

Die Normalverteilung ist symmetrisch beziiglich p. Die Verteilung P(X < a) von X ist wieder
die Flache unter dem Graphen der Dichtefunktion. Sie wird bezeichnet als

P(X <a) = ®,(alp;0?) fiir alle a € R.

Beispielsweise betragt die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ei héchstens 55 g wiegt, 0,8413. Das
entspricht der roten Fléche in der Abbildung.

Das Integral der Dichtefunktion kann nicht analytisch berechnet werden. Die Werte der
Verteilungsfunktion liegen i.a. TABELLARISCH!3 vor. Es besteht nun das Problem, dass fiir
jeden Wert von p und o2 eine eigene Tabelle vorliegen miisste. Hier ist hilfreich, da die aus X
standardisierte Zufallsvariable Z wiederum normalverteilt ist und zwar mit den Parametern
0 und 1. Es kann jede beliebige Normalverteilung standardisiert werden. Mit Hilfe der
standardisierten Zufallsvariablen wird dann die gesuchte Wahrscheinlichkeit bestimmt.

Standardnormalverteilung

0,4000 -+
0,3500 4+
0,3000 4
0,2500 4
0,z000 4
0,1500 4
o,1000 4

0,0500 +

0,0000 } } } } } } } } |
o I T R ¥ TR = SN T S T N o BN T B 1 B T R
; 5 R a A : = Y

— o] o — o~ 7!

1 1 2

Abb. 34: Dichtefunktion der Standardnormalverteilung

Man definiert also eine neue Zufallsvariable

13 Kapitel 12.1.1 auf Seite 227
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_X—EX_X—M
vVovarX o

Diese Zufallsvariable Z ist normalverteilt mit EZ = 0 und varZ = 1. Ihre Dichtefunktion ist
in der folgenden Grafik dargestellt. Es ist also Z ~ N(0;1).

Z

Die Dichtefunktion von Z ist

1 2
ewp(—%) firz eR

(Zsz(Z’O; 1) -

3

Ihre Verteilung, die man auch kurz als ®(z) bezeichnet, ist (z const.)

z
P(Z<2z)=%(z)= / o(u)du.
—0oQ
Verteilungswerte
Es ist beispielsweise die Wahrscheinlichkeit
P(Z <0,44) = 0,6700

und

P(Z >1,64) = 0,0505.

Wir wollen nun den Anteil der Eier mit hochstens 55 g bestimmen, also P(X < 55). Wir
standardisieren:

r—p  55-50

1.
o V25

z =

Es ist dann

P(X <55)=P(Z<1)=%(1)=0,8413.

Der Wert 0,8413 der Verteilungsfunktion wird in der NORMALVERTEILUNGSTABELLE' er-
mittelt. Der folgende Ausschnitt aus der Tabelle soll die Vorgehensweise verdeutlichen: In
der ersten Spalte der Tabelle sind die zwei ersten signifikanten Stellen der Ausprigung z
angegeben, in der ersten Tabellenzeile die zweite Nachkommastelle, so dass sich beispiels-
weise z = 1,00 zusammensetzt aus 1,0 + 0,00. Wo sich Zeile und Spalte des betreffenden
Z-Wertes kreuzen, steht die gesuchte Wahrscheinlichkeit.

| z | 0,00 | 0,01 | 0,02 |

14 Kapitel 12.1.1 auf Seite 227
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z 0,00 0,01 0,02
0,0 5000 5040 5080
0,1 5398 5438 5478
0,2 5793 5832 5871
0,3 6179 6217 6255
0,4 6554 6591 6623
0,5 6915 6950 6985
0,6 7257 7291 7324
0,7 7580 7611 7642
0,8 7881 7910 7939
0,9 8159 8186 8212
1,0 8413 8438 8461
11 8643 8665 8686
1,2 8849 8869 8888

Abb. 35:

Der errechnete Wert z kann gerundet werden, falls die errechneten Stellen die Zahl der
Stellen des tabellierten z-Wertes {ibertreffen. Da die Verteilung von Z symmetrisch beziiglich
w = 0 ist, geniigt die Tabellierung der Verteilungswerte ab z = 0 bzw. ®(z) = 0,5. Es gilt,
wie man auch anhand der Grafik leicht sieht:

P(Z<—2)=P(Z>2)=1-P(Z<z)=1-9(z)

bzw.
O(—2z)=1-9(z2)
Beispiel:
P(Z<-1) = P(Z>1) = 1-P(Z<1)
= 1-¢(1) = 1-0,8413 =0,1587
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Quantil

Héufig sucht man zu einer gegebenen Wahrscheinlichkeit p den dazugehorigen z-Wert z(p).
Er wird als p-Quantil bezeichnet.

Es gilt also:

-4

Abb. 36: 97,5%-Quantil der Standardnormalverteilung

Beispielsweise ist z(0,975) = 1,96. Es ist also hier die Wahrscheinlichkeit 0,975 gegeben und
der dazugehorige z-Wert wird gesucht. Man sucht in der Tabelle die Wahrscheinlichkeit
0,9750 und bestimmt dann am Rand den betreffenden z-Wert 1,96.

Liegt p zwischen zwei Tabellenwerten, gentigt es, als p den Tabellenwert zu verwenden, der
p am néachsten liegt.

Beispiel:
Gesucht: z(0,9)

néher bei 0,9
Wahrscheinlichkeit ® 0,8997 0,9015
z-Wert oder Quantil 1,28 1,29

Es ist also z(0,9) ~ 1,28.

Fiir eine Normalverteilung mit x und o2 berechnet sich das p-Quantil als

z(p) = p+o-z(p).

Beispiel:

Wie schwer sind hochstens die 2/3 leichtesten Eier? Gesucht ist also x(0,67):
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z(p) =50+5-2(0,67) = 50+5-0,44 = 52,2.

Das schwerste der 67% leichtesten Eier wog also 52,2g .
Ubung zur Berechnung von ®z(z)

Schraffieren Sie die gesuchte Wahrscheinlichkeit in der Grafik und berechnen Sie die gesuch-
ten Werte:

P(Z < 0,51) P(Z <2,0) = P(Z <-0,51)
N(0; 1) N(0; 1) N(0; 1)
Abb. 37 Abb. 38 Abb. 39
P(1,5 < Z < 2,35) P(- 0,8 <Z < 1,05) P(Z > -0,89)
N(0; 1) N(0; 1) N(0; 1)
Abb. 40 Abb. 41 Abb. 42
P(Z<-1,68UZ2>2) P(Z<-1,96U7Z>1,96) P(Z<-5)
N(0; 1) N(0; 1) N(0; 1)
Abb. 43 Abb. 44 Abb. 45
2(0,975) z(0,8) 2(0,2)
N(0; 1) N(0; 1) N(0; 1)
Abb. 46 Abb. 47 Abb. 48

Ubungen zum Eier-Beispiel
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Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Ei hochstens 60 g wiegt?
Wieviel Prozent der Eier wiegen héchstens 50 g?

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daf ein Ei mindestens 45 g wiegt?
Wieviel Prozent der Eier liegen zwischen 45 und 55 Gramm?

Mit welcher Wahrscheinlichkeit wiegt ein Ei genau 53 Gramm?
Welches Mindestgewicht haben die 30% schwersten Eier?

BNl o

Losungen:

Ubung zur Berechnung von ®,(z)

a) 0,6950 b) 0,9772 c) 0,3050 d) 0,0574 e) 0,6412 f) 0,8133 g) 0,0693 h) 0,05 i)
0 j) 1,96 k) 0,84 1) -0,84

Zentraler Grenzwertsatz

Histogram of mit_1x, with Normal Curve

40 |

g | //7 - >\—7 |
o 30— -
: A1 H N
L 20 —
N
10 - ™~
01— | |
0,0 0,5 1,0

mit_1x

Abb. 49: Histogramm einer gleichverteilten Zufallsvariablen

Gegeben sind die stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen X; (i = 1, 2,...). Die Vertei-
lungen der Summen Yj

YIi=X1,Y,=X1+ X9, ..., Y. =X; + X9+ ... + X, , ...

streben mit wachsendem n gegen die Normalverteilung. Als Faustregel gilt, dafl die Vertei-
lung einer Summe von mehr als 30 stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen schon sehr
gut anndhernd mit der Normalverteilung bestimmt werden kann (n > 30).
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Ausgewahlte Verteilungen

Diese Regel ermoglicht zum einen die Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten unbekannt
verteilter Zufallsvariablen, zum anderen kann die Bestimmung kompliziert zu berechnender
Wahrscheinlichkeitswerte mit der Normalverteilung angendhert (approximiert) werden.

Als Beispiel wurden je 1000 Zufallszahlen von im Intervall [0;1] gleichverteilten Zufallsva-
riablen erzeugt. Der Graph ihrer Dichtefunktion bildet ein Rechteck. Das Histogramm der
Zufallszahlen ldsst bei 1000 Werten deutlich das Rechteck erkennen. Bei der Summe von
zwei gleichverteilten Variablen zeichnet sich die unimodale symmetrische Struktur schon
deutlich ab, wobei zu bemerken ist, dass die Summe von zwei gleichverteilten Zufallsvaria-
blen eine Dreiecksverteilung ergibt. Bei 31 Variablen ist die Naherung zur Normalverteilung
schon sehr ausgepragt.

Histogram of mit_2x, with Normal Curve Histogram of mit_31x, with Normal Curve
60—
50
100 —
> 40+ >
§ 304 §
§ 20 E 50 —
10—+
0 T T 0 T T
0 1 2 10 16 20
mit_2x mit_31x
Abb. 50: Histogramm der Summe von Abb. 51: Histogramm der Summe von 31
zwei gleichverteilten Zufallsvariablen gleichverteilten Zufallsvariablen

Lineare Funktionen der Normalverteilung

Linearkombinationen normalverteilter Zufallsvariablen

Gegeben sind n normalverteilte Zufallsvariablen X; (i = 1, ... , n), mit X; ~ N(u;;0;2). Die
Linearkombination (lineare Funktion)

n
Y=ay+a1 X1+aXo+..+a, X, = ao—i-ZaiXi
i=1

ist ebenfalls normalverteilt (Reproduktivitdt der Normalverteilung), und zwar mit dem
Erwartungswert

n n
EY =ay —i—ZaiEXi =ag+ Zai,ui
=1 =1

und, falls die X;j (i = 1, ... , n) stochastisch unabhéngig sind, mit der Varianz

n n
varY = Za? var X; = Za?a?
i=1 i=1
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Da die Varianz jedoch echt gréfler Null sein muss, muss zudem a; # 0 fiir mindestens ein
j€{l,...,n} gefordert werden.

Verteilung des Stichprobendurchschnitts Sind speziell die n Zufallsvariablen X; (i =

1, ..., n) simtlich normalverteilt mit gleichem p und gleichem o2, ist die Linearkombination
Xmit ag =0, a; = ag = ... = a, = 1/n, also

_ 1

X=-) X;

normalverteilt dem Erwartungswert

N
EX == pn=p
n 4
=1
und, falls die Xi (i = 1, ... , n) stochastisch unabhéngig sind, mit der Varianz

_ 1 & o?
VarX:—2202:—
n® — n

Beispiel

Die Firma Ziemlich&Unbekannt produziert die Giiter Ix und Ypsi. Die monatliche Pro-
duktionsmenge schwankt zuféllig, so dass fiir die produzierten Mengen die Zufallsvariablen
definiert werden: X und Y [ME]. Man weif}:

X ~ N(20;5) und Y ~ N(100;10).
Es wird vermutet, dass X und Y stochastisch unabhéngig sind.
Wir interessieren uns fiir die monatlichen Gesamtkosten K in Creetos (C):

Die monatlichen Fixkosten betragen a = 10.000 C, die variablen Kosten fiir X: b = 500 C
und fiir Y: ¢ = 200 C.

Die monatlichen Gesamtkosten kénnen also dargestellt werden als
K =a+ bX 4+ cY = 10000 + 500X + 200Y.

Wie ist also K verteilt? Wegen der Reproduktivitdtseigenschaft der Normalverteilung miisste
K wieder normalverteilt sein. Seine Parameter sind

EK = a + b EX + ¢ EY = 10.000 4 500 - 20 + 200 - 100 = 40.000
und

varK = b?varX + c?varY = 5002 - 5 + 200? - 10 = 1.650.000.
Also ist K ~ N(40.000; 1.650.000).

Mit welcher Wahrscheinlichkeit entstehen der Firma Gesamtkosten von mindestens 42.000
C?

Es ergibt sich
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o _ 42000—40000
P(K >42000) = 1—P(K <42000) = 1—, (420004000,
1-®.(1,57) = 1-0,9418=0,0582.

Nichtlineare Funktionen der Normalverteilung

x2-Verteilung
Beispiel

Wir haben 3 normalverteilte, paarweise stochastisch unabhéingige Zufallsvariablen Xi, Xo
und X3 gegeben mit den Erwartungswerten i1, po g3 und den Varianzen o2, 092,032, Wir
standardisieren diese Variablen und erhalten 3 standardnormalverteilte Zufallsvariablen Z1,
ZQ und Zg,

X - Xo— X3—
_ A M,Zg: 2 M27Z3: 3 H3

01 02 g3

VA

015

0.06 009 012

003

0.00

l
o 2 4 6 & 10 12 14 16 18 20

X

Abb. 52: Dichtefunktion der x2-Verteilung mit ausgewihlten
Freiheitsgraden

Nun werden die standardnormalverteilten Zufallsvariablen quadriert und aufsummiert. Wir
erhalten eine neue Zufallsvariable
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Y =23+ 75+ 73

Y ist y2-verteilt mit 3 Freiheitsgraden.
Allgemein

Es gilt: Die Summe von m quadrierten, stochastisch unabhéngigen, standardnormalverteil-
ten Zufallsvariablen ist x2-verteilt mit m Freiheitsgraden.

Man sieht anhand der Grafik, dass sich die Dichtefunktion mit wachsenden Freiheitsgraden
einer symmetrischen Kurve nahert.

Die Wahrscheinlichkeit wird bezeichnet als P(Y < a) = fy(a|n). Das p-Quantil ist %%(p;n).

Die Verteilungsfunktion der x2-Verteilung kann nicht analytisch ermittelt werden. Nume-
rische Berechnungen konnen beispielsweise aus Tabellenwerken, etwa TABELLE DER y°-
VERTEILUNG' ersehen werden. Da Y fiir jeden Freiheitsgrad eine eigene Verteilung besitzt,
sind in kleineren Tabellen wie oben nur Quantile nach Freiheitsgraden und ausgewéhlten
Wahrscheinlichkeiten aufgefiihrt. Es ist z. B. das 95%-Quantil (Spalte) der x2-Verteilung
mit 3 Freiheitsgraden (Zeile)

fv(0,95;3) = 7,81. Das bedeutet, die Wahrscheinlichkeit P(y < 7,81) = 0,95.
Gilt n > 30, ist

Z=V2X—-+v2n—-1

ndherungsweise standardnormalverteilt.

Nihere Erliuterungen zur y2-Verteilung, beispielsweise ihre Dichtefunktion, findet man bei
WIKIPEDIA 'S, Da die Dichtefunktion jedoch nicht fiir die Berechnung der Verteilungswerte
unmittelbar verwendet werden kann, wird sie hier nicht angefiihrt.

Beispiele:
Sei Y y?-verteilt mit 10 Freiheitsgraden. Es ist

« P(Y <15,99)=0,9

e P(Y>394)=1-P(Y <394)=1-0,05=0,95

e P(3,25 <Y <20,48) = P(Y <20,48) — P(Y <3,25) = 0,975 0,025 = 0,95
e 10%-Quantil von Y : x%(0,1;10) = 4,87

e 95%-Quantil von Y : x%(0,95;10) = 18,31

Sei Y y2-verteilt mit 61 Freiheitsgraden. Gesucht ist P(Y < 98). Hier ist die Zahl der Frei-
heitsgrade k > 30. Es wird eine neue Zufallsvariable X = v/2Y gebildet. X ist ndherungsweise
normalverteilt wie N(v/2k—1;1) = N(11;1). P(Y < 98) entspricht also P(X < /2-98) =
P(X <14)

Bs ist D (14]11;1) = & (M7 ) = @ x(3) = 0,9987.

15 Kapitel 12.1.2 auf Seite 228
16 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/CHI-QUADRAT-VERTEILUNG
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Bemerkung

Die y2-Verteilung ist reproduktiv, d. h. die Summe von zwei stochastisch unabhingigen
x2-verteilten Zufallsvariablen mit m und n Freiheitsgraden ist wieder y2-verteilt mit m-+n
Freiheitsgraden.

Die y2-Verteilung ist eine so genannte Stichprobenverteilung.
Ubung

1. Die Zufallsvariable X ist yx-verteilt mit 12 Freiheitsgraden.
a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass X kleiner als 6,30 ist.
b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass X mindestens 18,55 betrégt.
c) Bestimmen Sie das 5%-Quantil der Verteilung.
2. Die Zufallsvariable Y ist x?-verteilt mit 40 Freiheitsgraden.
a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Y kleiner als 40 ist.
b) Bestimmen Sie das 95%-Quantil der Verteilung.
3. Es sei U=X+Y.
a) Bestimmen Sie den Erwartungswert von U.
b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass U kleiner als 40 ist.

F-Verteilung

Dichtefunktion der F-Verteilung mitmund n FG

—_— 22
— 25
2,10
5,2
5,5
— {510
— 102
— 10;5
f10;10
f20,20

Abb. 53: Dichtefunktion der F-Verteilung mit m und n
Freiheitsgraden

Beispiel

Wir haben die drei standardnormalverteilten Zufallsvariablen von oben und vier weitere Zy,
Zs, Zg und Z7 gegeben. Alle Variablen sind wieder stochastisch unabhéngig. Der Quotient
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72422472
F= 3

4
ist dann F-verteilt mit 3 und 4 Freiheitsgraden.
Allgemein

Der Quotient aus zwei yx?-verteilten Zufallsvariablen, jeweils geteilt durch ihre Freiheits-
grade, wobei die Zufallsvariable im Z&hler m und die im Nenner n Freiheitsgrade hat, ist
F-verteilt mit m und n Freiheitsgraden. Einzelheiten dazu gibt es auch in der WIKIPEDIA!.
Man schreibt

F~ Fm;n
Die Wahrscheinlichkeit wird bezeichnet als P(F < a) = fp(a|m;n). Das p-Quantil ist
F(pym;n).
Auch die F-Verteilung liegt TABELLIERT'® vor und ist meistens nach ausgewihlten Frei-

heitsgraden und Quantilen tabelliert. Eine niitzliche Beziehung ist dabei

1
F(pymin) = —————=.
(p3m37) F(1—p;n;m)
Die F-verteilung ist ebenfalls eine Stichprobenverteilung. Sie ist aber nicht reproduktiv.
t-Verteilung Beispiel

Gegeben sind die standardnormalverteilten Zufallsvariablen von oben.

Der Quotient

A

21 72 72 72
| Z5+Z3 ZZ4+Z5

ist t-verteilt mit 4 Freiheitsgraden.
Allgemein

Der Quotient aus einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen und der Wurzel einer
y2-verteilten Zufallsvariablen mit n Freiheitsgraden, geteilt durch ihre Freiheitsgrade, ist
t-verteilt mit n Freiheitsgraden.

Die Wahrscheinlichkeit wird bezeichnet als P(¢ < a) = fi(a|n). Das p-Quantil ist ¢(p;n).

Die Dichtefunktion der t-Verteilung ist, &hnlich wie die der Standardnormalverteilung, sym-
metrisch beziiglich des Erwartungswertes 0. Es gilt daher fiir die Berechnung der Vertei-
lungswerte:

17 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/F-VERTEILUNG
18 Kapitel 12.1.3 auf Seite 229
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mit
a € R.

Auch die t-Verteilung ist meistens nach Freiheitsgraden und ausgewéhlten Quantilen tabel-
liert: T-VERTEILUNG !

Fir n > 30 kann man die Wahrscheinlichkeiten der t-Verteilung approximativ mit der
Normalverteilung berechnen:

t(p;n) =~ 2(p).

Bemerkungen:

e Das Quadrat einer t-verteilten Zufallsvariablen ist F-verteilt.
e Die t-Verteilung ist eine Stichprobenverteilung
o Weitere Eigenschaften konnen in der WIKIPEDIAZ nachgelesen werden.

4.3 Approximation von Verteilungen

Approximation: Approximation heifit Ndherung, wie ja beispielsweise Alpha Proxima
Centauri der uns am néchsten gelegene Stern ist. Wir wollen also Verteilungswerte, bei
deren Berechnung wir heftige Unlustgefiihle entwickeln, mit Hilfe anderer Verteilungen an-
nédhern. Sie werden nun mit Recht einwenden, dass das ja heutzutage mit der Entwicklung
schneller Rechner eigentlich tiberfliissig sei. Nun hat man aber nicht immer einen Computer
dabei (etwa in einer Klausur) oder es fehlt die Software zur Berechnung. MS-Excel bietet
zwar solche Funktionen, aber die Umsetzung ist etwas verquer, so dass haufig ein erhohter
Verstehensaufwand betrieben werden muss. Bei bestimmten Funktionswerten, wie grofien
Binomialkoeffizienten gehen schon mal Taschenrechner in die Knie.

Approximation diskreter Verteilungen durch diskrete Verteilungen

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion der HYPERGEOMETRISCHEN VERTEILUNG2! sieht so aus:

My (N-M
(z) ()
(N
n

Haben wir als Anwendung eine Kiste mit 10 U-Eiern gegeben, von denen 3 den gesuchten
Obermotz enthalten, kann man etwa die Wahrscheinlichkeit, bei 5 Versuchen zwei Ober-
motze zu erhalten, leicht errechnen - naja, relativ leicht.

19 Kapitel 12.1.4 auf Seite 230
20 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/STUDENTSY%20T-VERTEILUNG
21 Kapitel 4.1.2 auf Seite 67
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Aber betrachten wir den Fall: In einer Sendung von 500 speziellen Chips sind 100 Stiick de-
fekt. Bei der Eingangskontrolle werden 20 Chips getestet. Wenn jetzt die Wahrscheinlichkeit
verlangt wird, dass genau 10 defekte Chips gezogen werden, erhélt man

(1) (50)
(%)
Spiiren Sie schon Unlustgefiihle? Vielleicht kénnen wir uns hier die Berechnung mit der
Binomialverteilung erleichtern, denn der Unterschied ist nur ob wir die getestete Chips
zuriicklegen oder nicht. Und bei 500 Chips spiirt man kaum ob 20 davon heraus genommen
sind ohne Zuriicklegen, oder mit Zuriicklegen. Vergleichen wir die beiden Verteilungen,
fallt auf, dass beide den gleichen Erwartungswert haben: EX = nf. In den Varianzen aber
unterscheiden sie sich,

Binomialverteilung:

varX =nf(1—0)
und hypergeometrische Verteilung:

N—n
varX =nf(1— G)H,
Der Unterschied liegt in dem Korrekturfaktor (N-n)/(N-1). Wird nun N sehr grof}, ist der
Korrekturfaktor fast Eins und wir erhalten approximativ die Varianz der Binomialvertei-
lung. Wie grof§ ist jetzt ein grofles N? Das kommt darauf an, wie genau wir die Naherung
haben wollen. Fiir die Approximation der hypergeometrischen Verteilung durch die Bino-
mialverteilung gibt es mehrere empfohlene Faustregeln, je nach Geschmack der Autoren.
FEine der einfacheren Faustregeln, die man sich auch einigermaflen merken kann, ist

h(z|N; M;n) ~ b(z|n; &), wenn % < 0,05

ist. Da in unserem Beispiel diese Voraussetzungen erfiillt sind, berechnen wir die gesuchte
Wahrscheinlichkeit als

(%0)-0,8'0.0,210.

Wir haben also das Modell ohne Zuriicklegen durch ein Modell mit Zuriicklegen angenéhert.
Man konnte so argumentieren: Wenn etwa 10000 Kugeln in einer Urne sind, macht es kaum
einen Unterschied, ob beim 2. Versuch noch 9999 oder 10.000 Kugeln iibrig sind. Analoges
gilt fiir die Zahl der Kugeln 1. Sorte. Deshalb geniigt auch die Angabe des Anteils 6 dieser
Kugeln an der Gesamtheit der Kugeln:

SE
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Noch eine Bemerkung: Stellt man sich allerdings bei der Berechnung dieser Binomialkoef-
fizienten ein bisschen dumm an, protestiert die Software, weil man einen Uberlauf erhilt.
Man kann allerdings hier mit der STIRLING-FORMEL?? noch etwas ausrichten. Oder man
LOGARITHMIERT?® die Fakultéten.

Fiir sehr kleines 0 (oder sehr kleines 1-0) und sehr grofies n ist die Binomialverteilung
wiederum anndhernd Poisson-verteilt. Es ist ndmlich die Poissonverteilung die Grenzvertei-
lung der Binomialverteilung fiir n — oo und 6 — 0. Die Berechnung der Poissonverteilung
ist einfacher als die Berechnung der Binomialverteilung. Eine Faustregel wére hier etwa,
dass eine binomialverteilte Zufallsvariable durch die Poisson-Verteilung angendhert werden
kann, wenn 0 < 0,05 und n > 50 ist. Dann ist

b(x|N; M;n) =~ p(x|nd).

Uber den Umweg der Binomialverteilung kann dann auch die hypergeometrische Verteilung
gegebenenfalls mit der Poisson-Verteilung approximiert werden:

M
h(z|N;M;n) zp(:c|nﬁ), wenn % <0,05,0 <0,05 und n > 50

ist.

Weiter unten folgt eine tabellarische Zusammenfassung ausgewihlter Approxi-
mationen.

Approximation diskreter Verteilungen durch die Normalverteilung

Was ist nun aber, wenn wir wissen wollen, wie grofl die Wahrscheinlichkeit ist, dass hdchstens
15 defekte Chips gefunden werden: P(X < 15)? Hier miissen wir auf die oben beschriebene
Weise 15 Wahrscheinlichkeiten ermitteln und addieren. Spétestens hier wiinscht man sich
eine Moglichkeit, so etwas schneller errechnen zu kénnen. Es wire doch angesagt, wenn man
da die Normalverteilung verwenden konnte.

BV mitn =15und 0 =0,5 BY mitn =15und 0 =0,3 BV mitn=15und 0 =0,1

035

0,15

Abb. 54: Binomialvertei- Abb. 55: Binomialvertei- Abb. 56: Binomialvertei-

lung mit n =15und 6 = lung mit n =15und ® = Jung mit n = 15 und O =
0,5 und dariibergelegte 0,3 und dariibergelegte 0,1 und dariibergelegte
Normalverteilungsdichte Normalverteilungsdichte Normalverteilungsdichte

22 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/STIRLING-FORMEL
23 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/LOGARITHMUS
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Binomialwahrscheinlichkeiten und
Normalapproximation

0,14

/
o | / X\

0,08 1

0,06 +
0,04 |

0,02 +

0 Tttt LA S B p B R
0123 45678 91011121314151617 181920 2122232425

Abb. 57: Binomialverteilung mit n = 45 und 6 = 0,3 und
dariibergelegte Normalverteilungsdichte

Vergleichen wir die Grafiken von den Binomialverteilungen. Es wurden hier die Wahrschein-
lichkeiten als benachbarte Sdulen dargestellt, was ja am optischen Erkladrungswert nichts
andert.

Wir kénnen deutlich erkennen, dass die Binomialverteilung fiir 0 = 0,5 symmetrisch ist. Hier
passt sich die Normalverteilung am besten an. Je weiter 6 von 0,5 abweicht, desto schlechter
ist die Anpassung der Normalverteilung. Die so gut wie immer verwendete Faustregel ist,
dass man mit der Normalverteilung approximieren darf, wenn

S 9
"1 —0)

ist. Durfen heifft natiirlich nicht, dass es sonst polizeilich verboten ist, sondern dass sonst

die Anpassung unbefriedigend ist.

Eine Normalverteilung hat den Erwartungswert p und die Varianz o2. Wie soll man diese
Parameter bei der Approximation ermitteln? Nun wissen wir ja, dass der Erwartungswert
der Binomialverteilung und ihre Varianz

EX =nf und varx =nf(1—0)
sind, also nehmen wir doch einfach diese Parameter fiir die Normalverteilung, also
p=nd und o =nbh(1-0).

Etwas fehlt uns noch: Wir nidhern hier eine diskrete Verteilung durch eine stetige Vertei-
lung an. Diskrete und stetige Verteilungen sind zwei v6llig unterschiedliche Konzepte. Wir
betrachten hier das Beispiel einer Binomialverteilung mit n = 45 und 6 = 0,3.

Néhern wir P(X < 12) = B(12]45;0,3) durch ®(12]45-0,3; 45-0,3 - 0,7) an, wird nur die
halbe Sédule addiert, denn die stetige Verteilung kennt keine Sdulen. Soll die ganze Sdule
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einbezogen werden, miissen wir bis 12,5 gehen, also P(X < 12) = B(12]45;0,3) durch &(
12,5145 - 0,3; 45 - 0,3 - 0,7).

0,15 0,15
0,11 01 |
0,05 - 0,05
0 0
o5 10 105 11 45 12 155 13 435 o5 10 105 1 495 MR 455 13 435
/ 7
o2 —— O12,5]..)
Abb. 58: Wenn man mit der Normalver- ~ Abb. 59: Wenn man mit der Normalver-
teilung P(X < 12) berechnet, wird nur teilung P(X < 12,5) berechnet, wird die
die halbe Saule addiert ganze Saule addiert

Den addierten Wert 0,5 nennt man Stetigkeitskorrektur.
Speziell gilt fiir die Wahrscheinlichkeit P(X = a):
P(X = a) = b(a|n;f) = ®(a+0,5n0; nf(1-0)) - ®(a -0,5|nd; nf(1-9)).

1 5 2) ARRA
0,9 o
0,8
0,7
0,6
0,5
0.4
0,3
0,2 n
0,1 A
chnnnand® ° . .
0 5 10 15 20
X

o

QR

o>

B, @
o

O

)>

® Binomialverteilung © Normalverteilung ohne 0,5 A Normalverteilung mit 0,5

Abb. 60
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Approximation stetiger Verteilungen durch die Normalverteilung

Jetzt haben wir also auch noch stetige Funktionen, die wir mit der Normalverteilung an-
ndhern wollen. Was gibt es denn da flir welche? Nun, welche die man oft braucht, etwa
fiir SCHATZEN UND TESTEN??, als da wiren die x2-Verteilung, die F-Verteilung und die
t-Verteilung.

Nehmen wir uns doch mal die x2-Verteilung vor. Ein Blick auf ihre DICHTEFUNKTION??
verrat, dass diese mit wachsendem n immer symmetrischer wird, sich also der Normal-
verteilung anndhert. Wir wissen, dass die x?-Verteilung eine Summe von Zufallsvariablen,
namlich standardnormalverteilten, quadrierten, ist und wir erinnern uns (gell?), dass nach
dem zentralen Grenzwertsatz sich die Verteilung einer Summe von Zufallsvariablen der Nor-
malverteilung annihert. Betrachten wir die mit n Freiheitsgraden y2-verteilte Zufallsvariable
X. Wir bilden eine neue Zufallsvariable

Y =v2X

Eine géingige Faustregel besagt fiir die Approximation fiir die Wahrscheinlichkeit P(Y <y):

P(Y <y) = @(ylv2n—1;1).

Die Dichtefunktion t-Verteilung dagegen hat eine dhnliche Form wie die Standardnormal-
verteilung, denn auch sie ist symmetrisch beziiglich der Null. Hier geniigt eine einfache
Faustregel: Wenn n > 30 ist, kann man die Verteilungswerte der t-Verteilung anndhernd
mit Hilfe der Standardnormalverteilung bestimmen:

t(z|n) ~ ®(x|0;1).

24 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/SCH},E4TZEN’,20UNDY%20TESTEN
25 Kapitel 4.3 auf Seite 84
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Ausgewahlte Verteilungen

Tabelle der Approximationen

Gesuchte Verteilung Approximation durch
P(X <=z) Binomial Poisson Normal
Binomial -—- P(x|n0) ®(x+0,5/n-0;n-0-(1-0))
B(z|nb) ~ falls n > 50 falls n > ﬁ
und 6 < 0,05
I}I]}Epr;[glej(\)/lrfle‘;rrivsche ]_?(lalz\nn% - liiber Binomialvertei- CI];(m +]\9ii|n %;n. % (11—
| N Min) = a Sﬁ< s ung W)'N—l

falls n > M

und £ < 0,05
Poisson -—- - D(x+0,5/\; ) falls A >9
P(z|\) ~
x2-Verteilung x?(x|n)— -- - D(vV2z|v/2n—1;1)
P(V2X <2z)~ falls n > 30
t-Verteilung -—- -— ®(x]0;1) falls n > 30
t(xz|n) ~
F-Verteilung -—- - ®(x|0;1) falls
F(z|m;n) ~ m > 30 und n > 30
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5 Deskriptive Statistik

Einfiihrung

Die Verfahren der deskriptiven Statistik (beschreibende Statistik, empirische Statistik) ha-
ben als Grundlage die Erhebung bzw. Beobachtung von Daten. Es geht hier darum, diese
Daten in geeigneter Weise zusammenzufassen, sie zu ordnen, sie grafisch darzustellen usw.
Ziele der deskriptiven Statistik:

1. Die Daten einer empirischen Untersuchung méglichst iibersichtlich zu prasentieren,
so dass die wesentlichen Informationen schnell und optimal aufgenommen werden
koénnen. Beispiele: Tabellen, Sdulendiagramme, Durchschnitte, Prognosen etc. Auf eine
verteilungstheoretische Analyse wird verzichtet.

2. Man interessiert sich fiir die unbekannte Verteilung eines statistischen Merkmals, fiir
Kennwerte der Verteilung usw. Da eine vollstdndige Erfassung dieses Merkmals meist
zu teuer oder auch unmoglich ist, wird man sich auf eine Teilerhebung, eine Stichprobe,
beschrinken. Man schitzt nun mit Hilfe dieser Stichprobe die gesuchten Werte. Dabei
versucht man, die Wahrscheinlichkeit einer Fehlschatzung miteinzubeziehen.

Analyse eines Merkmals
Die Analyse des Merkmals hingt u.a. davon ab, welche Informationen man wiinscht:

o Verteilung: Ist sie symmetrisch oder schief, ein- oder mehrgipflig?
e Niveau der Daten, z.B. Durchschnitt, Median?

e Streuung der Einzelwerte: hoch oder niedrig?

e Sind mehrere Merkmale korreliert?

Definitionen in der deskriptiven Statistik
Beispiel:

Es wurden n = 7 Hunde befragt, wie gut ihnen das neue Frohlix-Trockenfutter schmecke.
Die Eingabe der Fragebdgen in eine Datei ergab die unten folgende Liste. Anhand dieser
Liste sollen Begriffe der deskriptiven Statistik erklért werden.

Die Eigenschaften, die erhoben werden, sind die Merkmale (statistische Variablen) x,
y, .... Das Objekt, dessen Eigenschaften erhoben (erfragt, gemessen) werden, ist die Un-
tersuchungseinheit (Merkmalstriger). Die Menge aller statistischen Einheiten ist die
Grundgesamtheit (statistische Masse). Die moglichen Werte, die eine Variable annehmen
kann, sind die Auspriagungen (Realisationen). Die konkrete Merkmalsauspréagung von
x, die eine Untersuchungseinheit Nummer i aufweist, ist der Merkmalswert (Beobach-
tungswert, Beobachtung) x; (i=1,2, ..., n).
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Deskriptive Statistik

Name Geschlecht| Rasse Alter Note fiir Fut-
Merkmal X Merkmal ter
1=w, y 1, ...,5
2=m Auspragungen
u z
Rex 2 Schéaferhund 3 1
Merkmalstrdge
Rexona 1 Mischling 5 4
Merkmalswert
Lassie 1 Collie 1 2
Hasso 2 Neufundlander 1
Strolchi 2 Schnauzer 7 2
Merkmalstrage
Susi 1 Spaniel 2 3
Waldi 2 Dackel 1 5}
Merkmalswert|

Es sind die Auspragungen des Merkmals
Note: 1,2,3,4,5

und die Auspriagungen des Merkmals
Geschlecht: 1,2.

Skalierung des Merkmals

Beispiel

Grundlage des Beispiels ist die Hundetabelle von oben. Der Student Paul leistet beim Her-
steller von Frohlix ein Praktikum ab. Er soll die Ergebnisse der Befragung préisentieren. Er
fasst die Hundetabelle von oben zusammen und erhélt u.a.

Durchschnittliches Alter eines Hundes:

1 21

FEin befragter Hund war also im Durchschnitt 3 Jahre alt.

Durchschnittliches Geschlecht eines Hundes:

1 11
S2H1H142424142) = — =157,

Ein Hund hatte also im Durchschnitt 1,57 Geschlecht. 77777 Wiirden Sie den Studenten
Paul spéter in dieser Firma einstellen?

Es ist natiirlich hoherer Schwachsinn, vom Merkmal Geschlecht den Durchschnitt zu bilden.
Man kann damit keinen Durchschnitt bilden, denn seine Ausprégungen sind keine Zahlen.
Geschlecht ist ein qualitatives Merkmal. Es ist anders skaliert als Alter.
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Approximation von Verteilungen

Es gibt also Merkmale mit unterschiedlichen Messbarkeitsarten. Die Vorschrift fiir die Mess-
barkeit ist in einer Skala festgehalten.

Nominalskala
Merkmale wie

e Haarfarbe: braun, blond, ...;
o berufstitig ja/nein;
e Margarinemarke: Panorama, Botterama, ...

sind nominalsskaliert. Die Auspriagungen des nominalskalierten Merkmals konnen nicht ge-
ordnet werden, man kann sie nur vergleichen und abzdhlen. Es handelt sich um qua-
litative Merkmale. Erhalten die Auspragungen Ziffern zugeordnet, handelt es sich nur um
eine Verschliisselung (Codierung): 1 = maénnlich, 2 = weiblich.

Ordinalskala

Zwischen den Auspridgungen des ordinalskalierten (rangskalierten) Merkmals existiert eine
Beziehung der Form mehr oder weniger, < oder >, besser oder schlechter o.4., also eine Art
natiirlicher Reihenfolge.

Beispiele

o Sterne eines Hotels: *; **; %,

¢ Beurteilung eines Produktes durch einen Konsumenten: Sehr gut, eher gut, eher schlecht,
ganz schlecht

e Noten: 1, 2, 3,4, 5

Fir die Auspragungen lafit sich also eine Rangordnung feststellen, aber die Abstidnde
zwischen den Réngen sind nicht festgelegt. So ist beispielsweise die Note Vier nicht doppelt
so schlecht wie Zwei.

Metrische Skala

Die Absténde zwischen den Auspragungen des metrisch skalierten (quantitativen) Merkmals
kénnen gemessen werden. Es handelt sich bei den Ausprégungen um (reelle) Zahlen.

Beispiele: Kinderzahl, Einkommen, Temperatur, ...

Die metrischen Variablen werden noch in diskret und stetig unterschieden:

Ein Merkmal ist diskret (=unterschieden), wenn man die Auspragungen abzihlen kann.
Beispiel

e Kinderzahl: 0, 1, 2, ..., 20.
o Mein ,Einkommen*, wenn ich falsch parke: 3 Euro (gesparte Parkgebiihr) oder -10 Euro
(Strafzettel).

Es gibt auch abzdhlbar unendlich viele Ausprigungen:
e Zahl der Ausfélle einer Maschine in einem Jahr: 0, 1, 2, ...

Ein Merkmal ist stetig (kontinuierlich), wenn sich in einem beschrinkten Intervall der
reellen Zahlen unendlich viele Auspriagungen (iiberabzihlbar viele) befinden.
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Beispiele: Wasserstand in einem Stausee; Gewicht eines Goldstiicks; Temperatur; Korper-
grofle.

Bemerkung: Oft sind Merkmale eigentlich diskret, aber mit sehr vielen, nah beieinander-
liegenden Auspragungen, z.B. Einwohnerzahl, Preise (in Cents), usw. Hier definiert man das
Merkmal zweckméaBigerweise als stetig, da es sich so besser analysieren 1afit (quasistetig).

Ubung
Wie sind die folgenden Merkmale skaliert?

o Téglicher Bierkonsum der Studentin Paula
e - in Flaschen
e - in Litern
e Bekenntnis: 1= rém.-kath., 2 = evang., 3 = sonst
e Gewicht von Bernhardinern
o Aufgabe: schwer - leicht
e Zahl der zustehenden Urlaubstage
e Jeansmarke

5.1 Analyse von Daten eines metrischen Merkmals mit
wenigen verschiedenen Beobachtungen

Behandelt wird hier ein metrisch skaliertes Merkmal, von dem nur wenige verschiedene
Beobachtungen vorliegen, beispielsweise das Gewicht von 10 Schlachthdhnchen oder die
abgefiillte Menge von Kakao in 6 ,,250“-g Péackchen. Diese Konstellation wurde deshalb
eigens hervorgehoben, weil sich damit viele Methoden der deskriptiven Statistik einfach
erklaren lassen.

5.1.1 Haufigkeitsverteilung eines metrischen Merkmals mit wenigen,
verschiedenen Ausprigungen

Urliste

Beispiel

n = 10 ,,Pfundschalen“ Erdbeeren wurden nachgewogen. Es ergab sich durch Nachwiegen
die Urliste

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10

480 500 510 450 400 490 505 510 480 480

mit dem Merkmal x: Gewicht eines Schélchens (g). Die Werte wurden in der Reihenfolge der
Erhebung, also ungeordnet, als Urliste erfasst. Diese Art der Darstellung ist uniibersichtlich
und daher nur fiir wenige Beobachtungen geeignet.
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Analyse von Daten eines metrischen Merkmals mit wenigen verschiedenen Beobachtungen

Urlisten kénnen auch mehrere, unterschiedlich skalierte Merkmale enthalten. Beispielsweise
ist die Tabelle mit den Hunden eine Urliste.

Haufigkeitsverteilung

Liegt ein metrisch skaliertes Merkmal oder ein ordinalskaliertes Merkmal mit vielen Aus-
pragungen vor, kann man zunéchst einmal die Urliste der Grofle nach ordnen, um einen
gewissen Eindruck zu erhalten.

Beispiel

Die Indizes in den eckigen Klammern bedeuten, dass die Beobachtungen der Gréfle nach
geordnet wurden.

X[1] X[2] X[3] X[4] X[5] X[6] X[7] X[8] X[9] X[10]
400 450 480 480 480 490 500 505 510 510

Man erkennt nun, dass iiber die Hélfte der Schélchen untergewichtig waren.

Allerdings ist das Sortieren miithsam, fehleranfillig und doch nicht sehr informativ. Mit dem
Zweig-Blitter-Diagramm (stem-and-leaf display) kann man jedoch sowohl metrische
Beobachtungen relativ leicht sortieren als auch eine erste Haufigkeitsverteilung erzeugen.

Zweig-Bliatter-Diagramm
Beispiel:

Fir das Jahr 2003 liegt das reale Wachstum des Bruttoinlandsprodukts
fir 38 europdische Staaten vor (© Statistisches Bundesamt, Wiesbaden 200
HTTP://WWW.DESTATIS.DE/ALLG/D/IMPR/D__ IMPR.HTM')

4,71,139-014,71,802481,41,90,3527,49,02,60,40,77,2-080,30,73,7-1,34,9
731,6-0,54,04,22324295843829214,720

Wir wollen die Daten ordnen und einen Eindruck von der Haufigkeitsverteilung gewinnen.
Dazu werden wir jetzt ein Zweig-Blatter-Diagramm oder, fiir Anglophile, ein Stem-and-
Leaf-Display erzeugen.

Zuerst wird der Zweig gemacht - aus Dann hingen wir die Blétter an den

den Einsern: Zweig, und zwar, indem wir von links
nach rechts durch die Daten wandern:
Der erste Wert ist 4,7. Das Blatt 7
wird an den Zweig 4 gehingt

1 HTTP://WWW.DESTATIS.DE/ALLG/D/IMPR/D_IMPR.HTM
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-1 -1
-0 -0

0 0

1 1

2 2

3 3

4 417

5 5

6 6

7 7

8 8

9 9

Der zweite Wert ist 1,1, das Blatt 1 Es folgen 3,9 -0,1 4,7 1,8 ...

wird an die 1 gehéngt

-1 -1
-0 -0 1
0 0
1)1 1118
2 2
3 319
4|7 4177
) 5
6 6
7 7
8 8
9 9
Schliefllich erhalten wir Diese Prozedur war schnell erledigt.
Wir bekommen schon einen guten Ein-
druck von der Verteilung der Beob-
achtungswerte. Kippen wir das Dia-
gramm um 90°, erkennen wir eine Art
Saulendiagramm. Auflerdem kénnen
wir nun die Werte schnell der Grofie
nach sortieren. Wir erhalten nun unser
Stengel-Blatter-Diagramm:
-1 3 -1 3
-0 185 -0 158
0 234737 0 233477
1 18496 1 14689
2| 6349910 2| 0134699
3 97 3 79
4 | 77890287 4| 02777889
5 28 5 28
6 6
7 423 7 234
8 8
9 0 9 0
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Analyse von Daten eines metrischen Merkmals mit wenigen verschiedenen Beobachtungen

Fiir unsere Zwecke ist das Stem-and-Leaf-Display jetzt ausreichend. Ein Stem-and-Leaf-
Display kann aber auch noch mehr Einzelheiten enthalten. Ist die Zahl der erhobenen Be-
obachtungen sehr grof}, kénnen die Werte in Klassen tabellarisch zusammengefafit werden.
Diese Art der Analyse erfolgt weiter unten.

Summenfunktion

Absolute Summenfunktion
S(a) Zahl der Filialen

44
1

10 o
:
:

Lo}

@
'-"

»

Loy

I

W

[y v]
il'il!.

| “--.

@

4 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32
Zahl der verkauften LKWs a

Abb. 61: absolute Summenfunktion

Beispiel

FEin Autohaus hat von seinen n = 10 Filialen die Zahl der verkauften LKWs des letzten
Jahres vorliegen. Es folgt die Urliste mit den x; geordnet:

X1 X[2] X[3] X[4] X[5] X[6] X[7] X[8] X[9] X[10]
1 5 8 8 10 10 10 17 22 24

Wir wollen die absolute Summenfunktion S(a) bestimmen. S(a) gibt an, wieviel Beobach-
tungen x; < a sind:

Zum Beispiel:
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o S(17) = 8, also sind 8 Beobachtungen hochstens 17
o S(8) = 4, also gibt es 4 Filialen, die hochstens 8 LKWs verkauft haben

Wir leiten nun die Summenfunktion her, von links nach rechts:

o Zum Beispiel: S(0,1) = 0, denn keine Filiale hat hochstens 0,1 LKW verkauft. Ebenso
ist S(0,9) = 0, usw... also

S(a) = 0 fiir a < 1.

e Zum Beispiel: S(1) = 1, denn genau eine Filiale hat hochstens einen LKW verkauft.
Ebenso ist S(3) = 1, denn es hat auch eine Filiale hochstens drei LKWs verkauft. Ebenso
S(4,9999) =1 ..., also

S(a) = 1 fir 1 < a < 5.

o Zum Beispiel:S(5) = 2, also

S(a) = 2 fiir 5 < a < 8.

usw... schlie3lich erhalten wir

S(a) = 10 fiir a > 24.

Tragen wir die ermittelten Funktionswerte in die Grafik ein, sehen wir sofort, dass wir eine
Treppenfunktion erhalten.

Die absolute Summenfunktion S(a) ist die Zahl der Beobachtungen xi < a . Die relative
Summenfunktion gibt stattdessen die Anteile der Beobachtungen an der Urliste an:

Der Informationswert der kumulierten Haufigkeit S(n) in der Grafik erschlieit sich Unge-
iibten eher weniger. Aber man kann anhand der Grafik sofort Aussagen iiber die Verteilung
machen. Man sieht beispielsweise sofort, dafl z.B. 7 Werte kleiner als 14 sind, es haben also
70% der Filialen hochstens 14 LKWs verkauft.

5.1.2 Lageparameter eines Merkmals mit wenigen verschiedenen
Beobachtungen

Lageparameter

Der Lageparameter gibt an, auf welchem Niveau die Daten liegen.

Arithmetisches Mittel

Das arithmetische Mittel ist landlaufig als ,,Durchschnitt* bekannt. Es ist eigentlich nur fiir
metrisch skalierte Merkmale (Problem Notendurchschnitt) geeignet. Es berechnet sich als
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Analyse von Daten eines metrischen Merkmals mit wenigen verschiedenen Beobachtungen

Beispiel Pfundschalen Erdbeeren:

T = 15(400 4450 4 480 + 480 +480 + 490 4 500 + 505 + 510+ 510)
= AP =4805

Es waren die Schélchen also im Durchschnitt untergewichtig.
Median oder Zentralwert

Sind die Beobachtungswerte der Grofie nach geordnet, also xp] , X[ , X[3] 5 -+ , X[, iSt der
Median z die Stelle, die die Teilgesamtheit in zwei gleiche Héalften teilt. Er kann fiir rang-
und metrisch skalierte Merkmale verwendet werden.

n ungerade
Beispiel firn =7

Es wurden 7 Autofahrer nach ihren Fahrtkosten befragt. Es ergab sich fiir das Merkmal x:
Monatliche Ausgaben fiir Benzin (in Euro) die Liste

X[1] X[2] X[3] X4 X[5] X[6] X[7]
20 50 100 170 200 200 280

Es ist also der Median z = 170.
n gerade

Beispiel fiir n = 10 (Erdbeeren)

Xa] | X[2] | X[3] | X[4] | X[5] X6l | X7l | X[8] | X[jo] | Xf10]
400 | 450 | 480 | 480 | 480 | = 490 | 500 | 505 | 510 | 510

Der Median liegt zwischen dem 5. und 6. Beobachtungswert. Man nimmt hier den mittleren

Wert

1
2 = 5(480+490) = 485.

Wir berechnen also den Median so:

n ungerade: 7z ist der ”T*'lte Wert xjj, also

Z = x[n+l}
2

n gerade: z liegt zwischen dem Ften und dem 7 + lten Beobachtungswert xjj, also
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1
z= §($[%] —|—1'[%+1])

Bemerkungen:
e Der Median kann fiir ordinal- und metrisch skalierte Werte verwendet werden.

e Bei sehr groflem und geradem n kann man vereinfachend

Z =23
setzen.
Vergleich Median - arithmetisches Mittel
Beispiel:

Eine Autozeitschrift hat n = 7 PKWs einer bestimmten Marke getestet. Unter anderem
wurde auch untersucht, ob das Auto zuverlissig anspringt.

Es ergab sich die geordnete Urliste
11111214
Wir erhalten als durchschnittliche Zahl der Startversuche

1 21
T=_(I+1+1+1+1424 1) = — =3

Wir wiirden hier also als Ergebnis erhalten: ,Ein PKW sprang im Durchschnitt erst nach 3
Versuchen an®. Irgendwie erscheint einem das nicht gerechtfertigt. Bis auf einen PKW, der
offensichtlich einen Ausreifler darstellt, sprangen ja alle Fahrzeuge zuverléssig an.

Wir verwenden nun den Median als Lageparameter: Der Median ist der 4. Wert, also z = 1.
Hier ist also der Median eher zutreffend, doch so ganz zufrieden sind wir auch nicht, denn
immerhin gab es ja auch 2 und 14 Versuche.

Wir sehen also, dass bei Verwendung des Median sehr viel Information der Daten verloren
geht, andererseits reagiert aber das arithmetische Mittel empfindlich auf Ausreifler in den
Daten.

Es gibt aber auch Kompromisse zwischen diesen beiden Extremen, beispielsweise das ge-
trimmte Mittel:

1+1+1+14+2 6
oy = - =z =12

Es werden in der geordneten Urliste links und rechts jeweils ein oder mehrere Werte ge-
strichen. Aus den restlichen Beobachtungen berechnet man dann ein arithmetisches Mittel.
Dieser Mittelwert erscheint eher die Sachlage zutreffend zu beschreiben. Man nennt Parame-
ter, die nur schwach auf Ausreifler reagieren, resistente Parameter. Neben dem getrimmten
Mittel gibt es noch mehrere andere Ansétze.
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Der Vergleich des Medians mit dem arithmetischen Mittel kann als Ausreifleranalyse ver-
wendet werden. Weicht der Median aufféllig vom arithmetischen Mittel ab, sollten die Daten
auf Ausreifler oder stark schiefe Verteilungen hin iiberpriift werden.

Weitere Lageparameter sind etwa der Modalwert, geometrisches Mittel oder harmonisches
Mittel.

5.1.3 Streuungsparameter eines metrischen Merkmals mit wenigen
verschiedenen Beobachtungen

Varianz als Streuungsparameter

Der Lageparameter allein reicht fiir die Beschreibung einer Datenmenge nicht aus (analoges
Problem wie bei Zufallsverteilungen). Information iiber die Streuung der Beobachtungs-
werte liefert ein Streuungsparameter. Es kommen verschiedene Kennwerte als Streuungs-
parameter in Betracht, beispielsweise die Varianz, die Spannweite, der Quartilsabstand und
der Variationskoeffizient.

Varianz

Am héaufigsten wird als Kennwert die Varianz verwendet, da sie wahrscheinlichkeitstheore-
tisch am besten zu untersuchen ist. Die Varianz sind die mittleren quadratischen Abwei-
chungen der Einzelwerte x; vom arithmetischen Mittel

Der Nenner n-1 wirkt vielleicht etwas befremdlich. Allerdings hat die Verwendung von n-1
statt n wahrscheinlichkeitstheoretische Vorziige, wenn man die Varianz der Verteilung eines
Merkmals mit s? schiitzen méchte. Man nennt dieses Art der Varianz inferentielle Varianz.

Beispiel

Eine Firma mo&chte einen Kachelofen auf den Markt bringen, der fiir einen Komplettpreis
zu erwerben ist. Fiir die Kalkulation dieses Preises benotigt die Firma Informationen tiber
die Montagezeit fiir einen Kachelofen. Bei der Endmontage von 11 Kachelofen ergaben sich
die Zeiten

2,5 3 3 3,3 3,6 3 2,3 3 3,1 3,2 3

Die Varianz der Montagezeiten soll bestimmt werden. Nach der obigen Formel muss zunéchst
das arithmetische Mittel bestimmt werden:

Dann erhalten wir als Varianz
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1
st = E((2’5_3)2+(3_3)2+(3_3)2+“‘+(3_3)2)

= 5(0,254+0+0+0,09+0,36+0+0,49+0+0,01+0,04+0)

= L2 —0,124n2

1

Verzichtet man auf eine Schiatzung, kann man auch die deskriptive Varianz

fiir die Beschreibung von statistischen Daten verwenden, was aber hier zur Vermeidung von
Verwechslungen unterlassen wird.

Bei der manuellen Berechnung von s? ist es oftmals miihsam, erst die einzelnen Differenzen
xj - x zu bilden und dann zu quadrieren. Mit Hilfe des Verschiebungssatzes? kann die
laufende Differenzenbildung vermieden werden. Betrachten wir die Summe

Diese Summe lasst sich zerlegen in

n
Q:Zm?—n-iQ
i=1

Setzt man den Ausdruck oben ein, erhélt man fiir die Varianz

sQ:LQ:L(ixZ—n@Z)
n—1 n—144"
Beispiel:
s? = 15(2,52+3%+3%+...+32—11-3?)

= 55-(100,24 —99) = 0,124h>
Da die Varianz ein quadratischer Ausdruck ist, hat sie z.B. auch die Einheit h?, wenn die

x; die Einheit h haben. Um die Varianz anschaulicher zu machen, kann man ihre Quadrat-
wurzel, die Standardabweichung s betrachten:

Beispiel

s =1/0,124h2 ~ 0,35h

2 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/VERSCHIEBUNGSSATZ_%2528STATISTIKY%2529
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Analyse von Daten, die in Haufigkeitstabellen zusammengefasst sind

also ca. 20 Minuten. Man kénnte etwas flapsig sagen, dass die Montagezeit eines Ofens im
Mittel 3 Stunden +/- 20 Minuten betréagt.

Auch die Varianz reagiert empfindlich auf Ausreifler. Es gibt hier resistente Streuungspara-
meter, die weiter unten behandelt werden.

5.2 Analyse von Daten, die in Haufigkeitstabellen
zusammengefasst sind

In den letzten Abschnitten lernten wir, wie man Daten eines stetigen, metrischen Merk-
mals, die als Urliste vorlagen, analysiert. Wir wollen nun Daten untersuchen, die man in
Héufigkeitstabellen zusammenfassen kann. Im Gegensatz zur obigen Urliste kénnen hier die
Daten iibersichtlich grafisch dargestellt werden. Man unterscheidet im Wesentlichen Daten
eines metrischen Merkmals mit wenigen verschiedenen Auspriagungen und grofle Mengen
von Daten mit vielen verschiedenen Auspridgungen, die man in Klassen zusammenfasst.

5.2.1 Merkmale mit wenig verschiedenen Auspriagungen

Zu den Merkmalen mit wenig verschiedenen Ausprigungen gehéren nominal ska-
lierte, ordinal skalierte und metrisch skalierte Merkmale. Da sie nur wenig Kategorien
haben, kann man sie in Haufigkeitstabellen zusammenfassen. Man nennt sie hdufbare
Merkmale.

Beispiele fiir Merkmale mit wenigen moglichen Auspriagungen:

e nominal skaliert: Augenfarbe von Studierenden
o ordinal skaliert: Note der Kundenzufriedenheit
o metrisch skaliert: Zahl der Autos in einem Haushalt

Bemerkung: Metrisch skalierte stetige Merkmale sind nicht unmittelbar h&dufbar, weil zu
viele verschiedene Beobachtungen vorliegen.

Verteilung von Merkmalen mit wenig verschiedenen Auspriagungen

Wenn man vorliegende Daten analysiert, wird man sich zunéchst fiir die Verteilung des
Merkmals interessieren:

Ist die Verteilung der Variablen einigermaflen symmetrisch oder stark schief? Sind Ausrei-
Ber in den Daten? Ist die Verteilung eingipflig oder mehrgipflig? Der Statistiker freut sich
meistens iiber eine symmetrische Verteilung, weil man hier hdufig die Vorteile der Normal-
verteilung ausniitzen kann.

Werkzeuge fiir die Analyse sind hierbei die Héufigkeitstabelle, die Summenfunktion und
diverse Grafiken, denn bei einem Merkmal mit wenig Auspriagungen kénnen attraktive Dia-
gramme erstellt werden.
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Haufigkeitsverteilung von Merkmalen mit wenig verschiedenen Auspriagungen

Haufigkeitstabelle

Um eine Urliste von Beobachtungen eines Merkmals mit wenig Ausprigungen aufzubereiten,
wird als erster Schritt der Analyse das Zahlen des Auftretens der Realisationen stehen.
Die Ergebnisse konnen in einer Haufigkeitstabelle zusammengefasst werden. Anhand der
Daten eines nominalskalierten Beispiels wollen wir uns das Prinzip einer Haufigkeitstabelle
ansehen.

Nominalskaliertes Merkmal
Beispiel

Es wurden 50 Personen telefonisch beziiglich gewisser Konsumpréferenzen befragt. Unter
anderem erhob man den Familienstand. Es ist das Merkmal

x: Familienstand - mit den Ausprdgungen 1=ledig, 2=verheiratet, 3=geschieden, 4=ver-
witwet.

Es ergab sich die Urliste

N N
NN
o
SN
N W
N W
o
w N
= W
NN
N W
[SNNS
[V
N =
w N
o
N =
N N
w w
NN
N =
N N
= N
w =
w N

Wir wollen nun die Daten in einer Haufigkeitstabelle zusammenstellen:

j Familienstand absolute Haufigkeit | relative Haufigkeit
1 ledig 12 0,24
2 verheiratet 23 0,46
3 geschieden 11 0,22
4 verwitwet 4 0,08
by 50 1,00

Es sind insgesamt n = 50 Untersuchungseinheiten erhoben worden. Die (absoluten) Héufig-
keiten nj (j = 1, ... , 4) verteilen sich auf m = 4 Kategorien (kategoriale Variable), wie in
der Haufigkeitstabelle aufgelistet.

Wenn man sich fiir den Anteil der einzelnen Ausprigungen an der Gesamtheit interessiert,

kann man auch die relativen Haufigkeiten bestimmen:

_n
P = n
Es ist natiirlich
Yeang=nbzw. 3 p;=1

Fiir die Verteilung von Merkmalen mit wenig Auspridgungen kann man sehr ansprechende
Grafiken erstellen.
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Ordinalskaliertes Merkmal

Beispiel:

Bei der letzten Wiki-Matheklausur der Wikiversity ergaben sich die Noten wie folgt:
12x1,15x2,8x3,3x4,2x5

Hier erhélt man die unten folgende Haufigkeitstabelle:

j Note absolute Hau- relative Haufig-
X;j figkeit keit
n; Pj
1 sehr gut 12 12/40=0,3
2 gut 15 0,375
3 befriedigend 8 0,2
4 ausreichend 3 0,075
5 ungeniigend 2 0,05
by 40 1

Auch hier bieten sich zur Veranschaulichung der Haufigkeiten Grafiken wie oben an.

Metrisch skaliertes Merkmal

Beispiel

Fine mainfrénkische Weinbaustadt feiert ihr alljahrliches Weinfest, bei dem auch die
Winzerei Wavoma ihre Produkte anbietet. Sie verkauft Wein in Flaschen mit 0,5, 0,7, 1
und 2 Litern zu je 4, 5, 7 und 10 Euro. Es wurden am Sonntag Vormittag eingenommen
(Merkmal x: Preis einer Flasche Wein (Euro)):

444777710555 104477555551010 107

Wir erhalten die unten folgende Haufigkeitstabelle.

j Preis fiir eine absolute Hau- relative Haufig-
Weinflasche figkeit keit
Xj n; P;

1 4 5 5/25=0,2

2 5 8 0,32

3 7 7 0,28

4 10 5 0,2

by 25 1

Grafische Darstellungen

Eine weitere Art, Verteilungen eines Merkmals iibersichtlich darzustellen, ist die grafische
Darstellung. Mit hoher Aussagekraft der Grafik geht meist ein Informationsverlust einher,
so daf} die Grafik die Tabelle nicht ersetzen, sondern nur unterstiitzen kann.
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Da Grafiken auf einen Blick informieren sollen, sollen sie nicht iiberladen sein. Haufig ver-
wendet werden heute Piktogramme, d.h. Diagramme, die den Sachverhalt optisch anschau-
lich verdeutlichen.

Fiir beliebig skalierte Merkmale mit wenigen Auspriagungen bieten sich eine Vielzahl grafi-
scher Darstellungen an, darunter insbesondere Stabdiagramm, Sdulendiagramm, Kreisdia-
gramm. Diese Diagramme eignen sich nicht fiir Urlisten mit vielen verschiedenen Beobach-
tungswerten.

Ubung: Warum nicht?
Stabdiagramm bzw. Sidulendiagramm

Auf der ,x-Achse® werden die verschiedenen Auspriagungen des Merkmals markiert. Dann
werden die entsprechenden Haufigkeiten als Stab oder Séule senkrecht auf der Abszisse
abgetragen.

Es sind hier anhand des obigen Beispiels beziiglich des Familienstandes die Sdulendiagram-
me fiir die absoluten und relativen Haufigkeiten dargestellt. Wir sehen, dass die Struktur
der Diagramme identisch ist.

Saulendiagramm Saulendiagramm
25 23 05 0,46
g 5 04
ﬁ 15 12 1 :‘Ié 03 0,24 022
% 10 ] 2021
[} 4 & 0,08
g 57 s 01 !
[ P-4
0 ‘ ‘ M 0 ‘ ‘ M
ledig verheiratet geschieden verwitwet 1 2 3 4
Familienstand Familienstand
Abb. 62: Absolute Haufigkeiten des Abb. 63: Relative Haufigkeiten des Fami-
Familienstandes lienstandes
Kreisdiagramm
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verwitwet
8% ledig
24%

geschieden
22%

verheiratet
46%

Abb. 64: Kreisdiagramm: Relative Haufigkeiten des Familienstandes

Im Kreisdiagramm wird n als Gesamtflache festgelegt. Die Haufigkeiten fiir die einzelnen
Kategorien des Merkmals werden als ,, Tortenstiicke“ eingetragen, wobei deren Flache pro-
portional zur Haufigkeit ist. Der zur Héaufigkeit n; gehérende Winkel o eines Segments
berechnet sich dann aus der Verhéltnisgleichung

Qj Ny

360 n
Sollen zwei verschiedene Gesamtheiten mit verschiedenen Gesamthéufigkeiten ny und nyg

mittels zweier Kreisdiagramme verglichen werden, kann man die Fliachen der Kreise pro-
portional zu den n; und ny; darstellen.

Fiir die Darstellung von Kreisdiagrammen gibt es heutzutage geniigend Anwendersoftware,
so dass eine genauere Erlauterung unterbleiben kann.

Summenfunktion eines Merkmals mit wenig verschiedenen Auspriagungen

Summenfunktion

Man interessiert sich fiir Fragen wie ,Wieviel % der Kunden gaben hochstens 5 Euro fiir eine
Flasche Wein aus?“ oder ,Wieviel Einwohner Deutschlands sind mindestens 65 Jahre alt?«
Man koénnte nun die einzelnen H&ufigkeiten einer Haufigkeitstabelle aufsummieren und so
den Wert ermitteln, aber einfacher ist es, schon in der Haufigkeitstabelle die Haufigkeiten
(abs. oder rel.) laufend aufzuaddieren. Es ergeben sich die Summenh&ufigkeiten als ku-
mulierte Haufigkeiten Sj (absolut) bzw. Sj* (relativ) . Aus den Summenhéufigkeiten 148t
sich dann einfach die Summenfunktion bestimmen.
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Summenhé&ufigkeiten sind nur sinnvoll, wenn man das Merkmal nach Gréfle ordnen kann,
also nur bei ordinal oder metrisch skalierten Merkmalen. Aus der Summenhéufigkeit kann

man die Summenfunktion ermitteln.

Beispiel der verkauften Weinflaschen

j Preis absolute relative absolute relative
fiir eine Haufig- Haufig- Summen- | Summen-
Weinfla- keit keit haufig- haufig-
sche n; Pj keit keit
X; Sj S*j
1 4 5 5/25=0,2 5 0,20
2 5 8 0,32 13 0,52
3 7 7 0,28 20 0,80
4 10 5 0,2 25 1,00
by 25 1
30
22
x
)]
= 20
v
=
[
7]
£ 15
m " m m m = @ § ®m @ @ B E ¥ R W
£
10 ]
g i
w [
= 4
5 L.
0
0 2 4 6 8 10 12
Preis fur Flasche x

Abb. 65: Summenfunktion

Fiir die Erstellung der Summenfunktion miissen die Beobachtungen der Urliste geordnet
vorliegen. Die Héufigkeitsverteilung enthélt alle Werte der Urliste geordnet. Analog zu oben
kann man sich beispielsweise iiberlegen:

20 Kunden zahlten hochstens 7 Euro fiir eine Flasche, also S(7) = 20.
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So konnen wir wieder wie vorher die Summenfunktion von links her aufbauen:

0 Kunden zahlten hochstens 2 Euro fiir eine Flasche, also S(2) = 0

Usw.

Nun kénnen wir die kumulierten Haufigkeiten auch aus der Grafik ablesen: z.B. S(6) = 13,

es sind also 13 Flaschen zu einem Preis von hochstens 6 Euro verkauft worden.

Lageparameter eines Merkmals mit wenig verschiedenen Auspriagungen

Arithmetisches Mittel

Beispiel

Es wurden in einem Einkaufszentrum n = 20 Kunden beziiglich der Kinderzahl befragt.
Wir erhielten die geordnete Urliste

00001111122222333455

Es resultierte die Haufigkeitsverteilung

j Zahl der absolute relative
Kinder Haufig- Haufig- Xjn; X;Pj
Xj keit keit
n; Pj
1 0 4 0,2 0 0
2 1 5 0,25 5 0,25
3 2 5 0,25 10 0,5
4 3 3 0,15 9 0,45
5 4 1 0,05 4 0,2
6 5 2 0,1 10 0,5
by 20 1 38 1,9
Wir bestimmen das arithmetische Mittel als
T = 5(0+0+0+0+1+1+14+14+142424242+2+3
+ 3+43+445+5)=38=1,9
Wir konnen das Mittel aber auch so berechnen:
fz—i(ll 0+5-14+5-243-3+1-4+2-5) —ﬁ—l 9
© 20 20

was in Formelschreibweise ergibt

81

S|

m
Z:I,’j . n]‘.
Jj=1
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Ermitteln wir das arithmetische Mittel von Hand, kénnen wir in der Haufigkeitstabelle die
Summanden xjn; in der jten Zeile eintragen und aufsummieren.

Alternativ konnen wir das arithmetische Mittel mit Hilfe der relativen Héufigkeit p; ermit-
teln:

T = Zj-Pj-
J=1

Zur Verdeutlichung ist auch diese Variante in der Haufigkeitstabelle aufgefiihrt.

Fiir ordinal- oder nominalskalierte Merkmale ist das arithmetische Mittel nicht geeignet.

Entsprechende Uberlegungen gelten auch fiir die Varianz s der Stichprobe.
Median
Beispiel mit den verkauften Weinflaschen

Wir haben die Urliste nun geordnet.

4444455556555 777777710 10 10 10 10

Der Median teilt die kleineren 50% der Datenwerte von den 50% grofleren Werten ab. Also
liegt hier der Median auf dem 13. Beobachtungswert.

Bei Daten in Haufigkeitstabellen liegen die Werte schon zwangldufig geordnet vor. Es muss
nur die Kategorie gefunden werden, die den Median enthélt.

j Preis fiir eine absolute Hau- absolute Sum-
Weinflasche figkeit menhiufigkeit
Xj n; Sj

1 4 5 )

2 5 8 13

3 7 7 20

4 10 5 25

by 25

Anhand der Summenhé&ufigkeiten kénnen wir sehen, dass der 13. Wert gerade noch in der
2. Kategorie liegt. Diese Kategorie ist die Einfallsklasse des Medians.

Streuungsparameter eines Merkmals mit wenig verschiedenen Ausprigungen

Hier wollen wir die Berechnung der Varianz eines hiufbaren metrischen Merkmals
ansehen. Unsere Uberlegungen laufen analog zum arithmetischen Mittel. Wir betrachten
das

Beispiel mit den verkauften Weinflaschen
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Aus der Urliste mit 25 Beobachtungen:

4444455555555 777777T71010 10 10 10

berechnen wir die Stichprobenvarianz aus

In dieser Formel ist x; die i. Beobachtung aus der Urliste.

Analog zum arithmetischen Mittel eines Merkmals mit wenig Auspriagungen werden wir aber
nicht die obige Formel fiir die Varianz verwenden, sondern die Vorteile der Haufigkeitstabelle
niitzen. Wir kénnen nédmlich die Stichprobenvarianz berechnen als

1 m

wobei die x; jetzt die verschiedenen Ausprégungen des Merkmals darstellen.

j Preis fiir absolute Xj 1y (z; —7)* (z; —7)%*n,
eine Haiufigkeit
Weinflasche| n;
X

1 4 ) 20 5,5696 27,8480

2 ) 8 40 1,8496 14,7968

3 7 7 49 0,4096 2,8672

4 10 5 50 13,2496 66,2480

X 25 159 111,7600

Zunichst bendtigen wir den Mittelwert Z. Er berechnet sich wie in LAGEPARAMETER? als

u 159
> am; = 55 = 6,36,

Wir erhalten nun

1

2

= —-111,7600 ~ 4, 66.
Y

Der Computer kann das leicht ermitteln. Mochten wir jedoch die Varianz hindisch ausrech-

nen, finden wir den ,krummen“ Mittelwert als stérend. Wir kénnen natiirlich auch hier den

Verschiebungssatz anwenden. Es gilt ndmlich fiir die benétigte Quadratsumme:

3 Kapitel 5.2.1 auf Seite 109
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Q:Z(xj—:i’)Q-nj = (Zm?n])—niﬁ
j=1

Jj=1

Wir berechnen sukzessive in unserer Haufigkeitstabelle die Xj2 und Xj2 n; und erhalten
zunéchst fur Q

Q=1123—25-6,36% = 111,76

und fir die Varianz

5 111,76
=5 1= 4,66.

j Preis fur absolute ij ijnj

eine Haufigkeit | x; n;

Weinflasche n;

Xj
1 4 5 20 16 80
2 5 8 40 25 200
3 7 7 49 49 343
4 10 5 50 100 500
by 25 159 1123

5.2.2 Streuungsparameter eines metrischen Merkmals mit wenigen
verschiedenen Beobachtungen

Varianz als Streuungsparameter

Der Lageparameter allein reicht fiir die Beschreibung einer Datenmenge nicht aus (analoges
Problem wie bei Zufallsverteilungen). Information iiber die Streuung der Beobachtungs-
werte liefert ein Streuungsparameter. Es kommen verschiedene Kennwerte als Streuungs-
parameter in Betracht, beispielsweise die Varianz, die Spannweite, der Quartilsabstand und
der Variationskoeffizient.

Varianz

Am héaufigsten wird als Kennwert die Varianz verwendet, da sie wahrscheinlichkeitstheore-
tisch am besten zu untersuchen ist. Die Varianz sind die mittleren quadratischen Abwei-
chungen der Einzelwerte x; vom arithmetischen Mittel

Der Nenner n-1 wirkt vielleicht etwas befremdlich. Allerdings hat die Verwendung von n-1
statt n wahrscheinlichkeitstheoretische Vorziige, wenn man die Varianz der Verteilung eines
Merkmals mit s? schiitzen méchte. Man nennt dieses Art der Varianz inferentielle Varianz.
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Beispiel

FEine Firma mo&chte einen Kachelofen auf den Markt bringen, der fiir einen Komplettpreis
zu erwerben ist. Fiir die Kalkulation dieses Preises benotigt die Firma Informationen tiber
die Montagezeit fiir einen Kachelofen. Bei der Endmontage von 11 Kachel6fen ergaben sich
die Zeiten

2,5 3 3 3,3 3,6 3 2,3 3 3,1 3,2 3

Die Varianz der Montagezeiten soll bestimmt werden. Nach der obigen Formel muss zunéchst
das arithmetische Mittel bestimmt werden:

T = 5(2,543+3+3,343,6+3+2,3+3+3,1+3,2+3)
3

=3h
1

H‘w =

Dann erhalten wir als Varianz

1
§? = E((2’5_3)2+(3_3)2+(3_3)2+“‘+(3_3)2)

—  £(0,254040+0,09+0,36+0+0,49+ 040,01 40,04 4-0)

= L2 —0,124n

Verzichtet man auf eine Schiatzung, kann man auch die deskriptive Varianz

fiir die Beschreibung von statistischen Daten verwenden, was aber hier zur Vermeidung von
Verwechslungen unterlassen wird.

Bei der manuellen Berechnung von s? ist es oftmals miihsam, erst die einzelnen Differenzen
xi - x zu bilden und dann zu quadrieren. Mit Hilfe des Verschiebungssatzes* kann die
laufende Differenzenbildung vermieden werden. Betrachten wir die Summe

Diese Summe lasst sich zerlegen in

n
QzZaz?—n-:ﬁz
=1

Setzt man den Ausdruck oben ein, erhélt man fiir die Varianz

4 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/VERSCHIEBUNGSSATZ_%2528STATISTIKY%2529
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2 __ _ 2 =2
e Ui DI SRS
Beispiel:
s? = 15(2,52+3%4+32+...432-11-3%)

= (100,24 —99) = 0,124h?

Da die Varianz ein quadratischer Ausdruck ist, hat sie z.B. auch die Einheit h?, wenn die
x; die Einheit h haben. Um die Varianz anschaulicher zu machen, kann man ihre Quadrat-
wurzel, die Standardabweichung s betrachten:

Beispiel

s =1/0,124h2 ~ 0,35h

also ca. 20 Minuten. Man koénnte etwas flapsig sagen, dass die Montagezeit eines Ofens im
Mittel 3 Stunden +/- 20 Minuten betrégt.

Auch die Varianz reagiert empfindlich auf Ausreifier. Es gibt hier resistente Streuungspara-
meter, die weiter unten behandelt werden.

Verteilung eines metrischen Merkmals mit vielen verschiedenen Ausprigungen

Klassierung eines metrischen Merkmals mit vielen verschiedenen Ausprigungen

Metrische Merkmale mit vielen verschiedenen Ausprigungen
Klassierung

Liegen sehr viele verschiedene Beobachtungen eines metrisch skalierten Merkmals vor, ist
es wenig sinnvoll, die Auspriagungen zu zdhlen. Hier miissen die einzelnen Werte fiir die
Haufigkeitstabelle zusammengefasst werden. Das geschieht in sogenannten Klassen.

Beispiel

Es liegen fiir 32 européische Lénder als Indikator fiir den Wohlstand die Zahlen der PKWs
pro 1000 Einwohner vor:

31 43 65 152 156 247 264 266
280 289 295 332 341 351 357 365
400 421 422 423 438 451 452 456
489 494 014 516 541 557 591 641

Diese Vielzahl unterschiedlicher Werte ist uniibersichtlich. Sie werden zu Klassen zusam-
mengefasst, und zwar so,
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Klasse 1 iiber 0 - bis 200 31 43 65 152 156

Klasse 2 iiber 200 bis 300 247 264 266 280 289 295

Klasse 3 iiber 300 bis 400 332 341 351 357 365 400

Klasse 4 iiber 400 bis 500 421 422 423 438 451 452
456 489 494

Klasse 5 iiber 500 bis 700 514 516 541 557 591 641

so dass wir dann die folgende Haufigkeitstabelle erhalten:

j Zahl der PKW Zahl der Liander | relative Haufig-
pro 1000 absolute Hau- keit
figkeit o
nj
1 iiber 0 - bis 200 5 5/32 =0,15625
2 iiber 200 bis 300 6 0,1875
3 iiber 300 bis 400 6 0,1875
4 iiber 400 bis 500 9 0,28125
5 iiber 500 bis 700 6 0,1875
by 32 1

Struktur von Klassen
Wir wollen anhand des Beispiels die Struktur von Klassen ansehen:

Es werden benachbarte Merkmalsauspragungen x; zu einer Klasse zusammengefasst. Wir
bezeichnen als

o Zahl der Klassen: m (m=5)
o Absolute der Beobachtungswerte in der Klasse j (j = 1, ...
e Relative Haufigkeit: p; = 3

n
» Klassenobergrenze: x,; ; Klassenuntergrenze: x,;

« Klassenbreite: d;j = 24 — Ty
xoj“l’xuj

o Klassenmitte: :cg = =2y

, m): nj

Bemerkungen

Die Beobachtungen sollen in einer Klasse moglichst gleichméBig verteilt sein. Idealerweise
haben alle Klassen dieselbe Breite, was aber nur bei gleichméfliger Verteilung der Beobach-
tung zu empfehlen ist. Auf jeden Fall sollen keine leeren Klassen in der Mitte auftreten.

Fiir die empfehlenswerte Zahl von Klassen gilt die Faustregel m ~ +/n . Die Zuordnung der
Beobachtung zu einer Klasse mufl eindeutig sein, also

nicht 10- 11 11 - 12 12-13
sondern 10 - unter 11 11 - unter 12 12 - unter 13
oder uber 10 bis 11 | tiber 11 bis 12 | Gber 12 bis 13

Manchmal treten offene Randklassen auf.
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Beispiel:

Grofle der landwirtschaftlichen Betriebe in Bayern

Klasse ; Grofle des Betriebs(in
ha)

hochstens 5

iuber 5 bis 10

uber 10 bis 50

mehr als 50

N U N

Behandlung offener Randklassen

Bestimmte Verfahren wie beispielsweise Histogramme etc. verlangen einen Randwert fiir die
oberste und unterste Klasse. Bei offenen Randklassen muf3 der &uflere Randwert ,,erfunden”
werden.

1. Falls gleiche Klassenbreiten existieren, werden die Randklassen genauso breit gemacht.
2. Man verwendet als duflere Klassengrenze einen plausiblen Wert.

Grafiken

Der Klassiker einer Grafik fiir klassierte Daten ist das Histogramm, eine Entsprechung des
Saulendiagramms. Man tragt auf der Abszisse die Klassen ab und errichtet tiber den Klassen
Rechtecke, deren Fliache die absolute oder relative Haufigkeit betragt.

Wir wollen nun fiir die PKW-Indikatordaten ein Histogramm konstruieren. Die Intervall-
breiten und die Fliachen der einzelnen Rechtecke sind bekannt, uns fehlt jedoch die Hoéhe
einer Sdule. Wir werden dieses Problem geometrisch angehen:

Es gilt Fliche = Hohe * Breite, bzw.

’I”LJ :hj'dj
also
T
h: = -
J d]
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Abb. 66: Histogramm der PKWS pro tausend Einwohner in Européischen
Léndern

Jj Zahl der Zahl der Klassenbreite SaulenhGhe
PKW pro Lander d; h; = n;/d;
1000 absolute
Haufigkeit
n;
1 iiber 0 - bis 5 200 - 0 = 200 0,025
200
2 iiber 200 bis 6 100 0,06
300
3 iiber 300 bis 6 100 0,06
400
4 iiber 400 bis 9 100 0,09
500
5 iiber 500 bis 6 200 0,03
700

Ublicherweise wird beim Histogramm die Ordinate (y-Achse) weggelassen, weil sonst die
Hohe der Saule als Haufigkeit gedeutet wird. Tatséchlich ist aber die Flache der Saule die
Héufigkeit. Es geht ja in der Grafik darum, einen optischen Eindruck von der Aufteilung

117



Deskriptive Statistik

der Daten zu bekommen. In unserem Beispiel wurde die Ordinate beibelassen, damit die
Konstruktion des Histogramms deutlich wird. Man kann zur Unterstiitzung der Information
noch die Haufigkeiten in die Sdulen eintragen.

Summenkurve eines metrischen Merkmals mit vielen verschiedenen
Auspriagungen

Bei Beobachtungen, die man zweckméBigerweise klassiert zusammenfasst, ist eine Sum-
menfunktion aus der Urliste schwierig zu erstellen und auch unhandlich.

Da hier das Merkmal als stetig angesehen wird, ndhert man die grafische Darstellung der
Verteilung durch ein Kurve an. Dabei wird folgendermaflen vorgegangen:

Um die absolute Summenfunktion zu erstellen, berechnet man fiir jede Klasse j die kumu-
lierte Haufigkeit S;. Dann trégt man die Wertepaare (xoj;S;), also die Klassenobergrenze
und Summenhéaufigkeit in ein Diagramm ein und verbindet die Punkte geradlinig. Es ist
der erste Punkt (xy1;0). Ab (Xom;n) verlauft die Summenkurve horizontal.

PKW-Beispiel

Dazu fassen wir die bendtigten Werte am besten wieder in einer Zahlentabelle zusammen:
Wir benétigen die Klassenobergrenzen x,; und die Summenhaufigkeiten S;. Die Summen-
haufigkeiten sind die kumulierten Haufigkeiten

J
S; = an
k=1

etwa S1 =5,S9=5+6=11,S3=5+6+6=17 ...

Klasse Merkmals- Absolute Klassen- Absolute

werte Haufigkeit obergrenze Summen-
haufigkeit

j X n; Xoj S;

1 0 - bis 200 5 200 5

2 i. 200 bis 300 | 6 300 11

3 ii. 300 bis 400 | 6 400 17

4 ii. 400 bis 500 | 9 500 26

5 i. 500 bis 700 | 6 700 32

by 32
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Abb. 67: Absolute Summenkurve

Je gleichmafBiger die einzelnen Beobachtungen iiber die Klassen verteilt sind, desto besser
passt sich die Summenkurve an die Summenfunktion der einzelnen Beobachtungen an.

In der Grafik ist die Summenkurve fiir das PKW-Beispiel angegeben. Zum Vergleich wurde
die Summenfunktion der Urliste mit eingetragen, wobei aus Ubersichtlichkeitsgriinden nur
bei den ersten Werten die Horizontale gezeigt wird. Man sieht, dass im Intervall 200 - 300
die Kurve die tatsdchlichen Beobachtungen tiberschétzt, im Intervall 600 - 700 liegt die
Kurve unter der tatsichlichen Summenfunktion.
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Abb. 68: Relative Summenfunktion mit 25%-Quantil

Die Summenfunktion ist eine empirische Beschreibung der Verteilung des Merkmals in der
Grundgesamtheit. Wie andere grafisch dargestellte Verteilungen ist auch sie vom optischen
Informtionsgehalt her eher wenig instruktiv. Man kann aber Verteilungsaussagen grafisch
ermitteln, z.B.

Bei der relativen Summenkurve wird statt der absoluten Héufigkeit S; die relative Summen-
héufigkeit

S* —

Sj
J o n

verwendet. Die Form der Summenkurve bleibt erhalten.

Lageparameter eines metrischen Merkmals mit vielen verschiedenen
Auspriagungen

Arithmetisches Mittel

Ist die Urliste gegeben, berechnet sich das arithmetische Mittel aus der bekannten Durch-
schnittsbildung der Beobachtungswerte. Sind jedoch die Informationen der Urliste nicht
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mehr verfiigbar, kann man das arithmetische Mittel nur noch ndherungsweise bestimmen.
Man verwendet die Klassenmitte x;' als Ersatz fiir die Merkmalsauspragung x; in der Klasse
j und nédhert das arithmetische Mittel an als

Die Klassenmitte soll das Niveau einer Klasse widerspiegeln. Das ist vor allem der Fall, wenn
sich die Einzelwerte der Urliste gleichméflig in einer Klasse verteilen. Sind die Einzelwerte
mehrheitlich an einer Klassengrenze gelegen, gibt x;' unter Umsténden nicht mehr das
Niveau korrekt wieder. Die optimale Aufteilung der Klassen sollte schon bei Klassenbildung
beriicksichtigt werden. Im Sinne einer einfachen Handhabung sollte x;' eine Zahl sein, mit
der man leicht rechnen kann, also z.B. 200 und nicht 199,5.

PKW-Beispiel

Es ergibt sich also als angenahertes arithmetisches Mittel

1
' = — 11750 = 367,1875

32
Klasse | Intervall Absolute Klassenmitte
Haufigkeit
j n; Xj' Xj' n;
1 0 - bis 200 5 100 500
2 200 bis 300 6 250 1500
3 300 bis 400 6 350 2100
4 400 bis 500 9 450 4050
5 500 bis 700 6 600 3600
b 32 11750
Median
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relative Summenkurve

0 100 200 300 400 500 600 700
Zahlder PKWs/1000

Abb. 69: Grafische Ermittlung des Medians

Grafische Ermittlung
Hier bietet sich vor allem die grafische Ermittlung des Medians an:

Man bestimmt aus der absoluten (relativen) Summenkurve grafisch den Wert x, der zu n/2
(0,5) gehort.

Im PKW-Beispiel wurde der Median aus der relativen Summenkurve grafisch ermittelt. Der
x-Wert, der zu S*(X)=0,5 gehort, betrigt etwa 382. Es hatten also 50% der untersuchten
Léander hochstens ca. 382 Fahrzeuge pro 1000 Einwohner.

Ist n klein, konnte man auch vom Ordinatenwert (n+1)/2 bei geradem n ausgehen.
Ermittlung mit der Haufigkeitstabelle

Man kann den Median auch naherungsweise durch lineare Interpolation aus der Haufig-
keitstabelle ermitteln. Allerdings geniigt im Allgemeinen auch die Klassenmitte der Ein-
fallsklasse als Naherung fiir den Median, da ohnehin meistens keine Informationen iiber die
Verteilung der Beobachtungen in den Klassen vorliegen.

Im PKW-Beispiel ergibe die Ndherung durch die Klassenmitte z' = 350.

Lineare Interpolation wiirde
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0,5 (T3 —Tug) _ 0,5-100
T3+ . =300+ 05312

=394,12

ergeben.

Streuungsparameter eines metrischen Merkmals mit vielen verschiedenen
Auspriagungen

Einleitung

Liegen bei einem klassierten Merkmal keine Informationen tiber die Urliste mehr vor, kénnen
wir die Varianz des Merkmals analog zum arithmetischen Mittel mit den Klassenmitten
niherungsweise berechnen. Wir erhalten fiir die Niherung s'
/ 1 &
2., .2 —1\2
57~ s = jZ(x; —7')? ny,

Jj=

3

deren Exaktheit auch wieder von der Verteilung der einzelnen Werte in den Klassen ab-
héngt. Verwenden wir statt der absoluten Haufigkeiten n; die relativen pj, berechnet sich
die Varianz als
m
P2rs? = Z(az; —7)%p;.
n—1 =

Man kann auch im Fall der ndherungsweisen Berechnung den Verschiebungssatz anwenden.
Wir wollen ihn hier nur fiir absolute Héufigkeiten angeben. Fiir die Quadratsumme der
zentrierten Klassenmittel gilt

! =2 _ 2 L2
Z(xjf:n) -nj—ij nj—n-TC,

m m
J=1 J=1

so dass sich fiir die angendherte Varianz ergibt

PKW-Beispiel

Wie bei der Ermittlung des arithmetischen Mittels verwenden wir auch hier zweckmaéfiger-
weise eine Tabelle. Es war das angenaherte arithmetische Mittel 367, 1875. Es wird zunéchst
die Varianz mit Hilfe der zentrierten Werte ermittelt:
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Klasse Intervall Absolute Klassenmitte
Haufigkeit
j iiber ... n; Xj
bis ...
1 0 - 200 5 100
2 200 - 300 6 250
3 300 - 400 6 350
4 400 - 500 9 450
5 500 - 700 6 600
by - 32 --
Klasse
) )
j .73; —T; (mé —fj) (I; —Tj> n;
1 -267,19 71390,50 356952,48
2 -117,19 13733,50 82400,98
3 -17,19 295,50 1772,98
4 82,81 6857,50 61717,46
5 232,81 54200,50 325202,98
by -- - 828046,88
Wir erhalten fiir die Varianz
2= 1 898046,88 = 26711,19
32—-1 ’ ’
und fiir die Standardabweichung
s =+/26711,19 = 163,44
Mit dem Verschiebungssatz dagegen erhalten wir
Klasse Intervall Absolute | Klassen-
Haufigkeit | mitte
j iiber ... n; x;' xj'2 xj'2 n;
bis ...
1 0 - 200 5 100 10000 50000
2 200 - 300 6 250 62500 375000
3 300 - 400 6 350 122500 735000
4 400 - 500 9 450 202500 1822500
5 500 - 700 6 600 360000 2160000
by 32 5142500

Wir erhalten fiir die Varianz
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1
§2= 55— (5142500 — 32367, 19%) = 26711,19
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6 Analyse mehrerer Merkmale

Deskriptive Analyse mehrerer Merkmale

Héufig interessiert man sich fiir mehrere Merkmale zugleich. Interpretiert man die Beobach-
tungen wieder als Stichprobe einer unbekannten Grundgesamtheit, kénnte man fragen, ob
die Variablen unabhéngig sind oder, falls nicht, in welcher Beziehung sie zueinander stehen.
So kann man beispielsweise etwa vermuten, dafl zwischen Werbeausgaben und Umsatz eines
Supermarktes ein positiver Zusammenhang besteht.

6.1 Korrelationsanalyse

Korrelation zweier Merkmale

Fiir die Untersuchung der Beziehung zwischen mehreren Variablen mufl grundsétzlich wieder
nach Skalierung dieser Variablen unterschieden werden. Die Kovarianz bzw. der Korrelati-
onskoeflizient fiir zwei Zufallsvariablen einer Grundgesamtheit sind uns bereits bekannt.
Analog dazu gibt es in der deskriptiven Statistik die (Stichproben)-Kovarianz bzw. den
(Stichproben)-Korrelationskoeffizienten.

Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson

Es seien zwei Merkmale x und y zu beobachten. Bei einer Stichprobe im Umfang von n
ergeben sich n viele Wertepaare (x;;yi) (i =1, ..., n).
Beispiel

Es soll untersucht werden, ob das Bevolkerungswachstum eines Landes mit der Fruchtbar-
keitsrate (durchschnittliche Zahl der Geburten einer gebarfihigen Frau) zusammenhéngt.
Es wurden acht Lander zufillig ausgewéahlt und wir erhalten die Daten

Land Bevolkerungs- Fruchtbarkeits-
wachstum x rate y
Agypten 1,8 3
Tiirkei 1,1 2
Vereinigte Arabische Emi- | 1,6 3
rate
Jamaika 0,7 2
Mauritanien 29 )
Island 1 1,8
Tadschikistan 2,1 4,1
Gabun 2,4 4,7
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Um sich einen Eindruck vom Zusammenhang der Daten zu verschaffen, tragen wir sie in
einem Streudiagramm ab.

55
5 ~ @
> 4,9
£ 4 s
235
=
g 3 @
g 25
|19 .
2 1@ ‘.
1,5
1 T T T T T
0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5
Bevolkerungswachstum x

Abb. 70: Streudiagramm zwischen Bevolkerungswachstum und
Fruchtbarkeitsrate fiir 8 ausgewéahlte Lander

Man sieht hier schon ohne Analyse, dass offensichtlich mit steigender Fertilitdt auch das
Bevolkerungswachstum zunimmt. Die gestreckte Punktwolke ist fast eine steigende Gerade,
also besteht zwischen Fertilitdt und Bevolkerungswachstum ein anndhernd linearer Zusam-
menhang. Die Merkmale sind offensichtlich stetig. Fiir metrisch skalierte Merkmale stellt
der Korrelationskoeffizient ry, oder kurz r nach Bravais-Pearson ein Maf} fiir die lineare
Abhingigkeit zweier statistischer Variablen dar:

YL @-9w-D)
Vi (i — )2/ (i — )%

wobel x1 , X2 , ..., Xp und y1 , y2 , ..., yn die Messwerte der beiden Merkmale und z =
%-Z;;l x; das arithmetische Mittel des Merkmals x sind, y entsprechend.

r

Analog zu oben kann auch hier wieder der Verschiebungssatz angewendet werden:

n _
i=1Li Y —N-T-yY

VS 22 —n (2)2) (S92 — 1 (9)2)

T =

Es gilt: Je néher |r| bei 0 ist, desto schwécher ist der ,lineare Zusammenhang“, d.h. die
Korrelation. Man sieht an den folgenden Streudiagrammen, dass bei einem Korrelations-
koeffizienten von 0,9 das Diagramm stark einer Geraden dhnelt. Je kleiner |r| wird, desto
verwaschener wird die Gerade bis hin zur strukturlosen Punktwolke. Ist der Korrelations-
koeffizient kleiner als Null, hat die Punktwolke eine fallende Tendenz.
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In der Grundgesamtheit ist bei stochastisch unabhéngigen Zufallvariablen die Kovarianz
und damit der Korrelationskoeffizient gleich Null. Bei einer Stichprobe stetiger Merkmale
wird man aber so gut wie niemals einen Korrelationskoeffizienten erhalten, der genau Null
ist. In unserem Beispiel mit den stochastisch unabhéngigen Merkmalen wurden 30 Zufalls-
zahlen zweier stochastisch unabhéngiger Variablen erzeugt. Der errechnete Stichproben-
Korrelationskoeffizient ergab jedoch -0,272. Die Frage ist nun, wie grof3 muss der errechne-
te Korrelationskoeffizient mindestens sein, damit man von einer vorhandenen Korrelation
ausgehen kann? Hier kann man den Korrelationskoeflizienten statistisch testen, um nach-
zupriifen, ob er grofl genug ist.

Beispiel mit zentrierten Merkmalswerten

Wir wollen nun den Korrelationskoeffizienten des obigen Beispiels mit der Formel

I > B )
Vo P 0

ermitteln. Am besten ordnet man die Daten fiir die Berechnung in einer Tabelle an (siehe
unten). Wir benotigen als Erstes den Mittelwert x

r

7———1 En ——1 13,6 =1,7
z Ti=—"-
nz:l (2 8 9 30
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entsprechend erhalten wir fiir y

1
y=—--25,6=3.2.
Yy 8 ) ’

Wir wollen nun zuerst die Elemente x; — T bestimmen, wir nennen diese zentrierten Werte
von x hier x*:

x*=x-x=18-17=0,1
x¥=x9- x=1,1-1,7=-0,6

Wir kénnen nun die Formel von oben etwas kiirzer schreiben als

n * *
i=1L " Y;

o \/Z?:NC?'\/Z?:M;&

Setzen wir die entsprechenden Spaltensummen der Tabelle ein, ergibt sich

6,47
— %A 9706
T 396 1122

Der Korrelationskoeffizient betrdgt also 0,9706. x und y sind hochkorreliert: Wenn die
Fruchtbarkeitsrate grof ist, wichst die Bevolkerung stark.

BevW | FrR xf=x |y*=y
3 |3
i % y * v* Ry ) v2
1 18 3 0.1 20,2 002 001|004
2 11 ) 20,6 1,2 072 0,36 | 1,44
3 1.6 3 0.1 20,2 002 |00l |004
1 0,7 ) a 12 12 1 1,44
5 2.9 5 12 18 916 | 1,44 | 3.24
6 1 1,8 -0,7 -1,4 0,98 0,49 1,96
7 2,1 4,1 0,4 0,9 0,36 0,16 0,81
8 2,4 4,7 0,7 1,5 1,05 0,49 2,25
5 136 | 256 |0 0 6,47 | 3,96 | 11,22

Beispiel mit Verschiebungssatz Wir berechnen Korrelationskoeffizienten mit Hilfe des
Verschiebungssatzes:

49,99 —8-1,7-3,2
r= ’ A =0,9706
V(27,08—8-1,7%)- (93,14 —8-3,22)

BevW FrR
i X y Xy X y
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BevW FrR

i b'e y Xy x2 y2

1 1,8 3 5,4 3,24 9

2 1,1 2 2,2 1,21 4

3 1,6 3 4,8 2,56 9

4 0,7 2 1,4 0,49 4

5 2,9 5 14,5 8,41 25

6 1 1,8 1,8 1 3,24

7 2,1 4.1 8,61 4,41 16,81

8 2,4 4.7 11,28 5,76 22,09

by 13,6 25,6 49,99 27,08 93,14
Bemerkungen

o Der Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson reagiert stark auf Ausreifler in den Be-
obachtungen. Daher sollten die vorliegenden Daten idealerweise normalverteilten Merk-
malen entstammen.

o Aufgrund der Durchschnittsbildung ist er fiir ordinalskalierte Merkmale nicht zuléssig.

e In der praktischen Anwendung werden bei Verwendung des Verschiebungssatzes die Pro-
dukte héufig sehr gro. Um Rundungsfehler zu vermeiden, zentriert man hier vor Be-
rechnung des Korrelationskoeffizienten die Datenwerte zu xi* und yi* wie oben gezeigt.

Rangkorrelationskoeffizient nach Spearman

Fiir Variablen, die stark von der Normalverteilung! abweichen, und auch ordi-
nalskalierte Variablen, eignet sich der Rangkorrelationskoeffizient nach Spearman-
Pearson. Hier werden die einzelnen Beobachtungen von x bzw. y der Grofie nach geordnet.
Jedem Wert wird seine Rangzahl zugewiesen. Es entstehen so n Paare mit Rangzahlen
rg(xi) und rg(yi). Aus diesen Réangen wird der Korrelationskoeffizent nach Bravais-Pearson
errechnet. Man erhélt so den Korrelationskoeffizenten nach Spearman-Pearson:

2irg(zi) —rg(x))(rg(yi) —rg(y))

rsp= ——
VXi(rg(es) —rg@)2y/Si(rg(ys) — rg(y))?

Wenn alle Rénge verschieden sind, kann man die obige Form zu

6>, d?

:1—
"sp n-(n?—1)

umformen mit d; = rg(z;) —rg(y:).

Liegen mehrere gleiche Merkmalswerte vor, handelt es sich um Bindungen. Die untere
der beiden Formeln ist eigentlich nur korrekt anwendbar, wenn keine Bindungen vorliegen.
Meistens kann man jedoch zur Vereinfachung die Formel ndherungsweise verwenden. Zur
konkreten Berechnung von Bindungen soll das folgende Beispiel verwendet werden.

Beispiel: Evaluation einer Vorlesung

1 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/NORMALVERTEILUNG
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Es wurde eine Statistikvorlesung evaluiert. Die gesamten Daten sind unter EVALUATION?
verfiighar. Es wurden hier 10 Studierende zuféllig ausgewéhlt. Wir interessieren uns fiir die
Frage, ob moglicherweise die Zufriedenheit der Leute mit der Vorlesung davon abhéngt, ob
die Vorlesung verstédndlich war. Es ergaben sich die Daten

Stoff Note fiir

verstiandlich Vorlesung

ol cof | ol cof x| col po| | o M
wl| ol wo|rof o] wo| ol o | |

Es werden nun die Range ermittelt. Da mehrere Merkmalswerte gleich sind, liegen Bindun-
gen vor, d.h. gleiche Werte bekommen gleiche Rangzahlen. Es gibt verschiedene Methoden,
gleiche Rangzahlen zuzuweisen. Meistens werden mittlere Rangzahlen verwendet. Wir wol-
len fiir x die Rangzahlen ermitteln. Dazu ordnen wir die x-Werte der Grofle nach und
numerieren sie durch:

X Laufende mittlerer Rangzahl
aufsteigend Nummer Rang
geordnet
142
2 1 % 1,5
2 2 1,5
344454647
3 3 + +5+ + 5
3 4 5
3 5 5
3 6 5
3 7 5
849410
4 8 849410 9
4 9 9
4 10 9

Fiir die Rénge von y verfahren wir entsprechend, wie die unten folgende Tabelle zeigt. Nun
kénnen wir den Korrelationskoeffizienten nach Spearman-Pearson berechnen:

2 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/BENUTZER),3APHILIPENDULAY2FDATENBEISPIELY3A%20EVALUATION
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rsp

> (rg(@i)—rg(@))(rg(y:)—rg(y))

Vo192 /S () -
— 0,758,

545 _
V70-/70,5

rg(y))?

wobei sich fiir T(:U) = % .55 = 5,5 ergibt, fiir rg(y) ebenfalls. Es scheint zwischen dem
Verstehen des Statistikstoffs und der Gesamtzufriedenheit ein deutlich positiver Zusam-
menhang zu bestehen: Je besser der Stoff verstanden wurde, desto besser fiel tendenziell
auch die Note aus.

x y rg(x) rg(y) rg(x)* =
rg(x)- rg(x)
2 1 15 1 4
1 1 9 10 35
2 2 15 3 4
3 3 5 7 0,5
4 3 9 7 35
3 2 5 3 0,5
3 2 5 3 0,5
4 3 9 7 35
3 3 5 7 0,5
3 3 5 7 0,5
55 55 0

x |y |[rg(y)*= rg(x)*rg(y)* | rg(x)*? rg(y)*?

rg(y)- rg(y)
2 |1 |45 18 16 20,25
4[4 [45 15,75 12,25 20,25
2 |2 |-25 10 16 6,25
3|3 |15 0,75 0,25 2,25
4 [3 [15 5,25 12,25 2,25
312 |-25 1,25 0,25 6,25
312 |25 1,25 0,25 6,25
4 [3 [15 5,25 12,25 2,25
33 [15 0,75 0,25 2,25
33 |15 0,75 0,25 2,25

0 54,5 70 70,5

Wir werden nun den Korrelationskoeffizienten zum Vergleich mit der vereinfachten Formel

ermitteln:

Dieser Wert weicht etwas vom vorhergehenden ab.

rsp=1-—
(

6>, d?

6-31,5

n-(n2—1)) 10-(100—1)

=0,8091
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x y rg(x) rg(y) di= d;2
rg(x)-rg(y)

2 1 |15 1 0.5 0,25

4 4 9 10 -1 1

2 |2 |15 3 15 2.25

3 3 ) 7 -2 4

4 3 9 7 2 4

3 2 5 3 2 4

3 2 ) 3 2 4

4 3 9 7 2 4

3 3 ) 7 -2 4

3 3 ) 7 -2 4
31,5

Bemerkungen

e Wie beim Korrelationskoeffizienten nach Bravais-Pearson kann auch hier der Verschie-
bungssatz verwendet werden.

o Wird fiir die Berechnung des Korrelationskoeffizienten der Computer eingesetzt, sollte die
vereinfachte Formel nicht verwendet werden, denn sie soll lediglich bei der Berechnung
von Hand die Arbeit erleichtern - es sei denn, alle Rangzahlen sind verschieden.

6.2 Regressionsanalyse

Einfaches lineares Regressionsmodell Einfiihrung mit Beispiel einer Preis-
Absatz-Funktion
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Streudiagramm Preis - Absatz
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Abb. 77: Streudiagramm von Preis und abgesetzter Menge an

Sektflaschen

Eine renommierte Sektkellerei mochte einen hochwertigen Rieslingsekt auf den Markt brin-
gen. Fir die Festlegung des Abgabepreises soll zunéchst eine Preis-Absatz-Funktion ermit-
telt werden. Dazu wurde in n = 6 Geschéften ein Testverkauf durchgefithrt. Man erhielt
sechs Wertepaare mit dem Ladenpreis x (in Euro) einer Flasche und die verkaufte Menge

y an Flaschen:

Laden i 1 2 3 4 5 6
Preis einer X 20 16 15 16 13 10
Flasche
verkaufte Yi 0 3 7 4 6 10
Menge

Modell

135



Analyse mehrerer Merkmale

12
a+bx
geschiitzte Gerade
10 A
u
8 (x,5¥,)
56 + Py (157
Unbe¢kannte Gerade

Abb. 78: Wahre unbekannte und geschitzte Regressionsgerade

Man geht von folgendem statistischen Modell aus:

Man betrachtet zwei Variablen, die vermutlich ungefidhr in einem linearen Zusammenhang

y~oa+pr
stehen. Dabei sind x als unabhéngige und y als abhingige Variable definiert. Man nennt
auch x erkldrende oder exogene Variable und y Zielvariable oder endogene Variable. Es
existieren von x und y je n Beobachtungen x; und y; (i = 1, ... , n). Der funktionale
Zusammenhang y = f(x) zwischen x und y kann nicht exakt festgestellt werden, da o + fx

von einer Storgrofie u iiberlagert wird, die nichterfassbare Einfliissse (menschliches Verhalten,
Messungenauigkeiten usw.) mit einschliet. Es ergibt sich also das Modell

y= a+pr+u

mit den einzelnen Beobachtungen

Yi = a+ i+ u;.

Da « und x nicht bekannt sind, kann y auch nicht in die Komponenten o + x und u
zerlegt werden.
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Es soll eine mathematische Schéitzung fiir die Parameter a und 8 durch zwei Konstanten a
und b gefunden werden, und zwar so, dafl sich ergibt

yi =a+bx;+d;

wobei d; das Residuum bezeichnet, die Abweichung des beobachteten y- Wertes vom ge-
schétzten. Es gibt verschiedene Méglichkeiten, die Regressiongerade zu schatzen. Man koénn-
te eine Gerade so durch den Punkteschwarm legen, dass die Quadratsumme der Residuen,
also der senkrechten Abweichungen d; der Punkte von dieser Ausgleichsgeraden mini-
miert wird.

Beispiel zum Modell der Grundgesamtheit

Wochentliche Diingergabe pro Pflanze (ml)

x1 X2 X3 x4 x5 X6 X7 X8 X9
40 50 60 70 80 90 100 110 120
Ertrag (kg) 1,41 147 145 170 157 177 201 232 226
1,44 156 164 158 15 211 1,79 202 230
1,24 128 162 1,71 179 192 209 213 221
1,22 135 140 146 178 191 208 216 233
126 130 180 180 1,74 214 1,79 225 239
1,37 133 157 183 159 190 181 191 218
1,18 136 159 1,70 203 1,75 208 223 233
156 149 160 175 174 187 213 207 199
G+PX 14 15 16 1,7 18 19 2 21 2,2
Storgrofe u1 u2 u3 ud ub ué u7 us u9
u=y-{a+px) 0,01 -003 -015 0,00 -0,23 -013 0,01 022 0,06
0,04 006 004 -012 -0,24 021 0,21 -008 0,10
0,16 -022 002 0,01 -0,01 002 0,09 003 0,01
0,18 -015 -020 -0,24 -0,02 001 008 006 0,13
0,14 -0,20 020 0,10 -0,06 024 021 015 0,19
0,03 -017 -003 0,13 -0,21 000 0,19 -0,19 -0,02
0,22 -014 -001 0,00 0,23 -015 0,08 013 013
0,16 -001 000 0,05 -0,06 -003 0,13 -0,03 -0,21

Abb. 79: Tabelle 1: Daten

In einem breit angelegten Versuch wird ein Fliissigdiinger an in Nahrlosung gezogenen Pe-
peronis untersucht. Es wird wochentlich jeder Pflanze eine bestimmte Menge Diinger verab-
reicht. Nach zwei Monaten wird der Gesamtertrag einer Pflanze gewogen. Die Abhéngigkeit
des Ertrags y (kg) von der Diingermenge x (ml) ldsst sich beschreiben als

y=a+pr+u=1+0,0lx+u,
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wobei natiirlich kein Mensch diese Gerade kennt, wir konnen nur einzelne Versuche machen.
In der Tabelle 1 sind fiir die Diingergaben 40, 50, ... ,120 ml fiir jeweils 8 Pflanzen die
resultierenden Ertriage aufgefiihrt. Man sieht, dass die Ertridge um a4+ -z schwanken, was
natiirlich an der Storgrofie u =y — (a+ - z) liegt.

Betrachten wir die Stérgréfie bei einer Diingermenge von x3 = 60 ml. Es wurden hier die
Ertrage von 150 Peperoni-Pflanzen erfasst. Wenn man die Realisationen der Storgrofie ug in
einem Dotplot abtragt (Grafik 2), erkennt man, dass die Werte normalverteilt sein kénnten.
Zu x3 gehort also eine eigene Wahrscheinlichkeitsverteilung der Storgréfie, ebenso zu x1, xo
usw. In der Grafik 3 sind diese verschiedenen Verteilungen der u exemplarisch angedeutet.

y
2,4 -

Dotplot: Hiufigkeit von 150 Werten der StérgrdBe us

2,2 4
150 Pflanzenertridge bei einer Diingergabe von x3 = 60 ml.
Der wahre durchschnittliche Ertrag liegt bei 1,6 kg.
StérgréBe ist die Abweichung des tatsdchlich beobachteten
Ertrags vom wahren Ertrag, y - 1,6. 2 -

18 -
EEEEE 16
-0,07 -0,03 0,00 0,03 0,07 0,10
Abb. 80: Grafik 2: Dotplot von 150 14 ‘
40 60 % 100 « 120

Realisationen der Storgrofie bei x = 40
Abb. 81: Grafik 3: Verteilung der Stor-
grofen auf der Regressionsgeraden

Axiome des linearen Regressionsmodells

Damit dieses Verfahren sinnvolle Ergebnisse liefert, wurden fiir das Lineare Regressionsmo-
dell bestimmte verteilungstheoretische Annahmen getroffen. Wir gehen aus von der Bezie-
hung

yi = o+ Br; + u;.

und definieren die Storgrofle u; als Zufallsvariable. Die Annahmen des linearen Regressions-
modell sind

1. Alle u; haben den Erwartungswert Null: Eu; =0, (i=1, ..., n) .
2. Alle u; haben die gleiche Varianz (Homoskedastizitét): varu; = varu; (i,j =1, ..., n,

i£]).

3. Die u; sind samtlich stochastisch unabhingig voneinander.
Der Sinn dieser Axiome wird weiter unten erldutert.
Minimierung

Die herkémmliche Methode, die sich auf der Basis der Axiome ergibt, ist die Minimum-
Quadrat-Methode oder METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE®. Man minimiert also die
summierten Quadrate der Residuen,

3 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/METHODEY20DER20KLEINSTEN20QUADRATE
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n

RSS = ng = Z(yz - (G+bl’i))2 — min!

i=1 i=1
beziiglich a und b.

Wir multiplizieren die Klammer aus:

S = i1 (yi —a—bx;) - (y; —a—bx;)

n

i
= Y (y? —yia — yibz; — ay; + a® + abx; — y;bx; + abx; + b2x?)
= Y (yl2 —2uy;a — 2y;bx; + a® + 2abx; + be%)
= Ty =203y — 203 g+ na® 4+ 2ab Y7 i+ b2 Y @

Wir minimieren durch Ableiten

aS n n
—=-2 "y +2na+20Y x;
90 ;yz—i— na -+ ;mz,

as n n n
JR— . . . 2
% = —2;%%4-2&;‘%—!-21);%‘“

und Nullsetzen, was ein wenig optisch geschont die Normalgleichungen

n n
na—#—bZ:c,- = Zyi,
i=1 i=1

n n n
ain +b2m? = inyi
i=1 i=1 i=1
ergibt.
Wir erhalten die gesuchten Regressionskoeffizienten als die Lésungen

D i1 XY — NTY

Sy g —na?

b=

und

a=1y—bx,

wobei & = %2?21 x; der Mittelwert, also der Durchschnitt der x-Daten ist, y entsprechend.
Wegen des Verschiebungssatzes kann man b auch darstellen als

2ic1(zi—2)(yi —9)
i (@i — )

b=
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oder, nach Erweiterung des Bruchs durch 1/(n-1),

s
b=
81’
mit sy, als KOVARIANZ? zwischen den x;und yi und sy? als VARIANZ® der x;. Man nennt

diese Schitzungen auch Kleinste-Quadrate-Schitzer, KQ- oder OLS-Schitzer.

Wir wollen nun fiir das obige Sektbeispiel die Regressionskoeffizienten bestimmen:

Preis verkaufte | x;- x |y- y

einer Menge

Flasche

Xj Yi x* y* x*y* | x*x* | yty* |y
20 0 5 -5 -25 25 25 0,09
16 3 1 -2 -2 1 4 4,02
15 7 2 0 0 4 5,00
16 4 1 -1 -1 1 1 4,02
13 6 -2 1 -2 1 6,96
10 10 -5 5 -25 25 25 9,91
90 30 0 0 -55 56 60 30,00

Wir berechnen in dem Beispiel zunéchst die arithmetischen Mittel als die Koordinaten des
Schwerpunktes der n Messwerte bzw. der Punktwolke.

T= % = % 90 = 15, entsprechend :y = % YYi= é 30 =5,
und dann die Regressionskoeffizienten
b= Zliln(xl(; il(;/;; 9 _ _5—%5 = —0,98 als die Steigung der Regressionsgeraden
a=1\""

4 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/KOVARIANZ
5 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/VARIANZ
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12

10

25

® vy

a+bx

Abb. 82: Regressionsgerade a+bx

und

a=1y—bi=5+0,98-15=19,7

Die geschétzte Regressionsgerade lautet § = 19,73 — 0,98z, so dass man vermuten kann,
dass bei jedem Euro mehr der Absatz im Durchschnitt um ca. 1 Flasche sinkt.

Fiir die gegebenen x-Werte erhalten wir als Schitzungen §

1 = a+br; = 19,73-0,98-20 = 0,09
Jo = a-+brs = 19,73—0,98-16 = 4,02
g6 = a-+brg = 19,73—-0,98-10 = 9,91

Fiir die beobachteten Absatzwerte y bleibt das Residuum r; iibrig:
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y1 = a+bri+di = G1+d;

=~ d = yi— = 0-009 = —0,09
Yo = a+brot+dy = Yo+do

= d2 = yg—gg = 3—4,02 = —1,02
ye = a+brgt+ds = Js+dg

~ ds =  wye—0s = 10—991 = 0,09

Schitzung der Varianzen

Die Stichprobenvarianz der Residuen berechnet sich als:

1
52 2

T n-2 - i
Man schétzt damit die Varianz der StorgroBe u (eigentlich Ul).
Gesetzmaiafligkeiten
Beziiglich der Zielvariablen und der Residuen gilt:
e Y.d; =0 und damit d = 0.
Die Residuen sind im Mittel Null, sie enthalten also keine Information mehr.
o > xidi=0

Die unabhangige Variable x und die Residuen sind orthogonal. Geometrisch bedeutet das,
dass sie senkrecht aufeinander stehen. Sie sind daher unkorreliert. Die Residuen enthalten
also keinerlei Information mehr, die in x steckt. Die Informationen aus x sind alle in a +
bx. Nur, was von x nicht mehr erklart werden kann, bleibt als Rest in d.

« J=23yi—di) =113 di=1.
Das arithmetische Mittel der ¥ ist gleich dem Mittel von y.
Vorteile der Minimum-Quadrat-Methode:

e Positive und negative Abweichungen heben sich bei Summenbildung nicht auf.
Grofle Residuen werden im Verhéltnis starker gewichtet als kleine.

Der Durchschnitt der Residuen ist Null.

Die Regressionskoeffizienten kénnen mit einer Formel berechnet werden.

Nachteil der Minimum-Quadrat-Methode:
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0 T . T T T T T
0 10 20 30 40 50 80 70 80

X

® Wertepaare —— Regressionsgerade

Abb. 83: Ein Ausreifler bei x: Die Gerade wird nach oben gezogen

Nicht resistent gegeniiber Ausreiflern in den Daten.
Sekt-Beispiel:

Wegen eines Erhebungsfehlers wurde fiir x4 statt 10 der Wert 70 eingetippt. Die neue Regres-
sionsgerade ergibt sich als § = 2,51 + 0,10x. Dieser Ausreifler beeintriachtigt das Ergebnis so
sehr, dass sogar das Vorzeichen der Steigung umgedreht wird. Eigentlich sollte die Regressi-
onsgerade durch die Punktwolke auf der linken Seite der Grafik fithren und fallend sein. Der
Ausreifler hebelt die Gerade regelrecht aus: Man spricht von einem High-Leverage-Value,
also einem Wert mit grofler Hebelkraft. Wir erkennen sofort, dass dieser Ausreifler die Ana-
lyse vollig wertlos gemacht hat. In dem speziellen Sachzusammenhang kénnte man sogar
einen fatalen Fehlschluss machen: Bei Luxusgiitern sind steigende Preis-Absatz-Funktionen
denkbar, weil ein hoher Preis statusfordernd ist. Man koénnte also falschlicherweise anneh-
men, dass dieser Zusammenhang auch hier gilt. Man wiirde also einen sehr hohen Preis
festlegen und am Markt scheitern.

Bestimmtheitsmafl

Ein Kriterium fiir die Beurteilung der Gite einer Regressionsschitzung ist das Bestimmt-
heitsmaf. Die Begriindung fiir dieses Maf leitet sich aus der sog. Streuungszerlegung her.
Die Gesamtvarianz von y lafit sich, ausgehend von der Beziehung

Yi =i+ d;
zerlegen in die durch a + bx erklirte Varianz von y und die nicht erklérte Varianz:
n

S -+ Y (- )
i=1

=1

2 _
5y =
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Einige Umformungen ergeben das Bestimmtheitsmaf

T,QZ% i1 (5 —y)?
i (vi— )

als Anteil der erkldrten Streuung an der Gesamtstreuung von y. Es ist

o (@D wi—p)
S N Pl

wobei ersichlich ist, da r? das Quadrat des Korrelationskoeffizienten von x und y darstellt.
Mit dem Verschiebungssatz erhalten wir

2 (i iy —n-z-7)°
(i 2? —n-2?) (i 4 —n - 9)

Es gilt:

0<r’<1

Je néher 12 bei 1 ist, desto grofer ist der Anteil der erklirten Streuung, desto besser wird
y durch x erklirt. 12 = 0 bedeutet, dass x und y unkorreliert sind, und r? = 1, dass x und
y eine Gerade bilden.

Die Berechnung der Varianz der Residuen von Hand mit der Formel

1
2 2
=——>"d
5 n—2 ; !

ist aufwendig, weil zuerst die Residuen ermittelt werden miissen. Eine vereinfachte Form
leitet sich aus der Beziehung

PR v XY
Z?:1 (yz - Q)Q
her. Es ist dann namlich
1 n
2 2 —\2
- (1— E : _
S n— 2( r ) : (yZ y)

=1
Sekt-Beispiel

Da hier die arithmetischen Durchschnitte glatte Werte sind, wollen wir das Bestimmtheits-
mafl mit der Formel

(=D )
S (w —2)2 30 (g — )%
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ermitteln. Die Quadratsummen wurden oben in der Tabelle bereits ausgerechnet. Wir er-
halten

= 2 0.9003.
" T5660

Man konnte also sagen, dass etwa 90% der Information in y von x stammen, die restlichen
10% haben andere Ursachen.

Anforderungen an das Regressionsmodell

Das Regressionsmodell kann nur optimale Ergebnisse liefern, wenn bestimmte Anforderun-
gen erfiillt sind. Diese Anforderungen lassen sich aus dem Axiomensystem des klassischen
linearen Regressionsmodells herleiten:

Die Residuen sollen nur rein zuféllig streuen und keinerlei Systematik mehr enthalten, d.h.
die Zielvariable y soll durch x vollstdndig erklart werden. Systematik in den Residuen deutet
daraufhin, dafl das Modell méglicherweise falsch bestimmt wurde, d.h. es liegt ein Spezifi-
kationsfehler vor.

Als bestes Mittel zur Uberpriifung dieser Modellvoraussetzungen wird das (x;y)-
Streudiagramm angesehen, das schnell einen optischen Eindruck von der Verteilung der
Storgrofle vermittelt.

o® P e o
®
«**

Abb. 85: Verschiedene Varianz der
Residuen:

Die linken Residuen schwanken schwé-
cher als die rechten. Vermutlich sind
zwei verschiedene Populationen gemischt
worden.

Abb. 84: Korrelierte Residuen:

In den Residuen ist noch ein Schwin-
gungskomponente, die man ev. mit dem
Ansatz y = a + byx + basin(x) einbin-
den konnte.

Prognose
Ein Ziel der Regressionsanalyse ist die Prognose §¢, d.h. man fragt danach, welchen Wert

y annimmt, wenn ein bestimmtes xg vorgegeben ist:

y0:a+bx0
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Sekt-Beispiel: Wieviel Flaschen Sekt werden im Durchschnitt verkauft, wenn der Preis

auf xg = 11 Euros festgelegt wird? Es ergibt sich der Prognosewert

Das heifit jetzt aber nicht, dass in jedem Laden genau 8,93 Flaschen verkauft werden, was
auch schwierig sein diirfte, sondern dass in einem Laden durchschnittlich 8,93 Flaschen

o = 19,7321 —0,9821-11 = 8,93

abgesetzt werden.

Je weiter xg vom ,Zentrum®“ x der Daten entfernt ist, desto unverliBlicher werden die
Prognosen - ihre Varianz wird immer gréfler. Deshalb sollte man sich bei einer Prognose

nicht zu weit von den Daten entfernen.

Multiple Regression

Beispiel mit demografischen Daten ausgewéhlter Lander:

Row i Country | popgrow | birth mort fertil explife infmort
Yy X1 X2 X3 X4 X5

1 Austria 0,14 8,90 9,56 1,35 78,87 4,68

2 Burkina 2,57 44,46 18,79 6,28 44,20 98,67
Faso

3 Burma 0,47 18,64 12,16 2,08 56,01 68,78

4 Chile 1,01 15,77 5,71 2,06 76,38 9,05

5 Costa 1,52 18,99 4,32 2,33 76,63 10,26
Rica

6 Iraq 2,74 33,09 5,66 4,40 68,26 52,71

7 Norway 0,41 11,89 9,51 1,78 79,25 3,73

8 Portugal 0,41 10,90 10,37 1,46 77,35 5,13

9 Singapore | 1,71 9,63 4,05 1,04 81,53 2,28

10 United 0,29 10,88 10,19 1,66 78,27 5,22
Kingdom

Erklarung der Variablen:

birth Geburtenrate (Zahl der Geburten pro 1000 Einwohner)

explife Lebenserwartung (Mittlere Zahl der Lebensjahre von Geburt an)

fertil Fertilitat (Durchschn. Kinderzahl pro gebérfahiger Frau)

infmort Kindersterblichkeit (Zahl der verstorbenen Kinder unter einem Jahr
pro 1000 Lebendgeburten)

mort Sterblichkeit (Zahl der Verstorbenen pro 1000 Einwohner)

popgrow Wachstumsrate der Bevolkerung (prozentuale Anderung der Ein-
wohnerzahl gegentiber dem Vorjahr)

Es wurden die demografischen Daten fiir n=10 zuféllig ausgewéhlte Lander erhoben ( QUEL-

LE: WORLDFACT-BOOK DER CIAS)

Es soll nun das Bevilkerungswachstum popgrow erklért werden. Es wird zunéchst als erkla-

rende Variable die Geburtenrate birth versucht:

popgrow = a+b-birth bzw. y = a+ bzx.

6 HTTPS://WWW.CIA.GOV/LIBRARY/PUBLICATIONS/THE-WORLD-FACTBOOK/INDEX.HTML
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Wir erhalten die Regressionsgerade

popgrow = —0,104+0,0672 - birth
mit einem Bestimmtheitsmafl von 66,4%. Die Information in popgrow wird also zu 66%

durch birth erklart, die restlichen 34% entstammen anderen Einflussgrofien. Wir machen
einen zweiten Versuch und verwenden die Sterblichkeit als erklarende Variable:

popgrow = a+b-mort+d.

Hier ergibt sich als Regressionsgerade

popgrow = 1,16 —0,0032 - mort+d
mit einem Bestimmtheitsmafl von ca. 0%. Dieses Ergebnis ist enttduschend und auch das

vorherige war nicht gerade berauschend. Jetzt versuchen wir mal was Innovatives: Wir
machen einen Regressionsansatz mit zwei unabhéngigen Variablen

popgrow = by + by - birth 4+ bs - mort+d bzw. y =bg+ by - x1 4+ b - 22 +d.

Gesucht ist also die geschitzte Regressionsebene

J=0bg+biz1+ boxo

Wir erhalten das Gleichungssystem

y1 = bo+b1x11 +baw12 +dy,

Y2 = bo + b1w21 + bawoo +do,

y3 = bo + b1x31 + bawsa +ds,

Y10 = bo +b1210,1 + b2w10,2 + d10-

Wir wollen nun die einzelnen Daten zu Matrizen zusammenfassen. Wir erhalten die (10x3)-
Datenmatrix
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1 890 9,56
1 44,46 18,79
1 18,64 12,16
Lz ri2 1 15,77 5,71
o |toTomff118,09 4,32
= |: : 1 33,09 5,66
1 2101 102 1 11,89 9,51
1 10,90 10,37
1 9,63 4,05
1 10,88 10,19
und die Vektoren
0,14
2,57
0,47
1,01 b dq
o= |32 = () maa= |
0,41 2 d1o
0,41
1,71
0,29

Mit diesen Matrizen kénnen wir das Gleichungssystem in Matrixschreibweise darstellen als

y=Xb+d

wobei Vektoren und Matrizen unterstrichen sind.

Auch hier wird die Quadratsumme der Residuen minimiert, um die Regressionskoeffizienten
zu erhalten. Diese berechnen sich mit der Formel

b=(X'X)"'X'y

Wir erhalten den Vektor der Regressionskoeffizienten

0,556
b=(X'X)"'X'y=| 0,089 |,
-0,117
also
popgrow = 0,556 + 0,089 - birth — 0,117 - mort bzw.
7 =10,55640,08921 —0,117x2.
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Das Bestimmtheitmaf ist hier 88,8%. Die Anpassung hat sich betrachtlich verbessert. Hier
scheint das Zusammenwirken der beiden Regressoren mehr bewirkt zu haben als die ,,Summe
der Teile“.

Die Wurzel aus dem Bestimmtheitsmaf ergibt den multiplen Korrelationskoeffizienten
r = 0,942. Der multiple Korrelationskoeffizient kann nur zwischen 0 und 1 liegen, wobei 1
wieder vollstdndige Korrelation bedeutet.

Die Regressionskoeffizienten 0,089 und 0,117 sind die partiellen Ableitungen der Re-
gressionsebene. Man konnte die Koeffizienten so interpretieren: Steigt bei konstanter Sterb-
lichkeit die Geburtenrate um einen Punkt, erhoht sich das Bevolkerungswachstum um ca.
0,1 Prozent. Steigt dagegen bei konstanter Geburtenrate die Sterblichkeit um einen Punkt,
sinkt das Bevolkerungswachstum um ca. einen Punkt. Eine simultane Analyse der Regressi-
onsebene beziiglich beider Regressionskoeffizienten ist kompliziert und meistens auch nicht
sinnvoll interpretierbar. Die Analyse eines Regressionskoeffizienten bei Konstanthaltung der
iibrigen Regressoren nennt man eine Ceteris-Paribus-Analyse.

In der Regel ist die Berechnung der Regressionskoeffizienten im multiplen linearen Regres-
sionsmodell so aufwendig, dal Computer eingesetzt werden miissen. Spezielle statistische
Datenbanksysteme wie SPSS,SAS oder Minitab ermoglichen eine umfassende Regressions-
analyse.

Die Vor- und Nachteile der Minimum-Quadrat-Methode sind dieselben wie bei der Einfach-
regression: Es sei xg 2 = 100 statt 10,9. Man erhalt

popgrow = 1,134 0,0031 - birth —0,0092 - mort

mit einem Bestimmtheitsmafl von 0,7%.

6.3 Zeitreihenanalyse

Einfiihrung

Zeitreihen sind Beobachtungen, die im Lauf der Zeit erhoben wurden. Bei der Analyse von
Zeitreihen versuchen wir, die Beobachtungen durch den Faktor Zeit zu erklaren. Wir suchen
nach bestimmten Gesetzmafigkeiten, nach denen diese Zeitreihen zustande kommen.

Fir die optische Unterstiitzung stellen wir eine Zeitreihe als Streudiagramm dar. Um den
Verlauf, die Entwicklung des Merkmals darstellen, kénnen wir die Punkte zu einer Kurve
(Polygonzug) verbinden.

Wir haben hier beispielsweise das Bruttoinlandsprodukt der Bundesrepublik Deutschland
(Quelle: © Statistisches Bundesamt Deutschland 2005) der Quartale 2001 bis 2005 gegeben.

Stichtag | Mrz 01 Jun 01 Sep 01 Dez 01 Mrz 02 Jun 02
BIP 514,51 522,63 531,51 544,91 519,19 531,66

Stichtag | Sep 02 Dez 02 Mrz 03 Jun 03 Sep 03 Dez 03
BIP 546,06 551,9 524.4 533,59 550,76 556,12
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Stichtag Mrz 04 Jun 04 Sep 04 Dez 04 Mrz 05
BIP 537,36 547,85 557,21 564,82 539,78
570
560 /A\
550 A
s 7\ \/ \
s \ / \ 4 7
530 v
520 I./ V
510 I I I I I I I I I I I I I I I
W "”x&*)*"a;o"”x&*‘)*’ <>°\$)° "”\3*
Stichtag t

Abb. 86: Zeitreihe des deutschen Bruttoinlandsprodukts (Milliarden €) fir die Quartale
der Jahre 2001 bis 2005

Modell der Zeitreihe
Die Zeitreihenanalyse erfordert die Konzipierung der Zeitreihe als Modell:

Wir betrachten einen Beobachtungszeitraum mit T vielen Zeitpunkten t. Zu einem Zeit-
punkt t gehort die Beobachtung y; des Merkmals y.

Da Zeitangaben haufig unhandlich bei der Berechnung sind (z. B. 1.3.1996), empfiehlt es
sich, die Zeitpunkte durchzunummerieren, z.B. t = 1, 2, ... , n.

Beispiel Grofhandel

Es liegen n = 60 Quartalsumsétze des GartenbedarfsgroBhandels Rosalinde vor. Die Quar-
tale sind durchnummeriert als t = 1, ... , 60. Es sind hier nur die ersten Beobachtungen
wiedergegeben. Die komplette Zeitreihe befindet sich in ZEITREIHE ROSALINDE’.

Stichtag zum Quartal Umsatz in Mio. | Linearer Trend
Ende des Mo- €

nats

Mrz 90 1 52,19 42

7 HTTP://DE.WIKIBOOKS.ORG/WIKI/MATHEMATIK}3A%20STATISTIKY%3A%20LANGE),20ZEITREIHE
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Stichtag zum Quartal Umsatz in Mio. | Linearer Trend
Ende des Mo- €

nats

Jun 90 2 48,69 44

Sep 90 3 49,28 46

Stichtag zum Saisonaler Zy- Konjunktureller | Restschwankung
Ende des Mo- klus Zyklus

nats

Mrz 90 6,00 3,06 1,13

Jun 90 0,00 5,66 -0,96

Sep 90 -6,00 7,39 1,89

Rosalinde

Quartalsumsatz des Gartenmarktes

160

140

120

100

Umsatz

80

40
0 4

60 A
J

12 16 20 2

28 32 36 40 44 48 52 5

Quartal

60

Abb. 87: Zeitreihe der Quartalsumsétze des GroBhandels Rosalinde
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Wir sehen, dass die Tendenz der Umsétze steigend ist. Es scheint sich auflerdem ein ver-
mutlich konjunktureller Zyklus abzuzeichnen, der z. B. 1992 ein Tief und 1995 ein Hoch
hatte. Und es ist deutlich ein einjahriger, saisonaler Zyklus zu erkennen, der auch aus der
Tabelle ersichtlich ist.

Wir kénnen also die Komponenten der Zeitreihe unterscheiden:

e Trend Q

o Konjunkturelle Schwankung K
e Saisonale Schwankung S

e Restschwankung r

Sind diese Komponenten unabhéngig voneinander, gehen wir vom additiven Modell aus:

y=Q+K+S+r

o
=

160 -
140
120
100
80
60
40
20

0
-20 €

B
o

<
o
|
|
|
[

©
o

Komponenten

[}
o

Summe der Komponenten
s
o

Y
o

MMM
Quartal 0 10
‘ —Trend —— Saisonale Sch g —Konj elle Schwankung‘ Quartal

20 30 40 50 60

Abb. 88: Zerlegung der Zeitreihe Rosa- Abb. 89: Summe der Zeitreihenkompo-
linde in die einzelnen Komponenten nenten ohne Restschwankung

Oft iiberlagern sich mehrere zyklische Schwankungen. Es gibt hier spezielle Verfahren, die
Zyklen zu identifizieren.

Ein Problem in der Zeitreihenanalyse ist die Wahl des richtigen Modells. Bei den einfacheren
Modellen beschrankt man sich meist auf die Bestimmung einer glatten Komponente, die aus
Trend und/oder konjunktureller Komponente gebildet wird, einer saisonalen Komponente
und die Restschwankung.

6.3.1 Trend und Saisonkomponente

Ublicherweise wird bei der Schitzung des Trends Q und der Saisonkomponente S so vorge-
gangen, dass zuerst der Trend Q bestimmt wird. Es wird dann y vom Trend bereinigt, d.h.
von Beobachtungen y; werden die Trendwerte Q abgezogen. Aus den resultierenden Rest-
werten wird dann die saisonale Komponente errechnet. Man kann auch beide Komponenten
mit Hilfe der multiplen Regression auf einmal bestimmen.

Schiatzung des Trends mit der Regressionsgerade

Wenn wir von einem linear verlaufenden Trend ausgehen kénnen, schitzen wir ihn mit
dem Regressionsmodell
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Jr=a+bt bzw. yy=a+bt+dy (t=1,2,....;T;yt = Y1,Y2, -, Y1)

mit den Lésungen

und

Die Trendwerte Q sind dann

Beispiel Herrenbekleidung

Xt -D(y-7)
Y (t—1)?

Sty -T-ig
ST

T(T+1) —
_ Zfzﬁyt—%y

L(r3-T)

Qi=0=a+bt

Die monatlichen Auftrige fiir die letzten 3 Jahre eines Herstellers fiir Herrenbekleidung (in
1000 Stiick) sind durch die unten folgende Zeitreihe in der ZEITREIHE HERRENBEKLEIDUNG®
gegeben, von der ein Ausschnitt vorliegt. Die Grafik zeigt, dafl offensichtlich ein steigender
linearer Trend mit saisonalem Jahreszyklus vorliegt.

8 HTTP://DE.WIKIBOOKS.ORG/WIKI/MATHEMATIKY3A%20STATISTIK)3A%203- JAHRES-ZEITREIHE
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32
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2% | ....;.:

Polohemden

22
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18 +

16 . .
0 2 4 6 8 101214 16 18 2022 24 26 28 30 32 34 36
Monat t

Abb. 90: Monatliche Auftrage fiir Polohemden eines Herstellers fiir
Herrenbekleidung

t Yt tyt t2

1 20 20 1

2 22 44

3 24 72 9

4 21 84 16
666 828 15889 16206

Wir ermitteln zuerst die arithmetischen Durchschnitte:

t= % = 18,5 und entsprechend 3y, = 23. Dann erhalten wir fiir den Regressionsansatz
9t =a+bt
die Regressionskoeffizienten nach dem Verschiebungssatz

_ 15889—36-18,5-23
16206 —36- 18,52

=0,1470

und

a=7—b-f=23-0,1470-18,5 = 20,2810
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Die geschétzten Trendwerte sind §; = a + bt, z.B.

71 =20,2810+0,1470-1 ~ 20,43

72 = 20,2810+ 0,1470- 2 ~ 20,57

Uusw.

Die Residuen sind

Y1 —’gl = 20—20,43: —0,43

Yo — G2 = 22— 20,57 = 1,43

Usw.
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t Yt a + bt dt

1 20 20,43 -0,43
2 22 20,57 1,43
3 24 20,72 3,28
4 21 20,87 0,13
5 18 21,02 -3,02
6 20 21,16 1,16
34 26 25,28 0,72
35 23 25,43 -2,43
36 24 25,57 -1,57

Liegt ein nichtlinearer Trendverlauf vor, kann auch ein nichtlinearer Regressionsansatz ge-
wahlt werden. Es kénnen neben t auch andere exogene Variablen in das Modell aufgenomen
werden.

Schitzung der Saisonkomponente

Gehen wir von dem additiven Modell

Yy = Q¢+ St + ¢

aus, bleibt nach Schétzung der Trendkomponente Q noch die Abweichung

dy =y — Q4

iibrig, die sich zusammensetzt aus

di =S¢+

Wir nennen deshalb d; auch den trendbereinigten Zeitreihenwert. Es soll nun noch die
saisonale Komponente S; ermittelt werden. Wir kdnnten etwa versuchen, diese zyklische
Komponente mit einer Sinusfunktion zu schitzen. Einfacher ist aber folgendes Vorgehen:
Wir ermitteln die trendbereinigten Zeitreihenwerte d¢. Dann wird aus allen Werten dy, die
die gleiche Saison betreffen, ein arithmetischer Durchschnitt gebildet, der als Schétzung fiir
die saisonale Komponente verwendet wird.

Beispiel Herrenbekleidung

Fiir die Januar-Saisonkomponente werden alle Januarwerte der d; gemittelt:

—-0,43—-0,19—-2
Sjan =51 =513 = So5 = 0,43 03’9 ’96:—1,19

Usw.

re =y — Q¢ — St
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ergibt dann die nichterklarte Restschwankung.

Wir koénnen jetzt eine Prognose fiir den Zeitpunkt T+k ermitteln als

I7+k = Qrak + ST4k)

wobei wir fiir Sy den Saisonwert fiir diejenige Saison wéhlen, die in T+k auftritt.

Beispiel fiir eine Prognose:

Wir wollen fiir Méarz des 4. Jahres eine Prognose des Auftragseingangs machen. Es handelt
sich um den Zeitpunkt t = 39.

Wir erhalten den Trend als
@39 =20,281439-0,147 = 26,014

und die Saisonkomponente als

3,2842,51+4,75

S3 3

=3,51

Die Prognose errechnet sich nun als

26,014+ 3,51 = 29,524

Multiplikative Verkniipfung der Zeitreihen-Komponenten

Bisher wurde von einer additiven Uberlagerung des Trends durch die Saisonkomponente
ausgegangen, d.h. die Komponenten wurden als unabhingig angesehen. Haufig nehmen
aber die zyklischen Schwankungen mit steigendem Trend zu. Es konnte hier beispielsweise
das multiplikative Modell

Y = Q¢ - Ky -1y

vorliegen. Wir kénnen den Ansatz logarithmieren und erhalten

logy; = log Q¢ +1log St +logry

Mit dem logarithmierten Ansatz fithren wir die Zerlegung des Modells in seine Komponenten
durch, wie oben beschrieben.
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6.3.2 Glattungsverfahren

Schitzung der glatten Komponente mit gleitenden Durchschnitten

Lésst sich die Trendkomponente des Zeitreihenmodells offensichtlich durch keine funktionale
lineare oder nichtlineare Beziechung darstellen, kann man eine glatte Komponente mit
Hilfe gleitender Durchschnitte bestimmen.

Gleitende Durchschnitte ungeradzahliger Ordnung
Beispiel Hotelaufenthalte (G. D. 3. O)

In einem Kurhotel werden Ende April, Ende August und Ende Dezember die Zahl der
Hotelaufenthalte festgehalten. Es wurde mit Ende Dezember begonnen.

Stichtag t Aufenthalte y;
Dez 89 1 408
Apr 90 2 372
Aug 90 3 480
Dez 90 4 444
Apr 91 5 447
Aug 91 6 492
Dez 91 7 429
Apr 92 8 411
Aug 92 9 486
Dez 92 10 525
Apr 93 11 495

Zur Ermittlung des Trends wurden gleitende Durchschnitte 3. Ordnung gebildet:

1
Up = 5+ (408 + 372+ 480) = 420
1
g = 5 - (3724480 + 444) = 432
1
Tg = - (4114486 +525) = 474
1
Tl = 5 (480+525+495) = 502
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Abb. 91: Gleitende Durchschnitte 3. Ordnung fiir die Zahl der Hotelaufenthalte

Stichtag t Aufenthalte y¢ Vi
Dez 89 1 408

Apr 90 2 372 420
Aug 90 3 480 432
Dez 90 4 444 457
Apr 91 5 447 461
Aug 91 6 492 456
Dez 91 7 429 444
Apr 92 8 411 442
Aug 92 9 486 474
Dez 92 10 525 502
Apr 93 11 495

Der Index t der Glittung y; entspricht immer dem Beobachtungswert in der Mitte der
beteiligten Zeitreihenwerte.

Man sieht, dass die gleitenden Durchschnitte die starken Schwankungen glitten und man
den Trend, oder besser die glatte Komponente, besser erkennt.

Die Zahl der beteiligten Beobachtungen gibt die Ordnung des Durchschnitts an. Man be-

rechnet einen gleitenden Durchschnitt 3. Ordnung folgendermaflen:

Yo =

_ it y2tys
3
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_ Y2+ Y3+ ya
yng

Y1t YT Y
O

_ _ Yn—2 +yn—1 +yn
yn—l - 3

Entsprechend ergeben sich gleitende Durchschnitte 5. Ordnung als

ity Y3t ys+ys

_ Yot yst+yst+ys+ye
Yg = 5

_ Y2t Y1ty H Y1 T Yt
Yt = 5

usw.
Beispiel Hotelaufenthalte (G. D. 5. O)

Wir berechnen die gleitenden Durchschnitte 5. Ordnung als
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Abb. 92: Gleitende Durchschnitte 5. Ordnung fiir die Zahl der Hotelaufenthalte

_ 408+4372+480+444 4447
B 5
_ 3724480 +444 + 447+ 492
B 5
usw., also
Stichtag t Aufenthalte yt Yt
Dez 89 1 408
Apr 90 2 372
Aug 90 3 480 430,2
Dez 90 4 444 447
Apr 91 5 447 458,4
Aug 91 6 192 144.6
Dez 91 7 429 453
Apr 92 8 411 468,6
Aug 92 9 486 469,2
Dez 92 10 525
Apr 93 11 495

Zur Prognose iiber den Beobachtungszeitraum hinaus sind gleitende Durchschnitte nicht
so recht geeignet, da die Randwerte der Zeitreihe nicht geschétzt werden. Allerdings gibt
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es Verfahren, mit denen man diese Werte durch eine Gewichtung der benachbarten Werte
ausfiillen kann.

Gleitende Durchschnitte geradzahliger Ordnung

Die Rechtfertigung fiir gleitende Durchschnitte als Schiatzung fiir die glatte Komponente
begriindet sich darin, daf} sich saisonale Schwankungen kompensieren, d.h. daf} sich positive
und negative Abweichungen der Saisonkomponente vom Trend aufheben. Das ist allerdings
nur dann gegeben, wenn die Breite, also die Ordnung des gleitenden Durchschnitts genau
einen Zyklus umfafit und wenn alle Zyklen die gleiche Linge aufweisen. Sonst kénnen glei-
tende Durchschnitte verzerrte Schétzungen liefern.

Die Breite saisonaler Schwankungen ist allerdings meist geradzahlig, z.B. Quartale, Monate
usw. Es entsteht hier das Problem, dafl bei der Durchschnittsbildung ein Schétzwert 3/t+075
zwischen zwei Beobachtungswerte y; und y¢+1 zu liegen kommt, was meist unerwiinscht
ist. Man behilft sich hier so, dafl man den Durchschnitt auf der Zeitachse um eine halbe
Zeiteinheit nach rechts verschiebt. Die beiden Randwerte, die nur teilweise erfafit werden,
gehen mit einem Gewicht von 0,5 in den Durchschnitt ein,

z.B. statt

_ Y2t ystyatys
Y35 = 4

berechnet man

B 4ytuty s
Ys = 4

Beispiel

Es liegen 12 Quartalswerte vor und es sollen gleitende Durchschnitte 4. Ordnung ermittelt
werden.

t yt gleitender Durchschnitt 4. Ordnung
1 12
2 8
3 12 12
4 14 13
5 16 14,125
6 12 15,625
7 17 17,5
8 21 19
9 24 20,5
10 16 21,5
11 25
12 21

7.B.
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12
C2igti24144 8
Yz = 1 =12

8
CSt12+14416+8

Exponentielle Gldttung

Lésst eine Zeitreihe keinerlei systematisches Muster wie LINEAREN? Anstieg oder Ahnliches
erkennen, kann man versuchen, mit der exponentiellen Glattung eine glatte Komponen-
te nachzubilden. Insbesondere kann man damit eine Prognose fiir den Zeitpunkt T + 1
erhalten.

Das Verfahren wird beispielsweise in der LAGERHALTUNG!? verwendet, wenn es etwa dar-
um geht, den Bedarf eines zu bestellenden Artikels im kommenden Jahr zu ermitteln. So
hat etwa die SCHWEIZER ARMEE!! mit der exponentiellen Glittung gute Erfolge bei der
Ermittlung der benétigten Gewehre im folgenden Jahr gemacht.

Man geht von dem Ansatz aus, dass der gegenwirtige Zeitreihenwert immer auch von den
vergangenen Werten beeinflusst wird, wobei sich der Einfluss abschwiécht, je weiter der Wert
in der Vergangenheit liegt.

Formales Modell

Gegeben ist eine Zeitreihe mit den Beobachtungen yi, yo, ..., V¢, ... zu den Zeitpunkten t.
Im Zeitpunkt t wird fir y; ein geglatteter Schatzwert y*; errechnet, der sich als gewichteter
Durchschnitt ergibt aus dem aktuellen Zeitreihenwert y; und dem Schéatzwert der Vorperiode
y*i.1. Die Gewichtung wird durch den Glattungsfaktor o bestimmt, wobei 0 < « < 1 sein
muss. Man erhéalt

yi =y +(1—a) -y 4.

Die Zeitreihe baut sich so rekursiv auf. Theoretisch ist die laufende Zeitreihe beim Zeitpunkt
t bereits unendlich lang. Fiir die praktische Ermittlung des gegliatteten Wertes wird man
allerdings einen Startwert y*o vorgeben und von da an die geglittete Zeitreihe ermitteln.

Baut man nun, beginnend bei y*(, die geglittete Zeitreihe auf,
yi = oy +(1—a)yg,
ys = aya+ (1 —a)yy,
y3 = ayz+(1-a)ys,

erhilt man, wenn man die Rekursivitit auflost,

9 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/LINEAR
10 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/LAGERHALTUNG
11 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/SCHWEIZER},20ARMEE
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yr = ay+a(l—a)y—1 +a(l—a) g+ ... +a(l—a) ™y + (1 —a)'yo.

Man sieht, wie wegen o < 1 die Einfliisse der Vergangenheit immer mehr verschwinden.

Der Schitzwert y*; liefert den Prognosewert fiir den Zeitpunkt t+1. Liegt dann im Zeitpunkt
t + 1 eine neue Beobachtung vor, kann die Prognose fiir t + 2 ermittelt werden usw.

Fiir die Wahl des Glattungsfaktors wird haufig 0,2 bis 0,3 empfohlen. Man kann aber auch
mit Hilfe der Regressionsanalyse den Glattungsfaktor schitzen.

Einfaches Zahlenbeispiel

Es sind die Zeitreihenwerte y;. ..., y10 gegeben, wie unten in der Tabelle aufgefiihrt. Diese
Werte sollen exponentiell geglattet werden. Es wurde ein Glattungskoeffizient von a = 0,3
gewahlt und man benétigt einen Anfangswert, der hier yo* = 19 betragen soll. Wir beginnen

yr=0,3-20+0,7-19=6+13,3=19,3

yi=0,3-18+0,7-19,3 = 18,91

usw. In der Tabelle sind die Glattungen fiir ausgewéhlte Werte von a aufgefiihrt.

23
22
21 A
20
19 -

i VAR
17 \

16|I\III\I\\
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

——yt —o—0 =03 ——qa=0,1 ——a=0,0

Abb. 93: Zeitreihe mit exponentiell geglatteten Werten
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a=20,3 a=20,1 a=20,6

0 - 19 19 19

1 20 19,3 19,1 19,6
2 18 18,91 18,99 18,64
3 21 19,54 19,19 20,06
4 22 20,28 19,47 21,22
) 19 19,89 19,42 19,89
6 21 20,23 19,58 20,56
7 18 19,56 19,42 19,02
8 20 19,69 19,48 19,61
9 21 20,08 19,63 20,44
10 17 19,16 19,37 18,38

Die Graphik zeigt die Glattung fiir o = 0,1, & = 0,3 und o = 0,6. Man sieht, dass der kleinste
Glattungsfaktor die Zeitreihe am starksten gléttet, denn hier geht der aktuelle Wert nur
mit einem Gewicht von 0,1 ein, wogegen die ,,mittleren* Vergangenheitswerte weiterhin mit
0,9 beriicksichtigt werden.

Beispiel fiir den exponentiell gegliatteten DAX

580 /’
560 /

l\ —DAX
540

vV —ag=0,3
v —a=0,7

520

500 . \ ‘
0 5 10 15 20

Abb. 94: Graph der einfach geglétteten DAX-Werte. (Copyright:
Deutsche Bundesbank, Frankfurt am Main, Deutschland)

Es soll mit den monatlichen Durchschnittswerten des AKTIENINDEX'2 DAX! fiir die Mo-
nate Januar 1977 bis August 1978 eine exponentielle Glattung berechnet werden. Die Daten
liegen nebst den geglatteten Zeitreihenwerten in der Tabelle vor:

12 HTTP://DE.WIKIBOOKS.ORG/WIKI/AKTIENINDEX
13 HTTP://DE.WIKIBOOKS.ORG/WIKI/DAX
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DAX-Werte und ihre exponentielle Glattung (o = 0,3)
Monat Zeitpunkt t DAX Vit Glattung y*t
1977 Jan 0 512,3 512,3
1977 Feb 1 496,2 507,5
1977 Mrz 2 509,8 508,2
1977 Apr 3 551,9 521,3
1977 Mai 4 539,9 526,9
1977 Jun ) 5249 526,3
1977 Jul 6 530,3 527,5
1977 Aug 7 540,9 531,5
1977 Sep 8 541,3 534,4
1977 Okt 9 554,2 540,4
1977 Nov 10 557,5 545,5
1977 Dez 11 549,34 546,7
1978 Jan 12 5494 547,5
1978 Feb 13 552,9 549,1
1978 Mrz 14 549,7 549,3
1978 Apr 15 532,1 544,1
1978 Mai 16 545,5 544.5
1978 Jun 17 553,0 547,1
1978 Jul 18 582,1 557,6
1978 Aug 19 583,1 565,2

Der erste Wert wird mit 512,3 als Startwert y*; genommen. Wir verwenden einen Glét-
tungsfaktor o = 0,3.

Es ergeben sich die geglatteten Werte

yr=0,3-496,2+0,7-512,3 = 507,5,

v =0,3-509,840,7-507,5 = 508,2,

i =0,3-551,940,7-508,2 = 521,3,

Die Schatzung y*; ist jetzt der Prognosewert fiir die Periode 2 und so weiter.

Die Grafik zeigt die Glattung fiir o = 0,3 und a = 0,7. Man sieht, dass der kleinere Glét-
tungsfaktor die Zeitreihe starker glattet, denn hier geht der aktuelle Wert jetzt nur mit
einem Gewicht von 0,3 ein, wogegen die ,mittleren“ Vergangenheitswerte weiterhin mit 0,7
beriicksichtigt werden.

Exponentielle Glattung bei trendbehafteten Werten

166




Zeitreihenanalyse

=y -y

Abb. 95: Die geglatteten Prognosewerte y* liegen systematisch
unter den beobachteten trendbehafteten Zeitreihenwerten y

Die exponentielle Glattung ist dann ein empfehlenswertes Verfahren, wenn die Zeitreihen-
werte einen chaotischen Eindruck machen und keinerlei Systematik erkennen lassen. Liegen
allerdings Beobachtungen vor, die einen Trend beinhalten, d.h. die laufend steigen oder
fallen, ,schleppen die geglatteten Werte ,hinterher”. Man sieht in der Grafik deutlich, wie
die Schitzwerte immer systematisch unter den beobachteten Werten liegen. Auch in der
oberen Grafik der Dax-Kurse liegen beispielsweise zwischen t = 7 und t = 12 die einfach
geglatten Schitzwerte immer systematisch unter den beobachteten Werten.

——y == y* —— y*" ——doppelt geglattetes y

Abb. 96: Mit doppelt geglatteten Zeitreihen erreicht man eine
korrekte Prognose der trendbehafteten y-Werte
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Eine zufriedenstellende Losung fiir das Problem, daf bei einem steigenden (fallenden) Trend
die Zeitreihenwerte systematisch unterschétzt (iiberschétzt) werden, bieten gleitende Durch-
schnitte zweiter Ordung. Hier werden die bereits einmal geglétteten Werte noch einmal einer
Glattung unterzogen. Man erhdlt den Schétzwert y**, der sich analog zu oben berechnet
aus

v =aryi H(1-a) -yt

Fiir einen brauchbaren Prognosewert fiir Periode t+1 muss man dann bestimmen

U1 =2y — Yy
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7 Mafizahlen

7.1 Konzentration

Die Konzentration befasst sich mit der Intensitét, mit der sich ein Objekt auf eine vorgege-
bene Menge verteilt. Eine typische Aussage der Konzentrationsmessung wére etwa: 20% der
Menschen eines bestimmten Staates besitzen 90% des Vermogens. Demnach teilen sich die
anderen 80% die restlichen 10%. Hier kann man von einer starken Konzentration sprechen.

Kino-Beispiel

Im Rahmen einer Controllinganalyse eines Kinos wurden die Besucherzahlen (Merkmal x)
fiir die 5 angebotenen Spielfilme an einem Tag erfasst. Man erhielt die Tabelle

Filmtitel Zahl der Besucher x
Rotkéappchen 25
Verliebt ins Abendrot 75
Leif Erikson 125
Sohne der Alhambra 250
Galaxy-Fighter 525
Definitionen

Es gibt verschiedene Verfahren zur Konzentrationsmessung. Man kann die Konzentration
grafisch darstellen oder Kennwerte berechnen. Die Merkmalsbetrige x miissen aufsteigend
geordnet vorliegen, also z;] <z < ... <y

Fiir die Konzentrationsmessung werden neben der relativen Summenfunktion S;* folgende
Definitionen benétigt:

o Merkmalssumme ) ,x; =n-T ‘
o Kumulierte Merkmalsbetrége q; = 3"}z
e Relative kumulierte Merkmalsbetrige q;* =

Grafik

qi
nT

Die Lorenzkurve ist eine grafische Darstellung der Konzentration:

Die Wertepaare (S;*;q;*) werden in einem Diagramm abgetragen. Das erste Wertepaar ist
(0;0), das letzte (1;1). Es wird zwischen diesen beiden Wertepaaren die Winkelhalbierende
des Koordinatensystems eingetragen. Alle Wertepaare (0;0), (S1*;q1*), ... , (1;1) werden
geradlinig verbunden.

Tabelle Die fiir die Lorenzkurve benétigten Zwischenwerte werde in der folgenden Tabelle
aufgefiihrt. So ergibt sich beispielsweise fiir die kumulierten Merkmalsbetrige q;
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Mafizahlen

@1 =25, qo =25+ 75=100, g3 = 100+ 125 = 225 usw.

Die relativen oder anteiligen Merkmalsbetrége errechnen sich durch Teilen des Gesamtmerk-
malbetrags 1000, also

g1+ = 1225 = 0,025 usw.

Ebenso ermitteln wir die absolute Summenhéufigkeiten als Zahl der Filme, also

Si=1
So=1+1=2
83:2+1:3

und wiederum die relative Summenhéufigkeit mit

Es wurde aulerdem noch als Platzhalter die Zeile fiir i = 0 eingefiigt.

i Filmtitel Xj qi qi* Si Si*

0 0 0 0 0 0

1 Rotképpchen | 25 25 0,025 1 0,2

2 Verliebt ins 75 100 0,100 2 0,4
Abendrot

3 Leif Erikson 125 225 0,225 3 0,6

4 Sohne der 250 475 0,475 4 0,8
Alhambra

5 Galaxy- 525 1000 1,000 5 1
Fighter

Summe 1000

So wurden beispielsweise 40% (S2*) der Filme von nur 10% (q2*) der Besucher angesehen.

Die Lorenzkurve ist eine grafisches Maf} fiir das Ausmaf} einer Konzentration. Je weiter die
Kurve ,durchhéngt®, desto grofler ist die Konzentration. Unten sind die beiden extremen
Situationen dargestellt, die gleichméafige Aufteilung der Objekte auf die gesamte Menge und
die vollstandige Konzentration, bei der ein Element alle Objekte auf sich vereint und alle
anderen Elemente leer ausgehen.
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Konzentration

1
1
0,8
0,8
0,6 0,6 -
0,4 - 0,4
0,2 0.2 1
0
0 ' 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0 02 04 06 08 1

Abb. 98: Lorenzkurve bei vollstdndiger
Abb. 97: Lorenzkurve bei gleichméfliger Konzentration
Aufteilung

Werden mehrere gleichartige Gesamtheiten gegeniiberstellt, bieten die verschiedenen Lo-
renzkurven eine schnelle optische Vergleichsmoglichkeit. Siehe dazu auch das weiter unten
folgende Beispiel mit den Agrarflichen in Bayern.

Ginikoeffizient

Als Ginikoeffizient G wird bezeichnet der Anteil der Flache, die durch die Winkelhalbieren-
de und die Lorenzkurve gebildet wird, an der Gesamtfliche unter der Winkelhalbierenden.
Wenn vollkommene Konzentration besteht, ist die Fliache iiber der Lorenzkurve deckungs-
gleich mit dem Dreieck unter der Winkelhalbierenden. G ist dann 1. Bei fehlender Konzen-
tration ist dann G=0.

Ermittlung des Ginikoeffizienten

Verbindet man die Punkte auf der Lorenzkurve mit den entsprechenden Punkten auf der
Winkelhalbierenden, wird klar, dass wir es mit n vielen Trapezen zu tun haben, deren
Flachen wir einzeln bestimmen und dann aufsummieren. Die Flache eines Trapezes, wie in
der Grafik angegeben, ermittelt man als

F=—-(a+c)-h

N

Wir wollen die Fliache F3 des Trapezes zwischen den Abszissenwerten (x-Achse) 0,4 und 0,6
ermitteln. Man sieht, dass das Trapez im Vergleich zur obigen Grafik gekippt vorliegt. Die
Hohe h ist also die Differenz

5*3—5*2:0,6—0,4:0,2

Wir fassen a als linke Senkrechte von F3 als a auf: Dann ist

a=0,4—0,1=0,3
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Mafizahlen

Entsprechend betréigt die rechte Seite ¢

c=0,6-0,225=0,375

und wir erhalten als Flache

F>,=(0,340,375)-0,5-0,2 =0,0675
Allgemein: Die obige Flache ergibt sich dann als
n

D (8% —Sxi_q)- %((5 i —q*;) + (S %1 —qxi-1))

i=1

0,9 -

Anteil der Besucher

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Anteil der Filme

Abb. 99: Ginikoeffizient: Ermittlung einer Trapezfliache fiir i=3

Es folgt beispielhaft die Berechnung des Gini in der Tabelle. Mit Tabellenkalkulation kann
der Ginikoeffizient leicht ermittelt werden. Wir erhalten schlieflich fiir den Ginikoeffizienten

0,235
G=- =0,47
0,5
i q*i S*i h*i aj Cj 0,5 : 0,5 .
=S;- | =S%- | =S%.1-| (aita) | (aitei)
S*i1 a* q*i1 - hy
- 0 0 - _ - - -
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Konzentration

i q*i S*i h*i aj Cj 0,5 . 0,5 .
=5;- =8*;- | =S*.1-| (aitc) | (aj+ci)
S*i1 | a% q*i1 - by

- 0 0 _ _ _ _ _

1 0,025 0,2 0,2 0,175 0 0,0875 | 0,0175

2 0,1 0,4 0,2 0,3 0,175 0,2375 | 0,0475

3 0,225 0,6 0,2 0,375 0,3 0,3375 | 0,0675

4 0,475 0,8 0,2 0,325 0,375 0,35 0,07

9 1 1 0,2 0 0,325 0,1625 0,0325

Summe 0,235

1
0,9 Ginikoeffizient: 0,47

Anteil der Besucher

0 T T T T
o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Anteil der Filme

Abb. 100: Ginikoeffizient

Metrisches Merkmal mit wenig moglichen Ausprigungen
Beispiel

Das interessierende Merkmal ist die Zahl der Autos in einem Haushalt. Es wurden 50 Haus-
halte befragt.
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Mafizahlen

-—

Anteil der Autos g*
LLLLo L L0090
= N @O A O O N 0 ©
Lol bl Dl Ll

o
o Ll

- LI L B T T LI L I I B |

o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Anteil der Haushalte S$*

Abb. 101: Lorenzkurve fiir die Verteilung der PKWs auf Haushalte

J Xj 0 Sj S;* Xn; | qj q;*
1 0 10 10 0,2 0 0 0,00
2 1 20 30 0,6 20 20 0,27
3 2 10 40 0,8 20 40 0,53
4 3 5 45 0,9 15 55 0,73
5 4 5 50 1 20 75 1
Summe 50 75

Lorenzkurve und der Ginikoeffizient berechnen sich im Prinzip wie oben, statt i wird hier
der Index j verwendet. Der Merkmalsbetrag x; wird durch x;*n; ersetzt.

Klassiertes Merkmal

Hier wird die Klassenmitte x'; als Ersatz fiir den Merkmalswert x; verwendet.

Beispiel
Landwirtschaftliche Zahl der Betriebe
Nutzflache (1000)
von ... bis ... unter 1980 2003
2-10 112 43
10 - 20 78 34
20 - 30 34 18
30 oder mehr 20 36
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Konzentration

Landwirtschaftliche Nutzflache 1980 Landwirtschaftliche Fliche 2003
1 1
© 0,9 209
208 208
o o7 : 0,7
2 06 | g 06
505 505
g 04 g 04
=03 % 0,3
€02 £ 0,2
< 0,1 <0,
0 T T T T T 0 T T T T T T T T
0 010203 04 0506 07 0809 1 0 010203 04 0506 07 08 09 1
Anteil der Betriebe Anteil der Betriebe

Abb. 102: Lorenzkurve der Nutzfliche ei- Abb. 103: Lorenzkurve der Nutzfliche ei-
nes bayerischen Landwirtschaftsbetriebes nes bayerischen Landwirtschaftsbetriebes

im Jahr 1980 im Jahr 2003
Klasse | Klassen- n; x;*ny S; Sj* qj q;*
J
von mitte
.. bis Xj
unter
2-10 6 112 672 112 0,4590 | 672 0,1683
10-20 | 15 78 1170 190 0,7787 | 1842 0,4614
20-30 | 25 34 850 224 0,9180 | 2692 0,6743
30 - 65 20 1300 244 1,0000 | 3992 1,0000
100
Summe 244 3992

Wir erhalten als Ginikoeflizient fiir das Jahr 1980 den Wert 0,43 und fiir das Jahr 2003 den
Wert 0,46.
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8 Schatzen und Testen

8.1 Konfidenzintervalle

Der frithere Inhalt wurde in MATHEMATIK: STATISTIK: PRINZIP DES KONFIDENZINTER-
VALLS' und MATHEMATIK: STATISTIK: AUSGEWAHLTE KONFIDENZINTERVALLE? aufgeglie-
dert. Hier wird demnéchst etwas Allgemeines iiber Konfidenzintervalle stehen.

8.1.1 Prinzip des Konfidenzintervalls

Beispiel mit Absatz von Kaffeepaketen

Ausreiber nah bei |

\

| |

- . } -

X -
Unbekannt

Abb. 104: Lage einer Schétzung von p

Beispiel:

Eine Kaffeerosterei mochte eine neue Rostanlage anschaffen. Um beurteilen zu kénnen,
ob die Firma den aufzunehmenden Kredit tilgen kann, braucht sie Informationen iiber den
durchschnittlichen monatlichen Absatz an Kaffeepaketen. Pro Monat muss die Firma 20.000
€ Annuitdt zahlen. Zusammen mit den Produktionskosten sollte sie im Durchschnitt auf
einen Absatz von 100.000 Kaffeepaketen im Monat kommen. Die Frage ist nun, wird sie es
schaffen?

1 Kapitel 8.1.1 auf Seite 177
2 Kapitel 8.1.2 auf Seite 184
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Schéatzen und Testen

Plausible Uberlegungen zur Schiitzung

Der durchschnittliche monatliche Absatz von Kaffeepaketen ist unbekannt. Wie kénnte man
den Durchschnitt ermitteln? Man konnte eine Stichprobe mit z.B. n = 50 Beobachtungen
ziehen und versuchen, aus dem arithmetischen Mittel xauf den durchschnittlichen monat-
lichen Absatz der Grundgesamtheit zu schlieflen. Ist die Stichprobe grofi genug, kann man
vermuten, dass der Durchschnitt EX in der Grundgesamtheit, hier y, in der Nihe von x
liegen miisste. Meistens wird x in der Nihe von u liegen, da aber x die Realisation einer
Zufallsvariablen ist, kann in sehr wenigen Féllen x auch extrem weit von p weg liegen, so
dafl man dann p verkehrt einschétzt.

0,95

X, X,

Abb. 105: 95%-Intervall des durchschnittlichen monatlichen
Absatzes

X1

Wir betrachten nun den monatlichen Absatz von Kaffeepaketen (in 1000). Wir bezeichnen
ihn als Zufallsvariable X. Es soll der monatliche durchschnittliche Absatz der Kaffeepéck-
chen geschitzt werden. Bekannt ist lediglich, dass die Zahl der verkauften Kaffeepakete
normalverteilt ist mit einer Varianz 200 [1000? Stiick?].

Wie sollen wir nun p eingrenzen? Wir kénnten etwa ein Intervall bestimmen, in dem z.B.
95% aller moglichen xWerte liegen, also

Pz, <X <

I

») =0,95.

Damit man dieses Intervall berechnen kann, miissen Informationen iiber die Verteilung von
X verfiighar sein. Es soll eine Stichprobe von n = 50 gezogen werden, d.h. es werden die
verkauften Kaffeepakete der letzten 50 Monate erfasst:

_ 1 X
XT);
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Konfidenzintervalle

Verteilung des Merkmals und der Schatzfunktion

Abb. 106: Vergleich: Normalverteilung der Zufallsvariablen Absatz
X und der Zufallsvariablen Durchschnittlicher Absatz X

Die Zufallsvariable X in der Grundgesamtheit soll normalverteilt sein mit dem Durchschnitt
EX = g und der Varianz VarX = o2. Die Varianz soll bekannt sein.

Es wird eine Stichprobe vom Umfang n gezogen. Der Stichprobendurchschnitt X ist selbst
eine Zufallsvariable und ist als lineare Transformation von X wiederum normalverteilt, und
zwar mit den Parametern

EX =y und varX = %2

Hier ist

2200
g =y

Herleitung des Intervalls
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Schéatzen und Testen

0,95

0,025 0,025

ZU
Abb. 107: Ober- und Untergrenze der

standardnormalverteilten Zufallsvariablen Z

Ausgegangen wird von

P(a—:u <X g:zo) —0,95.

Untergrenze u und Obergrenze o sollen nun bestimmt werden. Wir standardisieren zunéchst

X—p

_X—p_
vEas

VA

so dass sich analog zu oben

Pz, <Z<2z,)=0,95
ergibt. z, ist hier das 0,975-Quantil der Standardnormalverteilung. Ein Blick in die Nor-

malverteilungstabelle verrat uns, dass der z-Wert, der zur Wahrscheinlichkeit 0,975 gehort,
1,96 ist.
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Konfidenzintervalle

0,95

0,025 0,025

4 -4 0 2 4Z
-1,96 1,96

Abb. 108: (1-a/2)-Quantil der
Standardnormalverteilung

Wir kénnen jetzt das entsprechende Intervall fiir Z

P(-1,96 < Z <1,96) =0,95

angeben. Die Ungleichung wird beziiglich p aufgelost:

P<—1,96< X—p < 1,96) —0,95.
P(—1,96-2§X—u§ 1,96.2) —0,95.
P(—X—1,96-2§ —Mg—X+1,96.2) =0,95.
P<X+1,96-22u2)_(—1,96‘2) —=0,95.

P(X—1,96'2§u§)_(+1,96-2) —0,95.

Dieses Intervall wird Zufallsintervall genannt, weil es von einer Zufallsvariablen (X) gebildet
wird. Wir schreiben jetzt dieses Intervall mit Symbolen:

(67

P(X—z(l—g)-\;ﬁgng+z<1—2>-\(/fﬁ):l—a.
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Schéatzen und Testen

_ TR
x—1,96-2 X x+1,96-2

Abb. 109: Breite des Konfidenzintervalls

Wir bezeichnen 1 —a = 0,95 als Konfidenzkoeffizient. o = 0,05 dagegen ist die Irrtumswahr-
scheinlichkeit oder das Signifikanzniveau.

Die Breite des Intervalls ist hier

2.(2-1,96) =2 ——

-2(0,975) = 7,84.
\/ﬁz(? ) )

Also schwankt eine X-Schitzung fiir ¢ mit einer 95%igen Wahrscheinlichkeit in einem
Intervall der Breite von 7840 Kaffeepaketen, d.h. p befindet sich mit einer 95%igen Wahr-
scheinlichkeit in diesem Intervall.

Abb. 110: xliegt sehr weit vom wahren u weg
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Konfidenzintervalle

Es kann aber passieren, dass die Schitzung x extrem daneben liegt. In der Grafik wurde
mit x daneben gegriffen; dieser Fall durch diese restlichen 5% abgedeckt.

Konkretes 95%-Konfidenzintervall

Es liegt nun ein konkreter Schitzwert von x= 98 vor. Wir erhalten das Konfidenzintervall

7—2-1,96;2+2-1,96]
98 —2-1,96;98+2-1,96]
98 — 3,92;98 + 3,92]
94,08;101,92).

Entscheidung: p kann bei einer Wahrscheinlichkeit von 95% unter 100 liegen, also kann
der mittlere Umsatz unter 100.000 liegen. Deshalb sollte die Firma von dieser Investition
absehen.

Was wére, wenn man [101;108,84] erhalten hitte? Dann wére eine dauerhafte Liquiditéat zu
vermuten.

Einfluss der Varianz auf das Konfidenzintervall

Was wire, wenn o2 statt 200 den Wert 5000 hétte? Dann wire

. 5000

Wir erhielten das Konfidenzintervall

[Z—1,96-/100;Z + 1,96 - /100]
= [98—19,6;98+19,6]
= [78,4;117,6].

Das hiefle, der wahre durchschnittliche Absatz lige mit einer Wahrscheinlichkeit von 95%
zwischen 78 400 und 117 600 Péackchen. Dieses Intervall wére eine sehr grobe Abschétzung.
Mit so etwas kann man nicht mehr verniinftig planen.

Also wird das Konfidenzintervall mit steigender Varianz breiter, die Schitzungen werden
schlechter, ungenauer. Hier kénnte man als Abhilfe den Stichprobenumfang erhéhen.

Mindest erforderlicher Stichprobenumfang

Wie grofl muss die Stichprobe mindestens sein, damit die Breite des Konfidenzintervalls
hochstens 10 ist?

Die Breite des Konfidenzintervalls ist

2-1,96.,/m <10 —
n

2-1,96-+/
\/ﬁzw:m,n.
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Schéatzen und Testen

Man miisste also mindestens n = 769 Monate erheben, iiber 64 Jahre!
90%-Konfidenzintervall

Es soll nun ein 90%-Konfidenzintervall fiir x4 bestimmt werden.

0,90

X

0,05 0,90

\i\ 0.05 0,05
o — D

| I 4 -2| 0 2
g -1,65 1,65

1,64 1,65 Abb. 112: 90%-Konfidenzintervall

Abb. 111: Wenn die vorgegebene Wahr-
scheinlichkeit zwischen zwei Quantile
fallt, rickt man auf das duflere Quantil

|7 —2(0,95) - %33+ 2(0,95) - -
(98 —2-1,65; 05+ 2. 1,65]

(98— 3,3:98+3,3]

94,7;101,3].

£l

Dieses Intervall ist schmaler als das 95%-Intervall.

8.1.2 Ausgewiahlte Konfidenzintervalle

Konfidenzintervalle fiir den Durchschnitt einer Grundgesamtheit Es sei X1,...X,,
eine unabhéngige Stichprobe aus der Grundgesamtheit. Der Stichprobenmittelwert ist:

_ 1z
X==-» X;
und die Stichprobenvarianz:
s2— 1 zn:(x - X)?
n—1*4 !

Die observierten Werte dieser Stichprobenfunktionen deuten wir an mit Z, und s2,.

Normalverteiltes Merkmal mit bekannter Varianz
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Konfidenzintervalle

Im obigen Beispiel war die Verteilung des Merkmals in der Grundgesamtheit bekannt und
normalverteilt und die Varianz o2 war bekannt. Man erhélt hier das 1-a-Konfidenzintervall
fiir w, den Durchschnitt des Merkmals in der Grundgesamtheit

T—2(1-§) =iz +2(1-§) =],

V'
Normalverteiltes Merkmal mit unbekannter Varianz

Ist zwar das Merkmal in der Grundgesamtheit normalverteilt, aber die Varianz unbekannt,
muss die Varianz des Merkmals durch s? geschétzt werden. Damit erhalten wir ein Zufalls-
intervall das mit Wahrscheinlichkeit 1-a den Parameter enthélt:

P(X—t(l—g;n—l)jﬁ _,uﬁ)z—l—t(l—%;n—l)ﬁ):l—a.

Daraus folgt das 1-a-Konfidenzintervall fiir den Durchschnitt p des Merkmals in der Grund-
gesamtheit:

S S

Tn ; :E—i—t(l—g'n—l)%

PR
Das Quantil #(1— §;n —1) kommt jetzt aus einer t-Verteilung mit n-1 Freiheitsgraden.
Die t-Verteilung hat eine dhnliche Form wie die Normalverteilung, ist aber etwas breiter.
In der hier betrachteten Art (zentral) ist sie ebenfalls symmetrisch. Da sie verschiedene
Freiheitsgrade hat, ist sie nur fiir ausgewahlte Quantile tabelliert. Es gilt beispielsweise

t(0,975;4) = 2,776

[Z—t(1-5in—1)

!

und
£(0,025;4) = -2,776.

Merkmal mit unbekannter Verteilung und bekannter Varianz Ist die Verteilung
des Merkmals unbekannt, aber die Varianz 6? bekannt, kann man fiir EX des Merkmals X,
das Konfidenzintervall

a

NG

E—2(1-2)-—z+2(1-92)

NLD
angeben, falls n gro§ genug ist (Faustregel n > 30).
Merkmal mit unbekannter Verteilung und unbekannter Varianz

Sind Verteilung und Varianz des Merkmals unbekannt, kann man fir n > 50 das Konfiden-
zintervall fiir EX angeben als

(- 21— )2 s 5+2(1-%) 7]

7
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Konfidenzintervalle fiir den Anteilswert einer dichotomen Grundgesamtheit
Modell mit Zuriicklegen

Die Verteilung eines Merkmals einer dichotomen Grundgesamtheit ldsst sich durch das
Urnenmodell beschreiben. Man méchte den Anteilswert p, also den Anteil der Kugeln erster
Sorte in der Urne bestimmen. Der Anteilswert wird geschétzt durch

" X
b=
n

worin x der beobachtete Wert der Anzahl X der Kugeln erster Sorte in der Stichprobe ist.

Bei einem Urnenmodell mit Zuriicklegen ist X binomialverteilt. Falls n grof§ genug ist (als
Faustregel gilt: n > 100 und np(1l —p) > 9), erhilt man das 1-a-Konfidenzintervall fiir p
durch eine Approximation der Binomialverteilung mit Hilfe der Normalverteilung:

Exakt 148t sich das Konfidenzintervall mit den Verteilungswerten der Binomialverteilung
bestimmen. Dafiir mufl zum Beispiel fiir eine untere Vertrauensgrenze ein Parameter p,
fiir die Binomialverteilung bestimmt werden, das so klein ist, dal die Wahrscheinlichkeit
aus einer Binomialverteilung mit den Parametern n und p, gerade z oder mehr Treffer zu
erhalten hochstens die eingerdumte Irrtumswahrscheinlichkeit ist.

Fiir eine Alternative zu diesem Verfahren ist der Zusammenhang der Binomialverteilung
mit der Betaverteilung niitzlich. Eine untere Vertrauensgrenze fiir p, liefert das a-Quantil
der Betaverteilung mit den Parametern  und n —x+ 1. Eine obere Vertrauensgrenze liefert
das 1 — a-Quantil der Betaverteilung mit den Parametern x +1 und n — x. Dabei handelt es
sich nicht um zwei verschiedene Methoden, sondern nur um zwei verschiedene Suchverfahren
nach einem geeigneten Parameter fiir die Binomialverteilung, so dass jeweils der einseitige
Test fiir den Parameter der Binomialverteilung nicht zu Ablehnung fithrt. Weil Quantile der
Betaverteilung durch eine Nullstellensuche in der unvollstdndigen Beta-Funktion bestimmt
werden konnen, ist die Suchstrategie iiber die Betaverteilung schon dann leicht zugénglich,
wenn man einen numerischen Zugang zur unvollstdndigen Betafunktion und ein allgemeines
Verfahren zur Nullstellensuche zu Verfiigung hat. Dies kann ein Vorteil gegeniiber der Suche
nach einem geeigneten Parameter der Binonialverteilung sein, fiir den das beobachtete x
gerade nicht zur Ablehnung fiihrt.

Die exakte Methode {iber die Suche nach einem geeigneten Parameter der Binomialvertei-
lung so, dass ein einseitiger Test fiir die Beobachtung x gerade nicht zu Ablehung fiihrt,
ist nur fiir die Suche nach einer einseitigen Vertrauensgrenze unverfélscht. Ein unverfalsch-
tes zweiseitiges Konfidenzintervall fiir den Parameter p der Binomialverteilung muss aus
einem unverfilschten zweiseitigen Test fiir den Parameter p abgeleitet werden. Weil die
Binomialverteilung aufler fiir p = 1/2 nicht symmetrisch ist, geniigt es nicht die Irrtums-
wahrscheinlichkeit o zu gleichen Teilen auf die beiden Enden der Verteilung aufzuteilen.

Modell ohne Zuriicklegen
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Bei einem Urnenmodell ohne Zuriicklegen ist X hypergeometrisch verteilt. Falls die Bedin-
gungen

9
n>ei-p
n > 100

n/N < 0,05

erfiillt sind, ist die Approximation der hypergeometrischen Verteilung durch die Normal-
verteilung brauchbar und man erhélt das approximative (1 — a))-Konfidenzintervall fiir 6

{p—Z(l—‘%)\/”(Tm\/ﬁ;mza—g)\/@m}

8.2 Hypothesentests

Einfiihrung an Hand eines Beispiels mit Wurstglidsern

Die Firma HappyWurscht stellt Wurstwaren her. Sie ist vor allem fiir ihre delikate Leber-
wurst in 250g-Glasern bekannt. Diese werden durch eine Fiillanlage mit der noch heiflen,
fliissigen Masse befiillt. Um Beanstandungen beziiglich der Fillmenge zu vermeiden, fiillt
man etwas mehr Masse als 250 g ein. Die Fiillmenge schwankt immer leicht, aber es wird
ein durchschnittliches Fiillgewicht von 260g angestrebt. Die Qualitétssicherung soll die Ein-
haltung dieser Durchschnittsmenge iiberpriifen.

Uberlegung zur Verteilung der Stichprobe

Es ist aber das durchschnittliche Fiillgewicht eines Wurstglases unbekannt. Bekannt ist in
diesem Beispiel lediglich, daf das Fiillgewicht normalverteilt ist mit einer Varianz o2 = 64
[87]-

Wie kénnte man nun den Durchschnitt ermitteln? Man kénnte eine Stichprobe mit z.B.
n = 16 Beobachtungen ziehen und versuchen, aus dem arithmetischen Mittel Z auf das
durchschnittliche Fillgewicht der Grundgesamtheit zu schlieflen.

Wir betrachten nun das Fiillgewicht eines Wurstglases. Wir bezeichnen es als Zufallsvariable
X. Es soll gepriift werden, ob durchschnittlich 260g in einem Glas sind, d.h. ob EX = 260
ist.

Betrdgt nun tatséchlich der wahre durchschnittliche Absatz der Grundgesamtheit pg =
260, kann man bei einer geniigend groflen Stichprobe vermuten, dal T in der Nahe von pq
liegen miifte. Meistens wird T in der Nahe von pg liegen, da aber T die Realisation einer
Zufallsvariablen ist, kann in sehr wenigen Féllen T auch extrem weit von pg weg liegen, so
dafl man dann p verkehrt einschétzt.
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0,95

0,025 0,025
e e

uo;

u &)

X1

X
Abb. 113

Man konnte aber ein Intervall um pg bestimmen, in dem bei Vorliegen von ug z.B. 95%
aller moglichen Z-Werte liegen, also

P(z, < X <1Z,) =0,95.

Es wird dann eine konkrete Stichprobe genommen. Fallt T nicht in dieses Intervall [Z,;@,],
ist T zu weit von po weg. Man geht dann davon aus, dass pg # 260 ist. Damit man dieses
Intervall berechnen kann, miissen Informationen iiber die Verteilung von T verfiighar sein.

Ablauf eines Hypothesentests
Feststellung der Verteilung des Merkmals in der Grundgesamtheit

Die Zufallsvariable X: Fiillgewicht eines Wurstglases ist normalverteilt mit einem unbekann-
ten Erwartungswert p und der bekannten Varianz varX = o2 = 64. Man interessiert sich
fiir den Parameter pu.

Aufstellen der Nullhypothese

Man stellt die Nullhypothese Hyg: p = po = 260 auf, d.h. man behauptet, das wahre unbe-
kannte durchschnittliche Fiillgewicht in der Grundgesamtheit betrage pg = 260.

Festlegen des Nichtablehnungsbereiches fiir Hg

Zur Uberpriifung der Hypothese soll eine Stichprobe im Umfang von n = 16 gezogen werden,
die zu einer sog. Priifgréfle T zusammengefasst wird.

Der Stichprobendurchschnitt T ist selbst eine Zufallsvariable und ist als lineare Transfor-
mation von X wiederum normalverteilt und zwar mit den Parametern

S S 2
EX =p und varX = %-.

Bei Giiltigkeit von Hy ist also
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2
— o
hier
- 64
X_>N(260;E =4).
o2
0,025
XU
Abb. 114

Nun wird der Bereich fir 7 festgelegt, in dem die Nullhypothese nicht abgelehnt wird, der
Nichtablehnungsbereich (NAB) [Zy; @o]. Féllt die Priifgréfie T in diesem Bereich, wird Hy
nicht abgelehnt. Es soll sein

P2, <X <Z,)=0,95=1—qu

Wir nennen « das Signifikanzniveau oder den a-Fehler: Das ist die Wahrscheinlichkeit, dass
die Nullhypothese Hy abgelehnt wird, obwohl pg = 260 der wahre Parameter ist.

Bestimmung von [Ty ; To):

Standardisiert man mit

kénnen wir analog zu oben

P(zy, <7 <2,)=0,95
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0,95
2(0,025)
2(0,975
0.025 0(,025 )
4 - 0 2 4Z
1,96 1,96
Abb. 115

schreiben. Es ergibt als Intervall fiir Z:

[2u; 2] 2(@/2);2(1 - a/2);]
—z(1—a/2);2(1 - a/2);]
—2(0,975);2(0,975)]
~1,96;1,96]

[
[
[
[

Dichte f(x)

254

Ho
n, —z(1-a/2)-c/+/n n, +z(1-a/2)-c/+/n

256,08 263,92
Gewicht X

Abb. 116: Nichtablehnungsbereich der Nullhypothese fiir
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Es ist nun aber

o

Ty = po—2(1 —a/Q)ﬁ und Z, = po+2(1 —a/2)\/ﬁ
so dass hier der Nichtablehnungsbereich fir
[Zy; %] = [260—1,96-2;2604 1,96 -2]

[260 — 3,92; 260 + 3,92]
= [256,08;263,92]

ist.

Wenn g tatsidchlich 260 ist, wiirde T in 5% aller Stichproben in den Ablehnungsbereich

(—00;256,08] V [263,92;00)

fallen.
Stichprobe erheben

Nach der Festlegung des Nichtablehnungsbereichs wird eine Stichprobe genommen. Es
wurde hier der Inhalt von 16 Gldsern gewogen. Es ergab sich die Urliste

268 2562 254 252 251 245 257 275 268 270 253 250 266 265 250 267

Es ist dann

1
b= 1o (26842524 .+ 267) =
L (4144) = 259
16 B

Entscheidung treffen

Wir fillen nun die Entscheidung: Da T = 259 im Nichtablehnungsbereich liegt, wird Hy
nicht abgelehnt. Es wird davon ausgegangen, dass die Maschine die Gléaser korrekt befiillt.

Eine dquivalente Vorgehensweise ist, man bestimmt zunéchst die standardisierte Priifgrofie
z:

T—po  259-260 —1
z = o = g = —

vn V16

=—0,5.

Der Nichtablehnungsbereich fir Z ist [-1,96; 1,96]. Da z in den Nichtablehnungsbereich fallt,
wird Hg nicht abgelehnt.

Beide Vorgehensweisen liefern das gleiche Ergebnis.

Punkt- und Bereichshypothesen
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In obigen Beispiel wurde fiir das wahre p nur ein bestimmter Punkt getestet: Hg: u =
1o, also handelt es sich um eine Punkthypothese. Es konnte aber sein, dass der Hersteller
einem Groflabnehmer versichert hat, dass das durchschnittliche Fullgewicht mindestens 260
g betrdgt. Es wird also hier geniigen, zu priifen, ob der Mindestwert erreicht wird. Es ist
aber kein Problem, wenn die durchschnittliche Fiillmenge gréfer als 260 ist.

Dichte f(x)

254 260 262 264 266

Ho Gewicht X

Abb. 117: Ablehnungsbereich der Mindesthypothese Hy: 1 2 o = 260

Man stellt also als Arbeitshypothese auf: Ho: p 2 pg = 260. Wird die Priifgrofie T geringfiigig
kleiner als 260, kann das eine Zufallsschwankung sein. Aber wird Z zu klein, muss Hg
abgelehnt werden. Da hier nur der Bereich links von pg kritisch fiir die Ablehnung ist, wird
das gesamte « links auf dem Zahlenstrahl plaziert, der kritische Wert fiir z ist also z(a) =
-z(1-a). Féllt z in den Ablehnungsbereich (-co; -z(1-av)], wird Hp abgelehnt. Man geht dann
davon aus, dass u kleiner als pg sein muss, dass also die Befiillung nicht ordnungsgema$ ist.
Der kritische Wert fiir 7 ist hier

_ g
T1-a :MO_Z(l_a)'ﬁv

also

T1_a=260—1,65-

V16

Wenn die Stichprobe ein Durchschnittsgewicht von weniger als 256,7g ergibt, wird die Lie-
ferung beanstandet.

— 256, 7.

Entsprechend erhélt man unter der Hypothese Hg: p < o fiir die Priifgréfle z den Ableh-
nungsbereich [z(1-a); o) bzw.
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Ti—a=po+t2(l-a)

Sl

Fehler und Varianzen

Fehlerarten

Warum wird der a-Fehler als Fehler bezeichnet? Hier wollen wir uns zunéchst mal iiberlegen,
welche Fehler bei der Entscheidung iiberhaupt gemacht werden kénnen?

Iy Hi T

f(x)

Dic

T r 1

265
256,7 GewichtX

250

Abb. 118: Vermischung der hypothetischen und tatséchlichen Verteilung

1. Hy ist wahr, die Priifgrofe fillt aber in den Ablehnungsbereich (in « * 100% aller
Stichproben). Hier wiirde man Hy irrtiimlicherweise ablehnen, obwohl Hy wahr ist: -
Fehler oder Fehler 1. Art. In unserem Beispiel wiirde also die Lieferung moglicherweise
zuriickgewiesen werden, obwohl die Gléser korrekt befiillt worden sind.

1. Hp ist falsch, die Priifgrole fallt aber in den Nichtablehnungsbereich. In Wirklichkeit

ist p = p1, z.B. pp = 255 g. Jetzt ist bei unverdnderter Varianz in Wahrheit der
Stichprobendurchschnitt T verteilt wie

0,2
N(p1;—) = N(255;4)
n

Unter dieser Verteilung betragt die Wahrscheinlichkeit, dass Ho (falschlicherweise) nicht
abgelehnt wird,
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P(X >256,7) =1 — ®3(256,7|255;4),
was sich einfach berechnen ldsst als

256,7 — 255

1—®.( )=1—®.(0,85) = 0,1977.

Man wiirde also mit fast 20%iger Wahrscheinlichkeit irrtiimlicherweise die Lieferung akzep-
tieren. Dieser Fehler ist der S-Fehler oder Fehler 2. Art.

Wenn in Wahrheit p = o = 252 ist, betrigt der -Fehler
P(X >256,7) =1—®5(256,7|252;4) =

256, 7 — 252

1—®.( )=1-®.(2,35) = 0,0094.

Hier ist die Wahrscheinlichkei einer irrtiimlichen Ablehnung schon sehr klein.

™S

N
N

0,1977

Blw 1)
o o
o o

260 258 256 " 254 252 250
1

Abb. 119: Operationscharakteristik zur Hypothese: 1 < 260

Der (-Fehler hangt also von py ab. Man kann den [S-Fehler in Abhéngigkeit von u; als
Funktion darstellen: 8 = f(u1). Diese Funktion nennt man Operationscharakteristik. Der
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Wert 1 - 3 ist dagegen die Wahrscheinlichkeit, dass Hy abgelehnt wird, wenn pq der wahre
Parameter ist. Man sieht an der Grafik, dass 1 - 3 fiir p = 260 gerade 0,05 ist. Das ist
natiirlich die Wahrscheinlichkeit, dass Hy (hier falschlicherweise) abgelehnt wird, wenn 260
tatséchlich der wahre Parameter ist.

Um die Wahrscheinlichkeit fiir eine falsche Entscheidung zu reduzieren, ist es wiinschens-
wert, moglichst schnell in den Bereich 5 =~ 0 zu kommen. U. U. hilft eine Erhéhung des
Stichprobenumfangs.

FEine Hypothese, die nicht abgelehnt ist, gilt nicht automatisch als angenommen, denn der
(B-Fehler ist i.a. unbekannt.

Wenn ein Test die Wahrscheinlichkeit der Annahme falscher Nullhypothesen mdoglichst re-
duziert, nennt man ihn trennscharf.

Breite des Nichtablehnungsbereichs

Es soll nun wieder die Punkthypothese Hg: o = pg betrachtet werden. Es ergab sich hier
fiir = der Nichtablehnungsbereich [256,08; 263,92] mit einer Breite 7,84 g.

Anderung des Signifikanzniveaus

Welcher NAB ergibt sich fiir « = 0,017 Wir errechnen das (1 - a;/2)-Quantil als

a=0,01 - a/2=0,005—1—-a/2=0,995 — 2(0,995) = 2,58

und erhalten den Nichtablehnungsbereich fiir T als

260 — 2(0,995) - 2; 260 4 z(0,995) - 2]
260 — 2,58 -2; 260+ 2,58 - 2]

260 — 5,16;260 + 5, 16]

254,84; 265, 16]

Hier ist der Nichtablehnungsbereich breiter als fir o = 0,05: Hy wird nur in 1% aller
Stichproben filschlicherweise abgelehnt. Hier hétte die Lieferfirma einen Vorteil.

Welcher NAB ergibt sich fiir « = 0,17

260 — 2(0,95) - 2; 260 + z(0,95) - 2]
260 — 1,65 -2;260 41,65 - 2]

260 — 2,30;260 + 2,30]
257,70;262, 30]

Hier ist der Nichtablehnungsbereich schméler, Hy wird in 10% aller Stichproben filschli-
cherweise abgelehnt.

Anderung der Varianz

Was passiert, wenn die Varianz 02 = 256 ist (o = 0,05)? Man erhélt hier fiir die Punkthy-
pothese Hy: 1 = g = 260 den NAB fiir T
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260 —1,96- /2382604 1,96 - 1/ 220]

[

= [260—1,96-4;260+1,96-4]
[
[

260 — 7,84; 260 + 7,84
252,16;267,84]

Die Breite des Nichtablehnungsbereichs ist hier 15,68g.

Fir H;o: p 2 po ergibt sich dann entsprechend als kritischer Wert

260 —1,65-4 = 253,4

Die Grafik zeigt den Fall der Bereichshypothese mit einer Varianz von 16: Durch die grofle
Varianz sind die Normalverteilungskurven sehr flach und durchmischen sich stark. Der Be-
tafehler bei p1 = 255 ist sehr grofi. Eine verniinftige Kontrolle der Abfiillmaschine ist nicht
mehr moglich.

/

255

253,4
Abb. 120: Der Betafehler bei grofien Varianzen

Der Nichtablehnungsbereich wird mit wachsender Varianz breiter, der Test verliert an
Trennschérfe.

Anderung des Stichprobenumfangs

Was passiert, wenn der Stichprobenumfang jetzt 64 betrigt (o = 0,05; 02 = 64)?
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Dichte ¢

262 264

Gewicht x

Abb. 121: Der Betafehler bei kleinen Varianzen

[260 —1,96-1/%4:260+ 1,96+ | /&1]
260 —1,96-1;260 + 1,96 1]

[260 — 1,96:260 + 1,96]

(258, 04; 261, 96]

Hier hat der Nichtablehnungsbereich eine Breite von 3,92, denn durch den grofiereren Stich-
probenumfang hat sich die Varianz von T verringert. Der NAB schrumpft bei steigendem
Stichprobenumfang, der Test wird trennschérfer.

Mindest erforderlicher Stichprobenumfang

Wie grofi mufl die Stichprobe mindestens sein, damit die Breite des NAB fiir o« = 0,05
hochstens 10 betragt?

Die Breite des NAB ist ja definiert durch

2-z(1—a/2)-

BN

Es soll also hier sein

2-1,96 64<10
) \/ﬁ—

Die Auflosung der Ungleichung nach y/n ergibt dann
Vn>2-1,96- % = 25,088 und (y/n)? = 629,41.
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Da wir nur ganze Wurstglédser analysieren kénnen, brauchen wir einen Stichprobenumfang
von mindestens 630 Glésern.

Kann die Wurst mit dem Glas zusammen gewogen werden, stellt diese hohe Zahl kein Pro-
blem dar. Geht durch so eine Stichprobe allerdings die Zerstorung der Ware mit einher, etwa
die lebensmitteltechnische Untersuchung einer Konservendose, muss man einen Kompromiss
zwischen mangelnder Trennschérfe und Zerstérung der Ware finden.

8.2.1 Verteilungsgebundene Tests
Test auf Erwartungswert

Erwartungswert
1. Bekannte Verteilung und Varianz

Im einfithrenden Beispiel war die Art der Verteilung des Merkmals in der Grundgesamtheit
bekannt, namentlich eine Normalverteilung mit bekannter Varianz. Die Priifgrofie

ist dann unter der Nulhypothese ¢ = o standardnormalverteilt. Wir erhalten die Entschei-
dungsregeln fiir eine gewdhlte Irrtumswahrscheinlichkeit «

o Ho: po = pp wird abgelehnt, falls z < - z(1-a/2) oder z > z(1-a/2) ist.
o Ho: 1 £ po wird abgelehnt, falls z > z(1-«) ist.
o Ho: 1 2 po wird abgelehnt, falls z < - z(1-«) ist.

2. Bekannte Verteilung und unbekannte Varianz

Héufig wird neben dem Erwartungswert die Varianz ebenfalls nicht bekannt sein, so dass
man statt der Varianz in der Grundgesamtheit die Schatzung

die t-verteilt mit n-1 Freiheitsgraden ist.

Die t-Verteilung hat eine dhnliche Form wie die Normalverteilung. In der hier betrachteten
Art (zentrale t-Verteilung) ist sie ebenfalls symmetrisch beziiglich der Null. Da sie verschie-
dene Freiheitsgrade hat, ist sie nur fiir ausgewdhlte Quantile tabelliert. Es ist t(p;k) das
p-Quantil der t-Verteilung mit k Freiheitsgraden.

Es gilt beispielsweise fiir die Zufallsavariable t mit 5 Freiheitsgraden:
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P(t <3,365) = 0,99 bzw. t(0,99;5) = 3,365.
Wir erhalten die Entscheidungsregeln

o H: p = po wird abgelehnt, falls t < - t(1-a/2; n - 1) oder t > t(1-a/2; n - 1) ist.
o H: p <po wird abgelehnt, falls t > t(1-a; n - 1) ist.
o H: p > pp wird abgelehnt, falls t < - t(1-an - 1) ist.

e Ist n > 30, konnen die Quantile der t-Verteilung durch die entsprechenden Quantile der
Normalverteilung ersetzt werden.

3. Unbekannte Verteilung und bekannte Varianz

Ist die Verteilung des Merkmals X unbekannt, aber die Varianz varX bekannt, verwendet
man bei einem n > 30 die standardnormalverteilte Priifgrofie

Wir erhalten die Entscheidungsregeln analog zu 1.
4. Unbekannte Verteilung und unbekannte Varianz

Sind Verteilung und Varianz des Merkmals X in der Grundgesamtheit unbekannt, verwendet
man fiir n > 50 die standardnormalverteilte Priifgrofie

Wir verwenden die Entscheidungsregeln analog zu 1.

Test auf Anteilswert

Anteilswert einer dichotomen Grundgesamtheit

Die Verteilung des Merkmals X einer dichotomen Grundgesamtheit l&sst sich durch das
Urnenmodell beschreiben. Man moéchte den Anteilswert 6, also den Anteil der Kugeln erster
Sorte in der Urne bestimmen. Der Anteilswert wird geschétzt durch

wobei x die Zahl der Kugeln erster Sorte in der Stichprobe ist. Bei einem Urnenmodell mit
Zuriicklegen ist X binomialverteilt.

Falls

9-(1-0)

kénnen wir die Priifgréfle verwenden
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_x+0,5—n-0y
- /n-0-(1—0)
e Hy: 8 = 6y wird abgelehnt, falls
x+0,5—n-0g
=< —z(l—-a/2
e e )
(wenn die Priifgrofle z < 0 ist) oder
—0.5—n-0
Z:M>z(1—a/2)
n-0-(1-0)

(wenn die PriifgroBle z > 0 ist) errechnet wird.

e Hy: 0 <6y wird abgelehnt, falls

ist.

e Hy: 6 = 0y wird abgelehnt, falls

_z+0,5—n-0

0 00) <—z2(1—a)

ist.
Ist n zu klein, kann der Ablehnungsbereich mit Hilfe der F-Verteilung exakt bestimmt

werden oder mit dem Prinzip des konservativen Testens festgelegt werden.

Test auf Varianz

Test auf Varianz

Herleitung der Priifgrole Betrachten wir eine normalverteilte Grundgesamtheit. Die
Schatzung fir die Varianz ist hier

1 n
~2 2 Z —\2
=85 = — €Xr; — X
n—1¢* (s )
=1
Wir wollen nun eine passende Priifgrofle fiir einen Varianztest herleiten. Seien z; :i=1,...,n

unabhingige, normalverteilte Zufallsgréfen mit Mittelwert ;¢ und Varianz o2. Dann sind die
Groflen (z; — p)/o unabhéngige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen und die Summe
der Quadrate ist y2-verteilt mit n Freiheitsgraden:
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Schatzt man

geht ein Freiheitsgrad verloren.

ist y2-verteilt mit n-1 Freiheitsgraden. Wir wollen nun diese Summe mit S? verquicken, um
eine Priifgrofle fiir diesen Test zu erhalten. Es ist dann

n—1
o2 o2

7

e ) )

1

ebenfalls y2-verteilt mit n-1 Freiheitsgraden. Unter der Nullhypothese Hy: 02 = 02 ist dann

2. (n—
y?5 (n2 1)
o)

ebenfalls verteilt wie oben.
Wir wollen nun fiir Hy: 62 = 02y den Nichtablehnungsbereich fiir den Test angeben. Die

Hypothese wird nicht abgelehnt, wenn die Priifgrofie y in das Intervall

(%

D (Gim=Dix*(1- Sn—1)]

2

fallt, wobei x?(p;k) das p-Quantil der x2-Verteilung mit k Freiheitsgraden ist.

Die Nichtablehnungsbereiche fiir die Bereichshypothesen werden analog zu der Vorgehens-
weise bei Erwartungswerden festgelegt:

Bei der Mindesthypothese Hy : 02 > 02 wird die Hypothese abgelehnt, wenn die PriifgroBe
Y < x*(a;n—1) ist.

Bei der Hochsthypothese Hy : 0% < 03 wird die Hypothese abgelehnt, wenn die Priifgrofe
Y > x?(1—a;n—1) ist.

Beispiel fiir eine Punkthypothese

Ein grofler Blumenzwiebelziichter hat eine neue Sorte von Lilien geziichtet. Die Zwiebeln
sollen im Verkauf in verschiedenen Groéflenklassen angeboten werden. Um das Angebot
planen zu kénnen, benétigt der Ziichter eine Information iiber die Varianz der Zwiebelgrofie.
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Es wurden 25 Zwiebeln zufillig ausgewahlt und gemessen. Man erhielt die Durchmesser (cm)

810976108886797109677888101077

Es soll die Hypothese iiberpriift werden, dass die Varianz der Zwiebelgréfie 3 cm? betrigt
(a = 0,05).

Die Nullhypothese lautet Hy: 0% =03 =3
Nichtablehnungsbereich fiir die Prifgrofie y ist
(G —1)ix*(1-§in—1)] =
[x2(0,025;24); x2(0,975;24)] = [12,40;39, 36].
Es ergab sich fiir die Stichprobe z =8 und s? = % = 1,75. Die Priifgréfle errechnet sich als

_S%(n—1) 1,75-24

V= o8 3

14

Die Hypothese kann nicht abgelehnt werden.
Beispiel fiir eine Bereichshypothese

An einer Abfiillanlage werden Tagesdosen fiir ein sehr teures fliissiges Medikament in Plas-
tikschélchen eingebracht. Da das Medikament hochwirksam ist, soll die Abweichung der
Fiillmenge vom Mittelwert moglichst wenig schwanken. Man weif}, dass die Fiillmenge nor-
malverteilt ist. Zur Kontrolle soll die Hypothese getestet werden, dass die Varianz hochstens
0,01 ml? betrigt. Eine Stichprobe von 20 Schilchen ergab den Mittelwert 0,5 und die Va-
rianz 0,014.

Zu testen ist Hy: 0% < of .

Die Priifgrofie fiir Hg ist Y = SQ'E?Q_D.

0
Die Hypothese wird abgelehnt, wenn y > x2(1 —a;n —1) = x2(0,9;19) = 27,20 ist.
Die Stichprobe ergab

- 0,014-19

=2
0,01 6,6

Die Hypothese wird nicht abgelehnt. Man geht davon aus, dass die Varianz der Fiillmenge
sich nicht verdndert hat.

Vergleich zweier Varianzen

Wir haben es mit zwei verschiedenen Grundgesamtheiten zu tun. Wir interessieren uns
dafiir, ob die Varianzen dieser beiden Grundgesamtheiten gleich sind. Beide Merkmale dieser
Grundgesamtheiten sollen normalverteilt sein.

Herleitung der Priifgrofie

Zu priifen ist also die Hypothese: Hy: 012 = 02°.
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Geschétzt werden beide Varianzen wieder mit der Stichprobenvarianz

Es soll nun daraus eine Priifgrofle konstruiert werden. Wir wissen bereits, dass der Quotient

(X — X)?
2

y=)

-1 7

x2-verteilt mit n-1 Freiheitsgraden ist. Eine Moglichkeit, zwei solche Zufallsvariablen zu
verquicken, ist die F-Verteilung. Es ist ndmlich der Quotient

Yy Z?:11(X1i_)_(1)2

f _ nlfl _ (nl_l)o'%
Yo Y (= Xa)?

2 (ngfl)ag

F-verteilt mit n; - 1 und ngy - 1 Freiheitsgraden. Wir miissen nun noch unsere Stichproben-
varianzen einpflegen und wir sehen, dass ja in Zahler und Nenner die Stichprobenvarianzen
S12 und Sy2 schon dastehen. Also erhalten wir

st

—5 2 2
o510
s3 2 o}

2

75

Wir wollen diesen Quotienten nun mit der Nullhypothese in Verbindung bringen. Die Hy-
pothese

2
Hy : 03 = 03 lisst sich auch schreiben als H : % =1 und es ist dann der Quotient der
2
Priifgrofle unter Hy
St
-2

Wenn die Nullhypothese wahr ist, sollte f nicht zu grof sein, aber auch nicht zu klein, weil
sonst die Stichprobenvarianzen zu unterschiedlich wéren. Hy wird also nicht abgelehnt, wenn
die Stichprobe f in den ,,mittleren“ Bereich

(0%

[f(5

2;”1—1;712—1);f(1—g

5™ —1ing —1)]

fallt, wobei f(p;k;;ko) das p-Quantil der F-Verteilung mit k; und ko Freiheitsgraden ist.
Bereichhypothesen werden entsprechend aufgefasst:

2
Hy : 02 < 03 lisst sich auch schreiben als Hy : % <1.

2

Dieser Test wird abgelehnt, wenn
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«
f>f(1—§;n1—1;n2—1)

wobei sich f wie oben berechnet.

2
Entsprechend wird Hy : % > 1 abgelehnt, wenn
2

f< f(%;nl —1ing—1)

Beispiel

Bert und Berta haben im Fach Analysis ein Tutorium gehalten. Die Zeit, die die n; bzw.
ny Studierenden fiir eine typische Klausuraufgabe benotigten, wurde festgehalten:

Tutorium von Bert: 8 3 4 4 10 9 2 9
Tutorium von Berta: 56 4 7 6 4

Beide Gruppen erzielten eine durchschnittliche Bearbeitungsdauer von 6 min. Ist aber auch
die Varianz beider Gruppenleistungen gleich?

Wir wollen also nun bei einem Signifikanzniveau 0,05 die Nullhypothese testen, dass die
Varianzen gleich sind.

Der Nichtablehnungsbereich fiir diesen Test ist
[f(Gin—Ling—1); f(1—Gin1 = Ling = 1)]

= [f(0,025;8;5); f(0,975;8;5)]
[0,21:6,76]

wobei sich

1 1
£(0,975;5;8) 4,82

£(0,025;8;5) = 0,21

errechnet. Wir erhalten zunéchst die Stichprobenvarianzen

st = ﬁ S (s —1)?

= §((8-6+(3-6)"+(4-6)*+.+(9-6°=F =9

und analog dazu

82 - 5, 2
Die Priifgréfle errechnet sich nun als
S? 9
— 1= 1=1,73
S3 5,2

Sie fallt in den Nichtablehnungsbereich und man kann die Hypothese nicht ablehnen.
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8.2.2 Verteilungsfreie Tests
Priifung des Zusammenhangs zweier Merkmale

Stochastische Unabhangigkeit

Die Beobachtungen zweier Merkmale X und Y liegen als gemeinsame klassierte Haufigkeits-
verteilung vor mit n und m Kategorien und den dazugehorigen gemeinsamen Héufigkeiten
nj (i=1,...,n;j=1,...,m) vor. Zur Priifung der Hypothese Hp: ,X und Y sind stochas-
tisch unabhéngig® verwendet man die Priifgrofle

(nZ“ _ ning )2
X2 = ZZ ’ mnjn
i g n

Es soll jedes % > b sein. Falls diese Forderung nicht gegeben ist, miissen so viele Zeilen

und/oder Spalten zusammengefasst werden, bis die Vorgabe erfiillt ist.

Die Hypothese, dass X und Y stochastisch unabhéingig sind, wird abgelehnt, wenn x? > x2(1
-a; (m—1)(n- 1)) ist, als (1-a)-Quantil der y-Verteilung mit (m-1)(n-1) Freiheitsgraden.

Bemerkung: Dieser Test kann auch fiir die Priifung der stochastischen Unabhéngigkeit zwei-
er Ereignisse verwendet werden. Man spricht hier von einem Vierfelder-Test.

Korrelation
Normalverteilung beider Merkmale

Die Merkmale X und Y sind normalverteilt. Es wird die spezielle Nullhypothese Hy: pyy, =
0 gepriift. Man schétzt den Korrelationskoeffizienten p mit dem Korrelationskoeffizienten r
nach Bravais-Pearson und verwendet die Priifgrofie

t =

1—r
n—2

Ho: pxy = 0 wird abgelehnt, falls t < - t(1-«/2; n - 2) oder t > t(1-a/2; n - 2) ist.

Wird Hy abgelehnt, geht man davon aus, dass X und Y korreliert sind. Sie sind dann
auch stochastisch abhéngig, so dass dieser Test im Ablehnungsfall auch die stochastische
Unabhéngigkeit erfasst. Bei Nichtablehnung kénnen die Merkmale trotzdem abhingig sein,
denn der Korrelationskoeffizient misst bekanntlich nur die lineare Abhéngigkeit.

Wird Ho: pxy = po # 0 gepriift, hat r eine sog. nichtzentrale Verteilung, die nicht mehr ohne
weiteres berechnet werden kann und nur noch naherungsweise mit der sog. Fisherschen
Transformation angebbar ist.

Unbekannte Verteilung beider Merkmale

Die Merkmale X und Y sind beliebig verteilt. Es wird die spezielle Nullhypothese Hg: px, =0
gepriift. Man schitzt den Korrelationskoeffizienten p mit dem Rangkorrelationskoeffizienten
nach Spearman-Pearson rgp.

Fiir n > 10 verwendet man die Priifgrofe
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Ho: pxy = 0 wird abgelehnt, falls t < - t(1-o/2; n - 2) oder t > t(1-a/2; n - 2) ist.
Parameter der linearen Regression

Ausgegangen wird von der unbekannten Regressionsgeraden

y=a+pr+u
und der Schétzung

y=a+br+d
Die Storgrofie u ist normalverteilt:

u— N(0;02).

Die Varianz der Stérgréfe o2 wird geschiitzt mit

Es ist auch

Steigungskoeffizent

B wird geschatzt durch b. Unter Hy ist b — N(f; 2(27279_0)2)

Verwendet wird die Priifgrofie

2

> (2i—7)
die unter Hg t-verteilt ist mit n-2 Freiheitsgraden.

o Hp: f = po wird abgelehnt, falls t < - t(1-a/2; n - 2) oder t > t(1-/2; n - 2) ist.
o Hy: 8 < By wird abgelehnt, falls t > t(1-a/2; n - 2) ist.
o Hy: 8 > Bo wird abgelehnt, falls t < - t(1-a/2; n - 2) ist.
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In der Praxis wird meistens Hy: 8 = 0 getestet. Wird die Hypothese nicht abgelehnt, scheint
x unerheblich fiir die Erkldrung von y zu sein.

Absolutglied «

a wird geschétzt durch a. Unter Hy ist

02-2#3

(i —7)?

a — N(ap;

)

Fiir den Test verwendet man die Priifgrofie

_a—ag Sz —x)?

2
5 T3

t

die unter Hg t-verteilt ist mit n-2 Freiheitsgraden.

o Hp: @ = ap wird abgelehnt, falls t < - t(1-a/2; n - 2) oder t > t(1-a/2; n - 2) ist.
o Hp: a < ap wird abgelehnt, falls t > t(1-a/2; n - 2) ist.
o Hp: a > ap wird abgelehnt, falls t < - t(1-«/2; n - 2) ist.

In der Praxis wird meistens Hp: o = 0 getestet. Wird die Hypothese nicht abgelehnt, geht
die wahre Regressionsgerade moglicherweise durch den Nullpunkt des Koordinatensystems.

207



Schéatzen und Testen

208



9 Ubungsaufgaben

Kapitel 1
Aufgabe 1.1 - Mischanlage fiir Porzellanfabrik

Eine Porzellanfabrik erhélt eine neue Mischanlage fiir spezielles Steingut. Diese muss ein-
gerichtet und angepasst werden. Man geht davon aus, dass die Anlage in héchstens neun
Tagen einsatzbereit ist. Wir definieren als Ereignisse

A: Es dauert mehr als 6 Tage, bis die Anlage einsatzbereit ist. B: Es dauert weniger als 8
Tage, bis die Anlage einsatzbereit ist.

1. Beschreiben Sie das Komplement zu A.

2. Beschreiben Sie die Schnittmenge zwischen A und B.
3. Sind A und B disjunkt?

4. Zeigen Sie, dass (ANB)U(ANB) = B ist.

Aufgabe 1.2 - Einrichtung der Mischanlage

Wir beziehen uns auf Aufgabe 1.1 Die Werksleitung vermutet fiir die Zahl der Tage, die
benétigt werden, um die Anlage einzurichten, die Wahrscheinlichkeiten, wie in der folgenden
Tabelle angegeben:

Zahl der Tage 5 6 7 8 9
Wabhrscheinlichkeit 0,05 0,25 0,35 0,25 0,10

Geben Sie die Wahrscheinlichkeiten fiir A und B an.

Geben Sie die Wahrscheinlichkeit fiir die Schnittmenge von A und B an.

Geben Sie die Wahrscheinlichkeit fiir die Vereinigungsmenge von A und B an.

Jeder unproduktive Tag kostet die Firma 2000 Euro. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
muss die Firma mit Kosten von héchstens 12.000 Euro rechnen?

Ll

Aufgabe 1.3 Zustelldienst

Ein Zustellungsdienst beschéftigt Festangestellte und freie Mitarbeiter. 64% der Mitarbeiter
sind fest angestellt. Eine Qualititsanalyse ergab, dass 10% aller Zustellungen beanstandet
wurden. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Sendung von einem festangestellten Mitarbeiter
ausgeliefert wurde und beanstandet wurde, betragt 6%.

Berta erhélt eine Sendung. Mit welcher Wahrscheinlichkeit

wird die Sendung beanstandet?

stammt die Sendung von einem freien Mitarbeiter?

wird die Sendung beanstandet oder stammt von einem Festangestellten?

wird die Sendung nicht beanstandet oder stammt nicht von einem Festangestellten?
wird die Sendung beanstandet oder stammt nicht von einem Festangestellten?

DAl o
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6. wird die Sendung beanstandet oder nicht beanstandet?
7. wird die Sendung beanstandet, stammt aber nicht von einem Festangestellten?

Aufgabe 1.4 - 2x Wiirfeln
Sie wiirfeln zweimal.

1. Geben Sie die Ergebnismenge dieses Zufallsvorgangs an. Zweckméfig ist eine matrix-
dhnliche Anordnung.
2. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalten Sie
a) beim ersten Wurf 1 und beim zweiten Wurf 57
b) einen Pasch (2x die gleiche Augenzahl)?
c¢) 1 oder 57
d) die Augenzahl 87
e) mindestens die Augenzahl 77

Aufgabe 1.5 - Miinze 4x werfen
Eine Miinze wird viermal geworfen. Es ist definiert: Z: Zahl liegt oben. K: Kopf liegt oben.

1. Stellen Sie die 16-elementige Ergebnismenge zusammen.

2. Geben Sie ein Beispiel fiir ein Ergebnis, ein Elementarereignis, ein zusammengesetztes
Ereignis.

3. Es sind die Ereignisse definiert:

A: Es treten zuerst zweimal Kopf, dann zweimal Zahl auf
B: Es tritt hochstens zweimal Kopf auf

C:Es tritt mindestens drei mal Zahl auf

D: Es tritt einmal Kopf auf

Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit, dass

A

D

nicht D

B und C

B oder C

Aund C

nicht C und nicht D

nicht Kopf und nicht mindestens 3 mal Zahl
B ohne A

mindestens einmal Zahl

© 0N U W

,_.
e

eintritt.
Aufgabe 1.6 - Aktiengewinne

Die Wertpapierabteilung einer Bank verwendet einen neuen speziellen Index zur Bewertung
der zukiinftigen Ertragsstirke eines Unternehmens. Eine erste Analyse ihrer Aktienporte-
feuilles hat ergeben, dass 75% der Aktien, deren Unternehmen als ertragsstark eingestuft
worden waren, Kursgewinne einfahren konnten. Es wurden aber auch mit 30% der Aktien
als ertragsschwach beurteilter Unternehmen Gewinne erzielt. Zur Vermeidung von Risiken
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setzten sich die Wertpapierfonds aus 80% Aktien als ertragsstark und 20% Aktien als er-
tragsschwach beurteilter Unternehmen zusammen.

1. Mit welcher Wahrscheinlichkeit kann von einer Aktie ein Kursgewinn erwartet werden?
2. Wieviel Prozent der Aktien mit Kursverlusten stammten tatsdchlich von als ertrags-
schwach beurteilten Unternehmen?

Aufgabe 1.7 - Heulomat

Die Auto-Alarmanlage Heulomat heult erfahrungsgemafl bei 90% der Autoknacker, die sich
am Auto zu schaffen machen. Leider heult sie auch bei 60% aller harmlosen Kollisionen,
beispielsweise mit Spaziergangern. Man vermutet, dass insgesamt 80% aller Erschiitterungen
eines Autos harmlos sind.

1. In wie viel Prozent aller Félle heult die Anlage berechtigterweise?
2. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Anlage bei irgendeiner Erschiitterung
nicht heult?

Aufgabe 1.8 - Zugverspatung

Das Eisenbahnsystem des Staates Mobilia weist im Prinzip zwei Typen von Ziigen auf: Den
iiberregionalen Schnellzug ,Hypercity* und die langsamere Regionalbahn ,Bummelzug®
Der Anteil der Hypercities am Fahrzeugbestand betragt 20%. Man hat herausgefunden, dass
70% aller Hypercities verspatet sind, wogegen 80% aller Bummelziige piinktlich ankommen.

Sie stehen am Bahnhof von Capitalis, der Hauptstadt von Mobilia, und sehen dem Treiben
an den Bahnsteigen zu. Eine Lautsprecherdurchsage verkiindet: ,Der Zug nach Metropolis
fahrt verspéatet ein®

1. Mit welcher Wahrscheinlichkeit handelt es sich um
a) einen Bummelzug?
b) einen Hypercity 7

2. Wie grof} ist der Anteil der Ziige mit Verspatung?

Aufgabe 1.9 - Wand verkratzen mit Miilltonnen

In einem Mietshaus wird Dienstags die Miilltonne entleert. Bei 30% der Leerungen stellt
Herr Lohlein die Miilltonne raus, bei 20% der Leerungen Frau Susemihl und bei 50% aller
Leerungen Herr Feinbein. Eines Tages stellt der Vermieter fest, dass die Wand im Flur
verschrammt ist. Er weif, dass Herr Lohlein beim Miilltonne Tragen mit einer Wahrschein-
lichkeit von 7%, Frau Susemihl mit einer Wahrscheinlichkeit von 8% und Herr Feinbein mit
einer Wahrscheinlichkeit von 5% mit der Tonne an der Wand entlang kratzen.

1. Welcher Bewohner ist am ,,verdachtigsten*?

2. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird néchsten Dienstag die Wand verkratzt?

3. Nach jeder Schramme ldsst der Vermieter die Wand weiflen. Reicht etwa ein Anstrich
pro Jahr?

Aufgabe 1.10 - Kaffeetassen

Frau Ahorn, Frau Behorn und Frau Zehorn bestellen nacheinander (in der Reihenfolge der
Nennung) im Café Linde Kaffee. Zur Zeit sind noch 24 graue Tassen und 12 rosa Tassen
heil. Die Tassen werden in der Reihenfolge der Bestellung zufillig ausgegeben.
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1. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dafl Frau Ahorn eine graue, Frau Behorn und
Frau Zehorn eine rosa Tasse erhalten?

2. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dafl Frau Zehorn eine rosa Tasse erhalt?

3. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dal mindestens eine Kundin eine graue Tasse
erh&lt?

4. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dafl genau eine Kundin eine rosa Tasse erhalt?

5. Es betreten 10 Kundinnen das Cafe. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dafl mindes-
tens 9 Kundinnen eine rosa Tasse erhalten? (Ansatz geniigt)

Aufgabe 1.11 Kondensatoren

Finem Fertigungslos von 500 Kondensatoren werden finf Kondensatoren zu Priifzwecken
entnommen. Aufgrund einer ungenauen Wicklung sind 100 schadhafte Kondensatoren im
Fertigungslos. Mit welcher Wahrscheinlichkeit taucht kein einziger dieser schadhaften Kon-
densatoren in der Probe auf?

Aufgabe 1.12 - Schraubensortiment

Einem Heimwerkermarkt werden Schachteln mit Schraubensortimenten geliefert, die jeweils
30 kleine Schrauben, 20 mittlere Schrauben und 10 grofle Schrauben enthalten. Zu Kon-
trollzwecken werden den Schachteln Schrauben entnommen.

1. Es wird 3 Schachteln jeweils eine Schraube entnommen. Wie grof ist die Wahrschein-
lichkeit,
a) dass erst eine kleine, dann eine grofie, dann eine mittlere Schraube resultiert?
b) dass mindestens eine grofie Schraube resultiert?
2. Es werden einer Schachte drei Schrauben (o. Z.) entnommen. Wie grof} ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass nur kleine und mittlere Schrauben gezogen werden?

Kapitel 2
Aufgabe 2.1 Miinze 3x werfen
Eine Miinze wird dreimal geworfen.

1. Geben Sie die acht-elementige Ergebnismenge fiir den Zufallsvorgang: , Eine Miinze
wird dreimal geworfen“ an (K: Kopf; Z:. Zahl).

2. Definiert ist die Zufallsvariable X: Anzahl von Kopf bei drei Wiirfen.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X.
b) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von X.

3. Der Zufallsvorgang ist die Grundlage fiir ein Gliicksspiel. Eine Person zahlt einen
Einsatz von 1 Euro. Sie wirft dreimal eine Miinze. Fiir jeden Kopf erhélt sie 60 Cents.
Es sei die Zufallsvariable Y der Nettogewinn.

a) Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion von Y an. Bestimmen Sie daraus E(Y)
und VAR(Y).

b) Geben Sie Y in Abhéngigkeit von X an.

c) Uberlegen Sie, ob Y eine lineare Transformation von X ist.

d) Berechnen Sie gegebenenfalls die Parameter von Y mit Hilfe dieser Erkenntnis.

Aufgabe 2.2 - Urne mit Kugeln

In einer Urne befinden sich 3 rote und 7 blaue Kugeln. Der Urne werden 4 Kugeln ohne
Zuriicklegen entnommen.

212



Hypothesentests

1. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalten Sie
a) keine rote Kugel?
b) mindestens 1 rote Kugel?
c¢) vier rote Kugeln?
2. Es sei definiert X: Zahl der roten Kugeln bei n=4.
a) Geben Sie fir X die Wahrscheinlichkeitstabelle und die Verteilungsfunktion an.
b) Tragen Sie die Verteilungsfunktion in ein Diagramm ein. Hinweis: Es geniigt,
wenn Sie fiir die Ordinate im Nenner 210 stehen lassen.
¢) Geben Sie Erwartungswert und Varianz von X an.

Aufgabe 2.3 - Buchladen

Eine Buchhandlung steht vor der Wahl, ein hochwertiges und sehr teures Faksimile einer
mittelalterlichen Handschrift anzubieten. Die Marketingexperten eines beauftragten Insti-
tuts vermuten fiir die Verkaufszahlen X folgende Warscheinlichkeiten:

Verkaufszahl x 0 1 2 3 4 5 mehr als
5
Wahrscheinlichkeit 0,2 0,3 0,2 0,1 0,1 0,1 0

1. Zeichnen Sie die Verteilungsfunktion.
2. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass
a) hochstens ein Buch
b) weniger als zwei Biicher
¢) mindestens vier Biicher
d) mehr als ein, aber hochstens vier Biicher

verkauft werden.

1. Bestimmen Sie die durchschnittliche Zahl von Biicher, die eine Buchhandlung verkau-
fen konnte, und die Varianz.

Aufgabe 2.4 - Béackerei

Die Béckerei Kérnchen hat festgestellt, dass sich die Zahl der téglich verkauften Mischbrote
anndhernd durch die Zufallsvariable X (in 100) mit einer Dichtefunktion

ar fir0<xz<6
1=}
0  sonst

beschreiben lasst.

An wie viel Prozent der Tage kdnnen héchstens 400 Brote verkauft werden?

An wie viel Prozent der Tage kénnen mindestens 500 Brote verkauft werden?

An wie viel Prozent der Tage kénnen zwischen 400 und 500 Brote verkauft werden?
An wie viel Prozent der Tage kénnen genau 600 Brote verkauft werden?
Bestimmen Sie a so, dass f tatséchlich eine Dichtefunktion ist.

Bestimmen Sie analytisch Verteilungsfunktion, Erwartungswert und Varianz von X.
Geben Sie den Median der Verteilung an.

Wie viel Brote wurden mindestens an den 20% ,,besten* Tagen verkauft?

e IR
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Aufgabe 2.5 - 2x Wiirfeln

Sie wiirfeln zweimal. Es ist die Zufallsvariable Y definiert als Summe der Augenzahlen der
beiden Wiirfe.

1. Geben Sie Wahrscheinlichkeitstabelle und Verteilungsfunktion von Y an. Erstellen Sie
jeweils eine Grafik.

2. Geben Sie die Wahrscheinlichkeit an,
a) dass die Summe der Augenzahlen genau 4 betrigt.

) dass die Summe der Augenzahlen genau 2,5 betrigt.

) dass die Summe der Augenzahlen mindestens 4 betrigt.

d) dass die Summe der Augenzahlen mehr als 4 betragt.

) dass die Summe der Augenzahlen mehr als 9,5 betragt.

) dass die Summe der Augenzahlen hochstens 3 betrigt.
g) dass die Summe der Augenzahlen mindestens 4 und hochstens 10 betragt.
h) dass die Summe der Augenzahlen mindestens 4 oder hochstens 10 betrégt.
i) dass Y mehr als 6 und weniger als 8 betragt.

3. Bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz von Y

o T

— @

Aufgabe 2.6 - Gemeinsame Wahrscheinlichkeiten

Die gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten der diskreten Zufallsvariablen X und y sind in der
folgenden Wahrscheinlichkeitstabelle zusammengefasst:

X\Y -2 -1 0 1 fex(x;)
0 0,05 0,05 0,05 0,1

1 0 0,1 0,2 0,05

2 0 0 0,2 0,1

3 0 0 0 0,1

fy (v;)

1. Bestimmen Sie Verteilung, Erwartungswert und Varianz von X und Y.
2. Uberpriifen Sie, ob X und Y stochastisch unabhingig sind.
3. Ermitteln Sie den Korrelationskoeflizienten von X und Y.

Aufgabe 2.7 - Rendite zweier Aktien

Die Studentin Berta mochte das Geld, das sie durch Programmierauftrage verdient hat, in
Aktien anlegen. Thr erscheinen die Newcomer Scheffel und Raff am aussichtsreichsten. Sie
hat die Wahrscheinlichkeiten fiir die Renditen (in Croetos), die die beiden Aktien gemeinsam
abwerfen, in einer Renditetabelle zusammengefasst:

Scheffel Raff Wahrscheinlichkeit
X Y fxy

0 0 0,1

0 10 0,1

50 10 0,2

50 30 0,1

100 30 0,2

100 40 0,3
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Geben Sie die gemeinsame Wahrscheinlichkeitstabelle von X und Y an.

Ermitteln Sie die durchschnittliche Rendite einer Aktie und ihre Varianz.

Ermitteln Sie den Korrelationskoeffizienten zwischen den Renditen.

Berta zahlt ihrem Anlageverwalter jahrlich einmal 10 € und dann von der Rendite
1%. Wieviel muss sie ihrem Anlageverwalter jahrlich im Durchschnitt zahlen, wenn
sie Scheffel und Raff kaufen wiirde?

Ll o

Kapitel 3
Aufgabe 3.1 - Abnahmekontrolle von Elektronik

Bei einer sehr grofien Lieferung von hochwertigen elektronischen Bauteilen wird ein Aus-
schussanteil von 5% als akzeptabel angesehen. Bei der Abnahmekontrolle werden 15 Stiick
zuféllig entnommen. Falls hochstens ein fehlerhaftes Stiick auftritt, wird die Lieferung an-
genomimen.

1. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit,

a) dass die Lieferung angenommen wird, wenn tatséchlich 5% Ausschuss vorliegen.

b) dass die Lieferung irrtiimlicherweise abgelehnt wird, wenn tatséchlich 3% Aus-
schuss vorliegen.

c¢) dass die Lieferung irrtiimlicherweise angenommen wird, wenn tatséchlich 10%
Ausschuss vorliegen.

2. Wie grofl muss die Stichprobe mindestens sein, damit die Wahrscheinlichkeit fiir eine
irrttimliche Annahme der Lieferung bei 10% Ausschuss hochstens 10% betragt? Ver-
wenden Sie dazu die BINOMIALVERTEILUNGSTABELLE!.

3. Oft vermeidet man die Abnahmeregel, dass eine Lieferung nur angenommen wird,
wenn kein fehlerhaftes Stiick auftritt, weil man diese Regel fiir zu streng halt. Beur-
teilen Sie diese Ansicht.

Aufgabe 3.2 - Bank nach 18 Uhr

Die Zahl der Kunden, die nach 18 Uhr wéihrend einer Stunde einen Bankschalter in einer
Bankfiliale aufsuchen, ist poissonverteilt mit A = 10.

1. Wie viele Kunden suchen stiindlich im Durchschnitt einen Bankschalter auf?

2. Wie grof} ist der Anteil der Stunden, in denen héchstens drei Kunden an einen Schalter
kommen?

3. Wie grof} ist der Anteil der Stunden, in denen mindestens zwei Kunden an einen
Schalter kommen?

Aufgabe 3.3 - LKW-Versicherung

Die Zahl der Versicherungsfélle, die einer gewerblichen Haftpflichtversicherung durch einen
LKW entstehen, ist anndhernd poissonverteilt mit dem Parameter A = 2,5.

1. Bei wie viel Prozent der LKWs muss die Versicherung in einem Jahr keinen Scha-
densersatz leisten?

2. Wie viel Prozent der LKWs verursachen mindestens drei Versicherungsleistungen?

3. Eine Firma betreibt fiir just in time Lieferungen drei LKWs. Verursacht keiner der
LKWs Versicherungsleistungen, bekommt die Firma 2000 Euro gutgeschrieben, falls

1 HTTP://DE.WIKIBOOKS.ORG/WIKI/BINOMIALVERTEILUNGSTABELLE
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doch, dndert sich finanziell nichts fiir die Firma. Ist das Angebot der Versicherung
Ihrer Meinung nach attraktiv fiir die Firma?

Aufgabe 3.4 - Batterienfunktion

Fiir die Tauglichkeitspriifung eines MP3-Players wurde gepriift, wie lange man ihn mit
einem Batteriensatz spielen kann. Es stellte sich heraus, dass die Funktionsdauer eines
Batteriensatzes anndhernd normalverteilt ist mit dem Erwartungswert von 200 Minuten
und einer Standardabweichung von 20 Minuten.

1. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein MP3-Player mit einem Batteriensatz
hochstens drei Stunden aushalt.

2. Wie viel Prozent der MP3-Player schaffen mindestens 150 Minuten?

3. Mit welcher Wahrscheinlichkeit spielt ein MP3-Player zwischen zweieinhalb und drei-
einhalb Stunden?

4. Bestimmen Sie d derart, dass der Anteil der MP3-Player, die zwischen p - d und p +
d aushalten, 90% betragt.

Aufgabe 3.5 - Kiichenschaben

Eine Diplomarbeit iiber Kiichenschaben hat ergeben, dass die Lénge von Kiichenschaben
in einer bestimmten Altbauwohnung normalverteilt ist mit dem Erwartungswert 3 cm und
der Varianz 4 cm?. In der Nacht wird eine Schabe zufillig eingefangen.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass diese Schabe

1. a) mindestens 5 cm

b) zwischen 2 und 5 cm

c¢) hochstens 1 cm

d) hochstens 2 oder mindestens 4 cm

lang ist.
Welche Mindestgrofie haben die 10% grofiten Schaben?
Aufgabe 3.6 - Galapagos

Bei einer umfassenden Bestandsaufnahme von Groflechsen auf einer Galapagosinsel stellte
sich heraus, dass das Gewicht X dieser Echsen annahernd normalverteilt ist. 15,87% der
Echsen wogen mehr als 120 kg. x(0,33) betrug 75.

1. Tragen Sie die Angaben in die Grafik ein, wobei die Eintragungen nicht exakt maf3-
stabsgetreu sein miissen.

2. Wieviel wogen die Echsen im Durchschnitt?

3. Wieviel betrug die durchschnittliche quadratische Abweichung der Gewichte vom Mit-
tel?
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b(x)
N
-

Abb. 122

Aufgabe 3.7 - Nahfehler

Es ist bekannt, dass in einem Unternehmen, das Unterwésche produziert, der Anteil von
Spitzen-Damenunterhemden mit Néhfehlern etwa 10% betriagt. Der tagliche Output ist
sehr grof3. Es werden wihrend eines Tages fiir die Warenkontrolle n=200 Hemdchen zufillig
ausgewahlt.

1. Bestimmen Sie die exakte Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 15 Hemdchen Méangel
aufweisen (nur Ansatz).

2. Berechnen Sie, falls méglich, die obige Wahrscheinlichkeit ndherungsweise.

3. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhélt man bei der Qualitdtskontrolle mindestens 20
und hochstens 30 Hemdchen mit Fehlern?

4. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhélt man bei der Qualitatskontrolle genau 20 feh-
lerhafte Hemdchen?

5. Ist es wahrscheinlicher, 19 bis 21 oder 23 bis 25 fehlerhafte Hemdchen zu erhalten?

Kapitel 4
Kapitel 5
Aufgabe 5.1 - Hotelsterne

Eine Reiseveranstalter hat 9 Kunden nach ihrer Zufriedenheit mit dem Hotel befragt, das
sie im letzten Urlaub hatten.

Kunde Nr. Sterne des Hotels Note des Kunden
*

okok

*3k

*3k

*kk

| U x| W[ DO =
RN N W

%k
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Kunde Nr. Sterne des Hotels Note des Kunden
7 *ok 3
3 g 1
9 * 4

Ermitteln Sie den Rangkorrelationskoeffizienten der Sterne mit der Zufriedenheit

Aufgabe 5.2 - Solaranlagen

FEine Heizungsfirma hat in den letzten 8 Monaten jeweils x mal in der regionalen Tageszei-

tung inseriert. Sie konnte in diesen Monaten jeweils y viele Solaranlagen verkaufen.

Es ergab sich

Monat i 1 2 3 4 5 6 7 8
Inserate X 2 2 4 4 6 6 8
Solaranlagen |y 6 6 8 8 12 8 16 16

1. Tragen Sie die Wertepaare in einem Streudiagramm ab.

2. Ermitteln Sie die Regressionsgerade y = a + bx und tragen Sie sie in das Diagramm

e1n.

3. Berechnen Sie die geschétzten Werte ¥ und die Residuen.

-~

Aufgabe 5.3 - Fair-Trade-Tee
Gegeben ist fiir die Jahre 1998 bis 2003 die Zahl der in der EU verkauften Tonnen Tee im

fairen Handel.

Berechnen Sie das Bestimmtheitsma$.
5. Ermitteln Sie die Varianzen von y, ¥ und der Residuen. Zeigen Sie, dass die Streu-
ungszerlegung hier gilt und ermitteln Sie das Bestimmtheitsmafl als Anteil der durch
§ erklarten Streuung an der Gesamtstreuung von y.

Jahr Zeitpunkt x Menge y
1998 1 612

1999 2 842

2000 3 890

2001 4 1004
2002 5 1154
2003 6 1414

1. Ermitteln Sie eine Regressionsgerade, die die Entwicklung des Verkaufs im Lauf der
Jahre beschreibt.

2. Berechnen Sie das Bestimmtheitsmaf.

Kapitel 6
Kapitel 7

Aufgabe 7.1 - Tarifsystem

Fine Analyse der Kundenzufriedenheit eines groflen Verkehrsbetriebes gab Anlass zu der

Befiirchtung, dass 75% der Fahrgéste das Tarifsystem nicht verstanden hétten.
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1. 75% der Kunden haben das Tarifsystem nicht verstanden. Es wurden in einem zentral
gelegenen U-Bahnhof zufillig 10 Personen befragt.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat jeder die Tarifordnung verstanden?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben genau 8 Personen die Tarifordnung ver-
standen?

¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben mindestens 2 Personen die Tarifordnung
nicht verstanden?

d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben an zwei aufeinanderfolgenden Tagen je-
weils mindestens zwei Personen das Tarifsystem nicht verstanden, wenn die Be-
fragungen stochastisch unabhangig waren.

2. Es wurden 100 Personen befragt.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben genau 75 Personen die Tarifordnung nicht
verstanden?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben hochstens 75 Personen die Tarifordnung
nicht verstanden?

c¢) Es haben 70 Kunden angegeben, das System nicht verstanden zu haben. Uber-
priifen Sie die Hypothese (a = 0,05), dass mindestens 75% die Tarifordnung nicht
verstanden haben.

Aufgabe 7.2 - Kaviar

Ein Delikatessengrohandel erhélt eine umfangreiche Lieferung von 50-g-Schalen Kaviar.
Es ist bekannt, dass die Fiillmenge des Kaviars normalverteilt ist. Der Lieferant versichtert,
dass sich in jeder Dose im Mittel mindestens 50 g Kaviar befdnden. Es werden zu
Priifzwecken 6 Schélchen zufillig ausgewéhlt und gedffnet. Man erhélt die Urliste

47 49 50 52 50 46

1. Priifen Sie die Behauptung des Lieferanten (o = 0,1).
2. Wiirde sich die Position des Lieferanten verschlechtern, wenn man ein Signifikanzni-
veau von 0,05 verwenden wiirde?

219



Ubungsaufgaben

220



10 Statistik auf dem Computer

10.1 Einfache Statistikprogramme

10.1.1 Statistische Berechnungen mit der Tabellenkalkulation von Open
Office

Auf vielen Rechnern findet sich mittlerweile das Programm Open Office.

Dort konnen Sie innerhalb der Tabellenkalkulation viele statistische Funktionen ausfiithren.

Offnen Sie dazu ein neues Dokument in Open Office und wihlen Sie bei der Art des Doku-
mentes Tabellenkalkulation.

Geben Sie Thre Werte beispielsweise in der ersten Spalte A ein.

Uber Einfiigen, Funktion konnen Sie verschiedene Berechnungen auswihlen, die Sie in ei-
nem freien Feld durchfithren lassen. IThre Werteliste markieren Sie fiir die Berechnung. Das
Ergebnis erhalten Sie nach anklicken des griinen Héckchens neben der Eingabezeile.

Probieren Sie das ganze mit folgender Werteliste aus. Man kann sie mittels Zwischen-
speicher direkt in die Tabellenkalkulation ibernehmen. (Anmarkieren, mit Strg + C in
den Zwischenspeicher holen, im ersten Feld der Tabellenkalkulation mit Strg + V wieder
abladen.)

114,
135,
104,
118,
125,
121,
122,
96,8
118,
120

112,
127,
122,
128,
120,

© SO N 00 N W

W © 0w O N

Versuchen Sie den Median, den Mittelwert, die Standardabweichung, die Varianz und den
Maximalwert zu ermitteln. Dazu gehen Sie in ein leeres Feld am Ende ihrer Liste. Dann
wahlen Sie im Menti den Eintrag Finfiigen und dort wieder Funktionsliste. Aus der Funkti-
onsliste wahlen Sie die statistischen Funktionen aus. Aus dem groflen Angebot wahlen Sie
den Median.

221



Statistik auf dem Computer

Sie kénnen auch direkt in die Eingabezeile folgendes eingeben:

=MEDIAN(A1:A15)

oder

=MITTELWERT (A1:A15)

Es miiiten folgende Werte herauskommen:
Summe: 1790,6

Mittelwert 119,37

Median 120,3

Maximal 135,7

Standardabweichung 9,62

Varianz 92,6

10.1.2 Statistik mit Gnumeric

Gnumeric ist die Tabellenkalkulation unter Gnome. Es bietet bessere statistische Be-
rechnungsmoglichkeiten als Excel. Siehe http://de.wikipedia.org/wiki/Gnumeric Siehe
http://www.gnome.org/projects/gnumeric/

10.1.3 Statistische Berechnungen mit der Programmiersprache Gambas
Auf vielen Linuxrechnern findet sich mittlerweile die einfach zu lernende Programmsprache
Gambas.

Dort kann man viele statistische Funktionen nachvollziehen. Es gilt das alte Motto: Habe
ich es noch nicht programmiert, dann habe ich es noch nicht verstanden.

Im Gambas Wikibook sollen nach und nach eine Reihe von Statistikfunktionen im Quelltext
erklart und verfiigbar gemacht werden.

Siehe http://de.wikibooks.org/wiki/Gambas:_Statistik
10.2 Komplexere, professionelle Statistik-Software

10.2.1 R (Windows, OS X, Linux)

R ist ein eine umfangreiche Statistiksoftware, genauer: eine Programmierumgebung fiir sta-
tistische Auswertungen. Im Funktionsumfang mit kommerziellen Softwarepaketen wie SPSS
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oder STATA durchaus vergleichbar (und stellenweise iberlegen) werden eine Vielzahl statis-
tischer Methoden und Routinen bereitgestellt. Der Programmaufbau mag zwar insbesondere
fiir Anfanger etwas uniibersichtlich sein, besticht jedoch durch zahlreiche Features: Vollstan-
dige Kontrolle tiber die Daten, Implementation einer grossen Anzahl an Analyse-Verfahren,
flexible Graphikfahigkeiten, Systemunabhéngigkeit, automatisierte Auswertungen, Schnitt-
stellen zu vielen anderen Anwendungen und nicht zuletzt kostenlose Verfiigbakeit kénnten
dazu fiithren, dass R sich im professionellen Bereich zum neuen Standard entwickelt.

Tip

Eine Einfiihrung in R bietet das Wikibook GNU R!.

Einsteiger konnen zudem auf graphische Bedienoberflichen zuriickgreifen.
Siehe:

« R
o http://www.r-project.org/
o http://de.wikibooks.org/wiki/GNU_R
o Graphische Bedienung (GUIs):
 Jaguar: http://stats.math.uni-augsburg.de/JGR/
o R Commander: http://socserv.mcmaster.ca/jfox/Misc/Remdr/
« Das Statistiklabor: http://www.statistiklabor.de

10.2.2 SPSS ( Windows, OS X, Linux (nur Server-Variante) )

Insbesondere in den Sozial- und Verhaltenswissenschaften findet die kommerzielle Software
SPSS grossen Zuspruch. Hauptvorteile sind einfache Bedienbarkeit fiir Anwender, die die
Steuerung mit Meniis und Maus favorisieren. Tabellen und Graphiken sind fir die Weiter-
verwendung in Office-Anwendungen optimiert und kénnen nachtréglich formatiert werden.
Zudem gibt es Ergénzungspakete, die den Prozess der Datenerfassung erleichtern. Inte-
griert sind die meisten gebrduchlichen Standardverfahren uni- und multivariater Statistik.
Spezielle Anwendungen werden als Zusatzpakete vertrieben.

« WIKIPEDIA UBER SPSS?
o http://www.spss.com/de/

10.2.3 STATA ( Windows, OS X, Linux )

STATA ist eine Statistiksoftware, die bislang hauptséchlich im anglo-amerikanischen Raum
Verbreitung gefunden hat. Wenngleich STATA ebenfalls iiber eine gut strukturierte Men-
iibedienung verfiigt, besticht die Software vor allem durch ihre an BASIC? erinnernde,
relativ einfach zu erlernende Befehlssyntax und eine umféangliche, tibersichtliche Integration
weitreichender statistischer Verfahren.

1 HTTP://DE.WIKIBOOKS.ORG/WIKI/GNU%20R
2 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/SPSS
3 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/BASIC
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« WIKIPEDIA UBER STATA?
o http://www.stata.com

4 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/STATA
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Mit Aufgaben und Lésungen von Giinther Bourier

« Statistik-Ubungen von Giinther Bourier

e Beschreibende Statistik von Giinther Bourier

e Stochastik Leistungskurs Lambacher Schweizer, Klett Verlag

Didaktisch gut gemacht, mit sehr vielen Ubungsaufgaben

e Stochastik Leistungskurs Lambacher Schweizer, Klett Verlag Losungsheft
e Medizinische Statistik, Von Herbert Immich , Schattauer Verlag

Leider nur noch antiquarisch, didaktisch hervorragend gemacht, mit sehr vielen praktischen

medizinischen Beispielen.

[FISZ89]

Marek Fisz, Wahrschein-
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Fiir Fortgeschrittene.
Wie ich finde, ein um-
fassendes Lehrbuch mit
einer guten Einfiihrung
in die Wahrscheinlich-
keitsrechnung und vie-
len guten Beispielen. Die
Testverfahren sind meiner
Meinung nach gut, aber
sehr theoretisch, beschrie-
ben.

Ein Lehr- und Nach-
schlagewerk. Zu jedem
Thema/Kapitel finden
sich Ubungsaufgaben mit
vollstdndigem Loésungs-
weg.
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12 Tabellen

12.1 Verteilungstabellen

12.1.1 Normalverteilungstabelle

Erliauterungen zur Normalverteilungstabelle:

Die fettgedruckten Werte sind die Auspriagungen z der standardnormalverteilten Zufalls-
variablen Z, die vierstelligen Ziffern in der Tabelle selbst stellen die zu z gehorigen Vertei-
lungswerte dar, wobei "0," weggelassen wurde.

Es ist beispielsweise P(Z < 2,51) = 0,9940.

z 0,00 | 0,01 | 0,02 | 0,03 | 0,04 | 0,05 | 0,06 | 0,07 | 0,08 | 0,09
0,0 5000 | 5040 | 5080 | 5120 | 5160 | 5199 | 5239 | 5279 | 53190 | 5359
0,1 5308 | 5438 | 5478 | 5517 | 5557 | 5596 | 5636 | 5675 | 5714 | 5753
0,2 5703 | 5832 | 5871 | 5010 | 5948 | 5987 | 6026 | 6064 | 6103 | 614l
0,3 6179 | 6217 | 6255 | 6293 | 6331 | 6368 | 6406 | 6443 | 6480 | 6517
0,4 6554 | 6501 | 6628 | 6664 | 6700 | 6736 | 6772 | 6308 | 6844 | 6879
0,5 6915 | 6950 | 6985 | 7019 | 7054 | 7088 | 7123 | 7157 | 7190 | 7224
0,6 7257 | 7201 | 7324 | 7357 | 7389 | 7422 | 7454 | 7486 | 7517 | 7549
0,7 7580 | 7611 | 7642 | 7673 | 7704 | 7734 | 7764 | 7794 | 7823 | 7852
0,8 7881 | 7910 | 7939 | 7967 | 7995 | 8023 | 8051 | 8078 | 8106 | 8133
0,9 8150 | 8186 | 8212 | 8238 | 8264 | 8289 | 8315 | 8340 | 8365 | 8380
1,0 8413 | 8438 | 8461 | 8485 | 8508 | 8531 | 8554 | 8577 | 8500 | 8621
1,1 8643 | 8665 | 8686 | 8708 | 8720 | 8749 | 8770 | 8790 | 8810 | 8830
1,2 8840 | 8869 | 8888 | 8007 | 8925 | 8944 | 8962 | 8980 | 8997 | 9015
1,3 9032 | 9049 | 9066 | 9082 | 9099 | 9115 | 9131 | 9147 | 9162 | 9177
1,4 9192 | 9207 | 9222 | 9236 | 9251 | 9265 | 9279 | 9292 | 9306 | 9319
1,5 9332 | 9345 | 9357 | 9370 | 9382 | 9394 | 9406 | 9418 | 9420 | 9441
1,6 9452 | 9463 | 9474 | 9484 | 9495 | 9505 | 9515 | 9525 | 9535 | 9545
1,7 9554 | 9564 | 9573 | 9582 | 9591 | 9599 | 9608 | 9616 | 9625 | 9633
1,8 9641 | 9649 | 9656 | 9664 | 9671 | 9678 | 9686 | 9693 | 9699 | 9706
1,9 9713 | 9719 | 9726 | 9732 | 9738 | 9744 | 9750 | 9756 | 9761 | 9767
2,0 9772 | 9778 | 9783 | 9788 | 9793 | 9798 | 9803 | 9808 | 9812 | 9817
2,1 9821 | 9826 | 9830 | 9834 | 9838 | 9842 | 9846 | 9850 | 9854 | 9857
2,2 9861 | 9864 | 9868 | 9871 | 9875 | 9878 | 9881 | 9884 | 9887 | 9390
2,3 9803 | 9806 | 9898 | 9901 | 9904 | 9906 | 9909 | 9911 | 9913 | 9916
2,4 9918 | 9920 | 9922 | 9925 | 9927 | 9929 | 9931 | 9932 | 9934 | 9936
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2,5 9938 9940 9941 9943 9945 9946 9948 9949 9951 9952
2,6 9953 9955 9956 9957 9959 9960 9961 9962 9963 9964
2,7 9965 9966 9967 9968 9969 9970 9971 9972 9973 9974
2,8 9974 9975 9976 9977 9977 9978 9979 9979 9980 9981
2,9 9981 9982 9982 9983 9984 9984 9985 9985 9986 9986

3,0 9987 9987 9987 9988 9988 9989 9989 9989 9990 9990
3,1 9990 9991 9991 9991 9992 9992 9992 9992 9993 9993
3,2 9993 9993 9994 9994 9994 9994 9994 9995 9995 9995
3,3 9995 9995 9995 9996 9996 9996 9996 9996 9996 9997
3,4 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9998

12.1.2 Tabelle der Chi-Quadrat-Verteilung

Quantile der Chi-Quadrat-Verteilung nach ausgewihlten Wahrscheinlichkeiten p und Freiheits-
graden

‘Wahrscheinlichkeit p
Freiheitsgrade 0,005 0,01 0,025 0,05 0,1 0,5 0,9 0,95 0,975 0,99 0,995

1 0,00 0,00 0,00 0,00 002 045 271 384 502 6,63 7,88
2 0,01 0,02 005 010 021 1,39 461 599 7,38 921 10,60
3 0,07 0,11 0,22 035 058 237 625 7,81 9,35 11,34 12,84
4 021 030 048 0,71 1,06 3,36 7,78 949 11,14 13,28 14,36
5 041 055 0,83 1,05 1,61 4,35 9,24 11,07 12,83 15,09 16,75
6 0,68 087 1,24 164 220 535 10,64 12,59 14,45 16,81 18,55
7 0,99 1,24 1,69 217 283 6,35 12,02 14,07 16,01 1848 20,28
8 1,34 1,65 2,18 273 349 7,34 13,36 1551 17,53 20,09 21,95
9 1,73 2,09 2,70 3,33 4,17 834 14,68 16,92 19,02 21,67 23,59
10 2,16 2,56 3,25 3,94 4,87 934 1599 18,31 20,48 23,21 25,19
p— 0,005 0,01 0,025 0,05 0,1 0,5 0,9 0,95 0,975 0,99 0,995
11 2,60 3,05 3,82 457 558 10,34 17,28 19,68 21,92 24,73 26,76
12 3,07 3,57 440 523 6,30 11,34 18,55 21,03 23,34 26,22 28,30
13 3,57 4,11 501 589 7,04 12,34 19,81 22,36 24,74 27,69 29,82
14 4,07 4,66 563 6,57 7,79 13,34 21,06 23,68 26,12 29,14 31,32
15 4,60 523 626 7,26 855 14,34 2231 2500 27,49 30,58 32,80
16 514 581 691 7,96 9,31 1534 23,54 26,30 28,85 32,00 34,27
17 570 641 7,56 8,67 10,09 16,34 24,77 27,59 30,19 33,41 35,72
18 6,26 7,01 823 939 10,86 17,34 25,99 28,87 31,53 34,81 37,16
19 6,84 7,63 891 10,12 11,65 18,34 27,20 30,14 32,85 36,19 38,58
20 743 826 9,59 10,85 12,44 19,34 28,41 31,41 34,17 37,57 40,00
p— 0,005 0,01 0,025 0,05 0,1 0,5 0,9 0,95 0,975 0,99 0,995
21 8,03 8,90 10,28 11,59 13,24 20,34 29,62 32,67 3548 38,93 41,40
22 8,64 9,54 10,98 12,34 14,04 21,34 30,81 33,92 36,78 40,29 42,80
23 9,26 10,20 11,69 13,09 14,85 22,34 32,01 35,17 38,08 41,64 44,18
24 9,89 10,86 12,40 13,85 15,66 23,34 33,20 36,42 39,36 42,98 45,56
25 10,52 11,52 13,12 14,61 16,47 24,34 34,38 37,65 40,65 44,31 46,93
26 11,16 12,20 13,84 15,38 17,29 25,34 35,56 38,80 41,92 45,64 48,29
27 11,81 12,88 14,57 16,15 18,11 26,34 36,74 40,11 43,19 46,96 49,65
28 12,46 13,56 15,31 16,93 18,94 27,34 37,92 41,34 44,46 48,28 50,99
29 13,12 14,26 16,05 17,71 19,77 28,34 39,09 42,56 45,72 49,59 52,34
30 13,79 14,95 16,79 18,49 20,60 29,34 40,26 43,77 46,98 50,89 53,67
p— 0,005 0,01 0,025 0,05 0,1 0,5 0,9 0,95 0,975 0,99 0,995
31 14,46 15,66 17,54 19,28 21,43 30,34 41,42 44,99 48,23 52,19 55,00
32 15,13 16,36 18,290 20,07 22,27 31,34 42,59 46,19 49,48 53,49 56,33
33 15,82 17,07 19,05 20,87 23,11 32,34 43,75 47,40 50,73 54,78 57,65
34 16,50 17,79 19,81 21,66 23,95 33,34 44,90 48,60 51,97 56,06 58,96
35 17,19 18,51 20,57 22,47 24,80 34,34 46,06 49,80 53,20 57,34 60,28
36 17,89 19,23 21,34 23,27 2564 35,34 47,21 51,00 54,44 58,62 61,58
37 18,50 19,96 22,11 24,08 26,49 36,34 48,36 52,19 55,67 59,80 62,88
38 19,29 20,69 22,88 24,88 27,34 37,34 49,51 53,38 56,90 61,16 64,18
39 20,00 21,43 23,65 25,70 28,20 38,34 50,66 54,57 58,12 62,43 65,48
40 20,71 22,16 24,43 26,51 29,05 39,34 51,80 55,76 59,34 63,69 66,77
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12.1.3 Tabelle der F-Verteilung

Quantile der F-Verteilung fiir die Wahrscheinlichkeit 0,975 und ki und k2 (1 bis 15) Freiheits-

3,89
3,66
3,50
3,38
3,29
3,21
3,15
14

3,09
3,05
3,01
2,98
2,95
2,92
2,90
2,88
2,86
2,84
14

2,83
2,81
2,80
2,79
2,78
2,77
2,76
2,75
2,74

6,55 6,41 6,30 6,20
5,10 4,97 4,86 4,77
4,47 4,35 4,24 4,15

3,80
3,58
3,41
3,29
3,20
3,12
3,06
15

3,01
2,96
2,92
2,89
2,86
2,84
2,81
2,79
2,77
2,76
15

2,74
2,73
2,71
2,70
2,69
2,68
2,67
2,66
2,65

grade

ko 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
_

ki

1 647,7938,51 17,44 12,22 10,01 8,81 8,07 7,57 7,21 6,94 6,72

2 799,4839,00 16,04 10,65 8,43 7,26 6,54 6,06 5,71 5,46 5,26

3 864,1539,17 15,44 9,98 7,76 6,60 5,89 5,42 5,08 4,83 4,63

4 899,6039,25 15,109,60 7,39 6,23 5,52 5,05 4,72 4,47 4,28 4,12 4,00
5 921,8339,30 14,889,36 7,15 5,99 5,29 4,82 4,48 4,24 4,04 3,89 3,77
6 937,1139,33 14,73 9,20 6,98 5,82 5,12 4,65 4,32 4,07 3,88 3,73 3,60
7 948,2039,36 14,62 9,07 6,85 5,70 4,99 4,53 4,20 3,95 3,76 3,61 3,48
8 956,6439,37 14,54 8,98 6,76 5,60 4,90 4,43 4,10 3,85 3,66 3,51 3,39
9 963,2839,39 14,47 8,90 6,68 5,52 4,82 4,36 4,03 3,78 3,59 3,44 3,31
10 968,6339,40 14,42 884 6,62 5,46 4,76 4,30 3,96 3,72 3,563 3,37 3,25
ko 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
_)

11 973,0339,41 14,378,79 6,57 5,41 4,71 4,24 3,91 3,66 3,47 3,32 3,20
12 976,7239,41 14,34 8,75 6,52 5,37 4,67 4,20 3,87 3,62 3,43 3,28 3,15
13 979,8439,42 14,308,72 6,49 5,33 4,63 4,16 3,83 3,58 3,39 3,24 3,12
14 982,5539,43 14,28 8,68 6,46 5,30 4,60 4,13 3,80 3,55 3,36 3,21 3,08
15 984,8739,43 14,25 8,66 6,43 5,27 4,57 4,10 3,77 3,52 3,33 3,18 3,05
16 986,9139,44 14,23 8,63 6,40 5,24 4,54 4,08 3,74 3,50 3,30 3,15 3,03
17 988,7239,44 14,21 8,61 6,38 5,22 4,52 4,05 3,72 3,47 3,28 3,13 3,00
18 990,3539,44 14,208,59 6,36 5,20 4,50 4,03 3,70 3,45 3,26 3,11 2,98
19 991,8039,45 14,18 8,58 6,34 5,18 4,48 4,02 3,68 3,44 3,24 3,09 2,96
20 993,0839,45 14,17 8,56 6,33 5,17 4,47 4,00 3,67 3,42 3,23 3,07 2,95
ko 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
_>

21 994,3039,45 14,16 8,55 6,31 5,15 4,45 3,98 3,65 3,40 3,21 3,06 2,93
22 995,3539,45 14,14 8,53 6,30 5,14 4,44 3,97 3,64 3,39 3,20 3,04 2,92
23 996,3439,45 14,13 8,52 6,29 5,13 4,43 3,96 3,63 3,38 3,18 3,03 2,91
24 997,2739,46 14,128,51 6,28 5,12 4,41 3,95 3,61 3,37 3,17 3,02 2,89
25 998,0939,46 14,128,550 6,27 5,11 4,40 3,94 3,60 3,35 3,16 3,01 2,88
26 998,8439,46 14,11849 6,26 5,10 4,39 3,93 3,59 3,34 3,15 3,00 2,87
27 999,5439,46 14,10 8,48 6,25 5,09 4,39 3,92 3,58 3,34 3,14 2,99 2,86
28  1000,239,46 14,09 8,48 6,24 5,08 4,38 3,91 3,58 3,33 3,13 2,98 2,85
29 1000,839,46 14,09 8,47 6,23 5,07 4,37 3,90 3,57 3,32 3,13 2,97 2,85
30 1001,489,46 14,08 8,46 6,23 5,07 4,36 3,89 3,56 3,31 3,12 2,96 2,84

2,73

Quantile der F-Verteilung fiir die Wahrscheinlichkeit 0,975 und k; und

grade

k2 16
s

ki

1 6,12
2 4,69
3 4,08
4 3,73
5 3,50
6 3,34
7 3,22
8 3,12
9 3,05
10 2,99
ko 16
—)

11 2,93
12 2,89
13 2,85
14 2,82
15 2,79

17

6,04
4,62
4,01
3,66
3,44
3,28
3,16
3,06
2,08
2,92
17

2,87
2,82
2,79
2,75
2,72

18

5,98
4,56
3,95
3,61
3,38
3,22
3,10
3,01
2,93
2,87
18

2,81
2,77
2,73
2,70
2,67

19

5,92
4,51
3,90
3,56
3,33
3,17
3,05
2,96
2,88
2,82
19

2,76
2,72
2,68
2,65
2,62

20

5,87
4,46
3,86
3,51
3,29
3,13
3,01
2,91
2,84
2,77
20

2,72
2,68
2,64
2,60
2,57

21

5,83
4,42
3,82
3,48
3,25
3,09
2,97
2,87
2,80
2,73
21

2,68
2,64
2,60
2,56
2,53

22

5,79
4,38
3,78
3,44
3,22
3,05
2,93
2,84
2,76
2,70
22

2,65
2,60
2,56
2,53
2,50

23

5,75
4,35
3,75
3,41
3,18
3,02
2,90
2,81
2,73
2,67
23

2,62
2,57
2,53
2,50
2,47

24

5,72
4,32
3,72
3,38
3,15
2,99
2,87
2,78
2,70
2,64
24

2,59
2,54
2,50
2,47
2,44

25

5,69
4,29
3,69
3,35
3,13
2,97
2,85
2,75
2,68
2,61
25

2,56
2,51
2,48
2,44
2,41

26

5,66
4,27
3,67
3,33
3,10
2,94
2,82
2,73
2,65
2,59
26

2,54
2,49
2,45
2,42
2,39

27

5,63
4,24
3,65
3,31
3,08
2,92
2,80
2,71
2,63
2,57
27

2,51
2,47
2,43
2,39
2,36

28

5,61
4,22
3,63
3,29
3,06
2,90
2,78
2,69
2,61
2,55
28

2,49
2,45
2,41
2,37
2,34

29

5,59
4,20
3,61
3,27
3,04
2,88
2,76
2,67
2,59
2,53
29

2,48
2,43
2,39
2,36
2,32

2,64

k2 (16 bis 30) Freiheits-

30

5,57
4,18
3,59
3,25
3,03
2,87
2,75
2,65
2,57
2,51
30

2,46
2,41
2,37
2,34
2,31
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16 2,76 2,70
17 2,74 2,67
18 2,72 2,65
19 2,70 2,63
20 2,68 2,62
ko 16 17
_)

21 2,67 2,60
22 2,65 2,59
23 2,64 2,57
24 2,63 2,56
25 2,61 2,55
26 2,60 2,54
27 2,59 2,53
28 2,58 2,52
29 258 2,51
30 2,57 2,50

2,64 2,59
2,62 2,57
2,60 2,55
2,58 2,53
2,56 2,51

2,54 2,49
2,53 2,48
2,52 2,46
2,50 2,45
2,49 2,44
2,48 2,43
2,47 2,42
2,46 2,41
2,45 2,40
2,44 2,39

2,55
2,52
2,50
2,48
2,46

2,45
2,43
2,42
2,41
2,40
2,39
2,38
2,37
2,36
2,35

2,51 2,47
2,48 2,45
2,46 2,43
2,44 241
2,42 2,39
21 22

2,41 2,37
2,39 2,36
2,38 2,34
2,37 2,33
2,36 2,32
2,34 2,31
2,33 2,30
2,33 2,29
2,32 2,28
2,31 2,27

2,44
2,42
2,39
2,37
2,36

2,34
2,33
2,31
2,30
2,29
2,28
2,27
2,26
2,25
2,24

12.1.4 Tabelle der t-Verteilung

2,41 2,38
2,39 2,36
2,36 2,34
2,35 2,32
2,33 2,30

2,31 2,28
2,30 2,27
2,28 2,26
2,27 2,24
2,26 2,23
2,25 2,22
224 2,21
2,23 2,20
2,22 2,19
2,21 2,18

2,36
2,34
2,31
2,29
2,28

2,26
2,24
2,23
2,22
2,21
2,19
2,18
2,17
2,17
2,16

2,34
2,31
2,29
2,27
2,25

2,24
2,22
2,21
2,19
2,18
2,17
2,16
2,15
2,14
2,13

2,32
2,29
2,27
2,25
2,23
28

2,22
2,20
2,19
2,17
2,16
2,15
2,14
2,13
2,12
2,11

2,30
2,27
2,25
2,23
2,21
29

2,20
2,18
2,17
2,15
2,14
2,13
2,12
2,11
2,10
2,09

2,28
2,26
2,23
2,21
2,20
30

2,18
2,16
2,15
2,14
2,12
2,11
2,10
2,09
2,08
2,07

Quantile der t-Verteilung nach ausgewéhlten Wahrscheinlichkeiten p und Freiheitsgraden
‘Wahrscheinlichkeit p

Freiheitsgradd 0,900 0,950 0,975 0,990 0,995
1 3,078 6,314 12,706 31,821 63,656
2 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925
3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841
4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604
5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032
6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499
8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355
9 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250
10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169
P — 0,900 0,950 0,975 0,990 0,995
11 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055
13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012
14 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947
16 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921
17 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898
18 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878
19 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861
20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845
P — 0,900 0,950 0,975 0,990 0,995
21 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831
22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819
23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807
24 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797
25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787
26 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779
27 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771
28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763
29 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756
30 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750
1000 1,282 1,646 1,962 2,330 2,581
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e CFR: Copyright free use.
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14 Licenses

14.1 GNU GENERAL PUBLIC LICENSE

Version 3, 29 June 2007

Copyright © 2007 Free Software Foundation, Inc.
<http://fsf.org/>

Everyone is permitted to copy and distribute ver-
batim copies of this license document, but changing
it is not allowed. Preamble

The GNU General Public License is a free, copyleft
license for software and other kinds of works.

The licenses for most software and other practi-
cal works are designed to take away your freedom
to share and change the works. By contrast, the
GNU General Public License is intended to guaran-
tee your freedom to share and change all versions
of a program—to make sure it remains free software
for all its users. We, the Free Software Foundati-
on, use the GNU General Public License for most
of our software; it applies also to any other work
released this way by its authors. You can apply it
to your programs, too.

When we speak of free software, we are referring to
freedom, not price. Our General Public Licenses are
designed to make sure that you have the freedom
to distribute copies of free software (and charge for
them if you wish), that you receive source code or
can get it if you want it, that you can change the
software or use pieces of it in new free programs,
and that you know you can do these things.

To protect your rights, we need to prevent others
from denying you these rights or asking you to sur-
render the rights. Therefore, you have certain re-
sponsibilities if you distribute copies of the softwa-
re, or if you modify it: responsibilities to respect
the freedom of others.

For example, if you distribute copies of such a pro-
gram, whether gratis or for a fee, you must pass on
to the recipients the same freedoms that you recei-
ved. You must make sure that they, too, receive or
can get the source code. And you must show them
these terms so they know their rights.

Developers that use the GNU GPL protect your
rights with two steps: (1) assert copyright on the
software, and (2) offer you this License giving you
legal permission to copy, distribute and/or modify
it.

For the developers’ and authors’ protection, the
GPL clearly explains that there is no warranty for
this free software. For both users’ and authors’ sa-
ke, the GPL requires that modified versions be mar-
ked as changed, so that their problems will not be
attributed erroneously to authors of previous ver-
sions.

Some devices are designed to deny users access to
install or run modified versions of the software insi-
de them, although the manufacturer can do so. This
is fundamentally incompatible with the aim of pro-
tecting users’ freedom to change the software. The
systematic pattern of such abuse occurs in the area
of products for individuals to use, which is preci-
sely where it is most unacceptable. Therefore, we
have designed this version of the GPL to prohibit
the practice for those products. If such problems
arise substantially in other domains, we stand rea-
dy to extend this provision to those domains in fu-
ture versions of the GPL, as needed to protect the
freedom of users.

Finally, every program is threatened constantly by
software patents. States should not allow patents
to restrict development and use of software on
general-purpose computers, but in those that do,
we wish to avoid the special danger that patents
applied to a free program could make it effectively
proprietary. To prevent this, the GPL assures that
patents cannot be used to render the program non-
free.

The precise terms and conditions for copying, dis-
tribution and modification follow. TERMS AND
CONDITIONS 0. Definitions.

“This License” refers to version 3 of the GNU Ge-
neral Public License.

“Copyright” also means copyright-like laws that ap-
ply to other kinds of works, such as semiconductor
masks.

“The Program” refers to any copyrightable work li-
censed under this License. Each licensee is addres-
sed as “you” “Licensees” and “recipients” may be
individuals or organizations.

To “modify” a work means to copy from or adapt
all or part of the work in a fashion requiring copy-
right permission, other than the making of an exact
copy. The resulting work is called a “modified ver-
sion” of the earlier work or a work “based on” the
earlier work.

A “covered work” means either the unmodified Pro-
gram or a work based on the Program.

To “propagate” a work means to do anything with
it that, without permission, would make you di-
rectly or secondarily liable for infringement under
applicable copyright law, except executing it on a
computer or modifying a private copy. Propagati-
on includes copying, distribution (with or without
modification), making available to the public, and
in some countries other activities as well.

To “convey” a work means any kind of propagation
that enables other parties to make or receive co-
pies. Mere interaction with a user through a com-
puter network, with no transfer of a copy, is not
conveying.

An interactive user interface displays “Appropria-
te Legal Notices” to the extent that it includes a
convenient and prominently visible feature that (1)
displays an appropriate copyright notice, and (2)
tells the user that there is no warranty for the work
(except to the extent that warranties are provided),
that licensees may convey the work under this Li-
cense, and how to view a copy of this License. If
the interface presents a list of user commands or
options, such as a menu, a prominent item in the
list meets this criterion. 1. Source Code.

The “source code” for a work means the prefer-
red form of the work for making modifications to
it. “Object code” means any non-source form of a
work.

A “Standard Interface” means an interface that eit-
her is an official standard defined by a recognized
standards body, or, in the case of interfaces spe-
cified for a particular programming language, one
that is widely used among developers working in
that language.

The “System Libraries” of an executable work in-
clude anything, other than the work as a whole,
that (a) is included in the normal form of packa-
ging a Major Component, but which is not part of
that Major Component, and (b) serves only to ena-
ble use of the work with that Major Component,
or to implement a Standard Interface for which an
implementation is available to the public in source
code form. A “Major Component”, in this context,
means a major essential component (kernel, window
system, and so on) of the specific operating system
(if any) on which the executable work runs, or a
compiler used to produce the work, or an object
code interpreter used to run it.

The “Corresponding Source” for a work in object
code form means all the source code needed to ge-
nerate, install, and (for an executable work) run
the object code and to modify the work, including
scripts to control those activities. However, it does
not include the work’s System Libraries, or general-
purpose tools or generally available free programs
which are used unmodified in performing those ac-
tivities but which are not part of the work. For
example, Corresponding Source includes interface
definition files associated with source files for the
work, and the source code for shared libraries and
dynamically linked subprograms that the work is
specifically designed to require, such as by intimate
data communication or control flow between those
subprograms and other parts of the work.

The Corresponding Source need not include any-
thing that users can regenerate automatically from
other parts of the Corresponding Source.

The Corresponding Source for a work in source co-
de form is that same work. 2. Basic Permissions.

All rights granted under this License are granted
for the term of copyright on the Program, and are
irrevocable provided the stated conditions are met.
This License explicitly affirms your unlimited per-
mission to run the unmodified Program. The out-
put from running a covered work is covered by this
License only if the output, given its content, con-
stitutes a covered work. This License acknowledges
your rights of fair use or other equivalent, as pro-
vided by copyright law.

You may make, run and propagate covered works
that you do not convey, without conditions so long
as your license otherwise remains in force. You may
convey covered works to others for the sole purpose
of having them make modifications exclusively for
you, or provide you with facilities for running tho-
se works, provided that you comply with the terms
of this License in conveying all material for which
you do not control copyright. Those thus making or
running the covered works for you must do so exclu-
sively on your behalf, under your direction and con-
trol, on terms that prohibit them from making any
copies of your copyrighted material outside their
relationship with you.

Conveying under any other circumstances is per-
mitted solely under the conditions stated below.
Sublicensing is not allowed; section 10 makes it
unnecessary. 3. Protecting Users’ Legal Rights
From Anti-Circumvention Law.

No covered work shall be deemed part of an effecti-
ve technological measure under any applicable law
fulfilling obligations under article 11 of the WIPO
copyright treaty adopted on 20 December 1996, or
similar laws prohibiting or restricting circumventi-
on of such measures.

‘When you convey a covered work, you waive any le-
gal power to forbid circumvention of technological
measures to the extent such circumvention is ef-
fected by exercising rights under this License with
respect to the covered work, and you disclaim any
intention to limit operation or modification of the
work as a means of enforcing, against the work’s
users, your or third parties’ legal rights to forbid
circumvention of technological measures. 4. Con-
veying Verbatim Copies.

You may convey verbatim copies of the Program’s
source code as you receive it, in any medium, provi-
ded that you conspicuously and appropriately pu-
blish on each copy an appropriate copyright notice;
keep intact all notices stating that this License and
any non-permissive terms added in accord with sec-
tion 7 apply to the code; keep intact all notices of

the absence of any warranty; and give all recipients
a copy of this License along with the Program.

You may charge any price or no price for each copy
that you convey, and you may offer support or war-
ranty protection for a fee. 5. Conveying Modified
Source Versions.

You may convey a work based on the Program, or
the modifications to produce it from the Program,
in the form of source code under the terms of secti-
on 4, provided that you also meet all of these con-
ditions:

* a) The work must carry prominent notices stating
that you modified it, and giving a relevant date.
* b) The work must carry prominent notices sta-
ting that it is released under this License and any
conditions added under section 7. This requirement
modifies the requirement in section 4 to “keep in-
tact all notices”™ * c¢) You must license the entire
work, as a whole, under this License to anyone who
comes into possession of a copy. This License will
therefore apply, along with any applicable section 7
additional terms, to the whole of the work, and all
its parts, regardless of how they are packaged. This
License gives no permission to license the work in
any other way, but it does not invalidate such per-
mission if you have separately received it. * d) If
the work has interactive user interfaces, each must
display Appropriate Legal Notices; however, if the
Program has interactive interfaces that do not dis-
play Appropriate Legal Notices, your work need not
make them do so.

A compilation of a covered work with other separa-
te and independent works, which are not by their
nature extensions of the covered work, and which
are not combined with it such as to form a larger
program, in or on a volume of a storage or distribu-
tion medium, is called an “aggregate” if the com-
pilation and its resulting copyright are not used to
limit the access or legal rights of the compilation’s
users beyond what the individual works permit. In-
clusion of a covered work in an aggregate does not
cause this License to apply to the other parts of the
aggregate. 6. Conveying Non-Source Forms.

You may convey a covered work in object code form
under the terms of sections 4 and 5, provided that
you also convey the machine-readable Correspon-
ding Source under the terms of this License, in one
of these ways:

* a) Convey the object code in, or embodied in,

a physical product (including a physical distribu-
tion medium), accompanied by the Corresponding
Source fixed on a durable physical medium custo-
marily used for software interchange. * b) Convey
the object code in, or embodied in, a physical pro-
duct (including a physical distribution medium),
accompanied by a written offer, valid for at least
three years and valid for as long as you offer spa-
re parts or customer support for that product mo-
del, to give anyone who possesses the object code
either (1) a copy of the Corresponding Source for
all the software in the product that is covered by
this License, on a durable physical medium custo-
marily used for software interchange, for a price no
more than your reasonable cost of physically per-
forming this conveying of source, or (2) access to
copy the Corresponding Source from a network ser-
ver at no charge. * c¢) Convey individual copies of
the object code with a copy of the written offer to
provide the Corresponding Source. This alternative
is allowed only occasionally and noncommercially,
and only if you received the object code with such
an offer, in accord with subsection 6b. * d) Convey
the object code by offering access from a designated
place (gratis or for a charge), and offer equivalent
access to the Corresponding Source in the same way
through the same place at no further charge. You
need not require recipients to copy the Correspon-
ding Source along with the object code. If the place
to copy the object code is a network server, the
Corresponding Source may be on a different server
(operated by you or a third party) that supports
equivalent copying facilities, provided you maintain
clear directions next to the object code saying whe-
re to find the Corresponding Source. Regardless of
what server hosts the Corresponding Source, you
remain obligated to ensure that it is available for
as long as needed to satisfy these requirements. *
e) Convey the object code using peer-to-peer trans-
mission, provided you inform other peers where the
object code and Corresponding Source of the work
are being offered to the general public at no charge
under subsection 6d.

A separable portion of the object code, whose sour-
ce code is excluded from the Corresponding Source
as a System Library, need not be included in con-
veying the object code work.

A “User Product” is either (1) a “consumer pro-
duct”, which means any tangible personal property
which is normally used for personal, family, or hou-
sehold purposes, or (2) anything designed or sold
for incorporation into a dwelling. In determining
whether a product is a consumer product, doubt-
ful cases shall be resolved in favor of coverage. For
a particular product received by a particular user,
“normally used” refers to a typical or common use
of that class of product, regardless of the status of
the particular user or of the way in which the parti-
cular user actually uses, or expects or is expected to
use, the product. A product is a consumer product
regardless of whether the product has substantial
commercial, industrial or non-consumer uses, un-
less such uses represent the only significant mode
of use of the product.

“Installation Information” for a User Product
means any methods, procedures, authorization
keys, or other information required to install and
execute modified versions of a covered work in that

User Product from a modified version of its Corre-
sponding Source. The information must suffice to
ensure that the continued functioning of the modi-
fied object code is in no case prevented or interfered
with solely because modification has been made.

If you convey an object code work under this secti-
on in, or with, or specifically for use in, a User Pro-
duct, and the conveying occurs as part of a tran-
saction in which the right of possession and use of
the User Product is transferred to the recipient in
perpetuity or for a fixed term (regardless of how
the transaction is characterized), the Correspon-
ding Source conveyed under this section must be
accompanied by the Installation Information. But
this requirement does not apply if neither you nor
any third party retains the ability to install modi-
fied object code on the User Product (for example,
the work has been installed in ROM).

The requirement to provide Installation Informati-
on does not include a requirement to continue to
provide support service, warranty, or updates for a
work that has been modified or installed by the re-
cipient, or for the User Product in which it has been
modified or installed. Access to a network may be
denied when the modification itself materially and
adversely affects the operation of the network or
violates the rules and protocols for communication
across the network.

Corresponding Source conveyed, and Installation
Information provided, in accord with this section
must be in a format that is publicly documented
(and with an implementation available to the pu-
blic in source code form), and must require no spe-
cial password or key for unpacking, reading or co-
pying. 7. Additional Terms.

“Additional permissions” are terms that supple-
ment the terms of this License by making excepti-
ons from one or more of its conditions. Additional
permissions that are applicable to the entire Pro-
gram shall be treated as though they were included
in this License, to the extent that they are valid un-
der applicable law. If additional permissions apply
only to part of the Program, that part may be used
separately under those permissions, but the entire
Program remains governed by this License without
regard to the additional permissions.

When you convey a copy of a covered work, you may
at your option remove any additional permissions
from that copy, or from any part of it. (Additional
permissions may be written to require their own re-
moval in certain cases when you modify the work.)
You may place additional permissions on material,
added by you to a covered work, for which you have
or can give appropriate copyright permission.

Notwithstanding any other provision of this Licen-
se, for material you add to a covered work, you may
(if authorized by the copyright holders of that ma-
terial) supplement the terms of this License with
terms:

* a) Disclaiming warranty or limiting liability dif-
ferently from the terms of sections 15 and 16 of this
License; or * b) Requiring preservation of specified
reasonable legal notices or author attributions in
that material or in the Appropriate Legal Notices
displayed by works containing it; or * ¢) Prohibi-
ting misrepresentation of the origin of that materi-
al, or requiring that modified versions of such mate-
rial be marked in reasonable ways as different from
the original version; or * d) Limiting the use for pu-
blicity purposes of names of licensors or authors of
the material; or * e) Declining to grant rights under
trademark law for use of some trade names, trade-
marks, or service marks; or * f) Requiring indem-
nification of licensors and authors of that material
by anyone who conveys the material (or modified
versions of it) with contractual assumptions of lia-
bility to the recipient, for any liability that these
contractual assumptions directly impose on those
licensors and authors.

All other non-permissive additional terms are con-
sidered “further restrictions” within the meaning
of section 10. If the Program as you received it, or
any part of it, contains a notice stating that it is
governed by this License along with a term that is
a further restriction, you may remove that term.
If a license document contains a further restricti-
on but permits relicensing or conveying under this
License, you may add to a covered work material
governed by the terms of that license document,
provided that the further restriction does not sur-
vive such relicensing or conveying.

If you add terms to a covered work in accord with
this section, you must place, in the relevant source
files, a statement of the additional terms that ap-
ply to those files, or a notice indicating where to
find the applicable terms.

Additional terms, permissive or non-permissive,
may be stated in the form of a separately written
license, or stated as exceptions; the above require-
ments apply either way. 8. Termination.

You may not propagate or modify a covered work
except as expressly provided under this License.
Any attempt otherwise to propagate or modify it is
void, and will automatically terminate your rights
under this License (including any patent licenses
granted under the third paragraph of section 11).

However, if you cease all violation of this License,
then your license from a particular copyright holder
is reinstated (a) provisionally, unless and until the
copyright holder explicitly and finally terminates
your license, and (b) permanently, if the copyright
holder fails to notify you of the violation by some
reasonable means prior to 60 days after the cessa-
tion.



Moreover, your license from a particular copyright
holder is reinstated permanently if the copyright
holder notifies you of the violation by some rea-
sonable means, this is the first time you have re-
ceived notice of violation of this License (for any
work) from that copyright holder, and you cure the
violation prior to 30 days after your receipt of the
notice.

Termination of your rights under this section does
not terminate the licenses of parties who have re-
ceived copies or rights from you under this License.
If your rights have been terminated and not per-
manently reinstated, you do not qualify to receive
new licenses for the same material under section 10.
9. Acceptance Not Required for Having Copies.

You are not required to accept this License in order
to receive or run a copy of the Program. Ancillary
propagation of a covered work occurring solely as a
consequence of using peer-to-peer transmission to
receive a copy likewise does not require acceptan-
ce. However, nothing other than this License grants
you permission to propagate or modify any cover-
ed work. These actions infringe copyright if you do
not accept this License. Therefore, by modifying or
propagating a covered work, you indicate your ac-
ceptance of this License to do so. 10. Automatic
Licensing of Downstream Recipients.

Each time you convey a covered work, the recipient
automatically receives a license from the original
licensors, to run, modify and propagate that work,
subject to this License. You are not responsible for
enforcing compliance by third parties with this Li-
cense.

An “entity transaction” is a transaction transfer-
ring control of an organization, or substantially all
assets of one, or subdividing an organization, or
merging organizations. If propagation of a covered
work results from an entity transaction, each party
to that transaction who receives a copy of the work
also receives whatever licenses to the work the par-
ty’s predecessor in interest had or could give under
the previous paragraph, plus a right to possession
of the Corresponding Source of the work from the
predecessor in interest, if the predecessor has it or
can get it with reasonable efforts.

You may not impose any further restrictions on the
exercise of the rights granted or affirmed under this
License. For example, you may not impose a licen-
se fee, royalty, or other charge for exercise of rights
granted under this License, and you may not in-
itiate litigation (including a cross-claim or counter-
claim in a lawsuit) alleging that any patent claim
is infringed by making, using, selling, offering for
sale, or importing the Program or any portion of
it. 11. Patents.

A “contributor” is a copyright holder who authori-
zes use under this License of the Program or a work
on which the Program is based. The work thus li-
censed is called the contributor’s “contributor ver-
sion”.

A contributor’s “essential patent claims” are all pa-
tent claims owned or controlled by the contribu-
tor, whether already acquired or hereafter acquired,
that would be infringed by some manner, permit-
ted by this License, of making, using, or selling its
contributor version, but do not include claims that
would be infringed only as a consequence of further
modification of the contributor version. For purpo-
ses of this definition, “control” includes the right
to grant patent sublicenses in a manner consistent
with the requirements of this License.

Each contributor grants you a non-exclusive, world-
wide, royalty-free patent license under the contri-

butor’s essential patent claims, to make, use, sell,
offer for sale, import and otherwise run, modify and
propagate the contents of its contributor version.

In the following three paragraphs, a “patent licen-
se” is any express agreement or commitment, howe-
ver denominated, not to enforce a patent (such as
an express permission to practice a patent or coven-
ant not to sue for patent infringement). To “grant”
such a patent license to a party means to make such
an agreement or commitment not to enforce a pa-
tent against the party.

If you convey a covered work, knowingly relying on
a patent license, and the Corresponding Source of
the work is not available for anyone to copy, free of
charge and under the terms of this License, through
a publicly available network server or other readi-
ly accessible means, then you must either (1) cause
the Corresponding Source to be so available, or (2)
arrange to deprive yourself of the benefit of the pa-
tent license for this particular work, or (3) arran-
ge, in a manner consistent with the requirements of
this License, to extend the patent license to down-
stream recipients. “Knowingly relying” means you
have actual knowledge that, but for the patent li-
cense, your conveying the covered work in a coun-
try, or your recipient’s use of the covered work in
a country, would infringe one or more identifiable
patents in that country that you have reason to be-
lieve are valid.

If, pursuant to or in connection with a single tran-
saction or arrangement, you convey, or propagate
by procuring conveyance of, a covered work, and
grant a patent license to some of the parties re-
ceiving the covered work authorizing them to use,
propagate, modify or convey a specific copy of the
covered work, then the patent license you grant is
automatically extended to all recipients of the co-
vered work and works based on it.

A patent license is “discriminatory” if it does not
include within the scope of its coverage, prohi-
bits the exercise of, or is conditioned on the non-
exercise of one or more of the rights that are specifi-
cally granted under this License. You may not con-
vey a covered work if you are a party to an arran-
gement with a third party that is in the business of
distributing software, under which you make pay-
ment to the third party based on the extent of your
activity of conveying the work, and under which the
third party grants, to any of the parties who would
receive the covered work from you, a discriminatory
patent license (a) in connection with copies of the
covered work conveyed by you (or copies made from
those copies), or (b) primarily for and in connecti-
on with specific products or compilations that con-
tain the covered work, unless you entered into that
arrangement, or that patent license was granted,
prior to 28 March 2007.

Nothing in this License shall be construed as exclu-
ding or limiting any implied license or other defen-
ses to infringement that may otherwise be available
to you under applicable patent law. 12. No Surren-
der of Others’ Freedom.

If conditions are imposed on you (whether by court
order, agreement or otherwise) that contradict the
conditions of this License, they do not excuse you
from the conditions of this License. If you can-
not convey a covered work so as to satisfy simul-
taneously your obligations under this License and
any other pertinent obligations, then as a conse-
quence you may not convey it at all. For example,
if you agree to terms that obligate you to collect a
royalty for further conveying from those to whom
you convey the Program, the only way you could
satisfy both those terms and this License would be
to refrain entirely from conveying the Program. 13.
Use with the GNU Affero General Public License.

14.2 GNU Free Documentation License

Version 1.3, 3 November 2008

Copyright © 2000, 2001, 2002, 2007, 2008 Free Soft-
ware Foundation, Inc. <http://fsf.org/>

Everyone is permitted to copy and distribute ver-
batim copies of this license document, but changing
it is not allowed. 0. PREAMBLE

The purpose of this License is to make a manu-
al, textbook, or other functional and useful docu-
ment "freein the sense of freedom: to assure ever-
yone the effective freedom to copy and redistribute
it, with or without modifying it, either commerci-
ally or noncommercially. Secondarily, this License
preserves for the author and publisher a way to get
credit for their work, while not being considered
responsible for modifications made by others.

This License is a kind of "copyleft’, which means
that derivative works of the document must them-
selves be free in the same sense. It complements the
GNU General Public License, which is a copyleft li-
cense designed for free software.

We have designed this License in order to use it
for manuals for free software, because free software
needs free documentation: a free program should
come with manuals providing the same freedoms
that the software does. But this License is not limi-
ted to software manuals; it can be used for any tex-
tual work, regardless of subject matter or whether
it is published as a printed book. We recommend
this License principally for works whose purpose is
instruction or reference. 1. APPLICABILITY AND
DEFINITIONS

This License applies to any manual or other work,
in any medium, that contains a notice placed by the
copyright holder saying it can be distributed under
the terms of this License. Such a notice grants a
world-wide, royalty-free license, unlimited in dura-
tion, to use that work under the conditions stated
herein. The "Document’, below, refers to any such
manual or work. Any member of the public is a li-
censee, and is addressed as "you'. You accept the
license if you copy, modify or distribute the work
in a way requiring permission under copyright law.

A 'Modified Versionsf the Document means any
work containing the Document or a portion of it,
cither copied verbatim, or with modifications an-
d/or translated into another language.

A SSecondary Sectionis a named appendix or a
front-matter section of the Document that deals ex-

clusively with the relationship of the publishers or
authors of the Document to the Document’s over-
all subject (or to related matters) and contains
nothing that could fall directly within that overall
subject. (Thus, if the Document is in part a text-
book of mathematics, a Secondary Section may not
explain any mathematics.) The relationship could
be a matter of historical connection with the sub-
ject or with related matters, or of legal, commer-
cial, philosophical, ethical or political position re-
garding them.

The Invariant Sectionsire certain Secondary Secti-
ons whose titles are designated, as being those of
Invariant Sections, in the notice that says that the
Document is released under this License. If a sec-
tion does not fit the above definition of Seconda-
ry then it is not allowed to be designated as In-
variant. The Document may contain zero Invariant
Sections. If the Document does not identify any In-
variant Sections then there are none.

The "Cover Textsire certain short passages of text
that are listed, as Front-Cover Texts or Back-Cover
Texts, in the notice that says that the Document
is released under this License. A Front-Cover Text
may be at most 5 words, and a Back-Cover Text
may be at most 25 words.

A "Transparent'copy of the Document means a
machine-readable copy, represented in a format
whose specification is available to the general pu-
blic, that is suitable for revising the document
straightforwardly with generic text editors or (for
images composed of pixels) generic paint programs
or (for drawings) some widely available drawing
editor, and that is suitable for input to text for-
matters or for automatic translation to a variety
of formats suitable for input to text formatters. A
copy made in an otherwise Transparent file format
whose markup, or absence of markup, has been ar-
ranged to thwart or discourage subsequent modifi-
cation by readers is not Transparent. An image for-
mat is not Transparent if used for any substantial
amount of text. A copy that is not "Transparentis
called Opaque".

Examples of suitable formats for Transparent co-
pies include plain ASCII without markup, Texin-
fo input format, LaTeX input format, SGML or
XML using a publicly available DTD, and standard-
conforming simple HTML, PostScript or PDF desi-
gned for human modification. Examples of trans-
parent image formats include PNG, XCF and JPG.
Opaque formats include proprietary formats that
can be read and edited only by proprietary word
processors, SGML or XML for which the DTD an-

Notwithstanding any other provision of this Licen-
se, you have permission to link or combine any co-
vered work with a work licensed under version 3
of the GNU Affero General Public License into a
single combined work, and to convey the resulting
work. The terms of this License will continue to
apply to the part which is the covered work, but
the special requirements of the GNU Affero Gene-
ral Public License, section 13, concerning interacti-
on through a network will apply to the combination
as such. 14. Revised Versions of this License.

The Free Software Foundation may publish revised
and/or new versions of the GNU General Public Li-
cense from time to time. Such new versions will be
similar in spirit to the present version, but may dif-
fer in detail to address new problems or concerns.

Each version is given a distinguishing version num-
ber. If the Program specifies that a certain numbe-
red version of the GNU General Public License “or
any later version” applies to it, you have the option
of following the terms and conditions either of that
numbered version or of any later version published
by the Free Software Foundation. If the Program
does not specify a version number of the GNU Ge-
neral Public License, you may choose any version
ever published by the Free Software Foundation.

If the Program specifies that a proxy can decide
which future versions of the GNU General Public
License can be used, that proxy’s public statement
of acceptance of a version permanently authorizes
you to choose that version for the Program.

Later license versions may give you additional or
different permissions. However, no additional ob-
ligations are imposed on any author or copyright
holder as a result of your choosing to follow a later
version. 15. Disclaimer of Warranty.

THERE IS NO WARRANTY FOR THE PRO-
GRAM, TO THE EXTENT PERMITTED BY AP-
PLICABLE LAW. EXCEPT WHEN OTHERWI-
SE STATED IN WRITING THE COPYRIGHT
HOLDERS AND/OR OTHER PARTIES PROVI-
DE THE PROGRAM “AS IS” WITHOUT WAR-
RANTY OF ANY KIND, EITHER EXPRESSED
OR IMPLIED, INCLUDING, BUT NOT LIMITED
TO, THE IMPLIED WARRANTIES OF MER-
CHANTABILITY AND FITNESS FOR A PARTI-
CULAR PURPOSE. THE ENTIRE RISK AS TO
THE QUALITY AND PERFORMANCE OF THE
PROGRAM IS WITH YOU. SHOULD THE PRO-
GRAM PROVE DEFECTIVE, YOU ASSUME THE
COST OF ALL NECESSARY SERVICING, RE-
PAIR OR CORRECTION. 16. Limitation of Lia-
bility.

IN NO EVENT UNLESS REQUIRED BY APP-
LICABLE LAW OR AGREED TO IN WRITING
WILL ANY COPYRIGHT HOLDER, OR ANY
OTHER PARTY WHO MODIFIES AND/OR CON-
VEYS THE PROGRAM AS PERMITTED ABO-
VE, BE LIABLE TO YOU FOR DAMAGES, IN-
CLUDING ANY GENERAL, SPECIAL, INCIDEN-
TAL OR CONSEQUENTIAL DAMAGES ARISING
OUT OF THE USE OR INABILITY TO USE
THE PROGRAM (INCLUDING BUT NOT LIMI-
TED TO LOSS OF DATA OR DATA BEING REN-
DERED INACCURATE OR LOSSES SUSTAINED
BY YOU OR THIRD PARTIES OR A FAILURE
OF THE PROGRAM TO OPERATE WITH ANY
OTHER PROGRAMS), EVEN IF SUCH HOLDER
OR OTHER PARTY HAS BEEN ADVISED OF
THE POSSIBILITY OF SUCH DAMAGES. 17. In-
terpretation of Sections 15 and 16.

If the disclaimer of warranty and limitation of lia-
bility provided above cannot be given local legal ef-
fect according to their terms, reviewing courts shall

d/or processing tools are not generally available,
and the machine-generated HTML, PostScript or
PDF produced by some word processors for output
purposes only.

The "Title Page'means, for a printed book, the title
page itself, plus such following pages as are needed
to hold, legibly, the material this License requires
to appear in the title page. For works in formats
which do not have any title page as such, 'Title
Page"means the text near the most prominent ap-
pearance of the work’s title, preceding the begin-
ning of the body of the text.

The "publisher"means any person or entity that dis-
tributes copies of the Document to the public.

A section Entitled XYZ"means a named subunit of
the Document whose title either is precisely XYZ
or contains XYZ in parentheses following text that
translates XYZ in another language. (Here XYZ
stands for a specific section name mentioned below,
such as Acknowledgements", "Dedications", Endor-
sements”, or "History"'.) To "Preserve the Title-
5f such a section when you modify the Document
means that it remains a section Entitled XYZaccor-
ding to this definition.

The Document may include Warranty Disclaimers
next to the notice which states that this License
applies to the Document. These Warranty Disclai-
mers are considered to be included by reference in
this License, but only as regards disclaiming war-
ranties: any other implication that these Warranty
Disclaimers may have is void and has no effect on
the meaning of this License. 2. VERBATIM COPY-
ING

You may copy and distribute the Document in any
medium, either commercially or noncommercially,
provided that this License, the copyright notice
and the license notice saying this License applies to
the Document are reproduced in all copies, and that
you add no other conditions whatsoever to those of
this License. You may not use technical measures to
obstruct or control the reading or further copying
of the copies you make or distribute. However, you
may accept compensation in exchange for copies. If
you distribute a large enough number of copies you
must also follow the conditions in section 3.

You may also lend copies, under the same condi-
tions stated above, and you may publicly display
copies. 3. COPYING IN QUANTITY

apply local law that most closely approximates an
absolute waiver of all civil liability in connection
with the Program, unless a warranty or assumpti-
on of liability accompanies a copy of the Program
in return for a fee.

END OF TERMS AND CONDITIONS How to Ap-
ply These Terms to Your New Programs

If you develop a new program, and you want it to
be of the greatest possible use to the public, the
best way to achieve this is to make it free software
which everyone can redistribute and change under
these terms.

To do so, attach the following notices to the pro-
gram. It is safest to attach them to the start of
each source file to most effectively state the exclu-
sion of warranty; and each file should have at least
the “copyright” line and a pointer to where the full
notice is found.

<one line to give the program’s name and a brief
idea of what it does.> Copyright (C) <year> <na-
me of author>

This program is free software: you can redistribute
it and/or modify it under the terms of the GNU Ge-
neral Public License as published by the Free Soft-
ware Foundation, either version 3 of the License, or
(at your option) any later version.

This program is distributed in the hope that it will
be useful, but WITHOUT ANY WARRANTY; wi-
thout even the implied warranty of MERCHANTA-
BILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR PUR-
POSE. See the GNU General Public License for mo-
re details.

You should have received a copy of the GNU Gene-
ral Public License along with this program. If not,
see <http://www.gnu.org/licenses/>.

Also add information on how to contact you by elec-
tronic and paper mail.

If the program does terminal interaction, make it
output a short notice like this when it starts in an
interactive mode:

<program> Copyright (C) <year> <name of aut-
hor> This program comes with ABSOLUTELY NO
WARRANTY; for details type ‘show w’. This is free
software, and you are welcome to redistribute it un-
der certain conditions; type ‘show ¢’ for details.

The hypothetical commands ‘show w’ and ‘show
¢’ should show the appropriate parts of the Gene-
ral Public License. Of course, your program’s com-
mands might be different; for a GUI interface, you
would use an “about box”.

You should also get your employer (if you work
programmer) or school, if any, to sign
a “copyright disclaimer” for the program, if
necessary. For more information on this, and
how to apply and follow the GNU GPL, sce
<http://www.gnu.org/licenses/>.

as a

The GNU General Public License does not per-
mit incorporating your program into proprieta-
ry programs. If your program is a subroutine
library, you may consider it more useful to
permit linking proprietary applications with
the library. If this is what you want to do,
use the GNU Lesser General Public Licen-
se instead of this License. But first, please
read <http://www.gnu.org/philosophy/why-not-
lgpl.html>.

If you publish printed copies (or copies in media
that commonly have printed covers) of the Do-
cument, numbering more than 100, and the Do-
cument’s license notice requires Cover Texts, you
must enclose the copies in covers that carry, clear-
ly and legibly, all these Cover Texts: Front-Cover
Texts on the front cover, and Back-Cover Texts on
the back cover. Both covers must also clearly and
legibly identify you as the publisher of these copies.
The front cover must present the full title with all
words of the title equally prominent and visible.
You may add other material on the covers in addi-
tion. Copying with changes limited to the covers, as
long as they preserve the title of the Document and
satisfy these conditions, can be treated as verbatim
copying in other respects.

If the required texts for either cover are too volu-
minous to fit legibly, you should put the first ones
listed (as many as fit reasonably) on the actual co-
ver, and continue the rest onto adjacent pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the
Document numbering more than 100, you must eit-
her include a machine-readable Transparent copy
along with each Opaque copy, or state in or with
each Opaque copy a computer-network location
from which the general network-using public has
access to download using public-standard network
protocols a complete Transparent copy of the Do-
cument, free of added material. If you use the lat-
ter option, you must take reasonably prudent steps,
when you begin distribution of Opaque copies in
quantity, to ensure that this Transparent copy will
remain thus accessible at the stated location until
at least one year after the last time you distribute
an Opaque copy (directly or through your agents or
retailers) of that edition to the public.

It is requested, but not required, that you contact
the authors of the Document well before redistri-
buting any large number of copies, to give them a
chance to provide you with an updated version of
the Document. 4. MODIFICATIONS

You may copy and distribute a Modified Version of
the Document under the conditions of sections 2
and 3 above, provided that you release the Modi-
fied Version under precisely this License, with the
Modified Version filling the role of the Document,
thus licensing distribution and modification of the
Modified Version to whoever possesses a copy of it.
In addition, you must do these things in the Modi-
fied Version:

* A. Use in the Title Page (and on the covers, if
any) a title distinct from that of the Document,



and from those of previous versions (which should,
if there were any, be listed in the History section
of the Document). You may use the same title as
a previous version if the original publisher of that
version gives permission. * B. List on the Title Pa-
ge, as authors, one or more persons or entities re-
sponsible for authorship of the modifications in the
Modified Version, together with at least five of the
principal authors of the Document (all of its prin-
cipal authors, if it has fewer than five), unless they
release you from this requirement. * C. State on
the Title page the name of the publisher of the Mo-
dified Version, as the publisher. * D. Preserve all
the copyright notices of the Document. * E. Add
an appropriate copyright notice for your modifica-
tions adjacent to the other copyright notices. * F.
Include, immediately after the copyright notices, a
license notice giving the public permission to use
the Modified Version under the terms of this Li-
cense, in the form shown in the Addendum below.
* G. Preserve in that license notice the full lists
of Invariant Sections and required Cover Texts gi-
ven in the Document’s license notice. * H. Include
an unaltered copy of this License. * I. Preserve the
section Entitled "History", Preserve its Title, and
add to it an item stating at least the title, year,
new authors, and publisher of the Modified Version
as given on the Title Page. If there is no section
Entitled "Historyin the Document, create one sta-
ting the title, year, authors, and publisher of the
Document as given on its Title Page, then add an
item describing the Modified Version as stated in
the previous sentence. * J. Preserve the network
location, if any, given in the Document for public
access to a Transparent copy of the Document, and
likewise the network locations given in the Docu-
ment for previous versions it was based on. The-
se may be placed in the "HistoryBection. You may
omit a network location for a work that was publis-
hed at least four years before the Document itself,
or if the original publisher of the version it refers to
gives permission. * K. For any section Entitled Ack-
nowledgementsér "Dedications”, Preserve the Title
of the section, and preserve in the section all the
substance and tone of each of the contributor ack-
nowledgements and/or dedications given therein. *
L. Preserve all the Invariant Sections of the Do-
cument, unaltered in their text and in their titles.
Section numbers or the equivalent are not conside-
red part of the section titles. * M. Delete any sec-
tion Entitled Endorsements". Such a section may
not be included in the Modified Version. * N. Do
not retitle any existing section to be Entitled En-
dorsementsér to conflict in title with any Invariant
Section. * O. Preserve any Warranty Disclaimers.

If the Modified Version includes new front-matter
sections or appendices that qualify as Secondary
Sections and contain no material copied from the
Document, you may at your option designate some
or all of these sections as invariant. To do this, add
their titles to the list of Invariant Sections in the
Modified Version’s license notice. These titles must
be distinct from any other section titles.

You may add a section Entitled Endorsements",
provided it contains nothing but endorsements of
your Modified Version by various parties—for ex-
ample, statements of peer review or that the text
has been approved by an organization as the aut-
horitative definition of a standard.

You may add a passage of up to five words as a
Front-Cover Text, and a passage of up to 25 words
as a Back-Cover Text, to the end of the list of Cover
Texts in the Modified Version. Only one passage of
Front-Cover Text and one of Back-Cover Text may
be added by (or through arrangements made by)

any one entity. If the Document already includes
a cover text for the same cover, previously added
by you or by arrangement made by the same entity
you are acting on behalf of, you may not add ano-
ther; but you may replace the old one, on explicit
permission from the previous publisher that added
the old one.

The author(s) and publisher(s) of the Document do
not by this License give permission to use their na-
mes for publicity for or to assert or imply endor-
sement of any Modified Version. 5. COMBINING
DOCUMENTS

You may combine the Document with other docu-
ments released under this License, under the terms
defined in section 4 above for modified versions,
provided that you include in the combination all
of the Invariant Sections of all of the original do-
cuments, unmodified, and list them all as Invariant
Sections of your combined work in its license notic:
and that you preserve all their Warranty Disclai-
mers.

The combined work need only contain one copy of
this License, and multiple identical Invariant Sec-
tions may be replaced with a single copy. If there
are multiple Invariant Sections with the same name
but different contents, make the title of each such
section unique by adding at the end of it, in paren-
theses, the name of the original author or publisher
of that section if known, or else a unique number.
Make the same adjustment to the section titles in
the list of Invariant Sections in the license notice
of the combined work.

In the combination, you must combine any sections
Entitled "Historyin the various original documents,
forming one section Entitled "History"; likewise
combine any sections Entitled Acknowledgements",
and any sections Entitled "Dedications". You must
delete all sections Entitled Endorsements". 6. COL-
LECTIONS OF DOCUMENTS

You may make a collection consisting of the Docu-
ment and other documents released under this Li-
cense, and replace the individual copies of this Li-
cense in the various documents with a single copy
that is included in the collection, provided that you
follow the rules of this License for verbatim copying
of cach of the documents in all other respects.

You may extract a single document from such a col-
lection, and distribute it individually under this Li-
cense, provided you insert a copy of this License in-
to the extracted document, and follow this License
in all other respects regarding verbatim copying of
that document. 7. AGGREGATION WITH INDE-
PENDENT WORKS

A compilation of the Document or its derivatives
with other separate and independent documents or
works, in or on a volume of a storage or distribution
medium, is called an 4ggregateif the copyright re-
sulting from the compilation is not used to limit the
legal rights of the compilation’s users beyond what
the individual works permit. When the Document
is included in an aggregate, this License does not
apply to the other works in the aggregate which are
not themselves derivative works of the Document.

If the Cover Text requirement of section 3 is ap-
plicable to these copies of the Document, then if
the Document is less than one half of the entire ag-
gregate, the Document’s Cover Texts may be pla-
ced on covers that bracket the Document within
the aggregate, or the electronic equivalent of covers
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Bveryone is permitted to copy and distribute ver-
batim copies of this license document, but changing
it is not allowed.

This version of the GNU Lesser General Public Li-
cense incorporates the terms and conditions of ver-
sion 3 of the GNU General Public License, supple-
mented by the additional permissions listed below.
0. Additional Definitions.

As used herein, “this License” refers to version 3
of the GNU Lesser General Public License, and the
“GNU GPL” refers to version 3 of the GNU General
Public License.

“The Library” refers to a covered work governed by
this License, other than an Application or a Com-
bined Work as defined below.

An “Application” is any work that makes use of an
interface provided by the Library, but which is not
otherwise based on the Library. Defining a subclass
of a class defined by the Library is deemed a mode
of using an interface provided by the Library.

A “Combined Work” is a work produced by com-
bining or linking an Application with the Library.
The particular version of the Library with which
the Combined Work was made is also called the
“Linked Version”.

The “Minimal Corresponding Source” for a Combi-
ned Work means the Corresponding Source for the
Combined Work, excluding any source code for por-
tions of the Combined Work that, considered in iso-
lation, are based on the Application, and not on the
Linked Version.

The “Corresponding Application Code” for a Com-
bined Work means the object code and/or source
code for the Application, including any data and
utility programs needed for reproducing the Com-
bined Work from the Application, but excluding the
System Libraries of the Combined Work. 1. Excep-
tion to Section 3 of the GNU GPL.

You may convey a covered work under sections 3
and 4 of this License without being bound by secti-
on 3 of the GNU GPL. 2. Conveying Modified Ver-

sions.

If you modify a copy of the Library, and, in your
modifications, a facility refers to a function or data
to be supplied by an Application that uses the fa-
cility (other than as an argument passed when the
facility is invoked), then you may convey a copy of
the modified version:

* a) under this License, provided that you make a
good faith effort to ensure that, in the event an Ap-
plication does not supply the function or data, the
facility still operates, and performs whatever part
of its purpose remains meaningful, or * b) under
the GNU GPL, with none of the additional permis-
sions of this License applicable to that copy.

3. Object Code Incorporating Material from Libra-
ry Header Files.

The object code form of an Application may incor-
porate material from a header file that is part of
the Library. You may convey such object code un-
der terms of your choice, provided that, if the in-
corporated material is not limited to numerical pa-
rameters, data structure layouts and accessors, or
small macros, inline functions and templates (ten
or fewer lines in length), you do both of the follo-
wing:

* a) Give prominent notice with each copy of the
object code that the Library is used in it and that
the Library and its use are covered by this License.
* b) Accompany the object code with a copy of the
GNU GPL and this license document.

if the Document is in electronic form. Otherwise
they must appear on printed covers that bracket
the whole aggregate. 8. TRANSLATION

Translation is considered a kind of modification, so
you may distribute translations of the Document
under the terms of section 4. Replacing Invariant
Sections with translations requires special permis-
sion from their copyright holders, but you may in-
clude translations of some or all Invariant Sections
in addition to the original versions of these Invari-
ant Sections. You may include a translation of this
License, and all the license notices in the Docu-
ment, and any Warranty Disclaimers, provided that
you also include the original English version of this
License and the original versions of those notices
and disclaimers. In case of a disagreement between
the translation and the original version of this Li-
cense or a notice or disclaimer, the original version
will prevail.

If a section in the Document is Entitled Acknowled-
gements", "Dedications", or "History", the require-
ment (section 4) to Preserve its Title (section 1)
will typically require changing the actual title. 9.
TERMINATION

You may not copy, modify, sublicense, or distribute
the Document except as expressly provided under
this License. Any attempt otherwise to copy, mo-
dify, sublicense, or distribute it is void, and will
automatically terminate your rights under this Li-
cense.

However, if you cease all violation of this License,
then your license from a particular copyright holder
is reinstated (a) provisionally, unless and until the
copyright holder explicitly and finally terminates
your license, and (b) permanently, if the copyright
holder fails to notify you of the violation by some
reasonable means prior to 60 days after the cessa-
tion.

Moreover, your license from a particular copyright
holder is reinstated permanently if the copyright
holder notifies you of the violation by some rea-
sonable means, this is the first time you have re-
ceived notice of violation of this License (for any
work) from that copyright holder, and you cure the
violation prior to 30 days after your receipt of the
notice.

Termination of your rights under this section does
not terminate the licenses of parties who have re-
ceived copies or rights from you under this License.
If your rights have been terminated and not per-
manently reinstated, receipt of a copy of some or all
of the same material does not give you any rights
to use it. 10. FUTURE REVISIONS OF THIS LI-
CENSE

The Free Software Foundation may publish new, re-
vised versions of the GNU Free Documentation Li-
cense from time to time. Such new versions will be
similar in spirit to the present version, but may dif-
fer in detail to address new problems or concerns.
See http://www.gnu.org/copyleft/.

Each version of the License is given a distinguishing
version number. If the Document specifies that a
particular numbered version of this License ér any
later versionipplies to it, you have the option of
following the terms and conditions either of that
specified version or of any later version that has
been published (not as a draft) by the Free Soft-
ware Foundation. If the Document does not specify
a version number of this License, you may choose

4. Combined Works.

You may convey a Combined Work under terms of
your choice that, taken together, effectively do not
restrict modification of the portions of the Library
contained in the Combined Work and reverse en-
gineering for debugging such modifications, if you
also do each of the following:

* a) Give prominent notice with each copy of the
Combined Work that the Library is used in it and
that the Library and its use are covered by this Li-
cense. * b) Accompany the Combined Work with a
copy of the GNU GPL and this license document. *
) For a Combined Work that displays copyright no-
tices during execution, include the copyright notice
for the Library among these notices, as well as a re-
ference directing the user to the copies of the GNU
GPL and this license document. * d) Do one of the
following: o 0) Convey the Minimal Corresponding
Source under the terms of this License, and the
Corresponding Application Code in a form suitable
for, and under terms that permit, the user to re-
combine or relink the Application with a modified
version of the Linked Version to produce a modified
Combined Work, in the manner specified by secti-
on 6 of the GNU GPL for conveying Corresponding
Source. o 1) Use a suitable shared library mecha-
nism for linking with the Library. A suitable mecha-
nism is one that (a) uses at run time a copy of the
Library already present on the user’s computer sys-
tem, and (b) will operate properly with a modified
version of the Library that is interface-compatible
with the Linked Version. * ¢) Provide Installation
Information, but only if you would otherwise be re-
quired to provide such information under section 6
of the GNU GPL, and only to the extent that such
information is necessary to install and execute a
modified version of the Combined Work produced
by recombining or relinking the Application with
a modified version of the Linked Version. (If you
use option 4d0, the Installation Information must
accompany the Minimal Corresponding Source and
Corresponding Application Code. If you use option
4d1, you must provide the Installation Information
in the manner specified by section 6 of the GNU
GPL for conveying Corresponding Source.)

any version ever published (not as a draft) by the
Free Software Foundation. If the Document speci-
fies that a proxy can decide which future versions of
this License can be used, that proxy’s public state-
ment of acceptance of a version permanently autho-
rizes you to choose that version for the Document.
11. RELICENSING

"Massive Multiauthor Collaboration Site"(or "MMC
Site") means any World Wide Web server that pu-
blishes copyrightable works and also provides pro-
minent facilities for anybody to edit those works. A
public wiki that anybody can edit is an example of
such a server. A "Massive Multiauthor Collaborati-
on'(or "MMC") contained in the site means any set
of copyrightable works thus published on the MMC
site.

"CC-BY-SA'means  the Creative ~Commons
Attribution-Share Alike 3.0 license published by
Creative Commons Corporation, a not-for-profit
corporation with a principal place of business in
San Francisco, California, as well as future copyleft
versions of that license published by that same
organization.

fncorporate’means to publish or republish a Docu-
ment, in whole or in part, as part of another Docu-
ment.

An MMC is éligible for relicensingif it is licensed
under this License, and if all works that were first
published under this License somewhere other than
this MMC, and subsequently incorporated in whole
or in part into the MMC, (1) had no cover texts or
invariant sections, and (2) were thus incorporated
prior to November 1, 2008.

The operator of an MMC Site may republish an
MMC contained in the site under CC-BY-SA on the
same site at any time before August 1, 2009, pro-
vided the MMC is eligible for relicensing. ADDEN-
DUM: How to use this License for your documents

To use this License in a document you have writ-
ten, include a copy of the License in the document
and put the following copyright and license notices
just after the title page:

Copyright (C) YEAR YOUR NAME. Permission is
granted to copy, distribute and/or modify this do-
cument under the terms of the GNU Free Documen-
tation License, Version 1.3 or any later version pu-
blished by the Free Software Foundation; with no
Invariant Sections, no Front-Cover Texts, and no
Back-Cover Texts. A copy of the license is included
in the section entitled "GNU Free Documentation
License".

If you have Invariant Sections, Front-Cover Texts
and Back-Cover Texts, replace the 'with
Texts."line with this:

with the Invariant Sections being LIST THEIR
TITLES, with the Front-Cover Texts being LIST,
and with the Back-Cover Texts being LIST.

If you have Invariant Sections without Cover Texts,
or some other combination of the three, merge tho-
se two alternatives to suit the situation.

If your document contains nontrivial examples of
program code, we recommend releasing these ex-
amples in parallel under your choice of free softwa-
re license, such as the GNU General Public License,
to permit their use in free software.

5. Combined Libraries.

You may place library facilities that are a work ba-
sed on the Library side by side in a single library
together with other library facilities that are not
Applications and are not covered by this License,
and convey such a combined library under terms of
your choice, if you do both of the following:

* a) Accompany the combined library with a copy
of the same work based on the Library, uncombi-
ned with any other library facilities, conveyed un-
der the terms of this License. * b) Give prominent
notice with the combined library that part of it is
a work based on the Library, and explaining where
to find the accompanying uncombined form of the
same work.

6. Revised Versions of the GNU Lesser General Pu-
blic License.

The Free Software Foundation may publish revised
and/or new versions of the GNU Lesser General Pu-
blic License from time to time. Such new versions
will be similar in spirit to the present version, but
may differ in detail to address new problems or con-
cerns.

Each version is given a distinguishing version num-
ber. If the Library as you received it specifies that
a certain numbered version of the GNU Lesser Ge-
neral Public License “or any later version” applies
to it, you have the option of following the terms
and conditions either of that published version or
of any later version published by the Free Software
Foundation. If the Library as you received it does
not specify a version number of the GNU Lesser
General Public License, you may choose any versi-
on of the GNU Lesser General Public License ever
published by the Free Software Foundation.

If the Library as you received it specifies that a
proxy can decide whether future versions of the
GNU Lesser General Public License shall apply,
that proxy’s public statement of acceptance of any
version is permanent authorization for you to choo-
se that version for the Library.
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