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Diese Seite hat mittlerweile eine Gro3e er-
reicht, die es als geeignet erscheinen ldsst,
sie in mehrere einzelne Seiten zu zerle-
gen. In welche Teile diese Seite zerlegt wer-
den konnte, kann auf der DISKUSSIONS-
SEITES besprochen werden. Wie man es
macht, steht im Wikibooks-Lehrbuch im
Abschnitt Buch in Kapitel untergliedern?.
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0.1 EINFUHRUNG®

0.1.1 Notation

In der Quantenmechanik werden viele, leicht unterschiedliche Notationen verwendet. In
diesem Buch soll die folgende Notation Anwendung finden:

Dirac-Notation (abstrakte Darstellung):

Allgemeine Abhdngigkeit eines Zustandes von einem Parameter: |y,f)  nicht |y (¢))

Das benutzte quantentheoretische Bild wird durch einen Index an Zustand und Operator
angegeben: ly,f)y  bzw. Ax  mit X = S(Schroedinger), H (Heisenberg), I (Dirac)

Darstellung eines Operators in einer bestimmten Basis |x):
(xly,ty =y (x,5)  bzw.  (ply,t) =y (p,t)

0.1.2 Geschichtliches

Gegen Ende des 19. Jahrhunderts glaubten die Physiker, die Physik sei im Wesentlichen
abgeschlossen. Die Physiker hatten zwei gro8e Theorien, die Mechanik und die Elektrodynamik
und die etwas dazwischen angesiedelte Theorie der Thermodynamik. Die Wechselwirkungen
zwischen Materie und Strahlung wurden mithilfe des Lorentzschen Kraftgesetzes erklart.

Zwar gab es einige ungekldrte Punkte, einige nicht erkldrbare Beobachtungen, doch man
gewohnte sich langsam daran, sie zu ignorieren.

Diese Punkte waren:

* Es gab kein Gesetz, welches das Energiespektrum des schwarzen Strahlers zutreffend
beschrieb.

* Die Temperaturabhingigkeit der spezifischen Warmekapazitit von Festkorpern und Gasen
konnte nicht erklart werden.

* Es gab Widerspriiche bei der Interpretation der Maxwellschen Gleichungen, und
* der negative Ausgang des Michelson-Morley-Versuchs (1887) war unversténdlich.

Und genau aus diesen scheinbar "letzten Problemen der Physik" heraus entstand fast das
gesamte neue physikalische Weltbild.

Die beiden letztgenannten Probleme wurden von A. EINSTEIN? durch die Spezielle
Relativitdtstheorie (1905) gelost. Die tibrigen Probleme wurden nach und nach durch die
ebenso revolutiondren Vorstellungen der Quantenmechanik behoben.

Fiir das erste Problem fand Max Planck eine Lésung, indem er seine Theorie von der
Quantisierung der Energie aufstellte. Die Energie einer elektromagnetischen Welle ist eine
ganzzahlige Vielfache von ki f, wobei h eine neue Konstante darstellt. Einstein verallgemeinerte
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diese Theorie zu einer Teilchentheorie des Lichts mit Photonen (siehe DER PHOTOEFFEKT?),
welche alle die Energie & f besitzen. Ein Lichtstrahl ist gemil} dieser Theorie ein Strom von
Lichtteilchen. Allerdings zeigt Licht gleichzeitig Wellenverhalten, wie in der klassischen
Elektrodynamik beschrieben. Diese Doppelnatur des Lichts bezeichnet man als
Welle-Teilchen-Dualismus.

Die ersten Probleme waren also bereits gelost, allerdings waren die Losungen einerseits schwer
mit den vorhanden Theorien in Einklang zu bringen, anderseits sah man nun, auf welchen
wackeligen Fiilen die bisherigen Theorien standen.

Den néichsten Knacks erlitten die etablierten Theorien bereits 1911 als Ernest Rutherford seinen
Streuversuch durchfiihrte und dabei feststellte, dass das Atom zum gréBten Teil leer ist und nur
einen kleinen positiv geladenen Kern besitzt, welcher von einer Elektronenhiille umkreist wird.
Negativ geladene Elektronen, die um einen positiv geladenen Atomkern laufen, stellen
gegeneinander bewegte elektrische Ladungen dar. Solche miissen nach der klassischen
Elektrodynamik stdndig elektromagnetische Wellen abstrahlen und damit Energie verlieren. Die
Atome wiren nicht stabil, miissten also in Sekundenbruchteilen zusammenfallen. Zusammen
mit den Untersuchungen der Emissions- und Absorptionsspektren der Atome, welche bis dahin
noch nicht erklart waren und welche gegen eine kontinuierliche Energieabgabe der Elektronen
sprachen, entwickelte Bohr daraus sein Atommodell mit quantisierten Elektronenbahnen.

Die Theorie der Lichtquanten von Max Planck und Albert Einstein und das Bohrsche
Atommodell konnten jedoch nur Teilbereiche der Quantentheorie erkldren und sie standen
noch nicht auf einem gemeinsamen theoretischen Unterbau. Dies dnderte sich 1923 als de
Broglie seine Theorie iiber den Wellencharakter von Teilchen aufstellte, welche allerdings noch
keine eindeutigen Vorhersagen ermdglichte, und wenig spéter (1925) Schrédinger und
Heisenberg ihre beiden dquivalenten Formulierungen der Quantenmechanik herausgaben.

Im Folgenden werden zunéchst die fiir die Quantenphysik grundlegenden Phanomene
besprochen.

0.2 Mathematischer Rahmen der Quantenmechanik

Wie jede physikalische Theorie hat auch die Quantentheorie die Aufgabe, das Ergebnis von
Experimenten vorherzusagen und in das existierende Weltbild einzubinden. Die Mathematik
dient gerade in der Quantenphysik als wichtiges Hilfsmittel Zusammenhinge, jenseits der
alltdglichen Erfahrung, zu erfassen und zu verstehen. Der Rahmen der sich hierbei fiir die
Quantentheorie bewihrt hat, ist die Theorie des Hilbert-Raumes und die
Wahrscheinlichkeitstheorie. Der Zusammenhang zwischen den mathematischen Grélen und
der physikalischen Realitét soll hier aufgefiihrt werden.
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0.2.1 Fourier-Transformationen

In der Quantenmechanik sind die Fourier-Transformationen ein wichtiges Hilfsmittel. Mit ihrer
Hilfe ldsst sich zwischen verschiedenen Raumen, z.B. dem Orts- und dem Impulsraum
transformieren.

Definition: Fouriertransformation Die Fouriertransformierte & (f) einer Funktion f:R — R ist
definiert durch:

fO=F(f(x)= \/%f_oof(x)e_i“dx,

Die Riicktransformation ist entsprechend:

~ 1 oo .
fo=F"(f)= N f f(ne*dt,
T J—o0

0.2.2 Hilbert-Raum der Vektoren

Jedem quantenmechanischen Zustand wird im Allgemeinen ein Vektor zugeordnet, der nach
der Diracschen Notation Ketvektor oder schlicht Kef genannt wird. Die Gesamtheit dieser Kets
bildet einen d-dimensionalen Vektorraum, den sog. Hilbert-Raum®.

Definition: Hilbert-Raum Der d-dimensionale Hilbertraum ./ ist ein linearer Vektorraum iiber
dem Korper der komplexen Zahlen C, auf dem ein hermitesches SKALARPRODUKT!? definiert ist.

Linearitit: Mit |u), |v) € A und A, § € C gilt:
[i) = Alv) +6|u) (Superpositionsprinzip), dass |i) € # ist

Metrik: Zwei Vektoren |u), |v) € # ist als SKALARPRODUKT!! (auch inneres Produkt) eine
komplexe Zahl der Form (u|v) zugeordnet. Es besitzt folgende Eigenschaften:

0.2.3 Liouville-Raum der Operatoren

Definition: Liouville-Raum: Der Liouville-Raum L ist ein linearer Vektorraum {iber dem Korper
der komplexen Zahlen C, dessen Elemente | A,| B die linearen Operatoren auf einem
Hilbert-Raum #sind.
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0.2.4 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie
0.2.5 Kommutator und Antikommutator

Der Kommutator zweier Operatoren ist definiert durch:
[A,B]:= AB-BA=-(BA- AB) = - B, A] Entsprechend definiert man den Antikommutator
{AB}:= AB+BA=BA+AB={B,A)

0.3 Der Photoeffekt

Im Jahre 1887 entdeckte H.R. HERTZ!? bei seinen bahnbrechenden Versuchen mit
elektromagnetischen Wellen, dass ultraviolettes Licht eine Funkenentladung beeinflusst. Er
beauftragte seinen Assistenten W. HALLWACHS mit der Untersuchung dieser Erscheinung, der
daraufhin 1888 den "lichtelektrischen Effekt" (Hallwachs-Effekt, Photoeffekt) entdeckte und
untersuchte. Das Ergebnis: Negativ geladene Metallkorper entladen sich bei Bestrahlung mit
ultraviolettem Licht, positiv geladene nicht.

P. LENARD!3 verlegte diese Versuche ins Vakuum und schaltete dadurch den stérenden
Einfluss der Luft aus. Er wies nach, dass die von dem Licht aus einer Metalloberflache
ausgeldsten negativen Ladungen aus Elektronen bestehen. Genauere Untersuchungen (1902)
zeigten:

1. Die Geschwindigkeit der ausgelosten Elektronen ist unabhingig von der Intensitét des
Lichtes. Hohere Lichtintensitét vergroert lediglich die Zahl der pro Zeiteinheit ausgelésten
Elektronen.

2. Die Geschwindigkeit der ausgeldsten Elektronen hingt nur von der Frequenz des Lichtes ab
und steigt mit zunehmender Frequenz.

3. Bei abnehmender Frequenz des Lichtes verschwindet der Effekt pltzlich bei einer
Grenzfrequenz fg.

4. Auch bei Strahlung von sehr geringer Intensitat ("Helligkeit") tritt der Effekt praktisch sofort
ein, ndmlich in weniger als 10 - 8 Sekunden.

Alle diese Eigenschaften sind mit der Wellennatur des Lichtes nicht zu vereinbaren. Mit der in
Jahrhunderten durch Interferenz- und Beugungserscheinungen gefestigten Vorstellung, das
Licht sei eine Welle, kann der Photoeffekt nicht erklart werden.

Die Erklarung gab EINSTEIN im Jahr 1905: In einem Lichtstrahl ist die Energie nicht (wie in
einer Welle) kontinuierlich verteilt, sondern in einer endlichen Anzahl von voneinander
getrennten (diskreten) "Energiequanten" konzentriert, die nur als Ganzes und nur einzeln
absorbiert werden kénnen. Die Energie E eines "Lichtquants" ist der Frequenz fdes Lichtes
proportional.

E=hf.
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Der Proportionalititsfaktor & ist das PLANCKSCHE WIRKUNGSQUANTUM':

h=6,626-10"347-s

fic =197 nm eV

Wenn die Energie eines einzelnen Lichtquants nicht ausreicht, ein Elektron aus dem Metall
herauszuldsen (die "Austrittsarbeit" aufzubringen), dann vermdégen es auch noch so viele
Lichtquanten nicht.

Ist die Energie des Lichtquants groRer als die Austrittsarbeit, dann wird der Uberschuss dem
Elektron als kinetische Energie mitgegeben.

Hochprizise Messungen von MILLIKAN®® (1916) bestétigten die Theorie Einsteins
vollkommen.

E.

in

fo f

Abb. 3

Der Erkldarung des Photoeffekts (wie auch der des Compton-Effekts - siehe unten) haftet etwas
Zwiespdltiges an: Einerseits werden die Lichtquanten - auch Photonen genannt — als
KORPUSKELN'® betrachtet, andererseits werden ihnen eine Frequenz und eine Wellenlinge
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zugeordnet, also Eigenschaften, die nur bei einer Welle Sinn haben. Dazu kommt, dass es beim
Licht Phdnomene gibt, ndmlich Interferenz und Beugung, die nur durch die Welleneigenschaft
des Lichts erkldrt werden konnen. Wir haben es also hier mit einem "Dualismus" von Welle und
Korpuskel zu tun, der zwei im Grunde unvertréigliche Erklarungsmodelle verbindet. Die
Erklarung des Photoeffekts hat einen hohen Preis: Sie ist nur moglich, wenn wir dem Licht zwei
einander widersprechende, zwei einander ausschlieBende Eigenschaften zuschreiben, ndmlich
sowohl Welle als auch Korpuskelstrom zu sein. Dagegen hilft auch nicht der Erklarungsversuch,
das Wellenmodell des Lichtes beschreibe lediglich die Dichteverteilung der Photonen, denn
einer elektromagnetischen Welle wie dem Licht kommt zweifellos eine eigenstindige Realitét
zu: elektrische und magnetische Felder sind physikalische Realitdten mit beobachtbaren
Eigenschaften. Mit anderen Worten: hier liegt noch immer ein ungel6stes Problem von
gewaltiger Tiefe vor, das nicht durch Gewhnung beseitigt wird.

0.4 Der Compton-Effekt

Der Compton-Effekt (A. H. CoMPTON'?, 1921) ist die Streuung von harten Rontgen- oder
Gammastrahlen an den Elektronen von Materie. Dabei werden Elektronen aus der Materie
herausgel6st. Die seitlich vor- oder riickwirts gestreuten Strahlen erfahren dabei eine mit dem
Streuwinkel ¥ (0 < ¥ <= 180°) zunehmende VergréBerung ihrer Wellenldnge. Die kinetische
Energie der gestoBenen Elektronen nimmt mit ihrem Streuwinkel ¢ (0 < ¢ < 90°) und der
Wellenldnge der Strahlung ab.

Zur Untersuchung des Compton-Effekts wird ein kleiner Kérper aus z. B. Paraffin oder Graphit
mit MONOCHROMATISCHEM'® Réntgenlicht bestrahlt und die Wellenlinge der gebeugten
Strahlung mit dem Rontgen-SPEKTROMETER'® untersucht. Die herausgeschlagenen Elektronen
kénnen z. B. mit der NEBELKAMMER?? beobachtet werden.

Wie sich zeigt, kann dieser Effekt quantitativ zutreffend gedeutet werden als elastischer, im
Allgemeinen nicht zentraler Sto zwischen je einem Lichtquant (Photon) der Strahlung und
einem Elektron des bestrahlten Stoffes, wobei die aus der klassischen Mechanik bekannten
Erhaltungssétze fiir Energie und Impuls gelten. Der Compton-Effekt ist eine starke Stiitze der
Quantentheorie und der Speziellen Relativitdtstheorie.
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Elektron

Photon 7
i'lg'."

abgelenktes Photon

Abb. 4

Nach der Quantentheorie betrdgt die Energie eines Photons der Frequenz f

EPh:hf’

wobei h das Plancksche Wirkungsquantum ist.

Nach der Speziellen Relativitdtstheorie besitzt ein Energiequantum E die Masse

E
m=—;.
c2

Demnach hat ein Photon der Frequenz f(und der Wellenlidnge A = ¢/f) die Masse

hf h
mPh—?—ﬂ.

Fiir den Impuls p = m v ergibt sich fiir das Photon daraus

E E hf h
=MpyC=—C=—=—=—.

Prh PhC =73 - 1
Von dem gestol3enen Elektron wird angenommen, dass es vor dem Sto8 ruht und nicht an ein
Atom gebunden ist. Seine kinetische und seine potentielle Energie seien also null. (Dass diese

Annahme tatsdchlich berechtigt ist, wird spiter gezeigt werden.)

Dann lautet die Energiebilanz



Der Compton-Effekt

Eph=Ee+Ey, oder hf=E.+hf

wobei E’ die Energie des Photons und f’ seine Frequenz nach dem Stol ist.

Da das Elektron nach dem Sto eine sehr hohe Geschwindigkeit v haben kann, miissen wir
seine relativistische Massenverdnderung beriicksichtigen. Dann betrédgt seine kinetische
Energie

2
moc 1
Eyin = —mOCZZ mocz( —1),

wobei my die Ruhemasse des Elektrons und 8 = v/cist.

Somit lautet die Energiebilanz

hfzmocz( —1)+hf’ 1)

1
Vi

Die Impulsbilanz stellen wir fiir die beiden Komponenten des Impulses getrennt auf: Fiir den
Impuls in StoBrichtung gilt

= CoS@ + ! COS oder hf = MoV Cos@ + hf/ COS
Pph = PeCOS P + ppy, COSY P ey 0] c v,

wofiir man mit 8 = v/c auch schreiben kann

Fiir den Impuls senkrecht zu StoBrichtung gilt entsprechend

0= —mo—c'Bsin + hf, siny 3)
V1-p? 4 c

Aus den Gleichungen (2) und (3) wird zunéchst ¢ wie folgt eliminiert:

Aus Gleichung (2) folgt

ﬂ_ﬂcosw: mO—CﬁCOS(p (11)

c c V1-p?
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Aus Gleichung (3) folgt

hf, mocﬁ

siny =

[ ‘/1_’32

Durch Quadrieren und Addieren dieser beiden Gleichungen ergibt sich

sing 3.1

h2f/2 m(z) 02 ’BZ
2 1-p2

h2f2 _2h2ff/

c? c?

cosy +

4)
Aus Gleichung (1) findet man fiir den in Gleichung (4) rechts stehenden Ausdruck

g

2 2p2
myc”p — 22
1-p2 0

h /
mocz(f_f)+1

Nach Einsetzen in (4) und einigen Umformungen ergibt sich

- f _ f 5)
n 2hf . 2y"
1+ moj; (1-cosy) 1+ mofz sin? ¥

Ersetzt man darin f” durch ¢/A” und fdurch c/A, so erhidlt man schlief3lich

h 2h
AM=A=Al=——(1- = ——sin“ —. 6
moc( cosy) mocsm 5 (6)

Hier fillt auf, dass die Anderung der Wellenldnge nur vom Streuwinkel, nicht aber von der
Wellenldnge (und damit auch nicht von der Frequenz) abhéngt. Das bedeutet aber nicht, dass
auch die Frequenzidnderung von der Frequenz unabhéngig ist. Die letzte Gleichung kann
ndmlich auch wie folgt geschrieben werden:

—— —=C

fof T mec ’

_f!
c c f=f _ 2h sinzﬂ
2
woraus folgt

L
2

’

2h
Af = fflm SlI‘l2

und wenn sich fund f” nicht zu sehr unterscheiden (sowie innerhalb nicht allzu groRer
Intervalle), ist anndhernd
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Der Compton-Effekt

Af
Af ~f* und -~

Praktisch beobachtbar sind nur die relative Frequenz- bzw. Wellenldangendanderungen der
Rontgenstrahlung. Da aber AA sehr klein ist (siehe Gleichung (6)), erhdlt man nur dann einen
beobachtbaren Effekt, wenn auch A sehr klein ist. Daher ist der Compton-Effekt nur bei harten
Rontgen- und Gammastrahlen beobachtbar. Dann aber sind die Photonen so energiereich, dass
die Bindungsenergie auch der Elektronen auf tiefen Schalen und ihre kinetische Energie
vernachldssigbar klein sind. Die Elektronen verhalten sich also gegeniiber diesen Photonen
wirklich wie freie und ruhende Elektronen.

Die in Gleichung (5) auftretende GroRe

h

mgpcC

hat die Dimension "Linge" und wird als Compton-Wellenldnge A (des Elektrons) bezeichnet.
Sie ist die Wellenlédnge einer Strahlung, deren Photonen die Masse eines (ruhenden) Elektrons
besitzen. Es ist

Ac=2,426-10"m.

Diese Wellenldnge liegt im Gebiet der Gamma-Strahlung. Auch diese Tatsache weist darauf hin,
dass der Compton-Effekt nur bei harter Rontgen- und Gammastrahlung beobachtet werden
kann: Wir haben den Compton-Effekt ja als elastischen Sto8 zwischen einem Photon und
einem Elektron aufgefasst. Die Theorie des elastischen StoRes zeigt aber, dass bei einem
solchen Stof3 nur dann ein nennenswerter Anteil der Energie des Photons auf das Elektron
tibertragen wird, wenn das Massenverhéltnis von Photon und Elektron nicht allzu klein ist. Das
ist aber nur bei entsprechend kleinen Wellenldngen der Fall.

Bezeichnen wir die kinetische Energie des Elektrons nach dem Sto mit E,, so kann man
Gleichung (1) nach Division mit & fwie folgt schreiben

_f, Ee

1=+,
[ nf

woraus fiir das Verhiltnis der Elektronenenergie (nach dem Stol3) zur Photonenenergie (vor
dem StoR) folgt

und mit Gleichung (5)

11
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2hf 2V
e myc? n- - %)
hf 1+ 2hf2 sin® %

Mit der oben eingefiihrten Compton-Wellenldnge kann diese Gleichung auch so geschrieben
werden:

2Acsin? %

_ (8)
A+ 2A¢sin? %

Ee=hf

Fiir A = Acund vy = 180° (zentraler Stof§ zweier Teilchen gleicher Masse) folgt aus Gleichung (8)

2
Ee = §hf.

Das Elektron tibernimmt also nur 2/3 der Energie des Photons, und nicht — wie nach der
klassischen Mechanik zu erwarten wire — die gesamte Energie. Dies erklart sich relativistisch
daraus, dass beim Stof3 das Elektron Masse gewinnt und das Photon Masse verliert, sodass die
beiden Teilchen nicht mehr gleiche Massen haben.

Mit

1
Ee=myc? | ——=-1
1-p?

lassen sich durch eine etwas mithsame Rechnung aus Gleichung (7) § (und daraus v)
bestimmen:

,B—K— 2ksin%\/1+(k2+2k)sin2%

¢ 1+2(k2 + k)sin® &

)

wobei zur Vereinfachung

hf

moc?

gesetzt wurde.

SchlieBlich bleibt noch der Winkel ¢ zu berechnen. Dividiert man die Gleichung (3) durch
Gleichung (2), so findet man nach einigen einfachen Umformungen

12



Der Compton-Effekt

hf

——siny f'siny
tang = < =
h—cf—%cosw f=f'cosy

Setzt man fiir f* den Wert aus Gleichung (5) ein, so erhélt man schliel§lich

; siny 1 COt%
ang = = = .

2hf . 7
1—cosw+W£sm2% (1+ r:oj;z)tan% 1+m0];2

Fiihrt man hier wieder die Compton-Wellenldnge ein, so erhédlt man

y_ 1 v_ A ¥

1
tang = cot — = cot — = cot —.
v 1+)LC£ 2 1+Acy 2 A+Ac 2

Wenn also ¥ zwischen 0° und 180° variiert (/2 also zwischen 0° und 90°), dann variiert ¢
zwischen 90° und 0°. Die Elektronen werden also stets nach vorn oder schrig nach vorn
weggestoRen.

Ein besonders einfacher Sonderfall — der aber doch die typischen Charakteristika des
allgemeinen Falles zeigt — ergibt sich fiir A = A¢. Dann wird

1y
tan@ = — cot —
¢ 2 2

und

Fiir die Energie des Photons nach dem Stof§ findet man daraus

ey
2sin* % ): 1

1+2sin2%'

hf’:hf—Ee:hf(l—

1+2sin2%

Aus diesen Formeln wurden fiir y = 0, 15°, 30° ... 180° die dazu gehérigen Werte von ¢, E. und h

[’ berechnet. Ihre Darstellung in Polarkoordinaten zeigt die folgende Abbildung:

13
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Abb. 5

0.5 Wellen und Teilchen

0.5.1 De-Broglie-Wellenlinge

Untersuchungen (Photoeffekt und Doppelspaltversuch) ergaben, dass das Licht sowohl Wellen,
als auch Teilcheneigenschaften besitzt. Fiir Photonen gilt:

E=hv=ho

>3

p:

De Broglie tibertrug dies 1923 auf beliebige Teilchen:

< s

mit dem relativistischen Impuls:

14
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mv
p:

v2

c2

ergibt sich daraus die sogenannte De-Broglie-Wellenldnge:

A= —h' _ Z_j
mv
Damit besitzt jedes Teilchen sowohl Wellen als auch Teilcheneigenschaften. Dies wurde 1927

durch Experimente bestétigt.

0.6 Grundkonzepte der Quantenmechanik

In diesem Abschnitt soll, nachdem im LETZTEN ABSCHNITT DER MATHEMATISCHE RAHMEN?!
erldutert wurde, der physikalische Rahmen der Quantentheorie abgesteckt werden. Zunéchst
werden die Postulate der (nicht-relativistischen) Quantenmechanik AXIOMATISCHZ? eingefiihrt.
Hierbei spielt der Begriff der MESSUNG?? eine besondere Rolle. Daran schlieft sich dann eine
Betrachtung der verschiedenen Bilder und Darstellungen der Quantentheorie an.

0.6.1 Postulate fiir reine und abgeschlossene Quantensysteme

Im folgenden wird die theoretische Begriindung der quantenphysikalischen Phdnomene auf
einige wenige Grundannahmen zuriickgefiihrt. Diese Postulate bilden das axiomatische
Grundgeriist fiir die nichtrelativistische Quantenmechanik. Eine Verallgemeinerung auf
relativistische Phinomene erfolgt im Kapitel {iber die KLEIN-GORDON-GLEICHUNG?%,

Postulat 1 (reiner Zustand): Ein abgeschlossenes Quantensystem, das sich in einem reinen
Zustand befindet, wird durch einen normierten ZUSTANDSVEKTOR?® |y) auf einem
KOMPLEXEN?®, UNITAREN?” HILBERT-RAUM?® beschrieben. Da es sich bei |7) um einen REINEN
ZUSTAND?? handelt, beschreiben vom Zustandsvektor LINEAR ABHANGIGE>? Vektoren den

21 Kapitel 0.2 auf Seite 3

22 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/AXIOM

23 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/QUANTENMECHANISCHE%20MESSUNG
24 Kapitel 0.12 auf Seite 37

25 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/ZUSTANDSVEKTOR

26 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/KOMPLEXE%20ZAHLEN

27 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/UNITSE4R

28 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/HILBERTRAUM

29 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/REINER%20ZUSTAND

30 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/LINEAR%20ABHSEANGIG
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selben Zustand. Daher wird jedem quantenmechanischen Zustand ein eindimensionaler
Teilraum des Hilbertraumes zugeordnet. Diesen Teilraum bezeichnet man als STRAHL3.

Der Hilbertraum ist ein linearer Vektorraum, deshalb folgt daraus, dass eine Linearkombination
von Zustandsvektoren wiederum einen Zustandsvektor bildet. Das nennt man das
Superpositionsprinzip.

nen
1

Postulat 2 (Projektionsmessung, von Neumann Messung): <ol type="i"> Die durch eine
Projektionsmessung an einem Quantensystem experimentell messbaren physikalischen GrifSen
(z.B. Energie, Ort, Drehimpuls) werden durch hermitesche Operatoren auf # beschrieben. Diese
Operatoren werden als OBSERVABLEN®? bezeichnet. Mdgliche Ergebnisse einer an einem
Quantensystem durchgefiihrten Messung der Observablen’Asind die Eigenwerte adieses
Operators. Diese ergeben sich mit der Wahrscheinlichkeit: W (a) = % Bei einer idealen
Messung (ideal bezieht sich hier auf den Unterschied zwischen Experiment und Theorie) der
Observablen’Ageht der Zustand |y)des Systems in den zum MeRwert a; gehérenden

Eigenzustand |a;) iiber. </ol>

Postulat 3 (Zeitentwicklung): <ol type="i"> Die Zeitenwicklung eines Quantensystems von t
nach t ldsst sich durch einen UNITAREN ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR®3 U (t, ty) beschreiben. Er
hat folgende Eigenschaften:

Ut (t,10) = U (1, 1), Ult=1t, %) =1, U2, 1) U (11, 1) = U (22, o) Im
Schrédinger-Bild geniigt die zeitliche Entwicklung des Zustandsvektors |y (t)s) der
SCHRODINGER-GLEICHUNG?#: ih% lw,t)s=Hsly,t)s  mit |y, t)s = U (t, to) |y, t)s Dabei
entspricht der Hamiltonoperator der klassischen Hamiltonfunktion fiir N Teilchen:

H= ng %mi(ﬁ,- - e]{(?,-))2 + V(?i)] + ij U(7; — 7j) Hinweis: Die Festlegung der
Schrédingergleichung als fundamentale Gleichung der Quantenmechanik ist eine beliebige.
Ebensogut kann die gesamte Quantenmechanik auch aus der Heisenberg- oder
Dirac-Gleichung (bzw. aus beliebigen anderen Bildern) entwickelt werden. </ol>

0.6.2 Die Schrodinger-Gleichung
Die zeitabhingige Schrodinger-Gleichung

Die Schrodinger-Gleichung ist die grundlegende Gleichung der Quantenmechanik. Aus ihr
folgen die Unschiérferelation, die Drehimpulsquantelung und viele weitere Dinge, die die
Quantenmechanik ausmachen. Fiir ein Teilchen der Masse m (etwa ein Elektron) im Potential V
(etwa das eines Atomkerns) lautet sie:

I v o)wE o= inZy
2m DY D= G v

31 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/STRAHL%20%28GEOMETRIE%$29%23ANALYTISCHES
20DARSTELLUNG

32 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/QUANTENMECHANIK%230BSERVABLE%20UND$20ZUST%E4ANDE

33 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/UNIT$E4RE$20GRUPPE

34 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/SCHR$FO6DINGERGLEICHUNG
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Dabeiist A = aa—;z + % + 66_222 der Laplace-Operator und 7 das Plancksche Wirkungsquantum. Der

Ausdruck auf der linken Seite wird Hamilton-Operator H genannt:

h2
H=———A+V({,1)
2m

Die Losung v (7, t) dieser partiellen Differentialgleichung ist die Wellenfunktion die das
Teilchen im Potential V beschreibt. Was sagt diese Wellenfunktion aber aus?

Statistische Interpretation

Die Wellenfunktion kann so verstanden werden, dass sie die Verteilung der Wahrscheinlichkeit,
bei einer Messung das Teilchen an einem bestimmten Ort anzutreffen, beschreibt. Da ¢ im
Allgemeinen eine komplexe Zahl ist, wird das Betragsquadrat |w(?, 1) |2 als Wahrscheinlichkeit
genommen. Dies bringt einige Forderungen mit sich, die wir an die Wellenfunktion stellen
miissen:

¢ Anirgendeinem Ort muss sich das Teilchen befinden, daher muss die
Gesamtwahrscheinlichkeit 1 ergeben: [ d°r |w(?, ) |2 =1 bei Integration tiber den gesamten
Raum. Dies ist die Normierungsbedingung

¢ Um diese Bedingung zu erfiillen muss y quadratintegrabel sein, das heifst dieses Integral
muss {iberhaupt bestimmt sein.

¢ Daraus folgt auch, dass ¥ im Unendlichen auf 0 abfillt, was uns noch bei einigen
Rechnungen zugute kommt.

Uns kommt eine Eigenschaft der Schrédinger-Gleichung zugute, die die Erfiillung der ersten
Bedingung vereinfacht: sie ist linear! Damit l4sst sich eine beliebige quadratintegrable
Wellenfunktion normieren: Ist [ d®r |w(7, 1)|* = a, dann erfiillt die Funktion y'(7, £) = \/Lau/('r’, t)
ebenfalls die Schrodinger-Gleichung (wie man sich leicht durch Einsetzen klar machen kann),
und zusitzlich die Normierungsbedingung.

Es seien noch zwei tibliche GrofRen der Statistik erwahnt:

* Der Erwartungswert einer GroRe Q: (Q) = [ d3ry*(F, ) Qu (7, 1), dabei ist w* das komplex
konjugierte w. Der Erwartungswert gibt die Mittelung einer Gr68e gewichtet mit ihrer
Wahrscheinlichkeit an. Zu beachten ist, dass diese Mittelung keineswegs dem
wahrscheinlichsten Wert entsprechen muss.

* Die Standardabweichung: o, = (Q*) - (Q)*. Sie gibt an, wie weit ein Wert gestreut ist.

Freies Teilchen

Zum besseren Verstidndnis der Schrodinger-Gleichung betrachten wir nun zunéchst ein freies
Teilchen (V = 0). Damit ergibt sich fiir die Schrédinger-Gleichung:
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(—h—zA) 0 =ik u
2m vin D= Otw'

Diese Gleichung hat Lésungen der Form:

w(F, b = Al T-0D)

wobei
A=konst
und
nk?
w=—
2-m

ein Vergleich dieser letzten Gleichung mithilfe der Einstein-De-Broglie-Beziehung ergibt eine
Ubereinstimmung mit:

E=Lt_

2-m
Da die Schrodinger-Gleichung eine Differentialgleichung zweiter Ordnung und in v linear und
homogen ist, gilt fiir sie das Superpositionsprinzip, d.h. jede Linearkombination von Lésungen

ist wieder eine Losung. Solche Uberlagerungen kann man als Integral darstellen:

1

2

(2m)3

y(7, 0= fd3k~g(%)ei(%'7—w(%)t)

Beschriankt man sich auf den eindimensionsalen Fall, so ergibt sich:

I i (kx—w(K)D)
yx, 1) = —f dk- g(k)e' k¥~
\/27’[ —00

Setzt man die Zeit ¢ = 0, so ergibt sich:
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1 [ ,
t=0)=— | dk-g(ke™
vonr=0 = [ dk-gie

Vergleicht man dies mit einer Fourier-Transformation, so sieht man, dass g(k) die
Fourier-Transformierte von ¢ (x, ¢ = 0) ist:

ikx

gk) = \/%_nf_oodx-w(x, r=0)e"

Daraus folgt, das diese beiden letzen Gleichungen nicht nur fiir ein freies Teilchen, sondern fiir
jedes Teilchen in einem beliebigen Potential gelten.

Die zeitunabhiingige Schriédinger-Gleichung

Wenn man ein zeitlich konstantes Potential V (¥) annimmt, ldsst sich die
Schrédinger-Gleichung mit Hilfe eines Separationsansatzes v (7, t) = ¢(7) - f () vereinfachen:

2

PR |
~f(O5 D@D+ VTP f (1) = (Dl f (1)

Teilt man durch ¢(7) - f(¢) sind die Variablen 7 und ¢ getrennt, stehen also nur noch auf je einer
Seite der Gleichung:

- ! h—zA (F)+V(?)—Lih2f(t)
O(F) 2m ¢ Cf(p ot

Es ldsst sich also jede Seite als konstant in "ihrer” Variablen auffassen:

2

h 7 7Y — —
_¢>(F) %Ad)(r) + V(7)) =const.=E

1 .0 3 3
mzhaf(t) =const.=E

Dabei nennen wir die Konstante E. Warum, werden wir spéter noch sehen. Betrachten wir
zundchst die zweite Gleichung:

0 E
&f(t) = %f(t)
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Diese einfache Differentialgleichung wird gel6st durch f(#) = exp (wt), wobei man durch
Einsetzen w erhilt, womit der Zeitanteil der Wellenfunktion im Falle eines zeitunabhingigen
Potentials lautet:

E
f(t)=exp (—l%t)

Nun zum Ortsanteil. Dieser ist bekannt als zeitunabhéingige Schrodinger-Gleichung:

2 . o .
(—%A + V(r)) O(F) = E¢(7)

Fiir zeitunabhingige Potentiale haben wir die Losung des Problems somit darauf vereinfacht,
nur noch den Ortsanteil bestimmen zu miissen.

0.6.3 Messung von Quantensystemen
0.6.4 Darstellungen

Ortsdarstellung und Ortsoperator
Impulsdarstellung und Impulsoperator

Der Impulsoperator

Die klassische Mechanik soll als Grenzfall in der (nichtrelativistischen) Quantenmechanik
enthalten sein. Daher definieren wir den Erwartungswert des Impulses in der Ortsdarstellung,
welche ja normalerweise auch in der klassischen Mechanik verwendet wird, als:

d .
(p) = mEU)

Dieser Ausdruck ldsst sich weiter auswerten, was schlief3lich auf den Impulsoperator fithren
wird:

., )—ifdgr (R OFy(F t)—fdgr @ 0F Ly, 04y 0F-Lyt )
m' P =g ) TV IO E = [TV DU L DR gy vt

Nun lésst sich die Schrodinger-Gleichung einsetzen, wobei zu beachten ist, dass H* = H:
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—fd3r D7 = Hy(F, )+ y(F, 0F —— Hy* (7,
=) Ty D R DR D e

Da das Potential reell ist und mit der Wellenfunktion vertauscht, bleibt:

—fd3r O Ay (F, D+ O Ay (7, 1)
B w’2miw'w’2miw’

Nun benutzen wir, dass V (y* FVy —wFVy*) = w* FAy — wFAy* + (Vy* F) Vi — (V' F) Vyr* und
den GauBschen Satz: [, d*rVe = [3,, d f¢:

—ff(w*ﬁw—wﬁw*)+fd3r(§w*?) W—fdsr(ﬁw?) Vy*

_h
C 2mi

Da aber die Wellenfunktion quadratintegrabel sein soll, muss sie im Unendlichen auf 0 fallen,
daher verschwindet das Oberflachenintegral.

_h 3 I .
—Zml.fdr[ V(yTy)+2y”Vy|

Der Ausdruck links kann wieder mit dem Gaufischem Satz aufgeldst und mit 0 interpretiert
werden. Damit erhalten wir schlieflich:

(p) = f dBry* (7, t)?WI(F, )

Dieser Ausdruck hat wieder genau die Form eines Erwartungswertes! Allerdings ist der
Ausdruck, dessen Erwartungswert berechnet wird, ein Operator. Dies ist der Impulsoperator:
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0.6.5 Heisenbergsche Unschirferelation
0.6.6 Quantentheoretische Bilder und Zeitentwicklung

In Postulat 3 wurde als Zustandsgleichung fiir die zeitliche Entwicklung eines Quantensystems,
die sog. SCHRODINGER-GLEICHUNG>® angegeben. Dies entspricht der Darstellung der
Quantenmechanik in einem speziellen Bild, in diesem Fall im SCHRODINGER-BILD®. Wegen
der INVARIANZ® aller physikalischen GréRen unter UNITAREN TRANSFORMATIONEN®®, gibt es
jedoch eine unendliche Anzahl AQUIVALENTER?? Bilder mit denen die Quantenmechanik
beschrieben werden kann. Neben dem angesprochenen SCHRODIN GER-BILD?, sind das
HEISENBERG-*! und das DIRAC-BILD*? noch von besonderem Intresse. In diesem Abschnitt
sollen deswegen die verschiedenen quantenmechanischen Bilder und die entsprechenden
Transformationen besprochen werden.

Zeitentwicklungsoperator

Unter Ausnutzung des ZEITENTWICKLUNGSOPERATORS* U (#,1y) ergibt sich die allgemeine
Losung der Schrédingergleichung:

ly,0)s = U (6,10) ly, to)s

eingesetzt wird daraus die zur Schrédingergleichung dquivalente Operatorgleichung:
inL0(1,t0) = HOU (2,10)

Die Entwicklung des Zeitentwicklungsoperators U (t,1p) um £, bei einer infinitesimalen
Anderung der Zeit t = fo+At ergibt:

U (t9+At,1) = O (£, 10) + LU (f+ A1, 1) |y, - (lo+At—10) +0 (2) = 1- LAH(D+0 (2)

Die Terme hoherer Ordnung kénnen vernachlissigt werden. U kann nun als Produkt dieser
infinitesimalen unitdren Operatoren dargestellt werden:

U (t,t) =0 (to, to—AD U (tg—At, tg—2A1)... U (to+At, 1p)

Daraus folgt dann sofort die Unitaritidt des Zeitentwicklungsoperators.

Schrédinger-Bild

Das Schrodinger-Bild zeichnet sich dadurch aus, dass in ihm quantenmechanische Zustdnde
zeitabhingig sind, wéhrend die Operatoren nur explizit von der Zeit abhidngen kénnen. Ist der

35 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/SCHR$F6DINGERGLEICHUNG
36 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/SCHR$F6DINGER-BILD

37 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/INVARIANZ%20%28PHYSIK%29
38 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/UNIT$E4RE$20ABBILDUNG

39 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/%C4QUIVALENZ

40 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/SCHR$F6DINGER-BILD

41 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/HEISENBERG-BILD

42 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/WECHSELWIRKUNGSBILD

43 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR
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Zustand eines Quantensystems zu einem Zeitpunkt bekannt, so ergibt sich die dynamische
Entwicklung des Systems eindeutig durch Lésen der Schrodinger-Gleichung:

inly,tys =H©OY, D)
Es gilt also: Sei |ys(t)) gegeben. Nun ergibt sich die Wahrscheinlichkeit X zu finden:

KX |ys(O)?

Wenden wir nun den Zeitentwicklungsoperator U auf den Zustand an:

lws(t)) = U(t, to)lws(tp))

Damit ergibt sich fiir unsere Wahrscheinlichkeit:

KX Iws(t))? = KXIU(L, to)lys)I?

Heisenberg-Bild und Heisenberg-Gleichung

Man erhilt das Heisenberg-Bild aus dem Schrédinger-Bild durch eine unitédre Transformation
mit dem Zeitentwicklungsoperator U (e, to):

lw) = U (¢, to)lws() = lws (o))

Fiir eine Observable A ergibt sich:

Ap(t) = U'(t, t9) AsU(t, ty)

Nun spielt man ein wenig mit der Wellenfunktion

b = AW H)

und der Schrodingergleichung
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d
ihalqu) = Hl¢m

und kommt so auf folgende Herleitung

dAy d
ih—— = ih— U AgU
th=p = ih (U AsY)

'h(aUTA U+ U938 agu+ vt asY)
=ih(— — -
ar ar = ° 5ot

mit iU = HgU und i U = —U" Hs folgt:

aA
- ihUTO—tSU+ U AgHsU — UT Hy AgU

dA
- ihUTa—tSU+ Ut [As, Hg) U

mit UUT = UtU =1+ 0(d1)

AA
=U"(AsUUTHs- HUU' Ag)U + ihufa—tsu

mit Hy = U' HgU folgt daraus die Bewegungsgleichung, auch Heisenberg-Gleichung genannt,
also das 4. Quantenpostulat im Heisenberg-Bild:

. dAH . 6AH
REAH A H 4 in 22
th=r = Am Hul + =

Dirac-/ Wechselwirkungs-Bild
0.7 Der Harmonische Oszillator

Betrachten wir den Hamiltonoperator: H = % + mTwaz und suchen wir die dazugehérenden
Eigenfunktionen und Eigenwerte. Es gibt zwei grundsétzliche Losungswege. Zum einen
kénnten wir den Operator in die Ortsdarstellung der Schrodingergleichung einsetzen und die
resultierende Differentialgleichung mit den entsprechenden Randbedingungen 16sen. Der
zweite Weg zeigt eine grundsétzliche Herangehensweise an Probleme in der Quantenmechanik
auf und nutzt die Operatordarstellung. Dieser Lésungsweg wird hier gerechnet.
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0.7.1 Zerlegung des Hamiltonoperators

Zundchst fiihren wir drei Operatoren ein:

a= % (x+-=+p) at = \/% (x— ﬁ p) N = aa' Zu beachten ist, daR a, a’ keine hermiteschen
Operatoren sind, N allerdings schon. Man nennt Operatoren, die in dhnlicher Weise wirken wie
a, a' Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren, bzw. auch Ab- und Aufsteigeoperatoren.
Warum und worauf auf- und abgestiegen wird, werden wir im néchsten Kapitel sehen. Zuvor
miissen wir uns aber einige Eigenschaften klarmachen <ol type="i"> [a, a'] = 1 Beweis:

[a,at] = ’g‘—g’[x+ miwp,x— mep] = ’;‘—g’(—m%u[x, pl+ miw[p,x]) = "21—,‘1”,;—(’;)21'77 =1</ol> Der
Hamiltonoperator ldsst sich nun darstellen als / = hw (aa' — 3). Wir kénnen jetzt schon das
Energiespektrum dieses Systems bestimmen! Nehmen wir an den Grundzustand |0) mit

Energie Ey zu kennen, das heil3t
H|0) = ho (aa’ - })10) = Eq|0).

Wenden wir nun den Operator a' auf diese Gleichung an und benutzen den Kommutator von
oben, so erhalten wir

atH10) = hw (a‘hacfr - %a*) |0) = Hw (mﬁcfr —at - %aT) |0) = (ﬁ— how) a0y = Eya'|0).

Wir definieren nun den Zustand [1) = a' |0), und bringen ein /iw auf die andere Seite. Damit
erhalten wir

HI1) = (Ey + hw) (1),

was die Schrodingergleichung fiir den ersten angeregten Zustand ist. Dieser hat also die Energie
Ep + Aiw. Da das gleiche Argument wieder auf den ersten Zustand angewandt werden kann, ist
die Energie fiir den n-ten Zustand:

E,=Ey+n-hw

Wir haben also gesehen, dass a' der Operator ist, der einen Zustand in den néchst hoheren
{ibergehen lisst, also a' |n) = |n + 1). Der Operator a tut das gleiche in umgekehrter Richtung,
er senkt die Energie ab. Daher heillen diese Operatoren Erzeuger/Vernichter, sie
erzeugen/vernichten ein Energiequant.

Nun kénnen wir noch die Energie Ey des Grundzustands |0) bestimmen. Da es per Definition
keinen Zustand unterhalb des Grundzustands gibt, gilt a|0) = 0. Nutzen wir wieder die
Kommutatorbeziehung von oben aus, erhalten wir

H|0) = hw (aa’ - 3)10) = ho (a’a+ 3)|0) = 1 hw0).

0.7.2 Die Wellenfunktion in Ortsdarstellung

Die urspriingliche Differentialgleichung lasst sich zwar nicht ohne weiteres 16sen, mit dem
oben hergeleiteten Formalismus ldsst sich aber relativ leicht ein Konstruktionsschema fiir die
Wellenfunktion in Ortsdarstellung angeben.

Dazu nutzen wir die Eigenschaft des Grundzustands aus, dass sich kein Energiequant
vernichten ldsst:

al0) =0.
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Der Einfachheit zuliebe betrachten wir nur eine Raumdimension, der Impulsoperator wird also
im Ortsraum p = = 7. Setzen wir dies also in die Definition von a ein ergibt sich die
leferentlalglelchung

(x + m—w %) Yo(x) =
Diese Gleichung ldsst sich durch Separation der Variablen l6sen:

a4y
Yo

was nach Integration die Wellenfunktion des Grundzustand liefert:

— _nmo
=-5 xdx,

Wo(x) = Aexp (-2 x?).

Der Faktor A entsteht als Integrationskonstante und dient der Normierung der Wellenfunktion.

. . . . . 00 — a2 s
Um ihn zu bestimmen wird das uneigentliche Integral [, dxe™** = \/g benotigt:

S dxlypo(0 = AP [, dxexp (- 22x2) = 412\ /2 L1,

womit, bis auf eine komplexe Phase, A bestimmt ist als A = (%) 14,

Vom Grundzustand aus kann man nun schrittweise die Wellenfunktionen der angeregten
Zustinde berechnen. Dazu muss nur der Operator a' n-mal auf 1, angewandt werden, um den
n-ten Zustand zu erreichen. Zum Beispiel entsteht so der erste angeregte Zustand:

Y10 = a'yo(0) = /52 (x - Lok Jwo(n = 2(2) | /1 cexp (~ 2 x?)

0.7.3 Eigenwerte des quantenmechanischen harmonischen Oszillators (Rechnung)

In diesem Artikel wird gezeigt, wie die Energie- EIGENWERTE** des QUANTENMECHANISCHEN
HARMONISCHEN OSZILLATORS? in einer DIMENSION?® berechnet werden kénnen. Die
Rechnung versteht sich auch als ein reprasentatives Beispiel fiir die Losung
quantenmechanischer Probleme mit Hilfe der Methode der ZWEITEN QUANTISIERUNG?Y’, etwa
die Bestimmung von Drehimpulseigenwerten oder in der FESTKORPERPHYSIK?S.

Problemstellung und Vorgehensweise

Allgemeines
Wir bestimmen die ENERGIE*?-EIGENWERTE>? des eindimensionalen QUANTENMECHANISCHEN
HARMONISCHEN OSZILLATORS®!, also sdamtliche Eigenwerte e des Eigenwertproblems

44 HTTP://DE.WIKIBOOKS.ORG/WIKI/EIGENWERT

45 HTTP://DE.WIKIBOOKS.ORG/WIKI/HARMONISCHER%200SZILLATOR%20%28QUANTENMECHANIKS
29

46 HTTP://DE.WIKIBOOKS.ORG/WIKI/DIMENSION

47 HTTP://DE.WIKIBOOKS.ORG/WIKI/ZWEITE$20QUANTISIERUNG

48 HTTP://DE.WIKIBOOKS.ORG/WIKI/FESTK$F6RPERPHYSIK

49 HTTP://DE.WIKIBOOKS.ORG/WIKI/ENERGIE

50 HTTP://DE.WIKIBOOKS.ORG/WIKI/EIGENWERT

51 HTTP://DE.WIKIBOOKS.ORG/WIKI/HARMONISCHER%200SZILLATOR%20%28QUANTENMECHANIKS
29

26


http://de.wikibooks.org/wiki/Eigenwert
http://de.wikibooks.org/wiki/Harmonischer%20Oszillator%20%28Quantenmechanik%29
http://de.wikibooks.org/wiki/Harmonischer%20Oszillator%20%28Quantenmechanik%29
http://de.wikibooks.org/wiki/Dimension
http://de.wikibooks.org/wiki/Zweite%20Quantisierung
http://de.wikibooks.org/wiki/Festk%F6rperphysik
http://de.wikibooks.org/wiki/Energie
http://de.wikibooks.org/wiki/Eigenwert
http://de.wikibooks.org/wiki/Harmonischer%20Oszillator%20%28Quantenmechanik%29
http://de.wikibooks.org/wiki/Harmonischer%20Oszillator%20%28Quantenmechanik%29

Der Harmonische Oszillator

Hly) =ely),

wobei der HAMILTONOPERATOR®? H gegeben ist durch H = ﬁpz + %mszz, Pistder
IMPULSOPERATOR®®, X der ORTSOPERATOR®*. Dabei werden wir wie folgt vorgehen:

Einfiihrung von Auf- und Absteigern
Zunichst werden wir zueinander ADJUNGIERTE®® LINEARE OPERATOREN®® g und a* einfiihren,
mit denen sich der HAMILTONOPERATOR®’ H schreiben ldsst als

H=ho(a*a+3).

Untersuchung des Operators N :=a*a

Anstelle der EIGENZUSTANDE®® von H untersuchen wir die Eigenzustinde von N := a* a.Es
lasst sich leicht zeigen, dass wir alle Eigenzustdnde von H aus denen von N konstruieren
kdnnen, ebenso kénnen wir die Eigenwerte von H leicht aus denen von N gewinnen. Wir
konzentrieren uns daher auf das EIGENWERTPROBLEM®?

Nwh) = niwh.

Wir haben dabei die Eigenzustdande von N mit zwei Indizes "nummeriert": Der untere Index
gibt den zu |y),) gehorigen Eigenwert an und durchliuft die (noch unbekannte) Menge aller
Eigenwerte. Auch wenn die Wahl des Buchstabens bereits die spitere Erkenntnis andeutet, dass
es sich bei den Eigenwerten von N um NATURLICHE ZAHLEN®? handelt, so ist an dieser Stelle
noch keinerlei Einschrdnkung vorgenommen; die Menge der Eigenwerte und damit der Index n
kann durchaus eine kontinuierliche GroR3e sein. Gleiches gilt fiir den oberen Index j, der dazu
dient, Eigenfunktionen zum gleichen Eigenwert zu unterscheiden, ohne ein neues Symbol
verwenden zu miissen. Da der Eigenzustand |1//£l> durch die Angabe der beiden Indizes n und

J bereits vollstdndig bestimmt ist, ist es in der Literatur vielfach {iblich, das Symbol ¥ komplett
wegzulassen und den Zustand einfach nur durch

lwly=:1n, j)

zu kennzeichnen. Dieser Konvention werden wir uns aber nicht anschlieRen.

Bestimmung der Eigenwerte von N
Um die Eigenwerte von N zu bestimmen, werden wir die Zustiande aly?,) und a*|yJ,) genauer
untersuchen: wir werden sehen, dass a ‘w{1> unter bestimmten Bedingungen ein Eigenzustand

zum Eigenwert n—1 und a*

1//{1> ein Eigenzustand zum Eigenwert n + 1 ist, dariiber hinaus
werden wir zeigen, dass 7 = 0 ein Eigenwert von N ist, indem wir in der Ortsdarstellung eine
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konkrete Wellenfunktion des zu 0 gehorigen Eigenvektors |[¢) ermitteln; Da, wie wir sehen
werden, alle Eigenwerte von N nicht-negativ sind, ist dann schon bewiesen, dass alle n € Ny
zum Eigenwertspektrum von N gehéren:

1. 0ist Eigenwert, wie wir durch explizite Angabe eines Eigenzustandes |y() zu diesem
Eigenwert sehen werden.

2. |y1) := a*|lyy) ist ein Eigenzustand zum Eigenwert 0+ 1 = 1, also ist auch die Zahl 1 aus
dem Eigenwertspektrum von N. Ebenso ist a*|y1) ein Eigenzustand zum Eigenwert
1+1 =2, also ist auch 2 Eigenwert von N.

Sukzessive folgt so, dass alle natiirlichen Zahlen zum Eigenwertspektrum von N gehéren
(formal vollziehen wir den Beweis mit Hilfe der VOLLSTANDIGEN INDUKTION®!). Induktiv
werden wir abschlief$end zeigen, dass N keine weiteren Eigenwerte besitzt. Damit ist das
Eigenwertspektrum von N und somit auch das von H vollstindig bestimmt. Es sei angemerkt,
dass wir die Rechnung in demjenigen HILBERTRAUM®? .7 durchfiihren, der der Bewegung eines
SPINLOSEN® Teilchens in einer Dimension zugeordnet ist. Wir werden daher die Begriffe
EIGENZUSTAND®* und EIGENVEKTOR®® synonym verwenden.

Die Rechnung im Detail

Schritt 1: Umschreiben des Hamiltonoperators

Zunichst fithren wir die OPERATOREN®® g und a™ ein. Aus Griinden, die spiter klar werden,
nennen wir a* den Aufsteigeoperator, a den Absteigeoperator (iibliche Bezeichnungen sind
auch Erzeuger und Vernichter.). Sie sind definiert durch:

mw . 1
= 22X +i—
a th i Tnth
o= /Bex-j—L_p
a’ 5 i T

Sowohl a als auch a™ sind lineare Operatoren, da P und X linear sind. Man beachte in allen
nachfolgenden Rechnungen, dass der Einsoperator, definiert durch

11y) = ly)VIy) € 7,

stets unterdriickt wird: so schreiben wir z.B. stets [X, P] = i#i anstatt [X, P] = ifil. Diese
Unterdriickung gestaltet Rechnungen iibersichtlicher und ist an gidngige Konventionen in
tiblicher Quantenmechaniklehrbiicher angepasst. Die Operatornatur des Kommutators [:, -]
sollte dabei aber nicht aus den Augen verloren werden! Widmen wir uns aber nun der
Bestimmung der Eigenwerte von H. Wie bereits in der Einleitung angedeutet, zeigen wir
zunéchst:

Satz 1: Der Hamiltonoperator ist gegeben durch H = iiw (a*a + %)
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Beweis: Den Beweis fiihren wir direkt durch Einsetzen, wobei wir ausnutzen, dass die Menge
der linearen Operatoren auf H einen (nichtkommutativen) RIN G5 bildet:

ata

moy ;1 N B a0] i1
( 2n X l\/2mhwp) ( 2n X+i \/thwp)
= ZOX24 - XP—i5PX+ 5 P?

2, 1 1 p2
o X°+ g5 (X P+ g P

2mwh

Bekanntlich ist [ X, P] = iFi, so dass insgesamt folgt:

+,,_mowy2_ 1 1 2
a a= ZhX 2+2mhwp

oder

Lhw

1 1
hwa*a = - mw*X?* + — P? -5
2 2m

-

=H

und somit ist alles gezeigt.

Wir fithren nun das Eigenwertspektrum des Hamiltonoperators auf das Eigenwertspektrum des
Operators N := a* a zuriick:

Satz 2: Jeder Eigenvektor von H ist auch Eigenvektor von N und umgekehrt. Weiterhin gilt:
Alle Eigenwerte € von H sind durch e = (n+ %) hw gegeben, wenn n die Eigenwerte von N
durchléuft.

Beweis:: Sei [y) ein Eigenvektor von N zum Eigenwert 7. Dann gilt:

Hly)

ho (N +3) [v)
hoNly) + %2 |y)
honly)+ 52 |y)
ho (n+3)ly),

ly) ist also ein Eigenvektor von H, wie behauptet. Aus der Rechnung folgt weiterhin direkt, dass
jede Zahl der Form (n + %) hiw mit einem Eigenwert n von N ein Eigenwert des
Hamiltonoperators H ist. Sei nun umgekehrt |[¢) ein Eigenvektor von H zum Eigenwert €.
Wegen N = ;- H — 5 folgt mit einer analogen Rechnung, dass |¢) auch Eigenvektor von N ist. H
und N besitzen also die gleichen Eigenzusténde, da jeder Eigenzustand von N auch
Eigenzustand von H ist und umgekehrt. Bleibt noch zu zeigen, dass jeder Eigenwert von H von
der Form fiw(n + %) mit einem Eigenwert n von N ist. Sei dazu € ein Eigenwert von H. Dann
existiert dazu eine Eigenfunktion |y.). Nun ist |i.) aber auch Eigenfunktion von N, wie weiter
oben gezeigt. Damit gilt:

e=Hlye) = o (N +3) 1) = ho (n+3) lye),

da |y.) # 0 folgt e = hw (n + 3), wie behauptet.

Der letzte Satz garantiert uns, dass wir sdmtliche Eigenvektoren sowie das gesamte
Eigenwertspektrum von H aus den Eigenvektoren bzw. Eigenwerten von N rekonstruieren
kénnen. Wenn wir alle Eigenvektoren und -Werte von N kennen, ist das Problem der

Bestimmung des Eigenwertspektrums des eindimensionalen harmonischen Oszilators im
Prinzip gel6st. Daher werden wir nun das Eigenwertproblem
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i\ = J
N|yh) =nlwh)
genauer untersuchen, wobei wir konsequent die bereits in der Einfithrung beschriebene
Notation verwenden werden: der Zustand ‘w£l> steht in allen nachfolgenden Rechnungen stets
fiir einen Eigenzustand von N zum Eigenwert n, auch wenn dies keine explizite Erwdhnung

findet! Per Definition eines Eigenzustandes ist damit auch )wfl> # 0. Wir zeigen zundchst die
folgende wichtige Tatsache:

Satz 3: a* ist adjungiert zu a:a® = a'

Beweis: Dies erkennt man sofort aus den Regeln zur Bildung des adjungierten Operators zu
einem Operator, der LINEARKOMBINATION®® anderer linearer Operatoren ist:

+
o= [ mw 1
a - ( 2hX+l\/2mth)
mw st 2 1 T
V HiX’ ! thwP

Da X und P selbstadjungiert sind (d.h. X" = X, PT = P), ist die Behauptung gezeigt.

Schritt 2: Bestimmung der Eigenwerte von N
Aus Satz 3 folgt sofort:

Satz 4: Alle Eigenwerte von N sind reell und nicht negativ.

Beweis: 7 ist reell, da der Operator N = a* a selbstadjungiert ist:
N'=(@ta)t=a'(a") =a'(@) =ata=ata=N

Nun berechnen wir die NorRM®® des Zustandes a |w£l>

lalyly2 = <alyhy, alyly)
= Ay, ataly))
= (ypla*alyy)
= (ynINlyy)
= n(yplyn)
Man beachte, dass wir im zweiten Schritt benutzt haben, dass a* = a', im vorletzten Schritt
haben wir N |1//{1> = nlw{;) verwendet. Wegen <1//{z|1//{z> =0und |a |w{,> 1 = 0 folgt sofort n = 0.

Wir untersuchen nun den Zustand a )wfl> etwas genauer. Da wir in den nachfolgenden

Rechnungen hiufiger die KOMMUTATOREN? [a, N], [a*, N] und [a, a®] benétigen werden,
wollen wir diese Ausdriicke an dieser Stelle berechnen. Zunichst rechnet man mit Hilfe der
Definition von @ und a* unter Benutzung der Linearitit des Kommutators und dem bekannten
Postulat [ X, P] = i sofort nach, dass gilt:

68 HTTP://DE.WIKIBOOKS.ORG/WIKI/LINEARKOMBINATION
69 HTTP://DE.WIKIBOOKS.ORG/WIKI/NORMIERTER%20RAUM
70 HTTP://DE.WIKIBOOKS.ORG/WIKI/KOMMUTATOR%20%28MATHEMATIKS29

30


http://de.wikibooks.org/wiki/Linearkombination
http://de.wikibooks.org/wiki/Normierter%20Raum
http://de.wikibooks.org/wiki/Kommutator%20%28Mathematik%29

Der Harmonische Oszillator

[a,a™]=1.
Damit ldsst sich der Kommutator von @ und N direkt ermitteln:

[a, N] la,atal=aata-ataa
(aat —ata)a

la,atla

Es folgt [a, N] = a. Ganz analog ldsst sich beweisen, dass
[a*,N]=~-a"
gilt. Wir haben nun alle nétigen Vorbereitungen fiir die ndchsten beiden Sdtze und fiir einen

grofen Schritt in Richtung der Losung unseres Problems getroffen.

Satz 5: Existiert zu n = 0 ein Eigenzustand |¢g), so ist al¢pg) = 0. Ist n # 0, so ist der Zustand
a )1//{1> ein Eigenzustand zum Eigenwert n — 1.

Beweis: Die erste Behauptung folgt direkt aus dem Beweis zum vorangegangenen Satz. Ist
nimlich n =0, so gilt: |a ‘W{1> ? = n(yllwl) = 0, der Nullvektor ist aber der einzige Vektor mit

einer Norm von 0, also ist a ’1//{1> =0. Sei nun n # 0. Um zu zeigen, dass alwfl) Eigenzustand
zum Eigenwert n — 1 ist, miissen wir beweisen:

°a |w{,> geniigt der Eigenwertgleichung N(a |w{l> )=(n-1)(a |w{l> )

e Esista ‘w{1> #0.

Zum Beweis der ersten Behauptung untersuchen wir den Ausdruck N (alw{l)). Da ‘w{1>

Eigenzustand von N ist, wire es giinstig, a mit N vertauschen zu konnen. Dies ist zwar nicht
mdoglich, aber wir konnen die zuvor berechneten Kommutatoren ausnutzen, denn es gilt:

[a,N]=aN—- Na— Na=aN - [a, N].
Der Kommutator [a, N] ist aber bekannt: wie wir zuvor gezeigt haben, ist [a, N] = a, und es folgt:
Nealyh) = (Na) |y}) = @N-(a,ND |uh)
= (aN-a) 1//{1>
= (aN) |1//£l -a |w{l>
= aNWh-aly))
= n-aly}) - alyy)
= (n=D(aly)),
wie behauptet. |a |1//{l> | # 0 folgt aus dem Beweis von Satz 4. Dort wurde gezeigt, dass die Norm

von a wfl> durch

jalyh) 1= nawhivh
gegeben ist. Da |1//{l> als Eigenvektor per Defition nicht der Nullvektor ist und damit auch eine

von 0 verschiedene Norm aufweist, ist auch n{y/,|y7) und damit | |w{l> | von 0 verschieden, es

gilt also ’1//{1> #0.
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Der letzte Satz gibt Aufschluss dariiber, warum der Operator a auch Absteigeoperator genannt
wird: a erzeugt aus einem Eigenvektor zum Eigenwert n einen Eigenvektor zu dem um 1
verminderten Eigenwert n — 1. Eine ganz analoge Eigenschaft besitzt auch der Aufsteigeoperator
a*: Dieser erzeugt aus einem Eigenvektor zum Eigenwert n einen Eigenvektor zu dem um 1
erhohten Eigenwert 7 + 1, wie der nachfolgende Satz und sein Beweis zeigen! Man beachte, dass
wir allerdings im Falle des Aufsteigeoperators die Einschrinkung 7 # 0 fallen lassen kénnen.

Satz 6: Der Zustand a*

1//£Z> ist Eigenzustand zum Eigenwert n + 1.

Beweis: Der Beweis verlduft vollkommen analog zum Beweis von Satz 5. Wir bestimmen
zunéchst die Norm von a*

w{,> . Wenn wir bertiicksichtigen, dass gilt:
[a,atl=1=—=aa”"-a*a=1=aat =1+a'aq,

so finden wir:
vi) P = wilaatlyy)

= wihlt+aally)

= WAl + WiN v
= (plyh) + ndyplyn)
= (n+1yhlyl).

la*

Da n =0 gilt, ist n+ 1 > 0 fiir alle Eigenwerte n von N. Da |1//£l> ein Eigenvektor ist, ist seine

Norm stets von 0 verschieden, daher ist auch |a*

wi)) | #0, folglich ist a*

w£l> nicht der

Nullvektor. Nun zeigen wir, dass a*

1//{,> die Eigenwertgleichung

N@* [yh) =+ D@ [yh )
erfiillt:
N@* |yh)) = NVab)|yh) =@ +a*N) |1//f1>
= a|yh) +atWyh)) =a* |yh) +na* |yh)
= (D@ |yh).
Bei der Rechnung haben wir verwendet, dass
[a",N]=-at=a"N-Na*=-a"= Nat=a"N+a".

Damit ist alles gezeigt.

Die immense Bedeutung des letzten Satzes ergibt sich anhand folgender Uberlegung: kénnen
wir zeigen, dass die Zahl 0 ein Eigenwert des Operators N darstellt, so konnen wir mit Hilfe des
letzten Satzes beweisen, dass alle natiirlichen Zahlen im Eigenwertspektrum von N enthalten
sind. Ist ndmlich 0 ein Eigenwert, dann auch 1, schlieflich ist |y := a* |w() nach Satz 6 ein
Eigenzustand zum Eigenwert 1. Mit der gleichen Argumentation ist dann auch |w) := a*|y)
ein Eigenzzustand zum Eigenwert 2 usw., oder allgemeiner: ist irgendeine beliebige natiirliche
Zahl n Eigenwert von N, so ist auch n + 1 Eigenwert von N, wir miissen ja lediglich a™ auf ‘1//2>
anwenden, um einen Eigenzustand zu n + 1 zu erhalten. Der letzte Satz liefert uns also letztlich
den Induktionsschluss fiir einen Induktionsbeweis, den wir im folgenden fithren werden.
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Theorem 1: Sei n € Ny beliebig. Dann gehért n zum Eigenwertspektrum von N.

Beweis: Wie angekiindigt, fiihren wir den Beweis mittels der vollstdindigen Induktion.
Induktionsanfang: n = 0. Wir miissen beweisen, dass 0 im Eigenwertspektrum von N enthalten
ist. Dazu betrachten wir das gesamte Problem im Ortsraum. Mit Hilfe von Satz 5 finden wir
leicht eine notwendige Bedingung an einen moéglichen Eigenzustand |y ) zum Eigenwert 0: Er
muss der Bedingung

alyoe) =0

geniigen. Der Operator a ist aber in der Ortsdarstellung durch

mw . 1
=4/ 5 X+
a o X+ rmth

gegeben, wobei X = x der Ortsoperator und P = ?% der Impulsoperator ist. Die Bedingung
aly) = Owird dann nach wenigen leichten Umformungen zu der linearen Differenzialgleichung

ma)xl//+hdw =0

oder
dy _ _ moxy
dx — [

Wie aus der Mathematik bekannt (durch "Trennung der Variablen" ), besitzt diese einzig die
Losungsschar

mw

Yo(x) = Ae"2 i’

2

Der Einfachheit halber konnen wir sogar A = 1 wéhlen (auch wenn ¢ dann i.A. nicht normiert
ist), dann ist ¢y mit Sicherheit nicht die Nullfunktion, und wir miissen nun nur noch zeigen,
dass diese Funktion tatsachlich Eigenfunktion zum Eigenwert 0 des Operators N ist. Wegen

H 1
N=55"2
und

2 2
H=-1 4 4 Imw?s?,

in der Ortsdarstellung ldsst sich dies sofort durch Einsetzen von 1 in die Gleichung
Nyo=0yo=0
verifizieren. Damit ist der Induktionsanfang getan. Induktionsschluss:n — n+ 1. Sei nun n € Ny

ein Eigenwert des Operators N, |Wn> ein zugehoriger Eigenzustand. Nach Satz 6 ist a* ’u/n>
Eigenzustand zu n + 1, also ist mit n auch n + 1 ein Eigenwert von N und es ist alles gezeigt.

Schritt 3: Ausschluss weiterer Eigenwerte

Wir wissen nun, dass alle natiirlichen Zahlen zum Eigenwertspektrum von N gehéren. Nun
miissen wir uns die Frage stellen, ob es noch weitere Eigenwerte geben kann. Wegen Satz 4
kommen nur noch positive reelle Zahlen in Frage, zu untersuchen wiren als mogliche weitere
Eigenwerte also noch positive, nicht-natiirliche Zahlen. Der nédchste Satz zeigt, dass keiner
dieser Zahlen zum Eigenwertspektrum von N gehort.

Theorem 2: N besitzt keine nicht-natiirlichen Eigenwerte.
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Beweis:: Sei v > 0 irgendeine reelle Zahl. Ist v nicht-natiirlich, so gibt es eine natiirliche Zahl n
mit

n<v<n+l,

sowohl n also auch 7 + 1 gehéren aber nach Theorem 1 zum Eigenwertspektrum von N. Wir
zeigen nun induktiv, dass zwischen einer natiirlichen Zahl n» und ihrem Nachfolger n + 1 kein
Eigenwert liegen kann. Induktionsanfang: n = 0. Angenommen, es gdbe einen Eigenwert v von
N mit 0 < v < 1. Dann gibe es zu v einen Eigenzustand |y) und aly) wire wegen v # 0 nach
Satz 6 Eigenzustand zum Eigenwert v — 1. Wegen v < 1 ist aber v — 1 < 0, Widerspruch zu Satz 4.
Induktionsschritt: n — n+ 1. Sei der Satz fiir ein n € N bereits bewiesen. Nach
Induktionsvoraussetzung gibt es dann keinen Eigenwert v von N mitv €ln,n+1|.
Angenommen, es gibe einen Eigenwert v von N mit n+ 1 <v < n+ 2. Dann gibe es zu v einen
Eigenzustand |i]), wegen v # 0 wire nach Satz 5 aly?) aber ein Eigenzustand zum Eigenwert
v—1¢€]n,n+ 1], was aber einen Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung darstellt.

Ergebnis
Zusammen mit Satz 2 folgt aus den letzten beiden Theoremen abschlief{end:

Eigenwertspektrum des harmonischen Oszillators. Der Hamilton-Operator H des eindi-
mensionalen harmonischen Oszillators, H = ﬁPz + %msz2 besitzt das Eigenwertspek-
trume, = (n+3)hw, neN.

Literatur
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0.8 Drehimpuls

L =;%x;§=:%x><v

# _ h 0 h 0

Ly = ix26x3 i 3 0xz

7 By, 0 _h,. 0
2 i 3 0x; i 13,

f. = hy 9 _h, o
3 i *19x, i “29x,

0.8.1 Kommutator und Antikommutator

Der Kommutator zweier Operatoren ist definiert durch:

A~ A A

AB)=- [B, A] Entsprechend definiert man den Antikommutator
={B, 4}

iil, = hy 0 Ry 0 \(h, 0 _h, 0

- _p2 9 0 _ o 2 0 0
= -h (x2x36x16x3+x26x1 *1X25,2 ~ X3 5% 0%, +x1x30x26x3)
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Drehimpuls

i i, = n, o _n, 0 |\(h, 0 _Nn, O
LrLy = (ix36x1 ixlaxs)(ixzaxg ix3ax2)

_R? 02 0y O LI
h (xeS 6)6]6)(?3 x3 0x10x; X1X2 ax§ + X1X3 6x26x3 + X1 0x;

L1, o] = Lr Lo = Eal = = (x5 — 31 5% ) = =i (Bxa e = i 52 ) = i
Analog erhéllt man [, 3] = il und [Ls, 1] = ikl

mit den Regeln

[A,B]=-[B,Alund [A,A] =0

kennt man somit alle Kommutatoren der Drehimpulsoperatoren.

0.8.2 Gesamtdrehimpuls

2:=12+12+12

I:li,% = I:z]:li,z + [1:1,1:2] 1:2 = i%]:l + 1:2 [I:l,l:z] + [I:l,zz] 1:2 = t,%]:l +ih (izl:g + 1:3[:2)
[il,tg] =ih (igi@, + i,gj,g) =ih {ig,i{g}

(L3, 13] = Lo [Ls, Lo ] + [L3, Lo| Lo = —ih{Lp, L1}

Entsprechend errechnet man:

(Lp, L3] = in{Ls, L1}

(L1,12] = —in{Ls, Lo}

Somit gelangt man schliesslich zu:

[il,tz] = [tl,iﬂ + [il,ig] + [il,fé] = lh{ig,ig} - lh{ig,ig} =0

Analog gilt:
[L,,12]=0
und

[L3,12] =0

Der Gesamtdrehimpuls vertauscht also mit jeder Komponente des Drehimpulses.

0.8.3 Aufsteiger und Absteiger

Aufsteiger Ly:=0+il,
Absteiger ._ =L, —iL,
[I2,L.] = [I% L1 +i[l% L] =0+i-0=0

Offenbar gilt:
Li=3(L++1)
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sowie

Ly=5(L+-L-)

Und somit
B+ = g(LA+Ll-+L-L,+I?)
-2 —LyL -1 L+ 1?)
= s(LeL-+L_L,
Weiterhin ist

(La,-] = Ly +ilo By —ils] = —i [Ly, Lo] + i [L2, L1] = 20 [L2, 1] = 2RLs
Damit

2+ 15=5(LsLo+L-Ly)=L.L_-his

und schlieBlich

1?=12+12+12=L,L_-hls+12

0.8.4 Der Spin
0.9 Das Wasserstoffatom

0.9.1 Radiale Bewegungsgleichung

Bevor das konkrete Problem des Wasserstoffatoms gelést werden kann, miissen zunéchst ein
paar allgemeine Betrachtungen zu kugelsymmetrischen Potentialen durchgefiihrt werden.
Analog zur klassischen Mechanik wird sich eine Drehimpulserhaltung feststellen und das
Problem auf die eindimensionale Bewegung eines Teilchens in einem effektiven Potential
zurlickfithren lassen.

Klassisch ldsst sich das Impulsquadrat in einen Dreh- und Radialimpulsanteil zerlegen

DT 2 _»X 7] 2 T . Y . . .
p> = (%) + (rmp ) =p?+ f—z Bei der Ubertragung dieser Zerlegung auf die Quantenmechanik

ist eine Symmetrisierung zu beachten p° = ( p- %) (; . i)’) + % I? Nach weiteren Umformungen

erhélt man fiir den Radialimpulsoperator p; = 5 (i ﬁ p- %) =1 [I_fl ﬁ] was in der
Ortsdarstellung folgende Gestalt annimmt p, = —L% ar rp?=( .)2 (f aar 6r2) Der
Hamiltonoperator eines kugelsymmetrlschen Potentials ldsst sich hiermit nun folgendermafen

Formulieren H = p et o+ V(r). Bereits mit dem Wissen, dass die Ortseigenfunktionen des

I2- -Operators die Kugelﬂachenfunktlonen Y1 (9, @) sind 12 Yim (9, ¢0) = R2I(1+1) Yim (0, p)
bietet sich folgender Separationsansatz fiir die Ortswellenfunktion an y (r,9, ) = @ Yim (9, @).

Setzt man dies nun in die stationédre Schrodingergleichung Hy = Ey ein folgt fiir den

Radialanteil p' ¥ ﬁzl (1)
mr

Radlahmpulsoperators ein ergibt smh die Radialgleichung
W@, 1D
T 2m ar? 2mr?

+ V(r)] un — g @ Setzt man nun noch die Ortsdarstellung des

+ V(r)] u(r) = E u(r) welche formal identisch ist mit der

Schrodingergleichung eines Teilchens im effektiven Potential Vg = % + V(r) welches
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analog wie in der klassischen Mechanik einen Drehimpulsabhéngigen repulsiven
Zentrifugalterm enthalt.

0.9.2 Dimensionslose radiale Bewegungsgleichung

Nach diesen allgemeinen Voriiberlegungen kann nun das konkrete Wasserstoffproblem

angegangen werden. Im cgs-System ist das Coulomb-Potential des Wasserstoffkerns V (r) = — e—:

Sinnvollerweise geht man bei der Lésung zu einem dem Problem angepassten Einheitensystem
r E

tiber und macht die Differentialgleichung dimensionslos iiber p = = € = g mit dem
2

. . . 2
und der Ionisierungsenergie des Wasserstoffatoms Ejop, = Ze_ag Nach

2 i+
0 0?

Bohrschen Radius ap = rr;zez

Einsetzen ergibt sich damit die folgende Radialgleichung u" (p) + | &+ u(p) =0.

0.10 Spin-Bahn-Kopplung und Clebsch Gordan Koeffizienten
0.11 Versteckte Variablen ? Bell'sche Ungleichungen

0.12 Relativistische Quantenmechanik

0.12.1 Vierervektoren

Einfiihrung in Vierervektoren ...

0.12.2 Operatoren

In der Relativistischen Quantenmechanik gebrduchliche Operatoren sind:

Der Viererimpuls: p* = (£, p) = ih(%(%,—V) = ihoH

0.12.3 Die Klein-Gordon-Gleichung
Die Klein Gordon Gleichung ist ein Versuch eine zur SCHRODINGER-GLEICHUNG ‘2 dquivalente
Formulierung fiir die Relativistische Quantenmechanik zu finden.

Zunichst noch einmal die Schrodinger Gleichung:

Lop(x) 1 (h_)\?
2 = g 79 v

Es gilt:

72 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/SCHR$FO6DINGERGLEICHUNG
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0
E=ih—
"o
sowie
. h
p==V
i

Im relativistischen Fall verwendet man Vierervektoren:

Desweiteren gilt:

B2 = m2ct + 522

Daraus folgt:

E? 10)?

Angewand auf die Wellenfunktion ergibt sich:

2

c2or2

w(x) = m? Py (x) - V2 (x)

(1 6*  _, mA?
0=l@az Vi )V

Dies ist die Klein-Gordon-Gleichung ausgedriickt mit dem D’ ALEMBERT-OPERATOR’® lautet sie
wie folgt:

0= (EI+ (%)z)w

mit der Compton Wellenldnge: % ergibt sich:

73 HTTP://DE.WIKIPEDIA.ORG/WIKI/D%20%19ALEMBERTOPERATOR
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Relativistische Quantenmechanik

0.12.4 Die Dirac-Gleichung

In der nichtrelativistischen Quantenmechanik wird die Theorie des Elektrons mit 2

Komponenten behandelt, in der Relativistischen Quantenmechanik benotigen wir einen
N-Komponenten-Spinor:

¥ (x)
Yo (x)

Yn(x)

Wir suchen nun eine, analog zur Schrodingergleichung und im Gegensatz zur
Klein-Gordon-Gleichung, Wellengleichung erster Ordnung, der Form: i%u/ = Hpw Hp muss
hierbei ein hermitescher Operator sein, ausserdem besteht in der Relativistik eine bestimmte
Symmetrie zwischen Zeit und Raum, dehalb muss der Hamilton-Operator eine Ableitung nach
X besitzen, da auf der linken Seite eine Ableitung nach t steht. Damit hat man den Ansatz:

(1

Wenn:

a’=B,{a",a"}=0
fiir
©#0
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und

ergibt sich:

1((2)2_'»'2_ 2) =0
9¢) TIPH oMY=

Gleichung (1) wird nun von links mit i % + @ - p + fm multipliziert:

[("3)2 -2 (o) (o) - - Tt @i - Yt pimpt | v =0

k<l k

Mit:

ta* alt=0,1ak g1 =0, (oc")2 =1,2=1

ergibt sich die Dirac-Gleichung:

y=0

(5] oy

Es wird vorausgesetzt, dass es @ und S gibt, die diese Eigenschaften erfiillen, dies ist der Fall fiir

eine Dimension des "Spinorraums" N > 4. Ublicherweise ist N = 4.
In elektromagnetischen Feldern gilt die Transformation i% —1 % —epund p— p—eA

Fiir die kovariante Schreibweise verwenden wir die Gamma-Matrizen:

=0y Y)Y = B,y = pa”
und

Dy:=0pu+ieApu

Damit:
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(i7" Dy~ 1m)y =0

Und mit 2 := y#D,, dann die Feynman-Schreibweise:

(i2-1m)y =0

0.13 Wichtige Operatoren und Kommutatoren

Hier sind alle gebrduchlichen Operatoren aufgelistet.
ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR 4

Der universelle Schlussoperator:

. h
§=—-0
1

Der universelle Schlussoperator geht auf verzweifelte Studenten zuriick. Er projziert jede
Wellenfunktion auf ein einfach zu handhabendes Objekt. Ist also gewissermallen ein
uneigentlicher Operator, da die Normierung verloren geht.

Der Impulsoperator:

Der Impulsoperator in der relativistischen Quantenmechanik: p* = (£, p) = in (%%, —V) = ihot

Der Hamilton-Operator:

2

. 52
A= —2—V2+V(x) -

+ V(x)
my 2m0

mit V2= A (Laplace-Operator)

Der Energie-Operator:
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0
F=inZ
Y

In der Relativistischen Quantenmechanik gebrauchliche Operatoren sind:

Der Viererimpuls: p* = (£, p) = ih(l 9 V) = ihot
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