KUCHARKA NA HLEDANI EXTREMU FUNKCI VICE PROMENNYCH

Na zékladé poznamek ze cviceni zpracoval

Honza ,Irigi“ Olsina

Algoritmy, které popisi funguji pro obecné n neznamych - ve vSech textech ale budu psat pouze dvé
souradnice, i kdyZ napisu, jak by se postupovalo pro souradnic vice.

Totalni diferencial
Totélni diferencial definuje limita

LLLL f@+ iy +ho) — f@y) — df(@y) - (hisha) g

(hl,hz)*)(o,o) /h% + h%

Nutnou podminkou pro existenci totalniho diferencidlu je existence prvnich parcialnich derivaci,

pokud neexistuji, zjevné neexistuje ani (©). Pokud existuji prvni parcidlni derivace, potom jedinou
pripustnou hodnotou df (x,y) - (h1, h2) je

df(.’l?,y) . (hlth) = a—ihl + a_£h2

Postaéujici podminkou je budto spojitost prvnich parcialnich derivaci, nebo existence (@)

Priklad: Zjistéte zda a kde md funkce (xy)'/® totdlni diferencidl.

% B .73_2/3_1/1/3

or 3
of y_2/3x1/3
dy 3

Je vidét, Ze derivace jsou mimo osy spojité, tudiZ mimo osy existuje totdlni diferencidal. Na osdch je
funkéni hodnota (zy)'/? = 0, ale pruni parcidini derivace zde nejsou definovdny (jsou v limité nekonecné),
proto na osdch totalni diferencidl neni.

V poédtku soustavy soutadnic jsou pruni parcidlni derivace nulové, protozZe

or  h—0 h h—0 h

a obdobné pro derivaci podle y. .
Proto pokud totdlni diferencidl ezistuje, pak md hodnotu df (z,y) - (h1, h2) = 0. OvéFime jeho existenci
dosazenim do (V). Prejdeme k poldrnim soutadnicim:

hi = rsin(¢)
hs = rcos(¢)

Tedy dosadim do (9):

lim (hih2)'/3 —0 -0 _ lim (r sin(¢)r cos(4))/?

r—0 / h% + h% r—0 r

Tato limita neexistuje (resp. zdvisi na thlu @), totdlni diferencidl tedy v pocdtku neexistugje.

Hledam-li extrém funkci vice proménnych f(z1,xs,...,Z,), prohleddvam jednak ,kandidaty“ na extrém
a jednak hledam extrém na okraji, coZ je extrém s vazbou.

Lokalni extrémy
1. Nutnd podminka pro to, aby funkce méla v bodé extrém je, aby prvni parcidlni derivace byly nulové:
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2. V téchto bodech miiZze nastat jedna ze tii moznosti - je zde minimum, maximum nebo sedlovy
bod. Oznacime si ¢leny v Jacobiho matici:
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Podle Taylorova rozvoje do druhého fadu (prvni derivace jsou nulové) ndm zbyva plocha uréend jako:
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0y?

Pro vice proménnych se rozsifuje kvadriku ve smyslu Taylorova rozvoje. V diskusi nezapomente, Ze
funkce musi byt ve zkoumanych bodech spojita, aby byly smiSené derivace zaménné!

e Je-li pro kazdé (z,y) # (0,0) K > 0, pak mé funkce v tomto bodé lokdlni minimum (plocha je
pozitivné definitni)

e Je-li pro kazdé (z,y) # (0,0) K > 0, pak naddle nevime (plocha je pozitivné semidefinitni)

e Je-li pro kazdé (z,y) # (0,0) K < 0, pak mé funkce v tomto bodé lokdlni maximum (plocha je
negativni definitni)

e Je-li pro kazdé (z,y) # (0,0) K < 0, pak nadédle nevime (plocha je negativné semidefinitni)
e St¥idé-1i pro kazdé (z,y) # (0,0) K znaménko pak jde o sedlovy bod (plocha je indefinitni)

Abychom zjistili, do které z téchto skupin kvadrika patii, pouzijeme Silvesterovo kritérium: vybereme
z J subdeterminanty (zleva zhora) o velikostech 1,2,...,n. Pro pfipad dvou proménnych tedy D; =
= A,Dy = AC — B?. Pak:

e Jsou-li viechny D; kladné (A > 0, AC — B? > 0), pak je kvadrika pozitivné definitivni (lokalni
minimum).

e Jsou-li D; sti¥idavé zdporné a kladné (A < 0, AC — B? > 0), pak je kvadrika negativné definitivni
(lokdlni maximum).

e Ve v8ech ostatnich pripadech nevime.

Priklad: Hledejme extrémy f = 2% + y3x. Z podminky o nulovijch prunich derivaci:
ﬁ 3 _ n af 2

Y > YU, _ 9 I o WU o WU o
3 =2r+y =0, —=3y"r=U=>2=0,y=0
Xz

76y

Nyni urcime z Taylorova rozvoje koeficienty A,B takto:
A=2B=3y>=0,C =6yz =0 = K = 2d2”

Silvesterovo kritérium vikd, Ze nevime: A > 1, AC — B% = 0. Z kvadriky je vidét, Ze kvadrika je pozitivné
semidefinitni (nikde neni zdpornd a pro hodnoty (0,y) je nulovd), proto nejsme schopni touto metodou
extrém ovéfit. (numericky: je to sedlo.)

Extrémy s vazbou

Méme hledat extrémy funkce f(z1,z2,...,%,), kde zistdvame na vazbach ¢, (z1,z2,...,2Zpn),. .., gn(z1,
Z2,...,Ty), kde h < n. Mizeme pouzit dvé zdsadni metody:

A. Vyjadfime co nejvice proménnych z podminek g;(...)

B. Na zbylé podminky pouzijeme Lagrageovy multiplikatory. Ma-li funkce v bodé extrém s vazbou
(pokud jsme vazbu jesté nevylouéili pomoci bodu A.), potom plati:

V(0= Ng0)=0 @)

Nyni pottebuji vyjadrit Aq,..., As, ¢ehoZz dosdhnu:



! Vyjadfenim z,y, ... podle A; z (&) a dosazenim do g;(...) =0.

Ted znédme A\; a z,y,..., tedy mame v8echny kandiddity na extrém. Nyni se chceme opdt presvéddit,
jestli extrém je minimum, maximum, nebo neni vibec. To uréime tak, Ze rozepiSeme totalni diferencial
druhého radu funkce F' = f — \;g;

L2F = (f -3 Aigi) 4.2 o o, *(f = 2 Xigi) 0*(f — Z)\igi)dyQ
Ox? Oz0y Oy
Do téchto vztahti dosadime za A\; a x,y, ... (které znadme). Ziskdme tedy kvadratickou plochu, pro
jejiz pozitivni/negativni definitnost pouZijeme vySe zminéné Silvesterovo kritérium. Tim
jsme problém vytesili.

dady +

? VyuZitim diferencidlnich vztahii pro g;(...) snizim pocet nutnych diferencial ve vysledné kvadrice (to
je nutné pro spravnost vysledku! - kvadrika musi mit stejny pocet diferencialii jako je stupnd volnosti
na kterych se s feSenim pohybujeme!):

_ Ogi 0gi

dgi—gdx+a—ydy+...:0

(Z téchto rovnic vyjadiime h diferencial, ¢imz zjednodusime problém uréeni definitnosti kvadriky — toto

je pouze zjednodusujici trik, neni pro zbytek postupu nutny)
Priklad: Podivejme se na nasi zndmou fci f = x> +y>z s jednou vazbou g = x> +y* — 1 = 0. PouZijeme
podminku (&):
vit.)=Avgl..)
(22 +9°,3y*x) = A2z, 2y)
Vyjadrit x,y jde - vyjde bod (0,0) a étyri body (z nichZ 2 jsou komplexni a vyloucime je) v zavislosti na
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Redlné feseni vyjde jen pro redlné (pruni) X. Dva body feseni lze zapsat jako
(z,y) = (Root(162° — 242* + 132% — 1,2), £Root (1625 — 24z* + 1322 — 4,2)) ~ (0.302339, £0.953201),

kde funkce Root(P(z),n) ddvd n-tj koten polynomu P(x) pro redlné kofeny tazeny vzestupné.

7 numerického resent uz je vidét, ktery z téchto dvou bodu je minimum a ktery maximum, abych predvedl
metodu, ukdZu jesté urceni z druhého diferencidlu pro Teseni 2 — minimum.
Pouzijeme bodu 2.

P> YU R S, - WO, B 1.
Z2rdr + 2yay = U = dy = ——dax



Zdroven ze druhé slozky rovnice z (&) vime, Ze 3y*x = 2y\ = y = % Tedy dosadime do:

d?F = Ada?® + 2Bdzdy + Cdy?
A = Root (162> — 4822 + 9z — 8,1) ~ +2.86457
B/3 = Root(162® — 242% + 132 — 4,1) ~ +0.908591
C = Root(16x> — 487% + 9z + 54, 1) ~ —0.864568

Aplikujeme-li pievodni vztah pro diferencidl dy:

2
&F = (A-22B+2.0C)
y oy
= Root(2z® + 32 — 244, 1)dz”

~ 4.50672 >0

Jde tedy skutecné o minimum. Na tomto prikladé je vidét, Ze ve valné vétsiné pripadi se pri pouZiti
takovgchto komplikovangch metod snadno zasekdme :-).



